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Uvod

Zadnjih desetak godina u srediste pozornosti matematickog obrazovanja na svim ra-
zinama stavlja se rjesavanje problemskih zadataka i istice kao jedna od vaznijih mate-
matickih kompetencija. Medutim, Kurnik istice da je uz dugogodisnje pracenje sudjelo-
vanje ucenika na matematickim natjecanjima, na kojima se najcesé¢e i pojavljuju takvi
zadatci, pri-mije¢eno kako se ucenici ne snalaze u rjeSavanju nestandardnih i slozenijih
problema.

Ne ulazedi u razloge takvih ishoda, koji mogu biti od nedovoljne do lose pripreme ucenika,
uoceno je, pogotovo, da ucenici slabije poznaju analizu koja je kod takvih problema
pocetni i najvazniji korak. Grigorieva pak govori da na raznim fakultetima (uglavnom
iz podrucja prirodnih znanosti) nerijetko postoje kolegiji koji se bave rjesavanjem pro-
blemskih zadataka, a da su ti kolegiji najomrazeniji kod studenata i da ih uglavnom
izbjegavaju, ukoliko je moguée (pogledati [4]). Navodi da kod studenata izazivaju strah,
tjeskobu i anksioznost jer ih smatraju najtezima. No, pitanje je, zasto je to tako?

Gotovo u svakom podru¢ju matematike, za zadovoljenje odredene kognitivne razine zna-
nja, postoji niz poznatih razradenih metoda, cak bi se moglo reé¢i algoritama i postupka za
rjesavanje raznih, srodnih, problema. Ve¢ iz same formulacije i sintakse problema, moze
se naslutiti kojoj skupinu problema pripada te kojim metodama se moze rjesavati. Takvi
su zadatci za vec¢inu ucenika pozeljniji i pozitivno utjec¢u na njihovo oblikovanje stavova
prema matematici te motivaciju za ucenjem. Nije nepoznanica da ljudi vise preferiraju
stvari koje im bolje idu i u ¢emu se osje¢aju dobri. Ljudi vise vole ono u ¢emu imaju
svoj vidljivi i konstantni uspjeh. Naime, ako se u¢eniku zada neki problem za koji on veé
na prvi pogled zna “gdje ga smgjestiti”, tj. kojem podrucju matematike i kojoj skupini
problema pripada te brzo uocava metodu rjesavanja, smanjuje se njegova anksioznost i
psihicka napetost. Nema psihickog opterecenja i uc¢enik se odmah okrece rjesavanju za-
datka. Ipak, nije mogucée sve probleme rjesavati na “neki od poznatih nacina”, a takav

tip problema karakteristican je za nestandardne i problemske zadatke.

Medutim, kada je u pitanju matematika, svaki je uspjeh rezultat napornog rada i zbog
toga ljudi ne bi trebali imati strah ni od c¢ega. Naime, ukoliko dode do nekakvih poteskoca
i problema na to se moze odgovoriti na dva nacina. Jedna nacin je da se uhvatimo u kostac
s tim problemom, budemo uporni i ne odustajemo, a drugi je da ga pokusamo izbjeéi i
traziti liniju manjeg otpora. Primjerice, ukoliko uc¢enik ima problema sa svladavanjem
sadrzaja i koncepata u odredenom podruc¢ju matematike kao sto je to geometrija, dolazi
do izostanka motivacije Sto uzrokuje smanjenje truda i zalaganja. U konacnici to vodi do
losih rezultata te stvaranju negativnih stavova i sklonost izbjegavanju kada su u pitanju

zadatci 1 sadrzaji povezani s geometrijom.



Takoder, ovisno o pojedincu, poteskoce s kojima se susretne mogu pozitivno utjecati
na njega, ako ih dozivi kao izazov i to u njemu pobudi motivaciju, samim time ulozi
dodatan napor sto rezultira postizanjem uspjeha. Vrlo je bitno napomenuti da taj inici-
jalni uspjeh vremenom cesto vodi i do veéih uspjeha i suzbijanja straha. Stoga je vazno
ucenike poucavati novim metodama, poticati ih na razvijanje vlastitih, poucavati kako
matematicki misliti te kako Sto djelotvornije iskoristiti i sintetizirati matematicko zna-
nje da bi njihovo znanje bilo Sto trajnije, za razvitak matematickih sposobnosti, ali i

pozitivnog odnosa prema matematici.



1 Matematicki zadatak

Prema Kurniku, matematicki zadatak je slozeni matematicki objekt, a opcéenito se
moze izdvojiti pet sastavnica koje karakteriziraju svaki zadatak (pogledati [7]).
To su: uvjeti (dane i trazene veli¢ine, uvjeti i objekti kojima su opisane veze izmedu onog
sto je dano i onog Sto se trazi), cilj (odredivanje nepoznate veli¢ine, svojstva, dokazivanje
tvrdnje,. .. ), teorijska osnova (¢injenice koje su u vezi s uvjetima i ciljem zadatka; otkri-
vaju se analizom, a njihovom primjenom se uspostavljaju novi odnosi i uvjeti zadatka),
rjeSavanje (slijedi nakon analize, nacin na koji se od uvjeta dolazi do cilja) i osvrt (pro-

vjera valjanosti rjesenja).

Osim navedenih sastavnica zadatka u najSirem smislu, za postizanje visih obrazovnih
ciljeva, razvijanje matematickih vjestina i sposobnosti, osim provjere rezultata vrlo je
bitan i moment procjene rezultata na samom pocetku (prije i nakon provedene analize).
Procjena usmjerava misljenje ucenika i otvara prostor za samoispravak pri svakom koraku

rjesavanja zadatka jer ucenik zna Sto otprilike u svakom koraku moze ocekivati.

Tako je uobicajno da sami ucenici, a ponekad i nastavnici govore za neke zadatke da su
laksi, a za neke da su tezi, tezina zadatka je vrlo individualna. Naime, tezina nekog za-
datka je subjektivna i usko je povezana s onime tko rjesava zadatak, njegovim predzanjem,
pripremljenoscéu i slicno. Matematicki zadatci najcesce se dijele prema slozenosti kao mjer-
ljivom i objektivnom svojstvu (koliko podzadataka sadrzi, koliko razlic¢itih matematickih
podrucja integrira i sl.) Sto se ne bi smjelo mijesati s tezinom zadatka. Naposljetku, ako
bismo pogledali ve¢inu skolskiih udzbenika, u svakom od njih postoje rubrike koje se zovu
“nesto slozeniji zadaci” ili sli¢no.

Stoga, prema slozenosti zadataka Kurnik ih dijeli u dvije skupine: standardne i ne-
standardne zadatke. “Standardni zadatci su zadatci kod kojih nema nepoznatih sastavnica:
uvjeti su postavljent jasno 1 precizno, cilj je ocigledan, teorijska osnova se lako uocava i bez
dublje analize, a nacin rjiesavanja je poznat i tece prirodno i prema ocekivanjima” (Kur-
nik, 2010). 1li jednostavno receno, to bi bili zadatci za koje postoje postupci rjesavanja
kao Sto su npr. deriviranje, odredivanje determinante i dijeljenje polinoma, a njihova
vaznost je u tome Sto su sredstvo kojim se postize bolje i brze usvajanje novih sadrzaja.
“Nestandardni zadatci su zadatci kod kojih je bar jedna sastavnica nepoznata” (Kurnik,
2010). Poseban slucaj nestandardnih zadataka kod kojih je nepoznato vise od dvije sa-

stavnice su, prema Kurniku, problemski zadatci.



1.1 Nestandardni zadatci

Iako postoji vrlo precizno prethodno dana definicija nestandardnih zadataka, ucenici
nestandardnim zadatcima vec¢inom nazivaju zadatke koji izgledaju slozeno ili neuobicajeno.
Takoder, problemi se mogu nazivati nestandardnima kada ukazuju na neku netipsku me-
todu rjesavanja, kada za njih ne poznajemo postupak ili algoritam rjesavanja, neshematski

tipovi zadataka.

Na primjer, kada se u zadatcima zahtijeva pronalazenje minimalne ili maksimalne
vrijednosti funkcije, standardna metoda bi bila deriviranje funkcije. No, pod odredenim
uvjetima, problemi minimuma i maksimuma mogu se rijesiti poznavanjem odredenih svoj-
stava, ogranic¢enja ili recimo primjenama nekakvih poznatih nejednakosti. Jos neki od
primjera nestandardnih problema su zadaci rije¢ima c¢iji je skup rjeSenja ogranicen na
cijele brojeve ili se moze reducirati na nelinearan sustav jednadzbi koji ima viSe varijabli

nego jednadzbi.

Dakle, opcenito se moze reci, nestandardni je problem onaj koji ne vodi direktno do
rjeSenja, a “nestandardna metoda rjesavanja problemskih zadataka je proces spajanja veza
1zmedu naizgled nepovezanih matematickih podrucja © odabir prikladnih generalizacija,

tako da se poznata ogranicenja podudaraju da bi se dobilo rjesenje” (Grigorieva, 2015).

Standardne metode i relevantne formule koje ¢ine kontekst problema dane su s vrlo
jednostavnim primjerom za ilustraciju, a potrebno je osnovno predzananje iz srednje skole.

Na primjer, ako je zadan problem rjeSavanja kvadratne jednadzbe 2% — 72 + 2 = 0, onda

—bEtVb%2—4ac

se njezina rjesenja vrlo lako mogu izracunati koristec¢i poznatu formulu z; 5 = o

No, sto ako se problem samo malo promijeni i zatrazi se da se dokaze sljedece:

Pokazi da za kvadratnu jednadzbu x* +ax+1—b =0, kojoj su rjesenja prirodni brojevi,

broj a® + b* ne moze biti prost?

Bi li nam standardna metoda i formula pomogle rijesiti ovaj problem? Ovaj problem
ima dva parametra a i b, a skup rjeSenja ogranicen je na skup prirodnih brojeva. Stoga,
kako bi se rijesio ovaj problem, potrebno je znati nesto vise od same formule, moramo
imati metodu koja ¢e dati ogranic¢enje na rjesenje. U ovom slucaju vidjet ¢emo da su to,

primjerice, Vietove formule i poznavanje teorije brojeva.

Rjesenge:
Rjesenja jednadzbe z1, x5 su prirodni brojevi. Obzirom da trebamo pokazati da broj

a® + b? (kojeg ¢ine koeficijenti jednadzbe) nije prost, mozemo uspostaviti vezu rjesenja s



tim brojevima preko Vietovih formula pa imamo sljedece:

T1+ Ty = —a

ZEl'IQZ]_—b

Uocavamo da prebacivanjem jedinice u drugoj jednakosti, a potom kvadriranjem obje

jednakosti i zbrajanjem mozemo dobiti broj a® + b?.

(21 + 22)* = 27 + 23120 + 23 = @

(1 =21 -29)% =1 —2z129 + 2505 = b?
22+ 211wy + 25 + 1 — 2019 + 2323 = a® + b?
o2+ 22+ 1+ 2ivk = a® + b
o3 (w2 1)+ (14 23) =a® + b
(1+a3)- (1 +a3) =a®+ b

U sljedecem koraku do izrazaja dolazi onaj uvjet da su rjeSenja x; i x5 prirodni brojevi,
odnosno zy,ry > 1. To znaci da je (1 + 23),(1 4+ 23) > 2, tj. (1+23) - (1 +23) > 4.
Konaéno zakljuéivanje da broj a? + b? nije prost slijedi iz ¢injenice da se moze prikazati

u obliku umnoska dva broja veca od jedan te da je on sam veci od 4.

Ono $to ucenike odbija od rjesavanja nestandardnih problema je to $to ne postoji garan-
cija da ¢e oni na kraju taj zadatak moci uspjesno rijesiti. Ucenici svaki problemski zada-
tak vide kao izolirani slucaj i rijetko vide korisnost odredene metode, odnosno moguénost
primjene na druge zadatke.

Vrlo je ilustrativno jedna nastavnica matematike rekla kako ucenici matematiku vide
kao policu s puno ladica u koje spremaju sadrzaje koje nauce dok rade jedno podrucje
matematike, a kada prijedu na drugo tu ladicu zatvore i ne otvaraju dok se bave nec¢im
drugim. Tako se, na primjer, dogodi da ako se u geometrijskom zadatku pojavi racun s
razlomcima, koji su ucili u prethodnoj nastavnoj cjelini, oni to jednostavno zaborave dok
ne poc¢nu opet raditi aritmetiku i treba im vise vremena da rijeSe takav zadatak.

Zbog toga je bitno u matematickom poucavanju sto je vise moguce koristiti zadatke
koje zahtijevaju znanje iz viSe razlicitih matematickih podrucja kako bi se stekao dojam
matematicke cjelovitosti. Nestandardni problemi ukazuju upravo na to da matematika
nije sacinjena od vise disjunktnih tematskih dijelova nego je ona jedno povezano cijelo.
Zato je vrlo vazno nakon rjesavanja jednog zanimljivog problema, potraziti generalizaciju
metode kojom se doslo do rjeSenja te ju pokusati primijeniti na druge probleme.

Nadalje, ukoliko ucenici jedanput vide neko elegantno rjesenje odredenog problema,
ali ne pristupaju i drugim problemima na isti nacin, neée ga ni zapamtiti. Nasuprot

tome, ako nastavnik opetovano koristi isti pristup cijelu godinu te uz to jos usporedi sa



standardnim pristupom, ucenici ¢e ga zapamtiti i znati cijeniti.

[ako je velika vec¢ina glavnih znacajki i korist nestandardnih zadataka navedena, izdvo-
jimo neke od najbitnijih. To su: razvijanje logickog misljenja i kreativnosti, razvoj kogni-
tivnih znanja analize, sinteze i vrednovanja, stjecanje vjeStina koncentracije, ustrajnosti i

dosjetljivosti i integriranje matematickih sadrzaja.

1.2 Proces rjeSavanja zadatka po etapama

U povijesti matematicari su oduvijek tezili pronalasku jedne univerzalne metode za
rjeSavanje matematicki, a posebno problemskih, zadataka. Iako je danas posve jasno da
to nije moguée napraviti, jos uvijek je vrlo popularna Descartesova metoda (jer se njome
moze obuhvatiti Siroka klasa problema, pogotovo iz podruéja redovne nastave matematike)
koja pociva na ideji da se svaki problem moze svesti na algebarsko rjesavanje jednadzbi.
Upravo zbog tog problema, prema Kurniku dolazi do razvoja posebne metodike rjeSavanja
zadataka, ¢ije je glavno pitanje “kako naudciti ucenike rieSavati zadatke.” (pogledati [7])

Iako mnogi ucenici matematicke zadatke, definicije, svojstva pokusavaju uc¢iti napamet,
to je puno teze, mukotrpnije, a znanje koje iza toga ostaje je kratkotrajno. Zato Gri-
gorieva umjesto toga predlaze razvijanje nekakvog “globalnog” shvacanja o odredenoj
temi, predvidanje tipova problema koji bi se mogli pojaviti uz odredeni zadatak te na taj
nacin razviti vlastite metode rjesavanja (pogledati [4]).

U Hrvatskoj je jos uvijek uvrijezena obrada nastavnih sadrzaja po principu davanje
teorijske podloge, a zatim rjesavanje zadataka i njihova primjena, dok se u inozemstvu,
npr. Danskoj, sve viSe pocinje primjenjivati problemska nastava, tj. teorija proizlazi iz
danog problemskog zadatka. Drzi se da je takav nacin ucenja djelotvorniji jer se teorija

bolje pamti i direktno primjenjuje te se lakSe prepoznaju sli¢ni problemi.

Mnogi su autori razradili opé¢i proces rjesavanja zadataka po etapama, a najveci do-
prinos dali su australski matematicar Terence Tao i americki matematicar George Polya.
davsi uz njih i niz usmjerujuc¢ih i poticajnih pitanja te uputa nastavnicima kako voditi
heuristicki razgovor (pogledati [8]). Ta pitanja i upute upuéuju na znanstvene metode
zakljuc¢ivanja kao sto su: generalizacija, specijalizacija, apstrakcija, analogija, dedukcija,

indukcija, analiza, sinteza itd.

Cetiri koraka ili etape rjesavanja zadatka prema Polyji su: razumijevanje problema,

stvaranje plana, izvrSenje plana te osvrt.



1.2.1 Razumijevanje problema

Iako se ovaj prvi korak ¢ini trivijalnim i ¢esto se podrazumijeva, zapravo istrazivanja
su pokazala da ucenici zadatak nisu znali rijesiti jer ga u potpunosti, ili djelomicno,
nisu razumjeli. Stoga Polya istice da je vazno provjeriti s ucenicima jesu li shvatili, tj.
razumjeli problem postavljajué¢i im prikladna pitanja kao sto su: “Razumijete li sve rijeci
koje su napisane u zadatku?”, “Sto se od vas traZi da pokazete ili pronadete?”, “Sto vam
je zadano, koji su uvjeti?”, “Mozete li prepricati zadani problem svojim rijecima?”, “Ima
li suvisnih informacija?”, “Imate li dovoljno potrebnih informacija da nadete rjesenje?”,
“Mozete li problem (dane podatke i uvjete) zapisati matematickim simbolima?” (pogledati
[3])

Takoder, prigodna su pitanja i: “Poznajete li sve pojmove koji su dani u tekstu”, “Kojeg
je tipa problem?”, “Biste li mogli skicirati dani problem?” ili “Sto vam je jos potrebno da
dodete do rjesenja?”

Vrlo je vazno za prve dvije etape prepoznati kojeg je tipa problem, za razumijevanje
samog problema i danih podataka te odredivanje pristupa rjesavanju problema i polazne

metode.

Tao navodi tri glavna tipa problema, to su:

o “Pokazi da...”, “Ocijeni...” pitanja u kojima je dana odredena tvrdnja koja treba

biti dokazana.

e "Pronadi...” ili “Pronadi sva...” pitanja koja zahtijevaju pronalazak necega (ili
svega) $to zadovoljava odredene tvrdnje, uvjete i sl. U algebarskim zadatcima to su

obi¢no brojevi, a u geometrijskim to su obi¢no geometrijski likovi.

e "Postoji li. .. 7 pitanja koja zahtijevaju dokazivanje odredenje tvrdnje ili pronalaska

kontra-primjera (pogledati [4]).

Naravno, ne mogu se svi problemi svesti na ove kategorije problema, ali opé¢enito, vazno
je napomenuti da forma bilo kojeg problema ili pitanja upucuje na polaznu strategiju

rjeSavanja i tip problema.

1.2.2 Stvaranje plana

Neupitno je da se svaki problem moze rijeSiti na vise razli¢itih nacina, neki od njih
su efikasniji, neki manje, a Polya navodi da se vjestina izbora najprikladnijih (u smislu
najucinkovitijih i najbrzih) startegija i metoda najbolje razvija rjesavanjem velikog broja
problema, vjezbom (pogledati [9]).

Za ovu etapu navodi se vaznost usmjeravanja ucenika definiranju danih i trazenih veli¢ina

7



te objekata i pronalasku veza izmedu poznatih i nepoznatih veli¢ina i objekata. Time se
najbolje provjerava razumijevanje problema i utvrduje cilj zadatka (treba li se $to pronadi,
dokazati tvrdnja, odrediti postojanost nekog svojstva itd.) koji uvelike pomaze za izbor
najbolje strategije.

Nadalje, korisno je jer moze dovesti do potrebe razmatranja/rjesavanja sporednih ili
pomoc¢nih problema, ako veza nije odmah ocita. Neka od poticajnih pitanja su: “Jeste li
se veé susreli s ovakvim problemom ili moZda u nekom drugom obliku?”, “Znate li neke
turdnje koje bi mogle biti korisne?”, “Mozete li preformulirati problem?”, “Ako vam je dan
srodan problem s rjesenjem, biste li mogli koristiti njegovu metodu ilv rjesenje kao pomoc
za rjesavange vaseg problema?”, “Mozete li rijesiti neki specijalan slucaj ovog problema?”,
“Mozete li poopciti ovaj problem?”, “Jeste li iskoristili sve dane pretpostavke/podatke?”
itd. (pogledati [9])

Taova podjela po etapama malo se razlikuje od Polyjine koji je fazu stvaranja plana ras-
cjepkao na tri: razumijevanje danih podataka, pravilan odabir zapisa i skiciranje rjesenja
te modificiranje problema (pogledati [9]).

Tako je posebno naglasio dvije glavne znacajke etape pravilnog odabira zapisa i skici-

ranja rjeSenja, a jedna od njih je bolja preglednost u kasnijem radu. Druga i mozda jos
vaznija je da fizicki ¢in zapisivanja poznate materije moze biti okida¢ inspiracije, a skica
rjeSenja koju “imamo u glavu” €esto zna zavarati dok se ne nade na papiru kada se lakse
uocCavaju propusti.
Ipak, treba biti oprezan sa zapisivajem suvisnih informacija i detaljiziranjem jer se moze
dogoditi da neke od tih ¢injenica mogu biti ometajucée i skretati pozornost u nekom dru-
gom smjeru. Zato je najbolje istaknuti one ¢injenice za koje se drzi da su najkorisnije i
kljucne.

Taovu fazu modificiranja problema mogli bismo interpretirati i kao jednu od opéenitih
strategija rjesavanja problema. On predlaze modificiranje po¢etnog problema u neki laksi
problem, sto je posebno korisno u slucajevima kada se nema predodzba o kojem je tipu
problema rijec ili kada se ne zna odakle zapoceti rjesavati problem, jer rjeSavanje jedno-
stavnijeg povezanog problema Cesto otkriva nacin rjesavanja zadanog problema.

Nacini koje je Tao iznio za modifikaciju problema, samo su neke od metoda rjesavanja
problema, npr.: proucavanje specijalnih slucajeva (npr. ekstremnih slucajeva), rjesavanje
pojednostavljenije verzije (npr. restrikcija), formuliranje pretpostavke koja implicira dani
problem te dokazivanje postavljene pretpostavke, izvodenje korolara i prvotno njihovo
dokazivanje, reformulacija problema (npr. supstitucija, dokaz po kontrapoziciji, kontra-

dikcija), ispitivanje rjesenja slicnog problema i generalizacija.

Neke od brojnih preostalih i poznatih metoda rjeSavanja za koju se u ovoj fazi stvaranja

plana moze odluciti su: metoda uzastopnih priblizavanja/ metoda pokusaja i pogreske,



metoda rjesavanja logickih problema, Descartesova metoda, metoda pomoc¢nih likova, Di-
richletova metoda, metode rjesavanja diofantskih jednadzbi, metoda razlikovanja slucaja,
metoda eliminacije, metoda matematicke indukcije, metoda rekurzije, metoda supstitu-
cije, konstruktivne metode, metode integrama, metoda poredanih lista, metoda trazenja
uzorka, metoda crtanja dijagrama, metoda unatrag, metoda specijalnih slucajeva, direk-

tna metoda itd.

1.2.3 IzvrSenje plana

Ova je etapa obi¢no laksa od stvaranja plana, a potrebno je malo vise pazljivosti i
strpljenja. Potrebno je provjeravati valjanost svakog koraka.

Treba ustrajati na odabranom planu, a ako se nakon nekoliko neuspjelih pokusaja
pokaze da i dalje ne funkcionira, odnosno da plan nije bio dobar izbor, onda se treba
vratiti na prethodni korak i odabrati novu metodu. To moze potrajati (Sto vise iskustva,

to ide brze i rjede se grijesi pri izboru metode), no ne treba odustajati.

1.2.4 Osvrt

Polya napominje da boljem usvajanju znanja te razvoju matematickih sposobnosti i
uspjesnijem izboru strategija za ubuduce doprinosi osvrtanje na izvrseni rad. To se odnosi
na provjeru i vrednovanje rezultata, pri ¢emu Grigorieva naglasak stavlja na graficki
pristup. Koristan je osvrt na ono sto je “imalo smisla”, a pogotovo na ono $to nije i zasto
nije, te se istice kao vazan moment ucenja. Time se postize vise obrazovnih ciljeva, na
jedan se zadatak primjenjuje vec¢a koli¢ina znanja, a znanja se proSiruju i povezuju. Kao
Sto je ranije receno za svaki zadatak su bitne teorijske ¢injenice koje su vezane uz uvjete
i odnose u zadatku, stoga ¢e uz jedan nacin rjesavanja biti vezan odredeni dio teorije, uz
drugi nacin neki drugi itd.

Osvrce se i na iskoristivost rezultata na neke druge problem te moze li se poop¢iti, sto
se odnosi 1 na metodu i na rjeSenje.

Ucenicima je vazno ponuditi vise razlic¢itih rjesenja te ih ohrabrivati da pronadu i
koriste one metode koje njima najvise odgovaraju.

U jednostavnijim problemima za to veéinom postoje standardni naé¢ini (npr. provjera
rjeSenja u iracionalnim jednadzbama) provjere rezultata.

Opcenito, ovo moze biti najduzi i najtezi dio, ali zbog toga je vrlo bitno ne zaboravljati
i ne izostavljati pocene uvjete, odnose, pretpostavke, vazne tvrdnje te nacine na koje ih
se smije koristiti. Takoder, i u ovoj etapi, kao i u etapi stvaranja plana, vrlo je losa ideja
primjenjivati odredene metode i tehnike “na slijepo”, tj. bez prethodnog razmatranja
prirode danih podataka. Time se moze ustedjeti puno vremena eliminiranjem nepotrebnih

smjerova rjeSavanja.



1.2.5 Primjer rjeSavanja problema kroz etape

Problem: Pronadi sva rjesenja jednadzbe f(x) = 0, ako je dana neparna funkcija f(x)
koja je definirana na cijelom skupu realnih brojeva i x = 4 je jedino pozitivno rjesenje

jednadzbe.

Rjesenje:

Razumijevanje problema:

Ono sto mozemo iscitati iz danih podataka je:

e zadatak je tipa “pronadi sva rjesenja...” ali i u odredenom trenutku ¢emo (nekako)

morati dokazati da su sva pronadena ujedno i sva rjeSenja;
e funkcija je definirana na skupu realnih brojeva pa su rjesenja realna;
e dano je jedino pozitivno rjesenje, tj. preostala rjeSenja mogu biti negativna ili 0;

e zadana je neparna funkcija (potrebno je znati definiciju neparne funkcije);

Stvaranje plana:

Treba popisati $to je zadano: Funkcija je neparna = f(—x) = —f(x),Vx € R.

Na prvi pogled ¢ini se da ne mozemo nista raditi s danim podatcima, no dana je jedna
ne tako uocljiva, a bitna Cinjenica za povezivanje danih podataka. To je pretpostavka
da je funkcija definirana na cijelom skupu R. Postoji korisna tvrdnja koja kaze da svaka
neparna funkcija definirana na cijelom skupu realnih brojeva prolazi kroz ishodiste.
Napomena:

Ukoliko ucenik ne poznaje tu tvrdnju, za ocekivati je da ée pokusati skicirati poznate pri-
mjere neparnih funkcija npr. f(x) = z, f(x) = sinz ili f(x) = 23 te uwociti da sve ove

funkcije prolaze kroz ishodiste. No, onda je potrebno tu pomocénu tvrdnju i dokazatu.

IzvrSenje plana:
Nakon dobro iskoristenih pretpostavki, vrlo je lako uocljivo da je 0 jedno rjesenje. No,
preostaje pitanje ima li jos rjeSenja i koliko. Naime, veé¢ina ucenika ¢e vrlo vjerojatno
u prvoj etapi kada vide da je rije¢ o neparnoj funkciji zapisati njezinu definiciju koju
dobro poznaju, ali mali je broj onih koji je uistinu znaju primijeniti na zadatcima (osim
u slucéajevima provjere neparnosti funkcije).

Naime, prvo rjesenje koje bi se trebalo direktno nametnuti je to da, ako je funkcija
neparna i definirana na cijelom skupu R, a poznato nam je jedno njezino rjesenje x, odmah
znamo i drugo rjesenje, a to je —z. To proizlazi iz same definicije neparne funkcije pa ako

je f(4) =0, onda jei f(—4) = 0.
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Do poteskoca dolazi zbog tog Sto ucenici najcesée same definicije pamte kao ¢injenice,
bez razumijevanja.

Potrebno je dokazati jos da su to sva rjesenja jednadzbe (dokaz kontradikcijom). Za to
¢emo jos jednom iskoristiti definiciju neparne funkcije i pretpostavku da je x = 4 jedino
pozitivno rjesenje. Za bilo koji drugi x negativni broj, moralo bi i —z biti rjesenje, a to
nije moguce prema pretpostavci.

Iz navedenog slijedi da su —4, 0,4 sva rjeSenja dane jednadzbe.

Osvrt:
Za ovaj zadatak vazno je izdvojiti pomocne tvrdnje koje su se pokazale klju¢nima kako bi

ih se sto bolje upamtilo i znalo iskoristiti u slicnim situacijama, a to su:

e Ako je x jedno rjesenje jednadzbe f(z) = 0, gdje je funkcija f(z) neparna, onda je

toi —x.
e Neparna funkcija definirana na cijelom skupu realnih brojeva prolazi kroz ishodiste.

Takoder, bilo bi dobro mo¢i navesti primjer funkcije iz zadatka. Primjerice, polinom
(minimalnog) treéeg stupnja f(x) = a(x — 4)z(x +4),a # 0.
Opéenito, mozemo generalizirati funkciju (dobivamo funkciju veéeg stupnja):

g(x) = a(x —4)(z + 4)2™, za n neparan broj i a # 0.
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2 Rjesavanje nestandardnih zadataka koristeci svoj-

stva funkcija

2.1 Monotonost

Defincija 1 Kazemo da je funkcija f : D — R monotono rastuca na intervalu (a,b) C D

ako
(21,22 € (@, b)) A (21 < x2) = f(x1) < f(2g).

Ako u definiciji umjesto znaka “<” stoji znak “>7, kaZemo da je funkcija f monotono
padajuéa na intervalu {a,b). Ako u definiciji umjesto znaka “<” stoji znak “<”, kaZemo
da je funkcija f na intervalu {a,b) strogo monotono rastuca. Analogno se definira i pojam

strogo monotono padajuce funkcije na intervalu.

Zadatak 1 Rijesi jednadibu /2x — 3+ V4r +1=4

Rjesenje:

Ukoliko ne zelimo standardnim postupkom rjeSavati danu iracionalnu jednadzbu, tada
nakon nekoliko pokusaja i pogresaka, odnosno isprobavanja razli¢itih vrijednosti koje ju
zadovoljavaju, uocavamo da je x = 2 jedno njezino rjeSenje. No, pitanje je kako ¢emo

dokazati da je to i jedino njezino rjesenje.

Prva kljucna stvar koju se treba uociti je da je funkcija f(r) = v2x —3+vVdr +1—4

3

monotono rastuca na cijeloj domeni Dy = [5,00). To zakljucujemo iz poznate tvrdnje:

Teorem 1 Zbroj dvije monotno rastuce (padajuée) funkcije je monotono rastuca (pa-

dajuéa) funkcija.?
Nadalje, prema sljede¢em teoremu zakljucujemo da je x = 2 i jedino rjesenje jednadzbe.

Teorem 2 Ako je funkcija f neprekidno strogo rastuéa (padajucéa) na intervalu I, onda

jednadzba f(x) =0 ima najvise jedno rjesenje u skupu I.

Napomena:

Preporuca se prvo rjesavanje zadatka standardnim postupkom (kvadriranje, pojedno-
stavljivanje i odabir rjesenja koje zadovoljava uvjete te polaznu jednadzbu), a zatim i
nestandardnim radi usporedbe i ilustriranja korisnosti poznavanja i razumijevanja teorije

te njene primjene na nestandardne zadatke.

1[5]
2Dokazi Teorema od 1 do 7 mogu se pronaéi u [4].
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Zadatak 2 Rijesi jednadszbu /x +2 4+ V/x —2 = v/4

Rjesenje:
Kao u prethodnom zadatku, vrlo je lako uocljivo jedno rjesenje x = 2. Stoga, pogledajmo
monotonost funkcije f(z) = vz + 2 + vz — 2 — V4. Obzirom da se ovdje radi o strogo

monotono rastucoj funkciji, rjesenje x = 2 je ujedno i jedino rjesenje jednadzbe.

Zadatak 3 Odredi monotonost funkcije f(z) = va3 + 2z — 3.

Rjesenje:

Da bismo odredili monotnonost funkcije f koristit ¢emo sljede¢i teorem:

Teorem 3 Kompozicija dvije monotono rastuce ili dvije monotono padajuce funkcije je

monotono rastuca funkcija.

Uocavamo da je funkcija f zapravo kompozicija f(z) = (g o h)(z) funkcija g(z) = /z
i h(z) = 2% + 2z — 3. Obzirom da su obje funkcije g i h monotono rastuce i njihova

kompozicija je monotono rastuca.

Zadatak 4 Dokazi da su sljedece funkcije monotono padajuce:

o flx)=+V4i—1z

Rjesenje:

e funkcija f je komporzicija funkcija f(z) = (f1 o f2)(z), pri cemu su fi(z) = /i
fa(x) = 4 — x. Funkcija f; je monotono rastuca, a f, monotono padajuéa pa stoga

tvrdnja slijedi iz sljedeceg teorema:

Teorem 4 Kompozicija monotono rastuce (padajuce) i monotono padajuce (rastuce) funk-

cije je monotono padajuca funkcija.

e funkcija h(z) = v/4+ z je kompozicija funkcija h(x) = (hy o he)(z), pri ¢emu su
hi(x) = v/ 1 ho(x) = 4+ x. Funkcije hy i hy su monotono rastuée pa je i funkcija h
monotono rastuca, prema Teoremu 3. Takoder, uo¢imo da je g(z) = ﬁ Nadalje,

vrijedi teorem:

Teorem 5 Ako je funkcija f monotono rastuéa (padajuca) na nekom intervalu I, tada

je funkcija ﬁ montono padajuca (rastuéa) na tom intervalu.

Zbog prethodnog teorema, slijedi da je funkcija g monotono padajuca.
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Zadatak 5 Odredi monotonost funkcije f(x) = 961? —Vz+ 1.

Rjesenje:

Funkciju f mozemo promatrati kao razliku funkcija f(z) = g(z) — h(z) pri ¢emu je
9(x) = 73, a h(z) = Vo +1.

Uocavamo da je h monotono rastuca funkcija kao kompozicija dvije monotono rastuce
funkcije (hq(x) = /o 1 ho(x) = 2 + 1), prema Teoremu 3.

Isto tako, uocavamo da je g(z) = @, gdje je I(z) = = + 3 i [ monotono rastuca funkcija.
Prema Teoremu 5, slijedi da je ¢ monotono padajuca.

Monotonost funkcije f odredit ¢emo uz pomoc¢ sljedeéeg teorema:

Teorem 6 Ako je funkcija f monotono rastuca (padajuca) na intervalu I, tada je funkcija

—f montono padajuca (rastuca) na tom intervalu.

Dakle, prema Teoremu 6 slijedi da je funkcija —h monotono padajuca, a prema Teoremu
1 slijedi da je funkcija f(z) = g(x)+ (—h(x)) kao zbroj dvije monotono padajuée funkcije

isto monotono padajuca.

Zadatak 6 Odredi monotonost funkcije f(x) = f;fi, x € (15, 00).

Rjesenge:

Navedimo prvo teorem koji ¢emo koristiti za rjeSavanje zadatka:

Teorem 7 UmnoZak dvije monotono rastuée (padajuce) funkcije je opet monotono rastuéa

(padajuca) funkcija.

Uoc¢imo da funkciju f mozemo zapisati kao umnozak dvije funkcije

f(x) = (#*43) - 7= pri ¢emu su obje monotono rastuce (;z— je rastuca prema Teoremu
5).

Uz poznavanje prethodnog teorema, zaklju¢ujemo da je funkcija f monotono rastuca.
Zadatak 7 Rijesi jednadzbu \/z + 2* — 2 = 0.

Rjesenge:

Funkcija f(z) = vz + 23 — % definirana je samo za pozitivne brojeve. Vrijedi i da je

monotono rastuca na cijeloj domeni kao zbroj tri monotono rastuce funkcije (x je rastuca
2

+ Teorem 5 — £ je padajuca + Teorem 6 — —% je rastuca). Takoder, za monotono
rastuc¢u funkciju f(z) na skupu (0,00), jednadzba f(z) = 0 moze imati najvise jednu

nultocku (Teorem 2), stoga je, lako uocljivo rjesenje, x = 1 jedino rjesenje jednadzbe.
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i 45x—12 =7

Zadatak 8 Koliko pozitivnih rjesenja ima jednadzba >

Rjesenje:

Primijetimo prvo da x ne moze biti nula jer je nultocka nazivnika i nije u domeni, a to
nam svakako sugerira da mozemo dijeliti s x, pa ¢emo to i u¢initi na lijevoj strani.
Nakon dijeljenja dobijemo sljedeée: 23 + 5 — % =7= 23— % =2

Kada bismo pokazali da je funkcija f(z) = ® — £ — 2 strogo monotono rastuca, tada
bi postojalo samo jedno rjesenje jednadzbe f(x) = 0. Pokazimo da je funkcija strogo
monotono rastuca.

Naime, funkcija f(z) = x kao i f(x) = ¢-x,¢ > 0 je strogo monotono rastué¢a. Prema
Teoremu 5 funkcija f(z) = % je strogo monotono padajuca, a prema Teoremu 6 je f(x) =
—% strogo monotono rastuca. Isto vrijedi i za f(r) = —£ +d,c > 0,d € R .

Konacno jer su 2 i —196—2 — 2 strogo monotono rastuce funkcije, prema Teoremu 1 je dana
funkcija strogo monotono rastuca.

Dakle, funkcija je strogo monotono rastuca, a polazna jednadzba ima samo jedno pozitivno

rjesenje.
2.2 Parnost

Za promatranje ovog svojstva kod funkcija, prije svega, domena funkcije mora biti
simetrican skup obzirom na ishodiste. To znaci da za svaki z € D(f) mora slijediti da je
i—z e D(f).

Defincija 2 KazZemo da je funkcija f: D — R, parna ako je
f(=z) = f(x), Ve € D.

Funkcija f: D — R je neparna ako je

Napomena:
e Graf parne funkcije je simetrican obzirom na y-os.
e Graf neparne funkcije je simetrican obzirom na ishodiste, tj. centralno simetrican.

e Graf svake polinomijalne neparne funkcije mora prolaziti kroz ishodiste te vrijedi
0eD.
°[5]
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Zadatak 9 Neka je funkcija f neparna i definirana na cijelom skupu realnih brojeva.

Ako sux =5 i x = —2 nultocke te funkcije, odredi koje su jos sigurne nultocke funkcije

f.

Rjesenje:

Ako je funkcija neparna, onda joj je domena simetricna, tj. mora vrijediti ako je a €
D(f) — —a € D(f). To znaci da su x = —5 i & = 2 druge dvije nultocke. Takoder,
neparna funkcija je simetri¢na obzirom na ishodiste pa je i 0 € D(f), odnosno nultocka

funkcije.
Zadatak 10 Ako je f(x) = 2® + px* + 1 i f(2) = 305, odredi f(—2).

Rjesenge:

Standardni nacin:

Uvrstavanje za © = 2 u jednadzbu f(2) = 305, izracunavanje vrijednosti parametra p te
potom uvrstavanja dobivene vrijednosti za p, (p = 3) te izra¢unavanje vrijednosti f(—2).
Nestandardni nacin:

Uocimo da je dana funkcija parna [f(—z) = (—z)% + p(—2)* + 1 = 2® + pz' + 1 = f(z)],
zbog toga slijedi da je f(2) = f(—2) = 305.

Zadatak 11 Odredi parnost sljedecih funkcija:

Rjesenje:

Sve Sto je potrebno za rijesiti ovaj zadatak je znati tvrdnje iz prethodne Napomene.
Uocavamo da je prva slika lijevo simetri¢na obzirom na ishodiste, sto znaci da je neparna.
Graf funkcije na prvoj slici u drugom redu je simetrican obzirom na y-os pa je ta funkcija
parna.

Grafovi preostale dvije funckije ne zadovoljavaju nijedan od uvjeta napomene pa te funk-

cije nisu ni parne ni neparne.?

(3]
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2.3 Periodi¢énost

Defincija 3 KaZemo da je funkcija f : D — R periodiéna ako postoji pozitivan broj T
e R, takav da je
fle+T)=f(x),Vo € D.

Najmangi od brojeva T za koji je ispunjen uvjet nazivamo temeljni period funkcije f.5

Najpoznatije periodicne funkcije su trigonometrijske funkcije, a takoder je poznato da
polinomi i eksponencijalne funkcije nisu periodi¢ne. Nesto manje poznata funkcija, tzv.

"razlomljeni dio”, koja se definira pomocu funkcije pod (eng. floor) takoder je periodi¢na.

Defincija 4 Funkcija | | : R — Z koja realnom broju x pridruzuje najveéi cijeli broj koji

nije veéi od x naziva se funkcija pod ili najveée cijelo.®

Defincija 5 Funkciju {} : R — [0,1) definiranu na sljedeéi nacin {x} := x — || zovemo
funkciga ’razlomljeni dio”, odnosno funkcija “decimalni dio realnog broja x”, tj.

funkcija "mantisa realnog broja x”."

Neka od osnovnih korisnih svojstava koja se koriste u sljede¢im zadatcima dani su u

obliku napomene.

Napomena:

1. Ako je funkcija f periodi¢na s temeljnim periodom T, Vx € D(f), takva da je
z+TeD(f),z—T¢€D(f), tadaje f(x —=T) = f(z) = f(z+T).

2. Ako je T period funkcije f, onda je i n-T period iste funkcije, pri cemu je n € N.

3. Ako je funkcija y = f(z) periodi¢na s periodom 7', tada je funkcija y = f(kx),k € Z

takoder periodi¢na s periodom 717 = %

4. Ako je funkcija zbroj ili umnozak dvije periodi¢ne funkcije koje imaju isti period T,
tada je ta funkcija takoder periodi¢na s periodom 7. No, ne mora vrijediti da je to

ujedno i njezin temeljni period.

Zadatak 12 Dokazi da je period funkcije "razlomljent dio” bilo koji prirodni broj,
T=n,necNS8

ot

-

[=2]

2]
8]
6]
6]

o)
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Rjesenje:
Treba dokazati da je {x + n} = {z},¥n € N. To ¢emo dokazati prema definiciji.

{r+n}=(+n)—|z+n]
Sada ¢emo iskoristiti svojstvo funkcije pod: |z| = z,Vz € Z.
{r+n}=(@+n)—|z+n]=c+n— |z —n=x—|z] ={z}

Temeljni period ove funkcije je T' = 1.
Zadatak 13 Odredi temeljni period funkcije f(x) = cosx + cos 3z.

Rjesenje:

Uocimo prvo da je dana funkcija zbroj dvije periodi¢ne funkcije (kosinus) koje imaju isti
period 27, stoga je to period i dane funkcije. Treba jos pokazati da je to i temeljni period.
Da bismo to dokazali dovoljno je odrediti temeljni period svake od funkcija i pronadi
njihov najmanji zajednicki visekratnik. Temeljni period funkcije cosx je 27, od funkcije

cos3zx je T = 2% (prema Napomeni, tocka 3.). Dakle, temeljni period dane funkcije je 27.
Zadatak 14 Odredi temeljni period funkcije f(x) = sinx - sin 3x.

Rjesenje:

Zadatak je vrlo slican prethodnome i mnogi ucenici bi mogli pomisliti da se rjesava na
isti nac¢in, tj. zasebnim odredivanjem temeljnih perioda od sinz i sin 3x te pronalaskom
najmanjeg zajednickog visekratnika. No, tim postupkom bi se dobilo da je temeljni period
jednak 27, Sto nije tocno.

Klju¢ ovog zadatka je primijeniti formulu pretvorbe umnoska sinusa u zbroj kosinusa za

cos(a—pf)—cos(a+p)
2

trigonometrijske funkcije sina - sin 8 =
. . 1
sinx - sin(3z) = —é(cos(4x) — cos(—2x))
Zbog parnosti funkcije kosinus vrijedi:
. . 1
sinz - sin(3z) = —5(005(4@ — cos(2z))

Sada smo ovaj zadatak sveli na prethodni, odnosno trebamo odrediti temeljne periode

s
2

Njihov najmanji zajednicki visekratnik je 7 te je to i temeljni period pocetne funkcije.

od cos(4x) i cos(2x) sto je prema Napomeni (tocka 3.) jednako T = Z, odnosno T = .

Zadatak 15 Funkcija [ definirana je na skupu realnih brojeva. Funkcija je neparna i
periodicna s periodom T = 4 i dana je formulom: f(x)=1—|z — 1|, z € [0,2].

Rigesite jednadzbu 2f(z) - f(x —8) +5f(x +12) +2 = 0.
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Rjesenje:

Obzirom da je funkcija periodi¢na s periodom 4, funkciju mozemo promatrati na bilo
kojem segementu duljine 4.

Dana funkcija je definirana na na segmentu [0, 2], ali obzirom da je neparna, poznato nam
je 1 njezino ponasanje na [—2,0), tu je funkcija f(—z) = — f(x).

Vrijedi f(x) = —f(—2)=—(1—|—2z—1]) = =1+ |z + 1|

Stoga, danu funkciju mozemo prosiriti na segment [—2, 2]:

—1+ |z + 1|, ako je x € [-2,0]
fz) = .
1—|z—1] ,akojex € l0,2]

Sada kada znamo definiciju funkcije na cijelom skupu R zajedno s uvjetom periodi¢nosti
vrijedi da je f(z+42) = f(z),Vz € Z. Zbog toga vidimo odmah da je f(z) = f(x —8) =
f(x+12) , a pocetnu jednadzbu mozemo svesti na kvadratnu jednadzbu s nepoznanicom
f(a)

2(f(2))* +5f(z) +2=0

 —5+25-16 —5+3
a 4 4

Fle) = 2, Fa)y = —

f(@)12

Postoje cetiri moguca slucaja:

1.slucaj

€ [=2,0]A f(z) = -2

—1+ |z +1] = —-2= |z + 1| = —1 = nema rjesenja

2.slucaj

z€[-2,0]A f(z) =—3

“l+|z+1l=—13=|z+l=5=>2=—352=—3

3.slucaj

z €[0,2]A f(z) = -2

l—|z—1|=-2=|z -1 =3= 23 = —2,24 = 4 = rjeSenja ne zadovoljavaju uvjet
4.slucaj

z€[0,2]A flz)=—1

l—|z—1l=—3=|z—1] =2 = 25 = 3,15 = 2 = rjeSenja ne zadovoljavaju uvjet

Jedina moguéa rjesenja na segmentu [—2, 2] su xq i xs.
Obzirom da je funkcija periodi¢na, konacno slijedi da su rjesenja jednadzbe oblika: z; =

—%+4n,x2:—%+4m,gdje sum,n € Z.
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2.4 Razna svojstva i njihove primjene

Obzirom da je omedenost svojstvo funkcija koja ¢e se u mnogim narednim zadatcima

koristiti, pogledajmo prvo definiciju omedenosti.

Defincija 6 KaZemo da je realna funkcija f : D — R
e omedena odozdo, ako postoji broj m € R takav da je f(x) > m,Vo € D
e omedena odozgo ako postoji broj M € R takav da je f(x) < M,Vx € D

e omedena, ako je omedena i odozdo i odozgo.’

Zadatak 16 Rijesi jednadzbu 2(1 + sin?(x — 1)) = 2272°,

Rjesenje:

U ovakvim slucajevima kada se ”izrazi ne mogu srediti”, najbolje bi bilo najprije pokusati
ograniciti svaku od funkcija te pronad¢i njihovo sjeciste.

Funkcija sinus je po definiciji omedena (sin : R — [—1,1]) pa slijedi da sin® : R — [0, 1].
Zbog toga za funkciju f(z) = 2(1 + sin?(x — 1)) vrijedi 2 < f(z) < 4.

Funkcija g(x) = 221=% Kao eksponencijalna funkcija, takoder je omedena odozdo, tj.
prima samo pozitivne vrijednosti. No, obzirom da je funkcija h (h(z) = —z(z — 2))
postize maksimum u x = 1, slijedi da je funkcija gomedena i odozgo, sa 2.

Dakle, imamo 2 < f(z) <4 A0 < g(z) <21 zahtjev da je f(z) = g(x).

Ocito, rjesenje jednadzbe postoji ako i samo ako postoji = takav da je f(x) = g(x) = 2.
Buduéi da je z = 1 jedina vrijednost za koju g(z) = 2, ona je i jedini kandidat za rjeSenje
jednadzbe.

Uistinu, vrijedi f(1) = 2 pa polazna jednadzba ima rjesenje, z = 1.
Zadatak 17 Rijesi jednadzbu log,(3 — sinx) = sin .

Rjesenje:

Isto kao u prethodnom zadatku, cilj nam je ograniciti svaku od funkcija s lijeve i desne
jednakosti te na taj nacin pronadi sjeciste.

Kako znamo da je funkcija sinus omedena, —1 < sinx < 1, da bi rjesenje postojalo mora
vrijediti log,(3 — sinz) € [—1,1].

Uocimo da za logaritamsku funkciju s lijeve strane jednakosti vrijedi log,(3—sinz) € [1, 2].

Buduéi da jedna funkcija postize vrijednosti iz segmenta [—1, 1], a druga iz segmenta [1, 2],

1]
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vidimo da je jedina moguénost za postizanje jednakosti log,(3 — sinz) = sinz = 1.

No, provjerimo postoji li takav x za koji je ispunjen taj uvjet. Dobivamo sljedece:

log,(3 —sinz) =1
3—sinx =2
sinz =1

x:g+2k7r,k€Z

Postoji beskonacno mnogo rjesenja za polaznu jednadzbu i ona su oblika: x = 5+2k7, k €
7.

Zadatak 18 Rijesi jednadzbu 2'~"1 = 14 22 + .

Rjesenje:

Potrebno je uociti da je funkcija f(x) = 2'~1#l definirana za sve realne brojeve, uvijek
poprima pozitivne vrijednosti te da je na intervalu (—oo, 0) monotno rastuca, a na [0, co)
padajuca. Obzirom na to (da je u nuli maksimum) funkcija f uvijek ¢e biti manja ili
jednaka 2 (f(0) = 2).

S druge strane jednakosti vidimo, takoder, uvijek pozitivnu funkciju (definiranu na cijelom
R). Sada bi bilo dobro ocijeniti (omediti) funkciju s desne strane jednakosti, $to ¢emo i

uciniti primjenom aritmeticko - geometrijske nejednakosti.

Svojstvo 1 (A - G Nejednakost) Za realne brojeve a,b > 0 vrijedi sljedeca nejedna-
kost:

a+b>2vVa-b.

Ako ozna&imo a := 1 + 2%,b := ﬁ primjenom A - G nejednakosti dobivamo sljedec¢u
ocjenu: 1+ 2%+ 7 > 2\/(1+x2) oz =2

Dobili smo da nam lijeva strana jednakosti uvijek mora biti manja ili jednaka 2, a da
desna strans uvijek mora biti vecéa ili jednaka 2. Sto znaci da jednadzba ima rjesenja ako
postoji takav = za koji su obje funkcije jednake 2.

Slijedi jednostavan racun:

okl — 91— |z|=1=|z]=0=2=0

1
1+x2

Uvrstavanjem z = 0 u 1 + 2% + takoder dobivamo 2 pa zakljucujemo da je z = 0

konac¢no rjesenje dane jednadzbe.
Zadatak 19 Rijesi jednadzbu % + =12

Rjesenje:

Budu¢i da se s desne strane jednakosti nalazi pozitivan broj, tada to mora biti i lijeva
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strana, tj. % + x mora biti pozitivno.
Zbroj dva realna reciproéna broja (razlicita od 0!) pozitivan je ako i samo ako su oba

broja pozitivna.
1

Vrijedi z, % > 0 pa mozemo primijeniti A - G nejednakost (Svojstvo 1): %4—1’ >0/z =2
S lijeve strane jednakosti imam broj koji je veéi ili jednak 2, a s desne strane toéno v/2

zbog ceg slijedi da ova jednadzba nema rjesenja.
Zadatak 20 Rijesi jednadzbu 1 + x? = cos(3z).

Rjesenje:
I u ovom zadatku nam je najbolje pokusati pronaci sjeciste dvaju funkcija na nacin da
pokusamo ocijeniti funkcije i pronaéi zadovoljavajuéi uvjet.
Obzirom na omedenost funkcije kosinus (po definiciji cos : R — [—1,1]), vrijedi da je
desna strana jednakosti uvijek manja ili jednaka od 1.
Nasuprot tome, s lijeve strane jednakosti imamo pozitivnu funkciju koja je omedena
odozdo, tj. 1+ 2% > 1.
Jasno, rjesenje polazne jednadzbe postoji ako postoji takav x za koji su obje strane jed-
nakosti to¢no 1.

l+22=1 <= 22=0 <= =0

2
cos(3x) =1 <= e =km kel < x:%,kEZ
Konacno rjesenje dobije se presjekom skupova rjesenja ove dvije jednadzbe, tj. x = 0.
Svojstvo 2 Ako za funkcije f, g vrijedi:

f(z) =0Ag(z) >0,

tada je
f@)+9(z) =0 <= f(z) =0Ag(z) =0

Iako je ovo svojstvo poprilicno trivijalno, cesto se na njega zaboravi, a vrlo je korisno
u rjeSavanju transcedentnih jednadzbi. Pogledajmo primjenu ovog svojstva u sljede¢em
zadatku.

Zadatak 21 Rijesi jednadzbu sin®(mz) = —v/22 + 3z + 2.

Rjesenje:
Prebacivanjem korjenske funkcije na lijevu stranu dobijemo jednadzbu u kojoj zbroj

dvije nenegativne funkcije mora biti jednak 0. Zbog Svojstva 2, slijedi da mora vrije-

diti sin?®(72) = 0i Va2 + 3z +2 = 0.

sin?(rz) =0 <= sin(mr) =0 <= mr=km,k€Z < v =kkeZ
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Va2 +32+2=0 < 2°+32+2=0= € {-1,-2}

Konacno rjesenje pocetne jednadzbe je presjek skupova rjesenja ove dvije jednadzbe, tj.

rjesenja su r; = —11 19 = —2.
Svojstvo 3 Ako za funkcije f, g vrijedi:
|f(@)] = anlglx)]>b

za a,b >0 te f(x) i g(x) su istog predznaka, tada je

f(x)-g(x) =a-b < [f(z)] =an]glx)]=b
Zadatak 22 Ima li jednadzba [(x — 2)? + 4] - [x + 1] = 8 realnih rjesenja?

Rjesenje:

Iako bismo ovo mogli rjesavati na nacin da sve izmnozimo pa pokusamo pojednostaviti,
to je standardni postupak. Valja primijetiti da su funkcije unutar zagrada omedene,
x+ i > 2 prema A - G nejednakosti, dok je (x —2)* +4 > 4.

Primjenom Svojstva 3, vidimo da je
2 1 2 1
[(z —2) —1—4]-[1'4-;]:4-2:8 — |(x —2) +4\:4/\|x+;]:2

t].
1

(=22 +4=4N0+~-=2 <= v=2Az=1
Xz

Ocito, ovaj sustav nema realnih rjesenja.

Napomena:

Pri rjesavanju ovakvog tipa zadatka, pozeljno je napraviti sljedeci osvrt.

1. Diskutiraj rjeSenja jednadzbe [(z — 2)* +4] - [z + 1] =a za a € R.

Obzirom da su obje funkcije omedene odozdo, ocito je da umnozak

[(x—2)2—|—4]-[:r+§]24-2:8.

U prethodnom zadatku pokazali smo da ne vrijedi ni jednakost, stoga jednadzba

nema rjesenja za vrijednosti a < 8.

2. Provjeri ima li jednadzba rjeSenja za neki a > 8. (Dati za domac¢u zadaéu npr.

a=10)
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3. Mozes li promijeniti pocetnu jednadzbu [(z — 2)% + 4] - [z + %] = 8 tako da ima
rjeSenja?
Vrlo je bitno primijetiti zbog ¢ega polazna jednadzba nema rjesenja te na temelju
toga iskonstruirati novu jednadzbu. Naime, imamo dva razli¢ita rjesenja z = 1 i
x = 2 te da je potrebno nesto promijeniti tako da obje jednadzbe imaju rjesenje ili
r=1ilizx=2.
Uocimo da je lakSe promijeniti prvu jednadzbu (z — 2)2 +4 i da (z — 2)? utjece na
rjeSenje, stoga kad bismo stavili umjesto toga (z — 1)? + 4, dobivamo da je rjesenje
jednako 1.

Sada nasa jednadzba ima rjesenje.
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Zadatak 23 U skupu cijelih brojeva rijesi jednadzbu 28 + y?°'% = 322 — 256.
Rjesenje:

y016 = 48 4 322% — 256
y?1% = —(2® — 322" + 16°)

S lijeve strane jednakosti imamo nesto Sto je uvijek vece ili jednako od nule, s desne strane
jednakosti imamo nesto sto je uvijek manje ili jednako od nule, Sto znac¢i da jednadzba

ima rjesenja ako i samo ako su obje strane jednakosti jednake nuli.

y2016:0 - y:O

' —16=0 < x5 =42 w34+ 2i
Obzirom da se traze samo cjelobrojna rjesenja, kona¢na rjesenja su (—2,0),(2,0).
Zadatak 24 Dokazi da jednadzba sin(2016x) + sin(z) = 2 nema realnih rjesenja.

Rjesenje:

Funkcija sinus je definirana na sljedeéi nacin sin : R — [—1, 1] pa najvecu vrijednost koju
moze primiti je 1.

Zbroj dva sinusa je jednaka 2 ako i samo ako su oba od njih jednaka 1, tj. jednadzba ima

rjeSenja <= sinx = 1 A sin2016x = 1.

sing =1 < x:g+2k7r,k€Z

v ST
20167 =1 = 1= — 4+ " ez
st £0T0T 7= 1032 T 10087 % €

Sada trebamo nadéi presjek rjesenja, odnosno izjednaciti vrijednosti x.

m m ST
5 + 2k 1032 + 1008 <= 4s — 8064k 015
2015
4+ (5 = 2016k) = 2015 = 5 — 2016k = =

Kako su s,k € Z, kao 1 2016k € Z, a razlika dva cijela broja je cijeli broj, s lijeve strane
jednakosti imamo cijeli broj, no buduéi da 4 ne dijeli 2015, s desne strane jednakosti
imamo racionalan broj, dosli smo do kontradikcije. To znaci da jednadzba nema realnih

rjesenja.

25



3 Istrazivanje

3.1 Uvod

Hrvatski ucenici se danas jos uvijek vrlo rijetko mogu susresti s nestandardnim matema-
tickim zadatcima, pogotovo u okviru redovite nastave. Opcéenito veliku ulogu u uspje-
Snosti rjeSavanja nestandardnih matematickih problema ima iskustvo rjeSavanja takvih
zadataka, usvojenost razlicitih metoda te primjena stecenog znanja na zadatke. Izos-
tanak bilo kojeg od navedenih faktora stvara nesigurnost i otpor prema nestandardnim
zadatcima te nemogucénost odmicanja od standardnih postupaka. Nadalje, vrlo cesto se
u razgovoru sa nastavnicima matematike moze ¢uti da je kurikul neprilagoden za takve
sadrzaje, da su operativni planovi i programi preoptereceni velikom koli¢inom gradiva, da

se to ne stigne i sl.

Stoga sam odlucila provesti istrazivanje medu studentima nastavnickog studija mate-
matike i ispitati kako se oni snalaze u rjesavanju nestandardnih zadataka i koristenju

nestandardnih metoda za rjeSsavanje standardnih zadataka.

3.2 Ciljevi i zadatci istrazivanja

Cilj ovog istrazivanja je ispitati uspjesnost rjesavanja nestandardnih matematickih za-
dataka te ucestalost koristenja nestandardnih metoda u rjeSavanju standardnih problema

kod studenata matematike.

3.3 Hipoteze istrazivanja

1. Studenti su neuspjesni u rjesavanju nestandardnih matematickih zadataka

2. Studenti su skloniji rjeSsavanju zadataka poznatim algoritmima, standardnim pos-

tupcima.

3. Studenti su skloniji rjesavanju zadataka za koje poznaju postupak/algoritam rjesavanja.

3.4 Metodologija istrazivanja
Ispitanici

Istrazivanje je provedeno na 34 ispitanika, a ispitivanje je provedeno na uzorku od
31 osobe. Iz obrade je izuzeto 3 ispitanika prema kriteriju: manje od 100% odgovorenih
pitanja.

U ispitivanju su sudjelovali studenti 4. i 5. godine sveuciliSnog nastavnickog smjera

matematika - informatika koji studiraju na Odjelu za matematiku u Osijeku, u akademskoj
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godini 2015./2016.

U ispitivanju su zastupljena oba spola, iako su velika veé¢ina ispitanika Zzenske osobe
(93,5%), a tek ih je 6,5% muskih. U uzorku se nalaze osobe izmedu 22 i 26 godina
starosti.

Mjerni instrumenti

Hipoteze istrazivanja ispitane su kroz pet matematickih zadataka koje su studenti
trebali rjesiti pisanim putem, za Sto su bili ograni¢eni vremenskim rokom od 60 minuta
(Prilog 1'%). Od tih pet zadataka dva su nestandardna zadatka (3. i5.), kojima se ispitala
uspjesnost u rjeSavanju, a preostala tri su standardna zadatka na kojima se ispitivala
sklonost koristenju odgovarajué¢e metode (standardne ili nestandardne).

Na pocetku je dana uputa da ukoliko neki od zadataka ne budu znali ili stigli rijesiti
napisu ideju kako bi rijesili.

Za svaki od rijesenih zadataka provedena je prvo kvalitativna analiza nad kojom je

potom provedena kvantitativna analiza.

1. zadatak:

Kategorije kvalitativne analize za dani zadatak su:
e odredenost domene funkcije
e poznavanje standardnog postupka preko prve derivacije
e tocnost napisanog standardnog postupka

e uocavanje nepostojanja realnih nultocki prve derivacije/uocavanje da je prva deri-

vacija strogo manja od nule

e zamjena problema odredivanja monotonosti funkcije s problemom pronalaska

ekstrema funkcije
e nesto matematicki netocno napisano, osim standardnog postupka
e rjeSavanje standardnom metodom
e rjeSavanje nestandardnom metodom

e niSta napisano

107 prilogu su zadatci rijeseni nestandardnim metodama.
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2.

zadatak

Kategorije kvalitativne analize za dani zadatak su:

e ideja uvodenja supstitucije

3.

provedena supstitucija

ideja logaritmiranja

provedeno logaritmiranje

ponudeno jedno rjesenje

ponudena oba rjesenja

pokusaj kvadriranja

rjeSavanje standardnom metodom
rjeSavanje nestandardnom metodom
nesto matematicki netoéno napisano

nista napisano

zadatak

Kategorije kvalitativne analize za dani zadatak su:

e napisana definicija periodi¢nosti

4.

dobra primjena definicije
rjeSavanje sustava jednadzbi
nesto matematicki netotno napisano

nista napisano

zadatak

Kategorije kvalitativne analize za dani zadatak su:

e ideja kvadriranja

e provedeno kvadriranje jednom

e provedeno kvadriranje dvaput
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e ideja supstitucije

e provedena supstitucija

e trazenje nultocki polinom 4. stupnja
e dobiveno rjesenje

e svodenje izraza pod korjenom na kvadrat zbroja
e rjesavanje standardnom metodom

e rjeSavanje nestandardnom metodom
e svodenje na kvadrat zbroja

e prepoznavanje uvjeta ispod korjena
e uocCavanje uvjeta jednakosti

e nesto matematicki netoéno napisano

e niSta napisano

5. zadatak
Kategorije kvalitativne analize za dani zadatak su:
e poznavanje Kkriterija za rjesenje - preko diskriminante
e tocno napisan kriterij
e prepoznat jedan slucaj (nije naveden koji je slucaj)
e prepoznata oba slucaja - rjesenje
e nesto matematicki netocno napisano

e niSta napisano

3.5 Rezultati
3.5.1 Prvi zadatak

Od trideset i jednog ispitanika, ovaj zadatak nije pokusalo rijesiti ni napisati metodu
kojom misle da bi se zadatak mogao rijesiti, dvije osobe, odnosno 6,45% ispitanika.
Za svih preostalih 93,55% (29) ispitanika moze se re¢i da poznaje standardnu proce-

duru rjesavanja zadatka ovakvog tipa, pri cemu su se za ovaj kriterij prihvatljivima uzimali
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u obzir svi odgovori koji su se temeljili na kriteriju preko prve derivacije. Nijedna osoba
nije pokusala rijesiti zadatak nekom od nestandardnih metoda.

Nadalje, tek je jedna osoba od 29, odnosno 3,45% ispitanika koji su probali rijesiti
zadatak tocno napisala kriteriji za monotonu funkciju (u obzir su uzeti i oni kriteriji koji
ne karakteriziraju strogu monotonost) preko prve derivacije.

Nepostojanje realnih nultocaka derivacije i/ili uvjeta da je f’ < 0 uocilo je 11 od 26
osoba koliko ih je ra¢unalo prvu derivaciju, tj. 42,31%, no nitko od njih to nije povezao
s uvjetom stroge monotonosti.

Za rjesavanje ovog zadatka u potpunosti, samo je jedna osoba potrebnim smatrala
odredivanje domene funkcije za koju se odreduje monotonost (3,45%).

Tako ih 29 elementarno poznaje proceduru rjeSavanja problema monotonosti, ipak njih
8, odnosno 27,59% je pomijesalo problem odredenja monotnosti funkcije i problem pro-
nalaska ekstrema funkcije.

Pri analizi rjeSenja uoceno je u 50% radova nesto drugo matematicki netotno na-
pisano osim gore navedenog. Zakljuéno, nijedna osoba nije rijesila zadatak u potpu-
nosti (odredenje monotonosti nad domenom) ni djelomi¢no to¢no, za $to se smatra toéno
odredenje monotonosti nad krivom domenom.

Graficki prikaz gore navedenog vidljiv je iz sljedece tablice.

Broj ispitanika (31) %
Poznaje kriterij 29 93, 55%
To¢no napisan kriterij 1 3,45%
Zamjena s ekstremima 8 27,59%
Krivo napisano (ostalo) 20 68,97%
Odredena domena 1 3,45%
Racunanje 1. derivacije 26 89, 66%
Uocavanje: fz t.d. f/ =0ili f' <0 11 42,31%
Uocavanje stroge monotonosti 0 0%
Ne poznaje kriterij 2 6,45%

Tablica 1: Prikaz uspjesnosti rjesavanja 1. zadatka po koracima

3.5.2 Drugi zadatak

Ovaj nestandardni zadatak pokusalo je rijesiti 77,44%, tj. 24 ispitanika od 31. Ideju
rjesavanja nekom od standardnih metoda (supstitucija (5), kvadriranje (2), logaritmiranje
(4)) imalo je njih 11 od 24, $to bi bilo oko 45,83%. Nesto je manji postotak onih koji
su te ideje pokusali i realizirati (susptitucija (3), kvadriranje (2), logaritmiranje (3), njih
8 od 11, odnosno 72, 73% sveukupno od broja ispitanika koji su se odlucili za standarnu

metodu, a 33,33% od broja ispitanika koji su zadatak pokusali rjesavali.
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Nasuprot tome, veéina 54,17% ih se odlucila za nestandardnu metodu i to metodu
pokusaja i pogresaka. Pri tome je 12 od 13 osoba, koji su zadatak rjesavali ovom metodom,
pogodilo samo jedno rjesenje, a jedna je osoba uocila i drugo rjeSenje, uz obrazlozenje.
Odnosi izmedu zastupljenih metoda vidljive su na Figure 1.

Pri analizi rjesenja uoceno je u 16,67% radova nesto matematicki netocno napisano.

Od 24 ispitanika koji su rjesavali zadatak djelomicno ga je rijesilo 50% (ponudeno
jedno rjesenje), u potpunosti ga je rijesilo 4,17%, tj. jedna osoba (oba rjesenja). Valja
napomenuti kako nitko od ispitanika koji su se odluéili za standardne metode nije ponudio

ni djelomicno ni potpuno rjesenje.

@ Supstitucija
Logaritmiranje
Kvadriranje
Jedno riedenje
Oba rjesenja

S 16.67%

000

Slika 1: Odnos zastupljenosti standardnih i nestandardnih metoda u 2. zadatku

3.5.3 Treéi zadatak

Ovaj zadatak je rjesavalo najmanje ispitanika u usporedbi s preostala cetiri, tocnije
njih 19 od 31 ili 61, 29%.

Svih 19 ih je zapocelo s prvim korakom, pisanjem definicije periodi¢nosti i svi su je
tocno napisali. Sljedeéi korak, uspjesna primjena definicije, rijesilo je manje od pola (8),
tj. 42,1%. Posljednji korak, rjesavanje sustava kvadratnih jednadzbi s jednom nepozna-
nicom, uspjesno je rijesila samo jedna osoba od njih 8. To znaci da je samo jedna osoba
rijesila zadatak u potpunosti, $to iznosi 5,26% od onih koji su zadatak rjesavali te 12, 5%
od onih koji su znali primijeniti definiciju periodi¢nosti na zadatak (Table 2).

Pri analizi rjesenja uoceno je u 47, 37% radova nesto matematicki netocno napisano.

Broj ispitanika (od 19 koji su rjesavali)
Definicija periodi¢nost 19 (100%)
Toc¢na primjena definicije 8 (42,1%)
Rjesavanje sustava jednadzbi 1 (5,26%)

Tablica 2: Prikaz uspjesnosti rjesavanja 3. zadatka po koracima
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3.5.4 Cetvrti zadatak

Cetvrti zadatak je zadatak s najveéim postotkom rjesavanosti, tj. svih 31 ispitanika
su rjesavali ovaj zadatak ili predlozili metodu rjeSavanja. Za standardne metode odlucilo
se 90, 32%, a za nestandardne metode 9, 68% ispitanika.

U ovom zadatku ispitanici koji su se odlucili za standardne metode su imali ili ideju
kvadriranja (17 od 28, sto je 60, 7%) ili ideju supstitucije (11 od 28, sto je 39,3%).

Supstituciju je uistinu pokusalo i provesti 8 od 11 ispitanika koji su se za nju odlucili,
no nijedno rjesavanje supstitucijom nije dovelo do konac¢nog rjesenja.

Od ispitanika koji su se odlucili za ideju kvadriranja ih je uistinu i kvadriralo 14 od 17
jedanput (82,35%), a 11 od 17 dvaput (64,71%). No, nitko od njih nije dosao do sljedeceg
koraka (polinoma 4. stupnja) ni rjesenja.

Svi ispitanici koji su se odluéili za nestandardnu metodu dosli su samo do prvog koraka
(svodenje izraza pod korjenom na kvdarat zbroja).

Na Figure 2 prikazano je koliko je ispitanika rijesilo odredeni korak zadatka, ovisno o
izboru metoda koje su koristili.

Pri analizi rjesenja uoceno je u 25, 81% radova nesto matematicki netocno napisano.

Il STANDARDNA I NESTANDARDNA

Ideja supstitucija
Supstitucija
ideja kvadriranje
Kvadriranje 1x

Kvadiranje 2x

Sredivanje izraza ped korjenom

=)
©
Iy
&

Slika 2: Provedeni koraci rjeSsavanja u ovisnosti o metodama koristenja u 4. zadatku

3.5.5 Peti zadatak

Posljednji zadatak rjesavalo je 27 ispitanika, a 4 ih nije niSta napisalo. Od njih 27
pocetnu tocku u rjeSavanju ovog zadatka (kriterij kada kvadratna jednadzba ima dva
razli¢ita realna rjesenja) poznaje njih 25 (u obzir su se uzimali svi odgovori povezani s
diskriminantom). Ukupan broj onih koji poznaju kriterij, a koji su ga to¢no i napisali

iznosi 18, sto je 72%, a opéenito (66,67%). Prikaz je vidljiv na sljede¢oj Figure 3.
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Slika 3: Poznavanje i tocnost napisanog kriterija za rjesavanje 5. zadatka

Sljede¢i korak u rjesavanju se sastojao od razlikovanja dva slucaja u ovisnosti o re-
alnom broju c. Nitko od 25 ispitanika koji su prepoznali poc¢etnu tocku rjeSavanja nije
uvidio sljedeéi korak, odnosno potrebu razlikovanja dva sluc¢aja. Njih 14 od 25 je dobilo
rjesenje za jedan slucaj (kada je ¢ > 0), ali ga nisu i prepoznali, nego ponudili kao kona¢no
rjesenje. To znaci da je njih 56% dobilo djelomicno rjesenje, a nitko nije rijesio zadatak u
potpunosti. Na tablici 3 prikazano je koliko je ispitanika rijesilo odredeni korak zadatka.

Pri analizi rjeSenja uoceno je u 22,22% radova nesto drugo matematicki netoéno na-

pisano osim kriterija za odredivanje prirode rjesenja kvadratne jednadzbe.

Broj ispitanika (od 25 koji su prepoznali pocetnu tocku)
Tocno napisan kriterij 18 (72%)
Rijesen 1 slucaj (¢ > 0) 14 (56%)
Oba slucaja 0 (0%)

Tablica 3: Prikaz uspjesnosti rjesavanja 5. zadatka po koracima

3.6 Rasprava
1. Studenti su neuspjesni u rjesavanju nestandardnih matematickih zadataka

U ovom istrazivanju dana su dva nestandardna zadatka, jedan tipa “odredi,...”, a

»

drugi tipa “dokazi da,...”. U oba zadatka za pocetnu tocku rjesavanja pretpostavljeno
je povezivanje teorijskog znanja sa zadatkom i njegova primjena kao jedna od glavnih
pretpostavki za uspjesno rjesavanje nestandardnih zadataka. U tre¢em zadatku trazi se
definicija periodi¢nosti, a u petom je zadatku potrebno poznavanje kriterija za odredivanje
prirode rjeSenja kvadratne jednadzbe, odnosno poznavanje prirode rjeSenja obzirom na
diskriminantu. Isto tako, u svakom od standardnih zadataka za koristenje i standardnih
i nestandardnih metoda potrebno je teorijsko znanje. U prvom je zadatku za standardnu

metodu potrebno znati kriterij za odredivanje monotonosti funkcije preko prve derivacije
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ili Teoreme 1 i 5 za nestandardnu. U drugom se zadatku se trazilo prepoznavanje parnosti

funkcije i primjena definicije parne funkcije (nestandardna metoda), a u ¢etvrtom podrucje

definicije korjenske funkcije te generalizacija Svojstva 2 (nestandardna metoda).
Medutim, na tablici 4 dan je prikaz poznavanja teorije i njezine primjene u zadatcima

gdje se to trazilo'!.

Poznavanje teorije | Tocno napisana teorija | Uspjesna primjena teorije
1. zadatak 29 (93, 55%) 1 (3,23%) 0 (0%)
3. zadatak 19 (61,29%) 19 (61,29%) 8 (25,81%)
5. zadatak 25 (80,65%) 18 (58,65%) 14 (45,16%)

Tablica 4: Teorijsko znanje

Iz tablice se moze uociti da vecina ispitanika prepoznaje teorijsku pozadinu u zadat-
cima u kojima se ona trazi, prosjecno u ova tri navedena zadatka 78, 5% ispitanika. Puno
losiji rezultat se dobije, ukoliko se zahtijeva tocnost i konkretnost poznavanja teorije koja
se primjenjuje u zadatcima, prosjecno 41,06%. Dok je svega 23, 66% ispitanika sposobno

i primijeniti znanje u konkretnim zadatcima.

Kada u obzir uzmemo c¢injenicu da je primjena teorijskog znanja u kombinaciji s inte-
gracijom raglicitih matematickih podru¢ja jedna od osnovnih pretpostavki za uspjesno
rjeSavanje vec¢ine nestandardnih zadataka, dobiveni rezultati istrazivanja potkrjepljuju
tvrdnju da su studenti neuspjesni u rjesavanju nestandardnih zadataka. Uzrok loseg
poznavanja i primjene teorije, a vrlo dobro dobrog poznavanja teorije na razini prepozna-

vanja lezi u poznavanju procedura, ali ne i koncepata.

Rezultati istrazivanja o djelomi¢noj i potpunoj rijesenosti zadataka dodatno potvrduje
ovu hipotezu istrazivanja. Naime, prvi zadatak ni u potpunosti ni djelomicno nije rijesila
nijedna osoba. Pri ¢emu se za potpuno rjesenje zadatka smatra tocno odredena monoto-
nost nad domenom funkcije, a za djelomicno rjeSenje se smatra toéno odredena monoto-
nost nad krivom domenom.

Drugi zadatak je djelomi¢no (ponudeno jedno rjesenje) rijesilo 12 od sveukupno 31
ispitanikal? (38,71%), a u potpunosti toéno samo jedna osoba (3,23%).

Treéi zadatak djelomic¢no (dobra primjena definicije periodi¢nost, a neto¢no rjesavanje
sustava jednadzbi) je rijesilo 42, 11%, a u potpunosti nitko.

Cetvrti zadatak nitko nije rijesio ni djelomi¢no ni u potpunosti toéno. Za djelomiéno

tocno rjeSenje smatralo bi se sredivanje izraza do polinoma ¢etvrtog stupnja iz kojeg je

1174 svaku od kategorija po stupcima je u obzir uzet ukupan broj ispitanika N=31.

12Smatra se da ispitanici koji za odredeno pitanje nisu nista napisali, nisu imali ideju ni kako zapoéeti
te se takoder uzimaju u obzir. Za detaljnije razmatranje treba uzeti u obzir vremenski rok trajanja
istrazivanja.
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potrebno traziti nultocke.

Peti zadatak nijedna osoba nije rijesila u potpunosti tocno, a 45,16% ih je rijesilo
djelomicno tocno (rjesenje jednog slu¢aja bez navodenja uvjeta).

Konacan pregled uspjesnosti djelomicnog i potpunog rjesavanja zadataka vidljiv je na

sljedecoj Figure 4.

@ Nerijedeni zadatei
Djelomiéno rijeSeni zadatci
Fotpuno rijggeni zadatci

Slika 4: Udjeli nerijeSenih, djelomi¢no rijesenih i potpuno rijeSenih zadataka u postotcima

2. Studenti su skloniji rjeSavanju zadataka poznatim algoritmima, standard-

nim postupcima.

Rezultatima analize metoda rjesavanja standardnih zadataka (prvog, drugog i cetvrtog)
potvrdila se navedena hipoteza. Naime, od 29 ispitanika koji su rjesavali ili ponudili me-
todu rjesavanja prvog zadatka svih 29 (100%) radije su to uéinili koristeéi standardnu
metodu (kriterij monotonosti preko prve derivacije), umjesto recimo pomo¢u Teorema 5
i 1. U drugom zadatku omjer koristenja standardnih (supstitucija, logaritmiranje i kva-
driranje) i nestandardnih (metoda pokusaja i pogresaka) metoda otprilike je podjednak
(11 : 13 = 45,83% : 54,17%), iako u korist nestandardnih.

Pri rjesavanju cetvrtog zadatka, omjer standardnih (supstitucija i rjeSsavanje iracionalne
jednadzbe kvadriranjem) i nestandardnih metoda (svodenje izaraza ispod korjena na kva-
drat zbroja) sliéniji je onom u prvom zadatku, 28 : 3 = 90,32% : 9, 68%.

Sveukupni omjer koristenja standardnih i nestandardnih metoda u standardnim za-
datcima prikazan je grafovima na Figure 5.

Ovakav rezultat vjerojatno je posljedica nedovoljnog poznavanja teorije, poznavanja
manjeg broja metoda rjesavanja zadataka (u zadatcima je dominirala supstitucija) te

pomanjkanja iskustva rjesavanja zadataka nestandardnim metodama.
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Slika 5: Omjeri koristenja standardnih i nestandardnih metoda

3. Studenti su skloniji rjesavanju zadataka za koje poznaju postupak/algoritam

rjeSavanja.

Ovu tvrdnju provjerit ¢emo usporedujuci broj ispitanika koji je nije ni pokusao rijesiti
pojedini zadatak i broj ispitanika koji je odustao odmah na pocetku ili nakon prvog ko-
raka. Na sljedecoj slici prikazan je po zadatcima broj ispitanika koji nije ni pokusao
rijeSiti zadatak. Prvi zadatak nije ni pokusalo rijesiti 2 ispitanika, drugi zadatak 7, treci
zadatak 12, peti zadatak 4, dok su svi ispitanici rjesavali ¢etvrti zadatak.

Ovakav ishod je ocekivan te potvrduje hipotezu jer je veéi broj ljudi odustao od

rjeSavanja nestandardnih zadataka (64%) nego od standardnih (36%).

@ 1. zadatak ® 2. zadatak
@ 3 zadatak 4. zadatak
@ 5. zadatak

Slika 6: Omjer broja ispitanika za odredeni zadatak koji nisu ni pokusali rijesiti

Ocekivana je ¢injenica da su svi ispitanici pokusali rjesavati ili imali ideju za rjesavanje
cetvrtog zadatka, zato sto je to primjer jedne iracionalne jednadzbe za koju postoji stan-
dardna procedura rjesavanja i koja se uci ve¢ u 1. razredu srednje skole. Isto se ocekivalo

i za prvi zadatak, iako je od tog zadatka odustalo samo 2 ispitanika, Sto je puno manje u
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usporedbi s preostalim zadatcima.

Ocekivano najvise ispitanika je odustalo od rjesavanja treceg zadatka, gotovo pola
(48%) ispitanika koji su odustali od rjesavanje od nekog zadatka. Pretpostavljam da je
uzrok tome §to se pri usvajanju svojstva periodicnosti funkcije rjesavaju jedino zadatci

provjere periodi¢nosti neke funkcije.

Takoder, situacija ostaje skoro nepromijenjena kada se onima koji su odustali prije
rjeSavanja pribroji broj ispitanika koji su odustali nakon prvog koraka zadatka, sto do-

datno potvrduje hipotezu, a vidljivo je na sljedecoj slici.

@ odustali nakon 1. koraka 1. zadatak
@ odustall nakon 1. koraka 2. zadatak
@ odustall nakon 1. koraka 3. zadatak

odustali nakon 1. koraka 4. zadatak
@ odustall nakon 1. koraka 5. zadatak

Slika 7: Omjer broja ispitanika za odredeni zadatak koji su odustali nakon prvog koraka

Matematicke pogreske

Smatram da je za raspravu vrlo zanimljiv podatak o velikom broju napravljenih mate-
matickih pogresaka, ne uzimajuci u obzir netotno napisane kriterije rjesavanja zadataka.
U tablici je, po zadatcima, prikazan broj ispitanika koji su pocinili barem jednu pogresku

u jednom zadatku, koji su rjesavali.

U prvom zadatku najcesca pogreska bila je odredivanje kompleksnih nultocaka prve
derivacije i intervala monotonosti obzirom na te kompleksne tocke. U drugom zadatku
veéinom su pogrijesili oni koji su zadatak pokusavali rijesiti logaritmiranjem.

U tre¢em zadatku pogresku je napravilo 9 ispitanika, a od njih 9, ¢ak 8 ih je pogrijesilo
u rjeSavanju sustava kvadratnih jednadzbi s jednom nepoznanicom. Naime, svi su nacinili

pogresku vezanu uz matematicku logiku kada su umjesto sustava jednadzbi (kojeg su tre-
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bali sami prepoznati jer je sustav jednadzbi bio zadan u tekstualnom obliku, povezane
logickim operatorom 4, a ne ili) rjeSavali samo jednu od jednadzbi.

U cetvrtom zadatku su pogreske bile "tehnicke prirode” ili je izostavljen pojedini alge-
barski izraz ili je neSto pogresno kvadrirano, zbrojeno i sl. Pogreske proizasle iz petog

zadatka veé¢inom su iz podruéja teorije brojeva (usporedba brojeva).

Udio matematickih pogresaka
1. zadatak 50%
2. zadatak 16, 67%
3. zadatak 47,37%
4. zadatak 25,81%
5. zadatak 22,22%

Tablica 5: Udio napravljene barem 1 greske u zadatcima

3.7 Zakljucak istrazivanja

Nakon dobivenih rezultata istrazivanja moze se zakljuciti da su studenti losi u rjeSavanju
nestandardnih zadataka (djelomi¢na uspjesnost iznosi 22%, dok potpuna rijeSenost svega
1%). Jedan od ispitanih uzroka je nedovoljno poznavanje teorije i moguénost primjene
usvojenog teorijskog znanja na razlicite zadatke (u prosjeku svega 23,66% ispitanika je
uspjesno primijenilo teorijsko znanje).

Nadalje, studenti su skloniji rjeSavanju zadataka za koje poznaju procedure i algoritme,
a najbolji primjer za to su ¢etvrti zadatak (rjeSsavanje iracionalne jednadzbe) kojeg su svi
barem zapoceli rjesavati te prvi zadatak za koji svega 2 ispitanika nije nista napisalo.

Konac¢no, potvrdila se i tre¢a hipoteza istrazivanja da su studenti skloniji rjesavanju
zadataka standardnim metodama (80,95%) nego nestandardnim (19,05%), a medu stan-

dardnim metodama dominira supstitucija.
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4 Zakljucak

Razvojem metodike matematike doslo je do promjena u nac¢inu poucavanja matema-
tike te se umjesto stavljanja naglaska izri¢ito na procedure rjeSavanja zadataka, sve veci
naglasak stavlja i na koncepte. Ucenike se umjesto dugotrajnog uvjezbavanja shematskih
zadataka uci kako matematicki misliti.

Za uspjesno razvijanje sposobnosti matematickog i kritickog misljenja glavnu ulogu imaju
problemski i nestandardni zadatci. Nestandardni matematicki zadatci su slozeni zadatci
koji za uspjesno rjesavanje pretpostavljaju sposobnost integracije znanja iz razli¢itih ma-
tematickih podrucja te primjenu teorije.

Svi autori se slazu da ne postoji nacin kako bi se moglo nauciti rjeSavanje nestandardnih
zadataka, nego da se sposobnost rjesavanja nestandardnih zadataka razvija iskustvom,
tj. vjezbom. Takoder, jedan od vaznijih preduvjeta je poznavanje teorije na visim ko-
gnitivnim razinama znanja (analiza, sinteza, vrednovanje) kao i poznavanje veéeg broja
metoda rjesavanja zadataka.

Ipak, americki znanstvenik Polya smatra da se rjeSavanje svakog zadatka provodi u cetiri
etape (razumijevanje problema, stvaranje plana, izvrsenje plana, osvrt) te je za svaku od
njih ponudio i niz heuristickih pitanja i uputa kojima bi se trebalo voditi za uspjesno
rjeSavanje zadataka. Za razvoj sposobnosti rjeSavanja nestandardnih zadataka i dugo-
trajno usvajanje znanja stecenog rjesavanjem nestandardnih zadataka Grigorieva istice
vaznost osvrta (vrednovanja) na zadatak. Predlaze pokusaj osmisljavanja slicnog za-
datka, generalizaciju metode koja se koristila na druge probleme (generalizirani problem),
diskutiranje rjesenja, analiza drugih metoda rjesavanja i njihovih efikasnosti itd.

U nizu rijesSenih nestandardnih zadataka vezanih za rjeSavanje jednadzbi i nejednadzbi
u ovom radu vrlo korisnima su se pokazala specificna svojstva funkcija (monotonost,
parnost, periodi¢nost) kao i neke druge tvrdnje npr. aritmeticko - geometrijska neje-
dnakost.

Istrazivanje provedeno u sklopu ovog rada ispitalo je uspjesnost studenata (ucenika) u
rjeSavanju nestandardnih zadataka, sklonost koristenju nestandardnih metoda u standard-
nim zadatcima te sklonost rjesavanju nestandardnih zadataka. Pokazalo se da studenti
(ucenici) nisu uspjesni u rjesavanju nestandardnih zadataka, tek je 1% nestandardnih za-
dataka u potpunosti toéno rijeseno, a 22% zadataka djelomic¢no rijeseno.

Istrazivanje je pokazalo da su studenti skloniji koristenju standardnih metoda u standard-
nim zadatcima od nestandardnih jer je u zadatcima koristeno sveukupno svega 19,05%.
Isto tako, analizom istrazivanja potvrdena je hipoteza da su studenti skloniji rjeSavanju

standardnih zadataka od nestandardnih koje ces¢e ni ne pokusavaju rijesiti.
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Sazetak

Na pocetku ovog rada definiraju se nestandardni matematicki zadatci, iznose tipovi
zadataka te opisuju etape procesa rjesavanja zadataka s korisnim heuristickim i usmje-
ruju¢im pitanjima i uputama za uspjesno svladavanje svake od etapa. Nadalje, dan je
niz rijeSenih nestandardnih zadataka (vezanih uz problem rjesavanja jednadzbi i nejedna-
dzbi) te standardnih zadataka koristenjem nestandardnih metoda i koristenjem svojstava
funkcija (monotonost, parnost i periodi¢nost). Na kraju rada napravljeno je istrazivanje
o uspjesnosti studenata u rjesavanju nestandardnih zadataka, sklonost koristenju ne-
standardnih metoda u standardnim zadatcima te sklonost rjesavanju nestandardnih za-
dataka.

Kljucne rijeci: nestandardni zadatci, nestandardne metode, monotnost, parnost,

periodicnost, uspjesnost rjesavanja nestandardnih zadataka.
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Nonstandard mathematical problems

In the beginning of these paper, nonstandard mathematical problems are defined and
types of tasks are listed. Moreover, stages of problem solving process are described,
along with favorable heuristic and orienting questions or guidelines on how to successfully
master each of the stages. Further, the series of solved nonstandard problems are gi-
ven (connected to the problem of solving equations and inequalities), standard problems,
resolved by using nonstandard methods and by using function properties (monotonic fun-
ction properties, even and odd function properties, periodic function properties). In the
end, paper contains research conducted on efficacy of students on nonstandard problem
solving, tendency to use nonstandard methods on standard problems and inclination for

nonstandard problem solving.

Key words: nonstandard problems, nonstandard methods, monotic functions, even and

odd functions, periodic functions, success in solving nonstandard mathematical problems.
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Prilog 1

1.

2.

Odredi monotonost funkcije f(z) = 15 + —5.

Rijesi jednadzbu (v2 —v/3)® + (V2 +/3)" = 4.

1

. Neka je funkcija f(x) periodiéna funkcija s temeljnim periodom 7" = z. Koliko

3
iznosi f(1) ako je f3(2) =5f(0) + & =01i4f*(—1) — 4f(%) =357

4. Rijesi jednadzbu V322 + 62 + 7+ /5(22 + 22+ 1) + 9 =4 — 22 — 2°.

5. Ako su koeficijenti a, b, c takvi daa > 0ib > a+c, dokazi da jednadzba az®+bx+c =
0 ima dva raglicita realna rjesenja.

Rjesenja:

1. Primjeéujemo da su funkcije g(z) = 2 — 2 i h(x) = x + 2 monotnono rastuée na
cijelom skupu R.
Primjenom Teorema 5, zakljucujemo da su funkcije ﬁ i ﬁ monotono padajuce
na R\ {—2}, odnosno R\ {2}.
Dalje, primjenjujemo Teorem 1 i dobivamo da je f(x) = ﬁ + ﬁ monotono pa-
dajuca funkcija na domeni Dy = R\ {-2,2}.

2. U ovom zadatku vrlo lako je uocljivo jedno rjesenje, a i ako nije onda se primjenom

metode pokusSaja i pogresaka, jednostavno dode do prvog rjesenja x = 2.

(V2+V3)2+ (V2 —-V3) =4
24+4vV34+2-3=4

2+2=4

Zatim, potrebno je uociti da su 2 + v/3 1 2 — v/3 inverzni.
Vrijedi (24 v/3) - (2—+/3) = 4—3 = 1 Definirajmo a := 2+ /3, tada je 1=2- V3.

Uvrstimo to u pocetnu jednadzbu.

B
8
+
%‘
=
I
W

a
T

a2 =4

Q
NIE]
+

Potrebno je uociti da je funkcija f(x) = a2 +a2 —4 parna funkcija zbog ceg vrijedi
prema definiciji parne funkcije da ako je = 2 jedno rjesenje jednadzbe f(z) = 0,

onda je toix = —2.
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3. Zarjesavanje ovog zadtka od studenata se o¢ekuje poznavanje definicije peridoi¢nosti
(Definicija 3).

Primjenom definicije periodic¢nosti treba se doci do sljedec¢eg zakljucka:

f(3) = FGH2) = fC4g) = F1) = . = f(@) = . = F(

)=..=f(0)=..=f(-1)
Sto znaéi da vrijedi: f2(1) —5f(1) + & =01 4f%(1) — 4f(1) = 35.

Sada je jos samo potrebno rijesiti sustav dvije kvadratne jednadzbe s jednom nepozna-
nicom.

Ako pomnozimo prvu jednadzbu s 4 i oduzmemo prvu jednadzbu od druge dobivamo
sljedece:

—16f(1) +56 =0 <= f(1) =35

V322 + 62+ 7+ /522 + 20+ 1)+ 9=14— 2z — 2*
V322 + 61+ 7+ /5 +1)2+9 = —4 — 21 — 2
V3@ +1)2+4+ 5@+ 1)2+9=—[(z +1)* - 5]

Uocimo da zbog definicije kvadratne i korjenske funkcije (uvijek primaju nenegativne

vrijednosti) vrijedi: /3(x +1)2+4>2, \/5(z +1)2+9>31 —[(z+1)*—-5] <5.

Prema tome, jednadzba ima rjesenja ako postoji takav x za koji vrijede jednakosti
x+1)2+4=2,br+1)249=31—[(z+1)*-5=5.

3z +12+4=2 < 3(z+1)’+4 =4 < 3(@+1)’=0 = 2+1=0 < z= -1

Iz prvog uvjeta dobivamo da jdnakost vrijedi za x = —1, uvrStavanjem i druga dva
uvjeta vidimo da su i oni zadovoljeni za x = —1.
Konaé¢no, dobivamo rjesenje jednadzbe x = —1.

5. Dovoljno je pokazati da je diskriminanta D > 0.

e Ako je ¢ <0, tada je zbog a > 0, D = b*> — 4ac > —4ac > 0, tj. D > 0.

e Ako je ¢ > 0, tada zbog b > a+ ¢ > 0, vrijedi D = b* — 4ac > (a+ c)? — 4ac =
(a+¢)>>0,tj. D>0
Dakle, u oba slucaja u ovisnosti o ¢ vrijedi da je D > 0, Sto znaci da jednadzba

ima dva razli¢ita rjeSenja, i to realna.!

13Rjesenje preuzeto iz [1].
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