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1 | Uvod

Teorija brojeva, ¢esto nazvana "kraljica matematike", grana je matematike koja se
bavi svojstvima i odnosima izmedu brojeva. Vaznu ulogu u analiziranju tih svoj-
stava i odnosa imaju aritmeticke funkcije. Njih mozemo definirati kao funkcije kod
kojih je domena skup prirodnih brojeva, a ¢iju kodomenu ¢ini neki podskup skupa
kompleksnih brojeva. Od posebne vaznosti su funkcije koje zadovoljavaju svoj-
stvo multiplikativnosti. Takve funkcije pripadaju velikoj klasi aritmetickih funk-
cija koje se nazivaju multiplikativne funkcije. U ovom radu bit ée predstavljeno
nekoliko funkcija koje zadovoljavaju to svojstvo.

U prvom poglavlju rada navest ¢emo definicije i osnovne pojmove teorije bro-
jeva koji sunam potrebni za razumijevanje sadrzaja ovog rada. Takoder, spomenut
¢emo jednu od najvaznijih funkcija teorije brojeva - Eulerovu funkciju. U drugom
poglavlju definirat éemo multiplikativne funkcije, te ¢emo iskazati i dokazati Fun-
damentalni teorem za multiplikativne funkcije. Vratit ¢emo se na ranije spome-
nutu Eulerovu funkciju i pokazat ¢emo da je ona multiplikativna funkcija. Na-
dalje, definirat éemo funkcije broj djelitelja i suma djelitelja, te éemo se dotaknuti
nekih njihovih svojstva koja su rezultat multiplikativnosti tih funkcija. U cetvr-
tom poglavlju, spomenut ¢emo se savrSenih i Mersenneovih brojeva. Uz kratak
prikaz povijesti, navest ¢emo i neka njihova osnovna svojstva. Na kraju rada upoz-
nat éemo se Mobiusovom funkcijom te ¢emo pokazati njenu povezanost s Eulero-
vom funkcijom koriste¢i se teoremom poznatim pod nazivom Mdébiusova formula
inverzije.






2 | Definicije i osnovni pojmovi te-
orije brojeva

U ovom poglavlju definirat éemo neke od osnovnih pojmova koji ¢ine temel;
teorije brojeva. Za pocetak imamo definiciju djeljivosti, koja je jedan od najjednos-
tavnijih i najznacajnijih pojmova.

Definicija 1 ([1], Definicija 1.1 ). Neka su a # 0 i b dva cijela broja. Reci éemo da a
dijeli b ako postoji cijeli broj d za koji vrijedi b = a - d. Tada je broj b visekratnik broja a,
a broj a je djelitelj broja b. U slucaju kada a dijeli b piSemo a|b, a kada a ne dijeli b pisat
éemo atb.

Primjer 1. 7|21 jer je21 =7 - 3.

Neka su a i b dva cijela broja. Reci ¢emo da je cijeli broj d zajednicki djelitel]
brojeva aibakod dijeli obabrojaaib. Akojebarem jedan od brojeva aib razli¢it od
nule, tada taj broj ima kona¢no mnogo djelitelja. U tom slucaju postoji i kona¢no
mnogo zajednickih djelitelja brojeva a i b. Najveceg medu njima oznaavamo s
(a,b) te izraz (a, b) nazivamo najveci zajednicki djelitelj brojeva a i b.

Mozemo primijetiti da je (a,b) > 1.

Definicija 2 ([1], Definicija 1.4.). KaZemo da je prirodan broj p, p > 1, prost ako nema

niti jednog djelitelja d takav da vrijedi 1 < d < p. Za prirodan broj a, a > 1, koji nije
prost, kazemo da je sloZen.

Primjer 2. Broj 13 je prost broj, dok je broj 15 = 5 - 3 sloZen.

Definicija 3 ([1], Definicija 1.3.). Za cijele brojeve a i b re¢i éemo da su relativno prosti
ako je (a,b) = 1. Analogno, reéi éemo da su cijeli brojevi ay,ay, . .., ay relativno prosti
ako je (ay,az,...,an) = 1, a da su u parovima relationo prosti ako je (a;,a;) = 1za svei
ijtakvedajei #jil <i,j<m.

Primjer 3. Jedan od primjera relativno prostih brojeva su brojevi 9 i 14 jer je (9,14) = 1.
S druge strane, brojevi 60 i 36 nisu relativno prosti jer je (36,60) = 12.

Teorem 1 ([1], Teorem 1.8.). Swvaki prirodan broj n > 1 moZe se prikazati kao produkt
prostih brojeva (s jednim ili viSe faktora).

Dokaz. Vidjeti [1]. O
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Iz prethodnog teorema slijedi da se svaki prirodan broj n moZemo zapisati u
obliku

— pf1y,22 Ck
n_plpz pk’
gdje su p1, ..., px razliciti prosti brojevi, a ey, . .., ex prirodni brojevi. Takav zapis
broja n zvat ¢emo kanonski rastav broja n na proste faktore. Broj e; nazivamo
kratno$¢u prostog broja p;.
Primjer 4. 5445 = 32 .5 112
VaZan teorem u teoriji brojeva je idu¢i teorem pod nazivom Osnovni teorem arit-
metike koji ¢e nam biti koristan pri dokazivanju mnogih tvrdnji:
Teorem 2 ([6], Teorem 1.4.3.). Prikaz svakog prirodnog broja veceg od 1 u obliku pro-
dukta potencija prostih brojeva je jedinstven do na poredak faktora.

Dokaz. Vidjeti [6]. O

2.1 Eulerova funkcija

Eulerova funkcija (engl. Euler’s totient function) jedna je od najvaznijih funkcija
teorije brojeva. Prvobitna oznaka Eulerove funkcije bila je 7t koju je uveo Euler
1784. godine, dok se danas koristi oznaka ¢ predstavljena u Gaussovoj knjizi
Disquisitiones Arithmeticae iz 1801. godine.

Za prirodan broj n, vrijednost Eulerove funkcije ¢ (1) oznacava broj prirodnih
brojeva manjih ili jednak broju # koji su relativno prosti s n. Vrijedi ¢(1) = 1.

Primjer 5. Odredimo ¢(13) i ¢(16).
Rjesenje: Kako je 13 prost broj, svaki prirodan broj manji od 13 je relativno prost s 13.
Stoga je ¢(13) = 12.
Brojevi manji od 16 koji su relativno prosti sa 16 su 1,3,5,7,9,11,13 i 15. Dakle,
p(16) = 8.

MoZzemo uociti da za prost broj p vrijedi da je relativno prost sa svim brojevima
strogo manjim od samog sebe, osnosno ¢(p) = p — 1.
Lema 1 ([6], Lema 2.2.4). Neka je p prost broj i k prirodan broj. Tada vrijedi

o(p") =p"—p .

Dokaz. U nizu prirodnih brojeva 1,2,3, .. ., p* oni koji nisu relativno prosti s p* su
1p,2p,3p,...,p*" 1. p = p*. Kada ih prebrojimo, ukupno ih je p*~1. Stoga vrijedi

p(p") =p*—p.

Uocimo da se prethodni rezultat moZe zapisati i kao
)
k k
= L—— .
o(p’) =p ( ;

Primjer 6. Odredimo ¢(1024) koristeci se prethodnom lemom.
Rjesenje: Kako je 1024 = 4°, onda je ¢(1024) = ¢(4°) = 4° — 4* = 768.



3 | Multiplikativne funkcije

Definicija 4 ([9], Definition 7.1). Aritmeticka funkcija je funkcija definirana za sve
prirodne brojeve.

U ovom poglavlju bavit éemo se klasom aritmetickih funkcija koje zadovoljavaju
svojstvo multiplikativnosti. Takve funkcije nazivamo multiplikativne funkcije.

Definicija 5 ([1], Definicija 2.4.). Aritmeticka funkcija f: IN — C je multiplikativna
ako vrijedi

1 f1) =1
2) f(mn) = f(m)f(n) za sve m,n takve da je (m,n) = 1.

Pogledajmo neke od primjera multiplikativnih funkcija.

Primjer 7. Konstantna funkcija f(n) = 1 je multiplikationa jer je f(1) = 1i

flmn) =1=1-1= f(m)f(n).
Primjer 8. Funkcija f(n) = n* je multiplikationa jer je f(1) = 1i

flmn) = (mn)* = m*n* = f(m)f (n).

Neka su p i q dva razlicita prosta broja. Pretpostavimo da je funkcija f multi-
plikativna i da znamo vrijednosti f(p*) i f(4”). Tada moZemo odrediti i f(p?q")
jer vrijedi f(p?q?) = f(p")f(4"). Ova tvrdnja moZe se generalizirati kroz sljedeci
vazni teorem pod nazivom Fundamentalni teorem za multiplikativne funkcije.

Teorem 3 ([5], Theorem 8.1). Neka je funkcija f multiplikativna i neka je n =

pps - - - pi¥ kanonski rastav broja n na proste faktore. Tada je

f(n) = fp)f(p2) - F(p).

Dokaz. Tvrdnja se dokazuje matematickom indukcijom po broju k. Kadaje k = 1
imamon = p{'if(n) = f(p}') teje tvrdnja trivijalno ispunjena. Pretpostavimo da
tvrdnja vrijedi za bilo koji prirodan broj n s kanonskim rastavom na proste faktore
sastavljenim od k razlic¢itih prostih brojeva, tj.

f(n) = fFp)f(p2) - F(p).

Nadalje, neka je m neki prirodan broj ¢iji kanonski rastav na proste faktore sa-

drzi k + 1 razli¢itih prostih brojeva, odnosno m = pi'ps---pfil. Kako je

5
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(pg -~ v, pi’:ll) = 11 funkcija f multiplikativna, iz pretpostavke indukcije sli-

jedi
FPPE - pEpE) = i - v F(pEd) = FE) fF(p2) - - - F(PE) F ().
(|

Dakle, vrijednost multiplikativne funkcije f(rn) za bilo koji prirodan broj n moze
se jednostavno izracunati koriste¢i se kanonskim rastavom broja n na proste
faktor. Dovoljno je poznavati vrijednosti f(p;'), za sve 1 < i < k. Tako npr. za

n = 3528 imamo f(3528) = £(23)f(3?)f(7?).

3.1 Multiplikativnost Eulerove funkcije

Vratimo se na Eulerovu funkciju, htjeli bi smo provjeriti je li ona multiplikativna
funkcija. Pogledajmo idudi primjer kojim ¢emo predstaviti algoritam potreban za
dokaz multiplikativnosti Eulerove funkcije. Za pocetak, pretpostavimo da je ¢
multiplikativna funkcija i da Zelimo izracunati npr. ¢(24). To bi znacilo da je
9(24) = ¢(3-8) = ¢(3)¢(8) = 2 -4 = 8, §to ¢emo i pokazati u primjeru.

Primjer 9. Neka jem = 3in = 8. Tada je (m,n) = 1imn = 24. Kako bi odredili
@(mn) = @(24) u Tablici 3.1.1 smo ispisali sve prirodne brojeve manje ili jednake broju 24
u tri retka i u svakom retku 8 brojeva: Pogledamo li prvi broj u trecem retku, uocavamo kako

1 4 7 10 13 16 19 22
2 5 8 11 14 17 20 23
3 6 9 12 15 18 21 24

Tablica 3.1.1

on nije relativno prost s brojem m = 3. Takoder niti jedan broj iz tog retka nije relationo
prost s brojem m = 3, pa niti jedan od njih nije relativno prost s brojem mn = 24.
Dakle, brojevi koji su relativno prosti s 24 i koji su manji ili jendaki 24 nalaze se u preostala
2 = @(3) retka:

4 7 10 13 16 19 22
5 8

1
2 11 14 17 20 23

Tablica 3.1.2

Odnosno brojevi iz prethodne tablice relativno su prosti s m = 3, a svaki redak te tablice
sadrZi 4 = ¢(8) broja relativno prosta s brojem 8:

1 7 13 19
5 11 17 23

Tablica 3.1.3
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Ukupno nam je ostalo 8 brojeva u Tablici 3.1.3, a to su upravo svi brojevi manji ili jendak
broju 24 koji su relativno prosti s 24. Dakle, vrijedi ¢p(24) =8 =2-4 = ¢(3)¢(8).

Sada ¢emo dokazati da je funkcija ¢ multiplikativna funkcija.
Teorem 4 ([5], Theorem 8.3). Funkcija ¢ je multiplikationa.

Dokaz. Neka su m i n dva relativno prosta prirodna broja, odnosno (m,n) = 1.
Trebamo pokazati da vrijedi ¢(mn) = ¢(m)e(n).

Poredajmo brojeve od 1 do mn u m redaka i n stupaca, kako je prikazano u Tablici
3.1.4.

1 m+1 2m+1 ... n—-1)m+1
2 m+2 2m+2 ... (n—1)m+2
3 m+3 2m+3 ... (n—1)m+3
r m+4+r 2m+r ... (m—1)m+r
m  2m 3m nm

Tablica 3.1.4

Neka je r prirodan broj takav daje 1 <r < mi (r,m) > 1. Pokazat éemo da u
r-tom redu Tablice 3.1.4 niti jedan broj nije relativno prost s brojem mn. Neka je
d = (r,m). Tada d|r i d|m iz ¢ega slijedi da d|km + r za bilo koji cijeli broj k.
Dakle, niti jedan element r-tog reda nije relativno prost s m, pa onda nije ni rela-
tivno prost s brojem mn. Stoga se brojevi koji su relativno prosti s mn nalaze u
retcima za koje je (r, m) = 1, a takvih redaka je upravo ¢(m).

Uzmimo neki ¢(m) redak, npr. k-ti redak. Sa Sy ozna¢imo skup kojeg ¢ine svi
elementi tog retka, tj. Sy = {k,m +k,2m+k,...,(n —1)m + k}. Dokazat ¢emo
da su svi elementi skupa Sy medusobno nekongruentni modulo n. Pretpostavimo
suprotno, odnosno neka postoje i, j € {0,1,...n — 1} za koje vrijedi

im+k = jm+k (mod n),

slijedi da n|(i — j)m. Kako je (m,n) =110 < i,j < n dolazimo do zaklju¢ka da
jei = j. Dakle, skup Sy se sastoji od n medusobno nekongruentnih elemenata
modulo 7, pa mozemo zakljuditi da je skup Sy potpun sustav ostataka modulo 7.
S Ry oznacdimo skup svih brojeva iz Sy koji su relativno prosti s brojem n. Tada
je Ry reduciran sustav ostataka modulo # te sadrzi ¢(n) elemenata. Bududi da u
k-tom retku imamo ¢(n) elemenata relativno prostih s 7, onda imamo to¢no ¢(n)
elemenata relativno prostih s mn.

Zaklju¢ujemo da se u ¢(m) redaka nalaze brojevi relativno prosti s brojem mn
i da svaki taj redak sadrzi ¢(n) brojeva relativno prostih s mn. Dakle, imamo
@(m)(n) brojeva manjih ili jednak broju mn koji su relativno prosti s mn. Slijedi

daje p(mn) = @(m)g(n). O
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Primjer 10. Izracunajmo ¢(943), ¢(5184).
Rjesenje:

9(943) = (23 -41) = ¢(23) - 9(41)
—22-40
— 880

¢(5184) = ¢(2°-3%) = ¢(2°) - 9(3%)
— (26 . 25) . (34 . 33)
= 1728.

Koristeci se Teoremom 4 i Lemom 1 dolazimo do formule za ¢(n).

Teorem 5 ([9], Theorem 7.5). Neka je n = p{'p3? - - - pi* kanonski rastav broja n na
proste faktore. Tada je

or=2(-3)(-3)0-2)

Dokaz. Funkcija ¢(n) je multiplikativna pa vrijedi sljedece:
o(n) = o(pi'Py - p) = o(p)o(p7) - - @(P)-

Iz Leme 1 imamo

zasvej € {1,2,...,k}. Dakle,

o8 (- )0 -3 -3
() 6-2)0-2)

Primjer 11. ¢(600) = (22 - 3 - 52) = 600 (1 - %) (1 - %) (1 - %) = 160.



4 | Funkcije broj djelitelja i suma
djelitelja

U ovom poglavlju pokazat ¢emo da su funkcije broj djelitelja i suma djelitelja
multiplikativne funkcije. Koristeci se tim svojstvom i kanonskim rastavom broja
na proste faktore izvest ¢emo formule za odredivanje vrijednosti navedenih funk-
cija. Za pocetak ¢emo ih definirati.

Neka je n prirodan broj. Broj djelitelja je funkcija (1) koja broji sve pozitivne
djelitelje broja n, odnosno

ol =¥ 1.

d|n

Primjer 12. Odredimo t(36) i T(37).
Rjesenje: Pozitivni djelitelji broja 36 su 1,2,3,4,6,9,12,18 i 36, pa je T(36) = 9. Broj
37 je prost broj pa su jedini djelitelji tog broja 1i 37. Dakle, T(37) = 2.

Uocimo, ako je p prost broj, onda su jedini pozitivni djelitelji broja p upravo 11i p.
Dakle, T(p) = 2. Vrijedi i obrat. Ako je 7(n) = 2, onda je n prost broj.
Suma djelitelja je funkcija o(n) koja zbraja sve pozitivne djelitelje broja 1, od-

nosno
o(n) =) _d.
dln

Primjer 13. Odredimo o (32) i o(41).
Rjesenje: Pozitivni djelitelji broja 32 su 1,2,4,8,16 i 32, pa je

0(32) =1+2+4+8+16+32 = 63.
Pozitivni djelitelji broja 41 su 1141, pa je
o(41) = 1441 = 42.

Uocimo, za p prost broj vrijedi o(p) = p + 1. Vrijediiobrat. Akojec(n) =n+1,
onda je n prost broj.

Kako bi dokazali multiplikativnosti prethodno definiranih funkcija t(n) i o(n)
uvodimo novu funkciju F(n) definiranu formulom

F(n) =)_f(d),

d|n

pri ¢emu je f multiplikativna funkcija.
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Primjer 14.

=) _ f(45)

d|45
= f()+f(3) + f(5) + £(9) + f(15) + £ (45).

Postavlja se pitanje, je li ovako definirana funkcija F(n) multiplikativna. Pogle-
dajmo sljedeci primjer.

Primjer 15. PokaZimo da vrijedi F(24) = F(3)F(8).

Rjesenje: Kako je (3,8) = 1, svaki se pozitivan djelitelj broja 24 moZe zapisati kao produkt
jednog djelitelja broja 3 i jednog djelitelja broja 8. Odnosno,1 =1-1,2=1-2,3=3-1,
4=1-46=3-28=1-812=23-4i24 = 3-8 (u svakom produktu, proi faktor
predstavlja djelitelja broja 3, dok drugi faktor predstavlja djelitelja broja 8).

F(24) =F(3-8) = ) _ f(24)
d|24
=f)+f(2)+fB)+ f(4) + f(6) + f(8) + f(12) + f(24)
=fA-D+fA-2)+fB-1)+f(1-4)+f(3-2)+f(1-8)
+f(3-4)+ f(3-8)
=fOfM)+fW)fR)+fB) )+ f(1D)f(4)+ fB)f(2) + f(1)£(8)

+f(3)f(4) + f(3)f(8)
= f(1) (AL +F2) + fid) + F18)) + FB)f(L) + f12) + fld) + f18))
= ALY F(3)) FIL+F(2) + Fa) + f18))
=) f(d)-)_f(d)
a3 4|8
= F(3) - E(8).

Koriste¢i se idejom prikazanom u ovom primjeru sada mozemo dokazati da je
funkcija F(n) multiplikativna.

Teorem 6 ([5], Theorem 8.6). Ako je funkcija f multiplikativna, onda je i

=)@

d|n
multiplikationa funkcija.

Dokaz. Zan = 1 vrijedi

=Y f(@d) = f() =1.

d[l

Neka su m i n dva relativno prosta prirodna broja. Trebamo pokazati da je
F(mn) = F(m)F(n). 1z definicije funkcije F imamo

=) f@)

d|mn
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Kako su brojevi m i n relativno prosti, svaki djelitelj 4 broja mn moZemo na jedins-
tven nacin zapisati kao produkt djelitelja d; broja m i djelitelja d, broja n. Tada je
(dq,dp) = 11 vrijedi sljedece

F(mn) = Zf(dldz) = Z Zf(dldz).

dq|m d1|m dz‘n
dz[ﬂ

Funkcija f je multiplikativna pa vrijedi f(d1d2) = f(dy)f(d2). Tada je

F(mn) =) ) f(d)f(d2) = ) (f(dl) Zf(dz))

dﬂm d2|7’l d1|m dp_‘l’l

= (Zf(dl)) (Zf(dz)) = F(m)F(n).

dl\m d2|7’l

Iskoristimo rezultat ovog teorema za dokaz multiplikativnosti funkcija T i c.
Korolar 1 ([5], Corollary 8.1). Funkcije T i o su multiplikativne funkcije.

Dokaz. U Primjeru 7 pokazali smo da je konstantna funkcija f(#) = 1 multiplika-
tivna funkcija. Koriste¢i se prethodnim teoremom moZemo zakljuciti da je funk-

cija
T(n) =) _f(d) =)_1

d|n dln

takoder multiplikativna funkcija.
U Primjeru 8 pokazali smo da je funkcija f(n) = n* multiplikativna funkcija.
Koriste¢i se prethodnim teoremom moZemo zakljuciti da je i funkcija

o(n) =) fd)=).d

d|n dln

k

takoder multiplikativna funkcija. Dakle, za (m,n) = 1 vrijedi

T(mn) = t(m)t(n)
o(mn) = o(m)o(n).
Primjer 16. Odredimo t(42) i 0(42).
Rjesenje: Rastav broja 42 je oblika 42 = 6 - 7 pa je

T(42) =1(6)-7(7) =4-2=8

c(42) =0(6)-0(7) =12-8 = 96.
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Sada kada znamo da su funkcije 7 i ¢ multiplikativhe moZemo odrediti formule
za 7(n) io(n). Prije toga, odredimo forumle za 7(p°) i o(p°) gdje je p prost broj.

Teorem 7 ([5], Theorem 8.7). Neka je p prost broj i e prirodan broj. Tada je

T(pf) =e+1
d +1
e _pe —1

Dokaz. Bojevil, p, p?,..., p¢ supozitivni djelitelji broja p°. Ima ih ukupno e + 1 pa
je
T(p°) = e+ 1.

Nadalje,
e .
o(p)=1+p+p+-+p =327
i=0
Uoc¢imo da je o(p°) zapravo suma prvih e + 1 ¢lanova geometrijskog niza pa vrijedi

pe—l-l_l
p—1"~

o(p°) =

Primjer 17. Odredimo t(5%) i o(5%).
Rjesenje:
(5% =14 4=5

5 —1

(5" =51

=781,

Na kraju, koriste¢i se Korolarom 1 i Teoremom 7 dolazimo do formula za 7(n) i
o(n).

Teorem 8 ([5], Theorem 8.8). Neka je n prirodan broj ¢iji je kanonski rastav na proste
faktore n = p{tp3? - - - pi*. Tada je

t(n) = (e + (e +1) - (e + 1)

p1—1 p2—1 pr—1

Dokaz. Kako su funkcije T i ¢ multiplikativne vrijedi

o(n)

(n) = 1(p1)T(py) - - T(pi)

o(n) =o(pi)o(py) - o(pi)-
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Uvrstimo i vrijednosti za t(p{’) i o(p;’) iz Teorema 7 imamo sljedece

t(n) = (e + (e +1) - (e + 1)

1 1 +1
A Y At S it

on .
() p1—1 p2—1 pr—1

Rezultat prethodnog teorema krace mozemo zapisati kao

k
T(n) = H(ei +1),

N
|
—_

Primjer 18. Odredimo t(4725) i 0(4725).
Rjesenje: Kanonski rastav broja 4725 je oblika 4725 = 3% - 52 - 7 pa je

T(4725) = (3+1)(2+1)(1+1) =24

33+1 — 1 52+1 — il 71+1 -1
3-1 5-1 7-1

0 (4725) =

=40-31-8 =9920.






5 | SavrSenii Mersenneovi brojevi

Funkciju ¢(n), definiranu u prethodnom poglavlju, vezemo uz jednu klasu pri-
rodnih brojeva pod nazivom savrseni brojevi. Za prirodan broj n reéi éemo da je
savrsen ako je o(n) = 2n, odnosno ako je jednak sumi svojih pravih djelitelja.

Primjer 19. Kako vrijedi
0(6)=1+2+34+6=12=2-6 i 0(28)=1+2+4+7+14+28=56=2-28,
brojevi 6 i 28 su primjeri savrsenih brojeva.

Izraz "savrsen" potjecCe jos iz doba Pitagorejaca. Oni su savrSenim brojevima
pripisivali misti¢na znacenja, pa su tako broj 6 smatrali simbolom braka, zdravlja
i ljepote. Osim misti¢nih, savrSenim brojevima su se kroz povijest pripisivala i re-
ligijska znacenja. Biblijski znanstvenici su vjerovali da je broj 6 savrsen jer je Bog
stvorio svijet u 6 dana, a BoZije djelo je savrSeno. Sveti Augustin sr pak supros-
tavio toj tvrdnji. Broj 6 je savrSen sam po sebi te je Bog izabrao stvoriti svijet u 6
dana simbolizirajuéi njegovo djelo kao savrSeno.

Prva Cetiri savrSena broja, 6, 28, 496 i 8128, bila su poznata starim Grcima. Nji-
hov zapis pronalazimo u Nicomachusovoj knjizi Introductio Arithmetica (oko 100.
godine). Na osnovu prva Cetiri broja, Nicomachus je dosao do zakljucka da n-ti
savrsen broj ¢ini to¢no n broj znamenki te da parni savrSeni brojevi naizmjence za-
vrSavaju na znamenke 6 i 8. Obje tvrdnje su se kroz povijest pokazale pogreSnima.
Naime, tek 1536. godine, grcki matematicar H. Regius otkrio je peti savrSeni broj
sastavljen od 8 znamenki koji je jednak 33550336. Drugu tvrdnju opovrgnuo je
talijanski matematicar Cataldi pronalaskom Sestog savrSenog broja koji kao i peti
zavrsava znamenkom 6, a jednak je 8589869056.

Prvi matematicki rezultat vezan uz savrSene brojeve predstavio je Euklid u IX.
knjizi Elemenata (oko 300. godine prije Krista). On je dokazao sljedece: ako je vri-
jednost sume 142422 +23 +...+2""1 = p prost broj, tada je broj 2"~ p savrsen
broj. Tako je npr. 1 +2 + 4 = 7 prost broj i broj 4 - 7 = 28 savrsen broj. Dokazimo
tu tvrdnju sljede¢im teoremom koji nosi naziv Euklidov teorem.

Teorem 9 ([5], Theorem 8.9.). Neka je n > 2 prirodan broj. Ako je broj 2" — 1 prost,
onda je broj N = 2"~1(2" — 1) savrsen broj.

Dokaz. Kako je 2" — 1 neparan prost broj i 2! paran broj dolazimo do zaklju¢ka

3
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daje (2"71,2" — 1) = 1. Funkcija ¢ je multiplikativna pa vrijedi

oc(N) =c(2" He(2" - 1)
_ 2" -1

(142" -1
7 (1+ )
= % — 1) 2P
= 2.1 (0 1)
= 2N.
Dakle, broj N je savrsen. O

Nakon 2000 godina, Euler je dokazao da svi parni savrseni brojevi moraju imati
oblik prikazan Euklidovim teoremom.

Teorem 10 ([5], Theorem 8.10). Ako je N = 2"~1(2" — 1) savrsen broj, onda je 2" — 1
prost broj.

Dokaz. Nekaje N oblika N = 2"~ ., gdje je s neparan prirodan broj. Bududi da 2
ne djeli s, onda je (2" !,s) = 1. Znamo da je funkcija ¢ multiplikativna pa vrijedi

oc(N) =0 (2" 1) = ¢ (2" Vo (s) = (2" — 1)o(s).
Kako je ¢(N) = 2N = 2"s imamo
2"s = (2" — 1)o(s).

Bududi da je 2" — 1 neparan, 2" — 1 dijeli s. Stoga je s oblika s = (2" — 1)k, pa
mozemo pisati
2H2" = 1)k = 42" = 1}a(s)
iz Cega slijedi
o(s) =2"k=(2"-1k+k=s+k

Kako k|s i o(s) = s + k to znadi da s ima samo dva pozitivna djelitelja pa je k = 1.
Prema tome, s je prost broj oblika s = 2" — 1. Dakle, N = 2"71(2" — 1), gdje je
2" — 1 prost broj. O

Brojeve oblika M,, = 2" — 1 nazivamo Mersenneovi brojevi, a proucavao ih je
francuski redovnik i matematic¢ar Marin Mersenne. One brojeve M,, = 2" — 1 koji
su prosti nazivamo Mersenneovi prosti brojevi.

Stoga se, prema Euklidovom teoremu, problem pronalaska parnih savrSenih
brojeva svodi na traZenje Mersenneovih prostih brojeva. Sljedeci teorem nam go-
vori kako pri tom pronalasku moZemo zanemariti one Mersenneove brojeve M,
¢iji je indeks 7 sloZen bro;.

Teorem 11 ([9], Theorem 7.11.). Ako je Messeneov broj M,, = 2" — 1 prost broj, onda
je i n prost broj.
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Dokaz. Pretpostavimo da je n sloZen broj takav dajen = ab,zal < a < ni
1 < b < n. Tada je broj

M,=2"—1= (zu)b = (2a - 1)(2a(b—1) + 2a(b—2)+...2“—|—1)
djeljiv s 2* — 1, pa nije prost broj. O

Iako se isprva mislilo da vrijedi obrat prethodnog teorema, 1536. godine matema-
ticar H. Regius pokazao je da je za prost broj m = 11, broj 21! — 1 = 2047 = 23 -89
sloZen broj.

Marin Marsenne je u svojoj knjizi Cogitata Physica-Mathematica iz 1644. tvrdio,
bez dokaza, da je broj M,, prost za p = 2,3,5,7,13,17,19,31, 67,127 i 257, a slo-
Zen za ostale proste brojeve p < 257. Tek 1947. godine, uz pomo¢ mehanickog
kalkulatora, testirali su se svi M, za proste brojeve p < 257. Ispostavilo se da je
Mersenne napravio 5 greSaka. Pogresno je tvrdio da su brojevi Mgy i Mps; prosti
te je zaboravio ukljuciti brojeve Mg, Mgg i M1p7 u svoju listu. Poslije 1950. godine,
moderna racunala postaju snazan alat za pronalaZenje ve¢ih Mersenneovih bro-
jeva.

GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search) je projekt pokrenut 1996. go-
dine s ciljem pronalazenja novih sve ve¢ih Mersenneovih prostih brojeva. Do da-
nas je u okviru tog projekta pronadeno 17 Mersenneovih prostih brojeva, a najvedi
pronadeni je 2282589933 _ 1. U tom projektu sudjeluju volonteri iz cijelog svijeta
koriste¢i se besplatnim softverima. Glavni algoritam na kojem se temelji GIMPS
projekt je Lucas-Lehmarov test prostosti opisan u idu¢em teoremu.

Teorem 12 ([9], Theorem 7.13.). Neka je p prost broj i M, p-ti Mesrenneov broj. De-
finirajmo niz prirodnih brojeva rekurzivnom formulom

4 :4/

tezak > 2
e = ri_l —2  (mod MP), 0 <r < M,.

Broj M, je prost ako i samo ako je r,_q = 0 (mod M)).

Primjer 20. Niz brojeva definiran u Lucas-Lehmerovom testu za broj 127 = 27 —1 je
14,167,42,11i 0. Kako je r¢ = 0, My = 127 je prost broj.

Do danas je poznat ukupno 51 Mersenneov prost broj, pa nam je poznat i jed-
nak broj parnih savrSenih brojeva.

Napomenimo kako do danas nije dokazano postojanje savrsenih brojeva koji
su neparni, iako su postavljeni mnogi uvjeti koje bi oni trebali zadovoljiti.






6 | Mobiusova funkcija i Mobi-
usova formula inverzije

Ranije u ovom radu uveli smo funkciju F(n) definiranu formulom F(n) =
Y| f(n), pod pretpostavkom da je f neka multiplikativna funkcija. Tako defi-
nirana funkcija F izraZena je u terminima funkcije f. Zanima nas moze li se ova
veza izmedu funkcija zamijeniti, tj. moZemo li funkciju f izraziti u terminima
funkcije F. Odgovor na to pitanje slijedi u nastavku ovog poglavlja.

Za pocetak pretpostavimo da je f aritmeticka funkcija i F(1n) = Y4, f(d). Ras-

piSemoli F(n) zan =1,2,3,4,5,6 17 dobivamo sljedece
F(1) = f(1)
F(2) = f(1) + f(2)
F(3) = f(1) + f(3)
F(4) = f(1) + f(2) + f(4)
F(5) = f(1) + f(5)
F(6) = f(1) + f(2) + f(3)
F(7) = f(1)+ f(7).
Rjesavanjem gornjih jednadzbi po f(n) zan =1,2,3,4,5,617 imamo
£(1) = F1)
f(2) = F(2) - f(1) = F(2) = F(1
f(3) = F(3) - f(1) = F(3) — F(1
£(4) = F(4) - f(1) — f(2) = F(8) — (F(2) — F(1)) — F(1)
= F(4) — F(2)
£(5) = F(5) - £(1) = F(5) — F(1)
£(6) = F(6) — £(3) — (2) — f(1)
— F(6) — (F(3) — F(1)) — (F(2) — F(1)) — F(1)
= F(6) — F(3) — F(2) + F(1)

f(7) = F(7) = E(1).
Na osnovu prethodnog mozemo zakljuciti kako funkciju f(n) moZemo zapi-
sati u obliku sume ¢iji su ¢lanovi oblika +F(n/d), pri ¢emu je d djeljitelj od n.
Odnosno, funkciju f(n) moZemo definirati sljede¢om formulom:

f(n) =) pu(d)F(n/d),

d|n

19
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pri ¢emu je u neka aritmeticka funkcija koju trebamo odrediti.

Iz prethodnog ra¢una mozZemo zakljuciti kako funkcija p prima vrijednosti iz
skupa {—1,0,1}. Kako je f(1) = F(1), onda je u(1) = 1. Za prost broj p je
F(p) = f(1) + f(p) pa vrijedi f(p) = F(p) — F(1). Dakle, u(p) = —1. Nadalje,

kako je
F(p*) = f() + f(p) + f(p*)
vrijedi
f(p*) = E(p*) — (E(p) — F(1)) — F(1) = F(p*) — F(p).
1z tog slijedi da je u(p?) = 0. Takoder, moZe se pokazati da je f(p*) = F(p*) —
F(p*1) paje u(p*) = 0 za p prost brojik > 1.

Dakle, 11(p) = —11i u(p*) = 0 za sve proste brojeve p i prirodne brojeve k > 1.
Stoga, ako pretpostavimo da je funkcija y multiplikativnha moZemo odrediti vri-
jednost funkcije u(n) za bilo koji prirodan broj n koriste¢i se Fundamentalnim
teoremom za multiplikativne funkcije.

Na osnovu prethodnog razmatranja, definiramo funkciju () koja se naziva
Mobiusova funkcija. Tu vaznu funkciju u teoriji brojeva uveo je njemacki mate-
maticar August Ferdinand Mobius po kojem je i dobila ime.

Za prirodan broj n, Mébiusova funkcija y(n) definirana je sa

1 akojen =1
u(n) =<0, ako p?|n za neki prost broj p
(—1)k, akojen = pipa - - - px gdje su p; razliditi prosti brojevi.

Drugim rije¢ima, (1) = 0 ako je n djeljiv s kvadratom prostog broja, a u(n) #
0 ako je n kvadratno slobodan.

Primjer 21. Odredimo vrijednost Mébiusove funkcije y(n) za n = 5, 20 i 210.
Rjesenje:

u(5) = -1
H(20) = p(2*-5) =0
1(210) = u(2-3-5-7) = (-1)* =1
Prije nego pokazemo da je Mdbiusova funkcija u(n) multiplikativna, pogle-
dajmo idudi primjer.

Primjer 22. PokaZimo da vrijedi y(mn) = u(m)u(n), zam = 12in = 35.

Rjesenje: Brojevi m i n su relativno prosti. Kako je m = 12 = 22 . 3, vrijedi y(m) = 0.
Kako jen = 35 = 5 -7, vrijedi u(n) = (—1)? = 1. Nadalje, mn = 2> -3-5-7 pa je mn
djeljiv s kvadratom prostog broja. Stoga slijedi da je y(mn) = 0. Dakle, p(mn) = 0 =
0-1 = p(m)p(n).

Dokazimo da je Mébiusova funkcija y(n) multiplikativna koristeéi se njezinom
definicijom.

Teorem 13 ([5], Theorem 8.16). Funkcija y je multiplikativna.
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Dokaz. Neka su m in dva relativno prosta broja. Trebamo pokazati da je y(mn) =
u(m)u(n). Mogucda su tri slucaja:

1. Akojem =1in =1, ocito je u(mn) = u(m)u(n).

2. Pretpostavimo da je jedan od brojeva m ili n djeljiv s p?, za neki p prost broj.
Tadaje u(m)u(n) = 0. Kako p?|m li p?|n slijedi p?|mn. Stogaje u(mn) = 0. Dakle,

p(mn) = 0= p(m)u(n).

3. Nekasum = pypy---psin = qi1qz - - - g+ dva kvadratno slobodna broja. Tada
imamo

Kako je (m,n) = 1, slijedi da su p; i q; razli¢iti prosti brojevi. Stoga je produkt mn
sastavljen od s + t razli¢itih prostih brojeva, odnosno mn = pi1py - - - psq192 - - - qt-

Vrijedi
p(mn) = (=1)"" = (=1)*- (=1)" = p(m)p(n).

Zanimljivo svojstvo ima funkcija definirana formulom
F(n) =} p(d).
d|n

Zan=1je) g u(n) = u(1) =1, dok zan > 1 vrijednost sume mozemo odrediti
koristeéi se kanonskim fastavom broja n na proste faktore i Teoremom 13. Najprije
odredimo } |, (1), za n oblika n = p*.

Lema 2 ([5], Lemma 8.3). Neka je F(n) =Y u(d). Tada je F(p®) = 0,zae > 1.
d|n
Dokaz. Pozitivni djelitelji broj p¢ su 1, p, p?, ..., p°. Vrijedi

F(p®) =Y u(d)

dlp*

Primjer 23. Za n = 4°, pokaZimo da vrijedi rezultat dan u prethodnoj lemi.
Rjesenje:
> u(d) = p(1) + p(4) + u(#) + (&) + p(4") + u(#°)
d[45
=14 (-1)4+04+04+04+0=0.



22

Teorem 14 ([5], Theorem 8.17). Neka je n prirodan broj. Tada je

Z,u(d): {1, ak0]:en:1

dlr 0, akojen > 1.

Dokaz. Za slucaj n = 1 ve¢ smo pokazali da je

Y ud)=pu(1) =1

dll

Nadalje, nekajen > 1,n = p{'p72 - - - pi* kanonski rastav broja n na proste faktore
ineka je
=) _n(d)
d|n

Kako je funkcija ¢ multiplikativna, iz Teorema 6 slijedi da je i funkcija F multipli-

kativna. Odnosno,
F(n) = F(p{")F(py) - - - F(p)-

Koristeci se rezultatom prethodne leme, zaklju¢ujemo da je svaki od faktora s
desne strane jednakosti jednak nuli. Dakle, F(n) =0zan > 1. O

[lustraciju ovog teorema imamo u sljedeéem primjeru.

Primjer 24.

d|ZM 1) 4 u(3) 4+ u(5) + u(9) + p(15) + pu(45)
45

=1+ (-1)+(-1)+0+(-1)*+0=0

VazZan rezultat u ovom poglavlju je idudi teorem koji nosi naziv Mdbiusova
formula inverzije. Mobiusova formula inverzije izrazava funkciju f u terminima
funkcije F, pri ¢emu je F(n) = Y4, f(d). Ovaj rezultat daje nam odgovor na pita-
nje postavljeno na pocetku ovog poglavlja.

Teorem 15 ([5], Theorem 8.18). Neka je f aritmeticka funkcijai F(n) =Y _ f(d). Tada
d|n
je
= Y u(d)F (n/d).
d|n
Dokaz. Kako je F(n) =) _ f(d), ondaje F (n/d) = )_ f(d’). Imamo
dn &'|(n/d)
pdE(n/d) =p(d) Y, fd)= ) wdf(d
d'|(n/d) d'|(n/d)

Sumiramo li obje strane jednakosti po svim pozitivnim djeliteljima d od »n dobi-

vamo
Y u(dEm/d)=3), Y, ud

dln dlnd'|(n/d)
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Lako se moZe pokazati da d|n id’|(n/d) ako i samo ako d’|n i d|(n/d"). Stoga se
desna strana prethodne jednakosti moZe zapisati kao

LY w@fd) =) Y, wdf(d)
dln d'|(n/d) d'\nd|(n/d')
Vrijedi
Y u(d)F(n/d) =) f(d) [ 2, #(d)] :
d|n d'|n d|(n/d’)
Prema Teoremu 14 je Yy, /4y #(d) = 0, osim u slucaju kadajen/d" = 1, odnosno
n =d'. Zan = d’ vrijednost sume jednaka je 1 te je
Y w(d)E(n/d) = f(n)-1= f(n).
d|n
Dakle, f(n) =Y _u(d)F(n/d) i time je tvrdnja dokazana. O
d|n

Napomena 1. Primijetimo da u prethodnoj formuli d prolazi po svim pozitivnim djeli-
teljima od n, a isto je i s n/d. Stoga Mobiusovu formulu inverzije moZemo zapisati i na

sljedeci nacin:
=) _p(n/d)f(d)
d|n

U dokazu prethodnog teorema javlja se potreba za promjenom redoslijeda su-
macije varijabli. Ilustrirajmo tu promjenu na primjeru koji slijedi.

Primjer 25. Neka je f aritmeticka funkcija PokaZimo da vrijedi

Y ), wdf@)=), ) f@
d|8 d’|(8/d) d'|8d|(8/d")
Rjesenje:
Y Y M
4|8 d'|(8/d)
= dZ p(Df(d) + § H@f() + E)u(‘l)f(d’) + ; () f(d)
I8 ’|4 ‘|2 1
1)§f(d/)+V(2);f(d/)+ﬂ(4)§f(d/)+#(8)§f(d/)
I8 |4 2 1
p)(f() +f(2) + f(4) + £(8)) +u(2)(f(1) + f(2) + f(4))
u(4)(f(1) + f(2)) +p(8)f(1)
= fF(pQ) +p(2) + pu(4) +p(8)) + f(2)(u(1) + 1(2) + p(4))
f4 )(Pl(l) ( )+ f( Ju(1)
= f(1) Y p(@d) + £(2) _p(d) + f(4) }_p(d) + £(8) } _p(d)
dJ8 dJ4 d|2 d[l
=L f@) ¥
a'8 d|(8/d")

/d g
—Y ¥ fdu).

d'8.d|(8/d)
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Prisjetimo se funkcija broj djelitelja 7(7) i suma djelitelja o (7). One su defini-

rane na sljedeéi nacin:
=Y11i on)=)_4d
d|n d|n

Stoga bi dobri primjeri Mobiusove formule inverzije bili inverzija funkcija 7 i o.
Primjenom Teorema 15 dolazimo do sljedeé¢ih formula

1=) wu(d)t(n/d) =) _ u(n/d)t(d)

d|n d|n

n=Y u(d)o(n/d) =Y u(n/d)c(d)

d|n d|n
Primjer 26. Provjerimo prethodne formule za n = 26.
Rjesenje:
Y 1(26)7(26/d) = u(1)T(26) 4+ u(2)T(13) + pu(13)7(2) + p(26)7(1)
d[26

=144 (-1)-24+(-1)-24(-1)%-1=1

}; 1(26)0(26/d) = u(1)o(26) + u(2)o(13) + u(13)c(2) + 1 (26)c (1)
26

=1-42+ (—1)-14+ (=1) -3+ (=1)%-1 = 26.
Koriste¢i Mobiusovu formulu inverzije moZemo izvesti jo$ jednu formulu za

Eulerovu funkciju ¢(n). Za to nam je potreban sljedeéi teorem.

Teorem 16 ([5], Theorem 8.5). Za svaki prirodan broj nje Y ¢(n) =
d|n

Dokaz. Oznacimo s F(n) = Y 41, ¢(n). Kako je Eulerova funkcija multiplikativna,
prema Teoremu 6 je i funkcija F multiplikativna.

Neka je n = p{'p32 - - - p;* kanonski rastav broja n na proste faktore. Trebamo
pokazati daje F(n) =

DokaZzimo prvo da je F(p°) = p°. Zabilo koji p prost broj i e prirodan broj je

= Y od) = Y o(p)

d|pe j=1
=) +9(p) +9(r*) + 0(P*) + ... 0(p°)
=1+(p-D+F -+ @ -p) ...+ -
= pE’
gdje predzadnja jednakost slijedi iz Leme 1. Kako je funkcija F multiplikativna
vrijedi

d|n
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pd)
Teorem 17 ([5], Theorem 8.19). dz T

Dokaz. U prethodnom teoremu pokazali smo da je F(n) = )_¢(d) = n. Tada je
d|n
F(n/d) = n/d. Primjenimo li Mobiusovu formulu inverzije dobivamo

O

Veé smo ranije u radu pokazali da je Eulerova funkcija multiplikativna. Koris-
te¢i se formulom za ¢(n) iz prethodnog teorema dolazimo do jo$ jednog dokaza.
Naime, kako je funkcija y multiplikativna funkcija, onda je i Eulerova funkcija
prema Teoremu 6 multiplikativna.

Takoder, za prost broj p i prirodan broj i, koristec¢i se formulom za ¢(n) iz pret-
hodnog teorema dolazimo do sljedeceg

(P(Pi)zpizyd Z

d|p!

$to nam daje rezultat pokazan Lemom 1.
Idudi teorem pokazuje da vrijedi obrat Teorema 15.

Teorem 18 ([5] Theorem 8.20). Neka su Fi f dvije aritmeticke funkcije takve da je
=Y u(d)F(n/d). Tadaje F(n) =Y _ f(d)

d|n d|n

Dokaz. Prema definiciji funkcije f imamo

= Y u(d)F(d/d).

d')d

Sumiranjem prethodne jednakosti po svim djeliteljima 4 od n dobivamo

L f(d) =) ) wd)E@d/d).

d|n dind'|d

Stavimo li d/d’" = k, slijedi

Y fd)=) ) u@)F(k

djn d[n kd'=d

= Y u(d)F(k)

kd'|n

=) F(k) [ 2. Pl(d/)] :
e #[(n/K)
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Koriste¢i se Teoremom 14 moZemo zakljucitidaje )  u(d') =1lzan =k a
d'|(n/k)
inace je ta suma jednaka 0. Stoga je

Zf(d) = Plkj : 1= Fia)

d|n
[

Cesto smo se u ovom radu koristili rezultatom Teorema 6 u kojem smo poka-
zali da je za multiplikativnu funkciju f i funkcija F definirana formulom F(n) =
Y| f(d) takoder multiplikativna. Jo§ jedna od posljedica Mdbiusove formule
inverzije je da vrijedi i obrat ove tvrdnje.

Teorem 19 ([9], Theorem 7.17.). Neka je f aritmeticka funkcijai F =Y f(d). Ako je
d|n
funkcija F multiplikativna, onda je i funkcija f multiplikativna.

Dokaz. Pretpostavimo da su m i n dva relativno prosta prirodna broja. Trebamo
pokazati daje f(mn) = f(m)f(n). Vrijedi

f(mn) = Y w(@)F (=)

djmn
: dlln%ﬂny(dlw (ng)
- d1|n%2|n.u(d1),u(d2)13 (dﬂl) . (d%)
- d%ﬂ(dl)z? (;"—1) d%y(dz)lr (d%)
= f(m)f(n).
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Sazetak

Ovaj rad proucava multiplikativne funkcije teorije brojeva i njihova svojstva, a
strukturiran je u pet poglavlja.

Na pocetku rada definirani su temeljni pojmovi teorije brojeva. Zatim se uvodi
definicija multiplikativnosti funkcije te pokazujemo da su Eulerova funkcija, funk-
cija suma djelitelja i funkija broj djelitelja primjeri multiplikativnih funkcija. Za
svaku navedenu funkciju odredena je eksplicitna formula.

Za kraj je uvedena Mdbiusova funcija koju veZemo uz Mobiusovu formulu
inverzije. Primjer Mobiusove formule inverzije pokazan je na funkcijama broj dje-
litelja i suma djelitelja. Osim toga, izvedena je jos jedna formula za Eulerovu funk-
ciju koristenjem Mdbiusove formule inverzije.

Kljuéne rijeci
aritmeticke funkcije, multiplikativne funkcije, Eulerova funkcija, broj djelitelja,

suma djelitelja, savrseni brojevi, Mersenneovi brojevi, Mobiusova funkcija, Mobi-
usova formula inverzije
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Multiplicative functions

Summary

This paper examines multiplicative functions in number theory and their pro-
perties, and is structured into five chapters.

The fundamental concepts of number theory are defined at the start of the pa-
per. Next, the definition of a multiplicative function is introduced, and it is shown
that Euler’s function, the sum of divisors function, and the number of divisors
function are examples of a multiplicative function. For each of the mentioned
functions, an explicit formula is provided.

Lastly, the Mobius function is introduced, which is related to the Mobius inver-
sion formula. An example of the Mobius inversion formula is shown for the num-
ber of divisors function and the sum of divisors function. Additionaly, one more
formula for Euler’s function is derived using the Mdbius inversion formula.

Keywords
arithmetic functions, multiplicative functions, Euler’s function, number of di-

visors function, sum of divisors function, perfect numbers, Mersenne primes,
Mobius function, Mobius inversion formula
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