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1 | Uvod

U ovom radu, bavit ¢emo se sfernom zakrivljenos¢u krivulje. To je klju¢an pojam
u diferencijalnoj geometriji, grani geometrije koja se bavi proucavanjem svojstava
krivulja i ploha. Razmatranje pojma sferne zakrivljenosti omogucuje dublje sa-
gledavanje krivulja, ne samo u ravnini, ve¢ i na zakrivljenim povrSinama, poput
sfere.

Analiza sferne zakrivljenosti ima Siru primjenu u podrucjima kao Sto su navi-
gacija, geodezija i astronomija, gdje je vazno razumjeti kretanje duz zakrivljenih
putanja u prostoru. Primjerice, veliki krugovina sferi poput ekvatora i meridijana,
definiraju najkrade putanje izmedu dviju tocaka na Zemljinoj povrsini, poznate
kao geodetske krivulje. One su vazne za planiranje i odredivanje najoptimalni-
jih ruta u zra¢nom te pomorskom prometu. U astronomiji se nebeska tijela poput
planeta, zvijezda i satelita kre¢u po zakrivljenim putanjama pod utjecajem gravita-
cijskih polja. Sferna zakrivljenost igra klju¢nu ulogu u analizi ovih orbita, buduéi
da su mnoge od njih kruznog ili elipti¢cnog oblika. Zatim, sferna se zakrivljenost
moZe primijeniti u racunalnoj grafici. Prikaz zakrivljenih povrsina i modeliranje
geometrijskih trodimenzionalnih objekata cesto ukljucuje analizu zakrivljenosti
i sferne povrsine. Pomocu njih, moguce je stvoriti realisticne zakrivljene oblike,
kao i precizne animacije i simulacije. Nadalje, opticki sustavi, poput teleskopa
i mikroskopa, koriste sferne zakrivljene lece za fokusiranje svjetlosti i stvaranje
to¢nih slika. U biomedicinskim istraZivanjima, sferna zakrivljenost se koristi u
modeliranju bioloskih struktura, poput stanica, krvnih Zila i drugih zakrivljenih
povrsina unutar tijela. Primjerice, povrsina tkiva ili zakrivljenost kapilara moze
se analizirati pomocu geometrijskih tehnika sferne zakrivljenosti.

Cilj ovog rada je detaljno prouciti pojam sferne zakrivljenosti te analizirati njena
svojstva. Takoder ¢emo se osvrnuti na povezanost sferne zakrivljenosti s lokalnom
teorijom krivulja u ravnini i prostoru te razmotriti nekoliko primjera koji ¢e nam
pomoci u boljem razumijevanju.

Rad je organiziran kako slijedi. U prvom poglavlju definiramo osnovne poj-
move iz linearne algebre koji su klju¢ni za daljnje razumijevanje rada. Navedene
su definicije norme, skalarnog i vektorskog produkta. Zatim, u drugom poglavlju
razvijamo lokalnu teoriju krivulja. Dane su definicije krivulje, regularne krivu-
lje i Frenetovog trobrida. Definirali smo zakrivljenost i torziju te uveli Frenetove
formule. U treéem poglavlju definiramo dodire izmedu krivulja i ploha, pomoc¢u
kojih smo u iduéem poglavlju definirali oskulacijsku kruznicu koja nam daje in-
tuitivan uvid u ponasanje krivulje, te zatim i oskulacijsku sferu koja olaksava ra-
zumijevanje kretanja krivulje u prostoru. Peto poglavlje zapocinjemo odnosom
izmedu Frenetovog trobrida krivulje i Frenetovog trobrida lokusa sferne zakriv-



lienosti, a potom smo izveli izraze za zakrivljenost i torziju lokusa sferne zakriv-
lienosti. U posljednjem poglavlju, obradili smo pojam evolute i involute krivulje.



2 | Pojmoviiz linearne algebre

Najprije ¢emo navesti definicije osnovnih operacija s vektorima u trodimenzional-
nom realnom vektorskom prostoru R® kako bi bilo jednostavnije pratiti rad, [1].

Definicija1. Nekasu A = (x1,y1,2z1) i B = (x2, Y2, 22) dvije tocke u prostoru R3. Tada
udaljenost dvaju tocaka oznacavamo d(A, B) i racunamo formulom

d(A,B) = \/(x2 — 112 + (2~ y1)2 + (22— 21 2.

Definicija 2. Neka je 7 = AB vekior Cija je pocetna tocka A = (x1,Y1,21), a krajnja tocka
B = (x2,Y2,22). Normu (duljinu) vektora definiramo kao udaljenost izmedu njegove
pocetne i krajnje tocke te oznacavamo ||5|| = d(A, B). Dakle, norma vektora 7 = A
dana je formulom

131 = /(2 — 11) + (2 — 11)2 + (22 — z0)2.

Svaki se vektor moZe na jedinstven nacin prikazati preko vektora baze. Pri tom
obi¢no koristimo zapis: 7 = a1+ ay]_"—l— azk, gdje je i= (1,0,0), f: (01,00 & =
(0,0,1). Tada vrijedi:

Ay = X2 — X1, Ay =Y2—Y1, 43 =22 —21.

Prema tome, norma vektora @ = a,i + a,j + a.k = (ay,ay, a.) ra¢una se formulom

15[} = /a3 + aj + az.

Definicija 3. Neka su @ = (ay,ay,a) ib= (bx, by, b.) vektori iz R3igp = A(ZI’,E).
Skalarni produkt (umnozak) vektora @ i b jednak je umnosku njihovih normi i kosinusa
kuta izmedu njih:

—

a-b=|lall - |[b]| - cos ¢.
Formula po kojoj se takoder ratuna skalarni produkt vektora @ = a,i + aﬁ—i— aki
i-b = ayby+ayby, + ab..



Definicija 4. Vektorski umnozak dvaju vektora zadanih svojim komponentama @ =
(ax,ay,az) ib = (by, by, b,) definira se pomocu determinante

koja nam daje eksplicitni izraz

Definicija 5. Neka su dani vektori

i = ad+ ay]_"—l— aZE,
b = byi+b,j+bk,

Mijesoviti produkt (umnoZak) vektora @, b i € je skalar (@ x b) - € kojeg definiramo pomocu
determinante

te dobivamo eksplicitnu formulu za racunanje mjesovitog produkta
(ﬁ >< E) s E: (aybz - azby)Cx + (ﬂsz - axbz)Cy + (axby — aybx)CZ.

Primijetimo, koristenjem formule za vektorski i skalarni produkt dobivamo isti
izraz:

@xb)-¢ = [(aybs — azby)i+ (a:by — axh,)j + (axby — ayby)K] - (cxi +¢yf + c:k)
(aybz - azby)Cx + (asz - axbz)Cy + (axby - aybx)CZ.



3 | Krivulje

3.1 Definicija i primjeri

Krivulju mozemo promatrati kao skup tocaka smjestenih u ravnini ili prostoru.
Najjednostavnije krivulje koje znamo su pravac, parabola, kruZnica, itd. Uobica-
jeni zapis krivulje ¢ : I — R3, gdjeje I C R otvoreni interval, je pomoc¢u vektorske
jednadzbe

—

e(t) = (x(t),y(£),2()) = x(t) - T+y() - T+2(t) - F

ili pomoc¢u parametarske jednadzbe

x = x(t);y = y(t);z = =(t).

Kako bismo mogli promatrati svojstva krivulje, sada ¢emo navesti definiciju kri-
vulje u diferencijalnoj geometriji te uvesti osnovne pojmove vezane uz krivulje.

Definicija 6. Neka je I C R otvoreni interval. Glatko preslikavanje ¢ : I — R" nazi-
vamo krivulja (parametrizirana krivulja) u R".

Fizikalna interpretacija parametrizirane krivulje jest trag koji Cestica ostavlja pri
gibanju prostorom, u vremenu t. Stoga, jednadzba c(t) = (x(¢),y(t),z(t)) pred-
stavlja poloZzaj Cestice koji se u trenutku f podudara s tockom (x(f),y(t),z(t)).
Buduéi da u diferencijalnoj geometriji krivulje promatramo kao preslikavanje
(funkciju), ¢esto ¢emo koristiti derivacije funkcija. Za derivacije krivulje c(t) =
(x(t),y(t),z(t)) koristit ¢emo sljedeci zapis:

%(f) = ¢(t) = (2(1),5(1), 2(1)), (3.1)
%(” = o) = (%(1),5(t), (8)). (3.2)

Definicija 7. Vektor derivacije krivulje c, u oznaci ¢(t), naziva se tangencijalni vektor ili
vektor brzine krivulje ¢ u tocki c(t). Skalar ||¢(t)|| nazivamo brzinom krivulje ¢ u tocki

gl E]-

Primjer 1. Pravac moZemo zadati kao preslikavanje ¢ : R — R" izrazom
c(t)=p-t+q, pgqeR"

Tada je tangencijalni vektor pravca ¢(t) = p, p € R" i brzina pravea je konstanta.

5



3.2. REGULARNA KRIVULJA 6

Primjer 2. KruZnica u ravnini, radijusa r sa sredistem u (p,q), zadana je preslikavanjem
c:(0,2) — R?,
c(t) = (p+rsint, g+ rcost).

Tangencijalni vektor je ¢(t) = (—rsint,rcost), a brzina kruZnice jednaka je

lle(t)|| = Vr2sin?t +r2cos? t =r.

Istaknimo da s prethodnim preslikavanjem zapravo nismo zadali cijelu kruzZnicu. Kako u
definiciji krivulje domena mora biti otvoren skup, dobivenoj "kruznici" nedostaje tocka
(p,q + ). Dakle, prethodnim preslikavanjem smo zapravo zadali dio kruZnice.

Primjer 3. Prostorna kubna parabola zadana je kao preslikavanje ¢ : R — R3,
#{t) = [t 5%

Tangencijalni vektor je ¢(t) = (1,2t,3t%), a brzina kubne parabole iznosi ||¢(t)|| =

V14 42 + 9t4,

Slika 3.1: Prostorna kubna parabola

3.2 Regularna krivulja

U ovom éemo se poglavlju upoznati s vaznim svojstvom krivulje — regularnoscéu.
Regularnost je jedan od uvjeta za definiranje Frenetovog trobrida, koji predstavlja
klju¢ni element u proucavanju krivulja.

Definicija 8. Za krivulju ¢ : I — R" kazZemo da je reqularna u tocki t € I ako je
¢(t) # 0. Ako je ¢(t) # 0 za svaki t € I, onda krivulju nazivamo reqularnom.
Tocku t € I u kojoj je ¢(t) = 0 nazivamo singularnom.

Uvode¢i pojam parametrizirane krivulje, nismo postavljali nikakve uvjete za para-
metar ¢, odnosno smatrali smo da je krivulja parametrizirana opéim parametrom
t. Medutim, krivulja se moZe parametrizirati i specijalnim parametrom, parame-
trom duljine luka. Prije nego $to navedemo takvu parametrizaciju, prvo ¢emo
definirati duljinu luka krivulje i reparametrizaciju parametrizirane krivulje.
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Definicija 9. Nekaje I = (a,b) C R otvoren interval. Duljina luka krivuljec : I — R"

je realan broj
5= [ le(u)du

Napomena 1. Za krivulju c : I — R" kaZemo da je parametrizirana duljinom luka ili
da je jedinicne brzine ako je ||¢(t)|| = 1, za svaki t € 1.

Dakle, ako vrijedi ||¢(t)|| = 1, za svaki t € I, to znaci da Cestica po krivulji putuje
jedinicnom brzinom. Iz toga slijedi da je prijedeni put (oznacimo ga sa s) jednak
proteklom vremenu (oznaka t). Prema tome, moZe se smatrati da je krivulja parametri-
zirana duljinom luka s umjesto vremenom t. Zbog toga dolazi naziv za takve krivulje i
odgovarajuéa oznaka. Naime, za krivulje parametrizirane duljinom luka uobicajeno je
pisati c(s) umjesto c(t), te ¢’ (s) umjesto ¢(t).

Racunski éemo pokazati da za krivulje parametrizirane duljinom luka vrijedi da
je duljina luka krivulje c jednaka duljini intervala I:

/|| |du—/1du—b—a

Definicija 10. Ako postoji glatki difeomorfizam ¢ : T — I takav da vrijedi ¢ = c o @ tj.

&b =c(ef) =c(t),fetel,
tada se krivulja ¢ : T — R" naziva reparametrizacijom parametrizirane krioulje ¢ : I —
R"™.
Napomena 2. Ako je krivulja c reqularna, onda je i njena reparametrizacija ¢ takoder

reqularna.

Postavlja se pitanje kakve se krivulje mogu reparametrizirati duljinom luka. Od-
govor nam daje idudi teorem.

Teorem 1. (vidjeti [4, Teorem 21]) Svaka se reqularna krivulja c moZe reparametrizirati
duljinom luka (jedinicnom brzinom).

Dokaz: Nekaje c : I — R" parametrizirana krivulja te neka je s : I — RR funkcija
duljine luka definirana sa
= [ lle(w)ldu

Deriviranjem funkcije duljine luka imamo: $(t) = ||¢(¢)|| > 0 (zbog norme), pa
slijedi da je s strogo rastuca funkcija.
Druga derivacija funkcije s postoji:

O )
0= o
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~—

paje s glatka i postoji inverz t = #(s

i
ds

koji je takoder glatka funkcija. Vrijedi:

1
= —— > 0.
il

[le(?)

Definirajmo funkciju &é(s) = c(t(s)), dakle, krivulju ¢ reparametriziramo funkci-
jomt = t(s). Preostaje pokazati da parametrizacija ¢ ima jedini¢nu brzinu. Vrijedi:

HE@)I = 1le(t) - ()] = eIl 17

©. | =

3.3 Frenetov trobrid

Nakon §to smo upoznali pojam krivulje, regularnosti, parametrizacije krivulje te
uz poznavanje nekih osnovnih operacija s vektorima, moZemo definirati polja Fre-
netovog trobrida za krivulje parametrizirane duljinom luka.

Definicija 11. Neka je ¢ : I — R3 regularna krivulja parametrizirana duljinom luka.
Tangencijalno polje krivulje c definiramo formulom

t(s) =£'(s).
Polje vektora glavnih normala definiramo kao

)

a polje binormala kao

b(s) = t(s) x n(s).

Definicija 12. Uredena trojka (t(s), n(s),b(s)) zove se Frenetov trobrid krivulje c i Cini
desnu ortonormiranu bazu od IR?(S)'

Napomena 3. Za sy € I, vektore t(sg), n(sp) i b(so) zovemo vektor tangente, vektor
glavne normale i vektor binormale krivulje ¢ u tocki c(sp).

Pravce odredene tim vektorima zovemo tangentom, glavnom normalnom i binormalom
krivulje c u tocki c(sg).

Propozicija 1. (vidjeti [4, Propozicija 30]) Neka je ¢ : I — R® krivulja za koju je
c"(s) # 0, za svaki s € I. Frenetov trobrid (t(s),n(s),b(s)) je ortonormiran.

Dokaz: Potrebno je pokazati da su polja Frenetovog trobrida medusobno okomita,
te da su jedini¢ne duljine.

Pokazimo da su polja t(s) i n(s) okomita. Kako je ¢ parametrizirana duljinom
luka, vrijedi:

Deriviranjem imamo:
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Slijedi:

t(s) -n(s) =0.
Polje binormala b(s) je okomito na t(s) i n(s) jer je definirano kao njihov vektorski
produkt.

Preostaje pokazati da su polja Frenetovog trobrida jedini¢ne duljine.

Uocimo da prema definiciji vrijedi |[t(s)|| = 11i ||n(s)|| = 1. Kako je polje bi-
normala b(s) definirano kao b(s) = t(s) x n(s), prema svojstvima vektorskog
produkta imamo:

bl = [t(s) xn(s)[| = [[t(s)]] - [In(s)]] - sin £((s),n(s)))
i
= [t [In(s)l] -sin(5) = 1.
Time smo dokazali ortonormiranost Frenetovog trobrida. O

Sada ¢emo definirati nazive za ravnine odredene vektorima Frenetovog trobrida.

Definicija 13. Neka je ¢ : I — R krivulja reqularna u s € 1. Ravnina kroz tocku c(s)
razapeta vektorima:

1. t(s) i n(s) naziva se oskulacijska ravnina u tocki c(s),
2. t(s) i b(s) naziva se rektifikacijska ravnina u tocki c(s),
3. n(s) i b(s) naziva se normalna ravnina u tocki c(s).

Obzirom da je Frenetov trobrid ortonormiran, slijedi da je t(s) vektor normale nor-
malne ravnine, n(s) vektor normale rektifikacijske ravnine i b(s) vektor normale
oskulacijske ravnine.

3.4 Zakrivljenost i torzija

Definirajmo sada dvije veli¢ine - fleksiju (zakrivljenost) i torziju (sukanje), po-
mocu kojih je moguce je zadati krivulju.

Naslu¢ujemo da razlic¢ite krivulje imaju razlicite zakrivljenosti. Primjerice, pravac
kao ravna crta ima zakrivljenost jednaku 0, dok kruZznica manjeg radijusa ima vecu
zakrivljenost od kruznice veéeg radijusa. S druge strane, torzija opisuje koliko se
krivulja "uvija" u prostoru.

Propozicija 2. (vidjeti [3, Propozicija 1.3.1.]) Ako je tangencijalni vektor krivulje c :
I — R" konstantan, onda je krivulja pravac.

Dokaz: Pretpostavimo da je ¢(t) = a,a € R". Integracijom imamo:
o(t) = /é(t)dt —at+b,beR"

Akoje a # 0, onda je krivulja c pravac s vektorom smjera a kroz tocku b.
Akoje a = 0, onda c degenerira u tocku. O
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Ovom propozicijom mozemo naslutiti da je geometrijski smisleno definirati za-
krivljenost krivulje kao realnu funkciju koja opisuje promjenu jedini¢nog tangen-
cijalnog vektora krivulje.

Definicija 14. Neka je ¢ : I — R> krivulja parametrizirana duljinom luka s. Tada
funkciju x : I — R definiranu izrazom

x(s) = |Ic" (s)]
nazivamo zakrivljenost ili fleksija krivulje ¢ u tocki c(s).

U nastavku ¢emo za krivulje parametrizirane duljinom luka definirati i sljede¢u
funkciju:

Definicija 15. Funkcija T : I — R definirana izrazom
7(s) = —n(s) - b'(s)
naziva se torzija ili sukanje krivulje c parametrizirane duljinom luka s.

U primjeru koji slijedi ¢emo razmotriti zakrivljenost kruznice i ovisnost zakrivlje-
nosti x o radijusu r.

Primjer 4. Zakrivljenost kruznice radijusa r>0 je konstantna i jednaka .

Neka je c : (0,27t) — R3 kruznica zadana s c(t) = s +rcost - ry +rsint - ry, pri demu
je s € R vektor sredista kruznice, a r1,r, € R> ortonormirani vektori koji razapinju
ravninu u kojoj leZi kruZnica c. Deriviranjem imamo:

¢(t) = —rsint-ry +rcost -1y,

é(t) = —rcost-ry —rsint - r,.

Sada je:

2

é(t) x é(t) = r?sin®t- (1 x r2) —1r?cos?t - (ry x 17).

Kako jea x b = —(b x a), slijedi:

¢(t) x é(t) 2 (r1 x 1),
le(t) x eIl = 7>+l xro|| =7,
Ie(||> = ¢(t)-¢(t) =r?sint - ||rq||> — 2r?sintcost(ry - 1p) + 1> cos® t - ||ra] |2
— ‘}"2,
= [le®I’ = 7.

Uvrstimo u formulu za zakrivljenost:

@ Xl A 1
"= SR

i dobili smo da je zakrivljenost kruznice obrnuto proporcionalna radijusu kruZnice.
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3.5 Frenetove formule

U nastavku ¢emo za krivulje parametrizirane duljinom luka s izvesti formule koje
uspostavljaju odnos izmedu vektorskih polja Frenetovog trobrida i njihovih deri-
vacija, koje zajedni¢kim imenom zovemo Frenetove formule.

Teorem 2 (Frenetove formule). (vidjeti [3, Teorem 1.3.7.]) Neka je c krivulja parame-
trizirana duljinom luka s kojoj zakrivljenost k ne is¢ezava i neka je T njezina torzija. Tada
vrijedi:

t'(s) = «(s) -n(s), (3.3)
n'(s) = —x(s)-t(s)+1(s) b(s), (3.4)
b'(s) = —7(s)-n(s). (3.5)

Dokaz: Nekaje t'(s) = a1 - t(s) + ap - n(s) + a5 - b(s), gdje su ay, ap, a5 neke glatke
realne funkcije.
Po definiciji normalnog vektorskog polja imamo:

c”(s) t'(s)

/
= TN~ x(s) = t'(s) = «(s) - n(s).
Zbog jedinstvenosti prikaza vektora pomocu vektora baze, slijedi: 4 = a3 =
0,2, = k(s) i time smo pokazali izraz (3.3).

Neka je sada n’(s) = by - t(s) + by - n(s) + bz - b(s). Pomnozimo li ovaj izraz ska-
larno s n(s), dobivamo n(s) - n’(s) = b,. Kako je n(s) jedini¢no polje, n%(s) = 1,
deriviranjem je n(s) - n’(s) = 0. Sada slijedi b, = 0.

Nadalje, primjetimo da iz t(s) - n(s) = 0 deriviranjem slijedi:

n(s)

t'(s)-n(s) +t(s)-n'(s) =0 = t(s) -n'(s) = —t'(s) - n(s) = —a, = —«(s).

Prema tome je by = —«(s).
Zatim, n(s) - b(s) = 0, pa deriviranjem imamo:

n'(s) -b(s) +b(s) -n(s) =0=n'(s) - b(s) = —n(s) - b'(s) = 7(s).

Zaklju¢ujemo: b; = 7(s) i pokazali smo izraz (3.4).

Nekaje b’(s) = c1 - t(s) + c2 - n(s) + c3 - b(s). Skalarnim mnoZenjem b(s), imamo
cz = b(s)" - b(s), a kako je b(s) jedini¢no polje, slijedi c3 = 0. 1z definicije torzije
T(s) = —n(s) - b'(s), slijedi c; = —7(s). Kako je c; = b’(s) - t(s), deriviranjem
izraza b(s) - t(s) = 0, imamo

b'(s) - t(s) = —b(s) - t'(s) =0 = c; = 0.

Time smo pokazali izraz (3.5) i dokazali ovaj teorem. O






4 | Dodir izmedu krivulja i ploha

Neka je dana krivulja r(#) = (f(u),g(u),h(u)) i neka je S ploha F(x,y,z) = 0.
Pretpostavimo da su krivulja ¢ i ploha S klase C* , odnosno da r(u) i F(x,y,z)
imaju neprekidne derivacije n-tog reda za svaki prirodan broj n. 1z jednadzbe
krivulje uzimamo x = f(u),y = g(u),z = h(u). Ako ova tocka lezi na plohi,
imamo F(f(u),g(u),h(u)) = 0, $to je jednadzba po u koja nam daje tocke presjeka
krivulje i plohe.

U nastavku ¢emo definirati dodir izmedu krivulja i ploha. Neka 1 bude jedno
rjeSenje jednadzbe F(u) = 0. Bududi da F(u) ima neprekidne derivacije dovoljno
visokog reda, F(u) moZzemo zapisati u obliku reda potencija u okolini tocke u =
Uo,

Fu) = Fug)+ =10

+ O(u —up)"*,

F' (1) + ““z—f’“’)zﬁ'( o)+t %muo)

$to uz zamjenu 1 = u — 1y moZemo zapisati kao:

n

F(”) = hF’(u()) + ia F"(u ) + P F”/( 0) =l el %F”(uo) e O(h”‘”),

gdje O(h"™1) oznacava red ostatka koji sadrzi ¢lanove viseg reda od n-tog.

Definicija 16. Ako je F'(ug) # 0, tada je ug jednostruka nultocka funkcije F(u) = 0
Tada kaZemo da krivulja c i ploha S imaju presjek u x(up).

Definicija 17. Ako je F'(ug) = 0 F"(ug) # 0, tada je ug dvostruka nultocka funkcije
F(u) = 0. Tada kaZemo da krivulja c i ploha S imaju dodir 1. reda u r(uy).

Definicija 18. Ako je F'(ug) = F"(ug) = 0i F"(ug) # 0, kazemo da krivulja c i
ploha S imaju dodir 2. reda u t(ug). Pod tim uvjetima, ug je trostruka nultocka funkcije

Fi{u) =40

Ranije smo uveli definiciju oskulacijske ravnine kao ravnine koja je odredena vek-
torima t i n. Prva derivacija polozaja krivulje daje tangentu, dok druga derivacija
polozaja daje normalu. Dokazimo sada vazno svojstvo da oskulacijska ravnina
ima dodir 2. reda s krivuljom u danoj tocki.

Teorem 3. (vidjeti [5, Teorem 1.10.2]) Oskulacijska ravnina u bilo kojoj tocki P ima dodir
2. reda s krivuljom u toj tocki P.

13
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Dokaz: Neka je P bilo koja tocka na krivulji i neka se duljina luka mjeri od tocke P
tako da je s = 0 u tocki P. Neka je jednadzba krivulje r = 1(s).
Za oskulacijsku ravninu u tocki P mora vrijediti:

(x(s) =(0)) - ('(0) x ¥"(0)) =0,
zapisano pomocu determinante:
det (x(s) — £(0), ¥ (0), #'(0))) = 0.
Neka je
F(s) = det (x(s) — £(0),'(0),¥"(0))).
Trebamo pokazati da je F/(s) = F’(s) = 0i F"'(s) # 0u P gdje je s = 0 i time

¢emo dokazati da oskulacijska ravnina ima dodir 2. reda s krivuljom. Razvojem
r(s) u Taylorov red u okolini to¢ke P, dobivamo:

" :r(0)+r/§?)5 .\ r”z(!o)sz . rff;(!c))sg L O,

Slijedi:

F(s) = det (sr’(O) + rH(O)sz + 1'//(0)33,1"(0),r”(0)>

1! 2! 3!
2

= adeb (r’g’),r'(c)),r'"(oo 45 det (r”(O),r'(O),r”(O))
4 ;—f det <r'”(0), ¢ (0), r”(O)).

Prva dva izraza iS¢ezavaju. Koristeéi kT = det (+/,7”,r""") u prethodnom izrazu,
dobivamo: )

Fls] = —%53. (4.1)
Dakle, vrijedi F/(0) = 0, F”(0) = 01 F”"(0) = —«x*t # 0 pod uvjetom da x i T
ne iS¢ezavaju u P. Ovo dokazuje da opcenito krivulje i oskulacijska ravnina imaju
dodir 2. redau P. O

Napomena 4. U slucaju da je k = 0ili T = 0, tada je F"'(0) = 0, tako da ravnina mora
imati najmanje dodir 3. reda s krivuljom.



5 | Oskulacijska kruZnica i oskula-
cijska sfera

Kada prouc¢avamo geometriju prostornih krivulja, vazno je razumjeti kako se kri-
vulja ponasa u neposrednoj okolini svake svoje tocke. Ranije smo definirali za-
krivljenost, jedan od klju¢nih alata za analizu lokalnih svojstava krivulje. U slje-
decem poglavlju, definirat ¢emo oskulacijsku kruZnicu, odnosno korisni geome-
trijski objekt koji daje intuitivan uvid u ponasanje krivulje. Oskulacijska kruznica
takoder poznata i kao kruZznica zakrivljenosti, pruza najblizu aproksimaciju kri-
vulje u malom podrugdju oko zadane tocke. Drugim rije¢ima, to je kruZznica koja
"najbolje prati” krivulju u toj tocki.

Definicija 19. Neka je -y dana prostorna krivulja, a P bilo koja tocka na njoj. Kruznicu
koja ima dodir 2. reda s prostornom krivuljom u tocki P zovemo oskulacijska kruznica
krivulje «y u tocki P.

Definicija 20. Polumjer oskulacijske kruznice naziva se polumjer zakrivljenosti krivulje
u tocki P i oznacava se s p. Srediste oskulacijske kruznice naziva se srediste zakrivljenosti
u tocki P.

Koriste¢i gore navedene definicije, primjecujemo sljedec¢a svojstva oskulacijske
kruZnice:

1. Bududi da oskulacijska ravnina takoder ima dodir 2. reda s krivuljom u tocki
P, oskulacijska kruZznica lezi u oskulacijskoj ravnini.

2. Kako kruZznica zakrivljenosti i krivulja imaju istu tangentu u tocki P koja lezi u
oskulacijskoj ravnini, srediSte kruZnice leZi na glavnoj normali u tocki P.

Teorem 4. (vidjeti [5, Teorem 1.11.1]) Polumjer oskulacijske kruznice u tocki P je reci-
procan zakrivljenosti krivulje u tocki P, a vektor poloZaja sredista oskulacijske kruznice je

cls) = 1(5) + p(s)n(s), gl e pls) = 7.

Dokaz: Neka c(s) bude vektor poloZzaja sredista oskulacijske kruznice, uz duljinu
luka s kao parametar. Srediste c(s) je na udaljenosti p(s) od toc¢ke P duz glavne
normale u P. Dakle, imamo c(s) — r(s) = p(s)n(s). Stoga je njegova jednadzba

x(s)’
Bududi da bilo koja to¢ka r(s) na oskulacijskoj kruznici zadovoljava jednadzbu
sfere (c(s) — R(s))? = p?(s) i lezi u oskulacijskoj ravnini, oskulacijska kruZnica

(c(s) —x(s)) - n(s) = p(s). Dokazujemo da je p(s) =

je presjek oskulacijske ravnine i sfere (c(s) — R(s))2 = p%(s), gdje je R(s) vektor

15
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polozaja bilo koje tocke na sferi.

Ako je r(s) tocka presjeka ove sfere i krivulje, sfera ima dodir 2. reda s krivuljom
ur(s).

Neka tocka presjeka bude F(s) = (c(s) — r(s))2 — 0p?(s). Uvijeti za dodir 2. reda
su:

Fiis} =8, Fi(s) =0, F'(s) = 0. (5.1)

Iz F'(s) = 0 dobivamo: (c(s) — r(s)) - t(s)
Deriviranjem prethodnog izraza slijedi: (c(s
Bududidaje t'(s) = x(s)n(s) it(s) - t(s) =

(c(s) —x(s)) - k(s)n(s) = 1. (5.2

Usporedujudi (5.2) s jednadzbom oskulacijske kruznice (c(s) —x(s)) - n(s) =
p(s), dobivamo

0

Jedan od vaznih pojmova koje éemo u nastavku definirati je oskulacijska sfera.
Dok oskulacijska kruznica pruza najbolju aproksimaciju krivulje u malom po-
drudju oko toc¢ke dodira, oskulacijska sfera ide korak dalje. Ova sfera ne samo
da dodiruje krivulju u toj tocki, ve¢ dijeli i zakrivljenost i torziju krivulje, pruza-
judi jos precizniju aproksimaciju nego oskulacijska kruznica. Oskulacijska sfera
daje uvid u trodimenzionalnu prirodu krivulje i pomaze nam razumjeti kako se
krivulja savija i okrece u prostoru.

Definicija 21. Sfera koja ima dodir 3. reda s krivuljom u tocki P naziva se oskulacijska
sfera u tocki P na krivulji.

Definicija 22. Srediste oskulacijske sfere naziva se srediStem sferne zakrivljenosti, a njen
polumjer naziva se polumjerom sferne zakrivljenosti.

Teorem 5. (vidjeti [5, Teorem 1.11.2]) Ako jer = ¥(s) zadana krivulja -y, tada su srediste
C i polumjer R sferne zakrivljenosti u tocki P na krivulji dani sa:

C(s) = x(s) +p(s)n(s) + o (s)p'(s)b(s),
\/p )+ 02(s)p"(s),

gdje je n(s) glavna normala, b( ) binormala, p(s) polum]er zakrivljenosti.

Dokaz: Radijednostavnosti zapisa, u dokazu ¢emo izostaviti parametar s.

Ako je C srediSte, a R polumjer oskulacijske sfere, tada je njena jednadZzba
(C—T)? = R? gdje je T vektor polozaja bilo koje totke na sferi. Tocke
presjeka krivulje i sfere dane su s: F(s) = (C—r)> —R?> = 0. Obzirom
da sfera ima dodir 3. reda s 7 u tocki P, uvjeti koje treba zadovoljavati su
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F(s) = F'(s) = F'(s) = F"'(s) = 0, odakle slijede jednadzbe:

F'(s) = 0 daje: (C—1)-t=0, (5.3)
F'(s) = 0 daje: (C—r)-t'—1=0. (5.4)

1
Znamo daje t' = kn, paimamo: (C—r)-xn = 1.Sadaje (C—r) -n = e
Iz F"'(s) = 0 slijedi:

(C—1)- [K'n+x(tb —xt)] =0, (5.5)

iz ¢ega dobivamo: ¥’ (C —r) -n —x?(C —r) -t +x7(C—1) - b = 0.
Koristeci (5.3) i (5.4) u (5.5) imamo:

/

K;er(C—r)-b:o.

/
Neka ije p = 1 L = 1 Tadaije o’ = _r i u prethodnoj jednadzbi imamo:
jep % = jep 2 P )]

(C—r1)-b=/(0. (5.6)
Iz (5.3), (5.4) i (5.6) imamo:
(C—r)-t=0, (C—1r)'n=p, (C—r1x)-b=/(0.

Gornje jednadzbe pokazuju da vektor (C — r) lezi u normalnoj ravnini, a njegove
komponente duz normale i binormale su p i p’c. Dakle, mozemo zapisati (C — r)
kao: (C —r) = pn + p’ob. Stoga je srediste oskulacijske sfere: C = r+ pn + p’ob.
Polumjer R oskulacijske sfere je dan kao:

R>=(C—1)*> = (on+o'ob) - (on +p'ob) = o> + (0'0)*.

Dakle: R = /p? + (p'0)?.
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t

Slika 5.1: Graficki prikaz srediSta oskulacijske sfere

Kao sto vidimo na grafickom prikazu, srediste oskulacijske sfere leZi u normalnoj
ravnini na pravcu paralelnom s binormalom koja se naziva polarna os. Presjek
sfere s oskulacijskom ravninom je oskulacijska kruznica.

1
Napomena 5. Kada je k konstanta, p = - je takoder konstanta i vrijedi o' = 0, a kako

je R = \/p?+ (p'0)?, tada vrijedi R = p. Dakle, za krivulju konstantne zakrivljenosti,
srediste zakrivljenosti i srediste sferne zakrivljenosti se podudaraju te vrijedi: ¢ = r + pn.
Primjer prethodne situacije je obi¢na cilindri¢na spirala, kod koje je p konstanta pa je po-
lumjer sferne zakrivljenosti obicne cilindricne spirale jednak polumjeru zakrivljenosti.

Primjer 5. Ako je radijus sferne zakrivljenosti konstantan, dokaZite da krivulja leZi na
sferi ili ima konstantnu zakrivljenost.
Radijus sferne zakrivljenosti dan je s

R? = p* + (0p')".
Kako je R konstanta, deriviranjem prethodnog izraza dobivamo

20" [p+ 0%(0{)’)] =1 (5.7)

Dakle, vrijedi da je p' = 01ili p + (7%(0{)') =0.
Ako je o' = 0, tada je p konstanta, odnosno krivulja ima konstantnu zakrivljenost.

U slucaju kada je p + o (op") = 0, trebamo dokazati da krivulja leZi na sferi.

Ako krivulja leZi na sferi, oskulacijska sfera u svakoj tocki krivulje je ta zadana sfera. Dakle,
dovoljno je pokazati da je oskulacijska sfera ista u svakoj tocki krivulje.
Buduci da je radijus sferne zakrivljenosti konstantan, oskulacijska sfera ima isti radijus
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u svakoj tocki krivulje. Dakle, pokazat éemo da je srediste oskulacijske sfere fiksna tocka
odredena konstantnim vektorom poloZaja.

Vektor poloZaja sredista sferne zakrivljenosti je C = r + pn + op’b.

Deriviramo izraz po s i dobivamo:

dC _dr\ n+ d—n+bi( )+ L
ge o NIRRT g gz~ F WP

L L, s -
Iskoristimo: p = P 10 = - te imamo:

d d

d—(s: — t+p’n+p(Tb—Kt)+b—ds(Up/)+UP/(—Tn)
I T
= [L+(00)]b,

a to je jednako 0 prema (5.7).

Prema tome, C je konstantan, Sto pokazuje da je srediste oskulacijske sfere neovisno o po-
lozajima toc¢aka na krivulji. Dakle, oskulacijska sfera u svakoj tocki krivulje je ista sfera,
Sto znaci da krivulja leZi na sferi.






6 | Lokus srediSta sferne zakrivlje-
nosti

Ako krivulja ne lezi na sferi, sredista sferne zakrivljenosti razlikuju se u tockama
krivulje. Stoga je prirodno prouciti lokus sredista sferne zakrivljenosti zadane kri-
vulje. Neka je c dana krivulja, a ¢ lokus sredista sferne zakrivljenosti. Nakon $to
odredimo odnos izmedu Frenetovog trobrida (t(s), n(s), b(s)) krivulje ¢ i Frene-
tovog trobrida (t;, ny, bq) krivulje ¢y, izrazit ¢emo zakrivljenost i torziju c; u ter-
minima onih od c. U indeksu ¢emo koristiti oznaku 1 za veli¢ine koje se odnose
na c¢; kako bismo ih razlikovali od odgovarajucih veli¢ina za krivulju c.

Teorem 6. (vidjeti [5, Teorem 1.12.1]) Neka je c dana krivulja, a cq lokus sredista sferne
zakrivljenosti. Tada vrijedi:

1. t1(s1) = eb(s), n1(s1) = e1n(s), bi(s1) = —eeqt(s), gdjee, e € {—1,1}.
2. UmnoZak torzija u odgovarajucim tockama jednak je umnosku zakrivljenosti.

Dokaz: Radijednostavnosti zapisa, izostavit ¢emo parametre s i s;. Podrazumijeva
se da su c i c; parametrizirane duljinom luka, osim ako nije navedeno drugacije.
Vektor poloZaja r; sredista sferne zakrivljenosti dan je izrazom:

r, =r+pn+0o0’b. (6.1)

Odabiruc¢i duljinu luka kao parametar i derivirajuci (6.1) po s, dobivamo:

dl'l . dl'l dSl . d

e g L G /
ds ds; ds ds (r e Ub)
_dr dp dn d(p'o) , db
— %—l—%n—l—p%—l—ids b+p0’$
= % +o'n+pn’ + (p"ob +p'd’b) + p'ob’.
Primjenom Frenetovih formula, dobivamo:
dry . dry ds; . / 7 I, /
s s ds =t+po'n+p(—«xt+71h)+ (0"c+p'0' )b+ p0c(—Tn).
Ako uzmemo u obzir da je t; tangencijalni vektor od c;, moZemo pisati:
. dI'l
tl — d—:;l

21
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Stoga je t1s] = (£ + p'o’ 4+ 0p")b tako da je t; paralelan s vektorom b.
Krivulja c; je parametrizirana duljinom luka s i s; je funkcija od s pa je s} nenega-
tivna. MoZemo pisati:

t; =eb gdjejeec {-1,1}. (6.2)

Stoga ako uzmemo t; = eb imamo:

dr1 . dSl
P
= ebs).
Odavde slijedi:
g = e(g +p'c" + op”).
Dakle:
ty =eb gdjejeec {—1,1}. (6.3)
Derivirajudi dobiveni izraz za t; po s, dobivamo:
dtl . dt1 dSl . d . db
& ds A T
Iz Frenetovih formula slijedi:
dty
i e(—tn) = —etn.
Kako je
M n
imamo:
Kinis; = —eTn, (6.4)
paje n; paralelan s n i moZemo pisati:
n; =en gdjejee; € {—1,1}. (6.5)
Koriste¢i ny = e;n u (6.4), imamo:
e1k18] = —eT. (6.6)
Nadalje
b1 =t1 Xxn; =¢eb x e;n = —eeqt. (6.7)

Stoga (6.3), (6.5) i (6.7) dokazuju prvi dio ovog teorema.

Kako bi dokazali drugu tvrdnju, pronadimo 7/ i x/:

dbl_dbl dSl__ dt__
== d—31 == eeq e ee;kn. (6.8)
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Prema Frenetovim formulama slijedi: 7yn;s] = eejxn.
Kako je nj = e;n, imamo:

Tys] = ex. (6.9)
Iz (6.4) 1 (6.9) dobivamo: eTTis] = eTex = —ekeks; iz Cega slijedi: Ty = —ejkKy.
Ako uzmemo e; = —1, imamo Ty = k%1, ¢ime smo dokazali drugu tvrdnju te-
orema. ]

Napomena 6. Ako je ¢ krivulja konstantne zakrivljenosti, tada je o' = 0. Kao $to smo
ve¢ zakljucili, tada se srediste sferne zakrivljenosti i srediste zakrivljenosti podudaraju.
Koristeci p' = 0, dobivamo:

ds; Y T

— —=e-=¢—, qdjejeec {-1,1}.

T~y = ¢ Sdejeeci-11}
Pomoéu izraza (6.6) iz dokaza prethodnog teorema, e1x151 = —eT, uvrstimo izraz za s,
te dobivamo e1x1 = —k.
Ako uzmemo ey = —1, imamo

K1 = K.

Takoder pomocu izraza (6.9) iz dokaza teorema, znamo da vrijedi Tys; = ex te uvrstavamo
izraz za s1. Imamo:
T =—.
T

Napomena 7. Kao specijalni slucaj prethodnog teorema imamo: Ako mjerimo duljinu
luka sq od c1 u onom smjeru koji ¢ini njegov jedinicni tangencijalni vektor t, istog smjera
kao b, tada je t; = b. MoZemo izabrati smjer od ny suprotan od n tako da je n; = —n.
S ovim izborom imamo by = t.

U nastavku ¢emo izvesti formulu za radijus zakrivljenosti p; lokusa sredista za-
krivljenosti, koriste¢i radijus sferne zakrivljenosti R i druge geometrijske parame-
tre krivulje. Ova formula omogucava dublje razumijevanje odnosa izmedu za-
krivljenosti krivulje i zakrivljenosti lokusa sredista zakrivljenosti.

Teorem 7. (vidjeti [5, Teorem 1.12.2]) Radijus zakrivljenosti pq lokusa sredista zakriv-
ljenosti jednak je

N—

(FRg e (%) -xia} R

gdje je R(s) radijus sferne zakrivljenosti.

Dokaz: Koristit ¢emo oznaku s brojem 1 u indeksu za veli¢ine koje se odnose na lo-
kus sredista zakrivljenosti c;. Takoder, radi jednostavnosti zapisa, izostavit ¢emo
parametre s i sq.

Prema Teoremu 4., vektor poloZaja r; sredista zakrivljenosti je:

r, =r+pn.
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Derivirajmo prethodni izraz duljinom luka s:

dry drids;y  dr ; dn

Iskoristimo Frenetove formule te imamo:

tis] =t+p'n+p(tb —«t)
tis] = (1—px)t+p'n+ pth.

1 1
Koristeci p = p ioc= gt slijedi:

1
t1s; =c'n+o-b
o

Ths, = %p/n +b. (6.11)

Skalarni produkt sa samim sobom daje:

ag ’ g / 0'/ 0'/
—t1s7-—t1s7 = | — n+b)-(— n+b)
Pll Pll <Pp Pp

0.2

= (F(p')Zn-n> +2%p'(n-b)—|—b-b

0.2p/2 e p2

02
RZ
'’
gdje je R polumjer sferne zakrivljenosti.
oc,» R? ? R
Dakle, imamo: —s;” = —, odakle slijedi: s} = —.
o

Deriviranjem izraza (6.11), dobivamo:

o ,dt; dsy d ((r ,) c ,dn d ((7 ,) db

1Y 1d—sl%+ ds 0 pp ds ds\p ds
T2 ulf LR QL. SR LY (%,
;sl K1n1+t1%(551> = pp [tb Kt]+ds (pp)n Tn.

Slijedi:

s+t (951) = -Gt [ (%) ~ S Jn+Bb. (61



25

PomnoZzimo sada vektorski izraze (6.11) i (6.12). RaspiSemo lijevu stranu izraza:

(s G
(o )X(— ) ( )g

Sada imamo:

2 2.2 2 2 .0
0.—28331(11)1: %_i(ap) t——pn U'g B
P p*o ds \ p 02 P

Uzimajuéi skalarni produkt obje strane sa samima sobom, imamo:

2
4 12 -2 2 4 14
(;4 5/16K12 [P ’ +P_ a (gp/> ] p4p 2 4 7 P

iy ds \ p 0°
. . P
Uvrstimo ranije dobiveni s; = -1 dobivamo:

2
RZ d (o, 020
{%ﬁ(ﬁp)} R

o* R®
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Zatim imamo:

2 _ PO R? i g Pl2‘72 b
7 Re {P20 ds <PP)} i 0° A
2 2 2.2
_ gl B e P g2
7 R {Pza ds (pp>} ek
1
oo |I1 _pod (o, p2t |
r R 3 ds pp p2R4
Kakoje p; = Kl—l, slijedi formula za p;. O

Koristec¢i neke od koraka dokaza prethodnog teorema,dokazat éemo sljedeci ko-
rolar koji daje formulu za torziju lokusa srediSta zakrivljenosti:

Korolar 1. (vidjeti [5, Korolar 1.12]) Torzija Ty lokusa sredista zakrivljenosti je

T1(51):p(s)a(s) 1 [d(R(s) 2 %.
R2(s) [0%(s) | ds\ p(s)

Dokaz: U dokazu ¢emo radi jednostavnosti zapisa, izostaviti parametre s i s;.

o o
Iz dokaza prethodnog teorema imamo: —t;s; = —p'n +b.

Uzimajudi vektorski produkt s ny na obje strane izraza, dobivamo:

gtl X nys| = Ep’n xni+b xnj.
% %

Kako je n1 = —n, slijedi gbls’1 =1

Deriviramo gornju relaciju po s:

d <a,>b1 o ,dby ds;  dt

s \p") T s T

ds

Koristeéi Frenetove formule:

d (o & 42
% (Es'l) by — ESll Ting = Kn.

Skalarni umnoZzak prethodne jednadzbe sa samom sobom na obje strane daje:

d ’ 2
B TR 44 2 0
i (5} #(5) gt
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- R . . y
Iskoristimo s] = — i pronadimo torziju 7.
o

ap

Iz Cega slijedi: 7y = R2

- 50))

Primjer 6. PokaZimo da tangenta na lokus sredista oskulacijske sfere prolazi kroz sredista
oskulacijske kruznice.

Neka je cq lokus sredista sferne zakrivljenosti. Tada je vektor poloZaja 11 bilo koje tocke P
na cy:

0

r1 =r+pn+op'b.

Dakle, jedinicni tangencijalni vektor u tocki P na c; je:

dads, 41 _ . o, -
o, ds — g5 — tTentp(tb—xt)+ (op)b+op'(—Tn).
.. ds|p d ;
Slijedi: tl_ds1 U+ds(0p) b.

Jednadzba tangente u tocki P na ¢y dana je sa: R = 11 + Arj = 11 + Aty, gdje je A skalar.
Uvrstimo 11 i t1 te dobivamo:

£ %((Tp')] b. (6.18)

d
R:r+pn+ap'b+)\—s

d81 o

o s
&+ d(op) ds
S ovim izborom A, (6.13) postaje R = r + pn, sto je vektor poloZaja sredista oskulacij-
ske kruznice. Dakle, tangenta na lokus sredista sferne zakrivljenosti prolazi kroz srediste
oskulacijske kruznice.

Buduéi da je A proizvoljna konstanta, moZemo odabrati A = —






7 | Evolute i involute

Pomocu dodira krivulja s plohama, uveli smo oskulacijsku kruznicu i oskula-
cijsku sferu. Kako se tocka kreée po krivulji, sredista oskulacijske kruZznice i
oskulacijske sfere iscrtavaju krivulje, odnosno lokus sredista zakrivljenosti i lokus
srediSta sferne zakrivljenosti. Ta dva lokusa su rezultat svojstava tocke na krivulji.
Sada, umjesto da uzimamo tocke na krivulji, razmotrimo tangente u razli¢itim
tockama krivulje. Te tangente e generirati plohu i razmotrit ¢emo krivulje na toj

plohi.

Za pocetak, vrijedi istaknuti osnovne razlike izmedu evoluta ravninske krivulje i
evoluta prostorne krivulje:

e Evoluta ravninske krivulje je jedinstvena, dok prostorna krivulja ima besko-
na¢no mnogo evoluta.

e Evoluta ravninske krivulje definira se kao lokus sredista zakrivljenosti pro-
matrane krivulje, a evoluta prostorne krivulje nije ni lokus srediSta zakrivlje-
nosti niti lokus sredista sferne zakrivljenosti.

Dakle, definicija evolute se razlikuje obzirom na to je li krivulja ravninska ili pros-
torna, dok se definicija involute ravninske krivulje prirodno prosiruje na prostorne
krivulje. Jednom kada odredimo involutu ¢ krivulje ¢, definiramo c kao evolutu
krivulje c.

Definirajmo tangencijalnu plohu kako bismo mogli definirati involutu.

Definicija 23. Ploha generirana tangentama zadane krivulje ¢ naziva se tangencijalna
ploha krivulje c.

Definicija 24. Krivulja koja leZi na tangencijalnoj plohi krivulje c i koja je okomita na
izvodnice te plohe naziva se involuta krivulje c i oznacava se s c.

Iz definicije slijedi da su tangente krivulje ¢ normale krivulje ¢. To znaci da je
tangenta na krivulju c u toc¢ki P okomita na tangentu u odgovarajucoj tocki krivulje
%
Sljedeci teorem daje jednadzbu involute. Za veli¢ine koje se odnose na krivulju ¢
koristit éemo broj 1 u indeksu.

Teorem 8. (vidjeti [5, Teorem 1.13.1]) Ako je t1 vektor poloZaja tocke Py na involuti ¢
krivulje c, tada je r1(s1) = x(s) + (c — s)t(s), gdje je c proizvoljna konstanta, a r vektor
poloZaja tocke P na krivulji c.

29
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Dokaz: Kako involuta leZi na tangencijalnoj plohi, vektor poloZaja r1 tocke P; na
involuti je r1 = r + A(s)t, $to vidimo na Slici 7.1.

Slika 7.1: Vektor polozaja rq tocke P,

Koristeéi definiciju involute, pronadimo A(s). Deriviramo prethodni izraz po s i

imamo:
dri ds; dr

i i / /
ds; ds ds it et

Primjenom Frenetovih formula:

tl% =t+ A'(s)t+ A(s)xn. (7.1)

Bududi da tangenta involute okomito sijece tangencijalne vektore, vrijedit- t; = 0.
PomnoZzimo izraz (7.1) skalarno s t i iskoristimo prethodno, dobivamo:

1+ A (s) =0.

Integriranjem po s, slijedi A = (¢ —s).
Dakle, jednadZba involute je r1 = r+ (¢ — s)t. O

Kako je c proizvoljna konstanta, prethodna jednadZba pokazuje da za zadanu kri-
vulju postoji beskona¢no mnogo involuta. Za razlicite izbore konstante dobivamo
razlicite involute.

Korolar 2. (Vidjeti [5], Korolar 1.13.1) Udaljenost izmedu odgovarajucih tocaka dvije
involute je konstantna.

Dokaz: Neka je P fiksna tocka na krivulji ¢ te neka su r; i rp vektori poloZaja od-
govarajucih tocaka na dvije involute, odredeni s c= c; i c= ¢, odnosno

r1 =r+ (c1 —s)t,
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r, =1+ (c —s)t.

Tadajer; — ra = (c1 — cz)t odnosno ||r1 — r2|| = ||c1 — ¢2]|, $to je konstanta.
Stoga je udaljenost izmedu dvije odgovarajuce tocke involuta konstantna. O

Teorem 9. (vidjeti [5, Teorem 1.13.2]) Zakrivljenost x; i torzija Ty involute ¢ krivulje c
dani su sa

K(s)T'(s) — '(s)(s)
k(s)(c—s)(k2(s) + 12(s))
Dokaz: U dokazu ¢emo radi jednostavnosti zapisa izostaviti parametre s i s.

Prema prethodnom teoremu, vektor polozaja rq od involute ¢je r; = r+ (c — s)t.
Deriviramo po s pa slijedi:

T2(s) + K2(52)

RNCICEn

’ Tl(Sl) =

dI‘l d51 _ /
s ds + (c—s)t' — t,
Sto daje:
dSl
tl% = (c —s)kn.

Time smo pokazali da je tangenta na involutu ¢ paralelna glavnoj normali u tocki
A na krivulji. Odaberimo pozitivni smjer duz involute tako da je t; = n. Tada
dobivamo:

dSl .
= (c—s)xk. (7.2)
Iz izbora t; slijedi:
dty, ds; dn
Koriste¢i (7.2) i (7.3) imamo:
x1ng(c —s)k = Tb — kt. (7.4)

Skalarni produkt sa samim sobom s obje strane daje sljede¢i izraz:

xi2(c—s)* 2 = 12 + %2,

iz ¢ega dobivamo:
2 = T2 4 2
k2(c—s)?
Time smo dokazali izraz za zakrivljenost involute.
Kako bi dokazali torziju, potreban nam je izraz za vektorsko polje b. Iskoristimo
t; = n i vektorski mnoZze¢i (7.4) dobivamo:

t; X k1kn1(c —s) = n x (b — kt)



32

Sto daje:
(c —s)xkxk1bg = Tt + «b.

Deriviranjem po s, dobivamo:

KKl(C—S)Z—l;l : % +b1%[KK1(c—s)] =1t + 7't + «'b + «b’.
Uvrstimo % = (¢ — s)« iiskoristimo Frenetove formule te dobivamo:
kKk1(c —s)(—mmny) - (¢ —s)x + blé[KKl(C —s)] = mkn+7Tt+«'b—xtn
x1x%(c —8)2(—miny) + blé[mcl(c —s)] = T't+«'b. (7.5)

Skalarni produkt (7.4) i (7.7) daje:

—nx’ 1P (c—s)® = ¥’ —x7'.
IzIu¢imo 14:
kT —x'T

L k12xk3(c — )3

Uvrstimo ;2 i dobivamo

kT — k't
T = 5 o
K(c—s)(k?+72)
1 . 1 _ -0 . o’
Ako uzmemox = — i T:—,tada]ex’:—f i T=-——
o o

Uvrstimo u formulu za 7y i dobivamo formulu za torziju oblika:

p(op’ —d'p)
(0> +0%)(c—s)

T =

Primjer 7. PokaZimo da su involute kruZne zavojnice ravninske krivulje.
Formula za torziju involute je dana s

B kTt —«'T
~ x(c—s)(k2+T2)

T

Za kruznu zavojnicu, zakrivljenost x i torzija T su konstante pa jexk’ = 0i T = 0 te
uvrstavanjem u formulu za torziju dobivamo Ty = 0, $to je nuzan i dovoljan uvjet da bi
krivulja bila ravninska. Dakle, involute kruzne zavojnice su ravninske krivulje.

Sada ¢emo definirati evolutu prostorne krivulje i izvesti njezinu jednadzbu.

Definicija 25. Ako je ¢ involuta zadane krivulje c, tada je c definirana kao evoluta krivulje
&
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Teorem 10. (vidjeti [5, Teorem 1.13.3]) Ako je ¥ = 1(s) jednadzba involute ¢ krivulje c
i (t(s),n(s),b(s)) Frenetov trobrid, tada je vektor poloZaja rq tocke na krivulji c dan s

ri(s1) = x(s) + p(s)n(s) + p(s)etg(y +c)b(s),
gdje je = [ tds, a c proizvoljna konstanta.

Dokaz: Neka je P tocka na krivulji ¢ koja odgovara tocki Q na ¢. Pravac PQ je
tangenta u tocki P ortogonalna na c. Dakle, PQ je okomita na tangentu u tocki Q
nac.

Kako tangenta u tocki Q na involutu zatvara pravi kut s tangentom PQ krivulje
¢, tangenta PQ leZi u normalnoj ravnini u tocki Q na krivulji c. U koordinatnom

sustavu (t,n, b) u tocki Q, mozemo uzeti vektor 1@ = An + ub. Koeficijenti A i
¢ mijenjaju se od tocke do tocke na ¢ tako da su A i y funkcije od s na c.

L

Slika 7.2: Vektor polozaja rq

Vektor poloZaja r1 bilo koje tocke na c je
rn = (i% = (ﬁ 1 @2)
=r-+An+ ub. (7.6)
Odredimo sada A i u. Deriviramo (7.6) po s i dobivamo:

dr1

- = t+An+A(thb —xt) + b+ p(~7n)

= (1—A)t+ (A —ut)n+ (At +u)b. (7.7)



34

. dry  dry dsy  ds . . e .
Kako je P e t1 s to je tangenta u tocki P na krivulji c i lezi u

normalnoj ravnini krivulje ¢ u tocki Q. Stoga, mora biti kolinearna sa
An + ub. (7.8)
Bududi da su (7.7) i (7.8) kolinearni, mora vrijediti

N—ut  At+u

1 —Ak = i
A 0 i 1 ”

Odredimo A i p.
Iz prve jednadZbe imamo A = 1o 0.
Iz druge jednadZzbe slijedi:

uM —ult = APt A
(2 + A% = ud — Ay (7.9)

Kako je u # 0, moZemo pisati (7.9) u ovom obliku:

TP +A) N =M d <&)
i

Odredimo sada t:

Integriramo obje strane jednadzbe i dobivamo:

A
/Tds + ¢ = arctg (—) ,
¢
gdje je ¢ konstanta.

Sada je: % =tg (/Tds—i—c).

Uzmimo oznaku ¢ = / Tds, pa moZemo pisati: % =t {th-4-E)-
Sadaje: u = A ctg(¢ + ¢). Konaéno, jednadzba evolute krivulje cje:

r1 =r+pn+pctg(p+c)b,
gdjeje ¢ = /Tds.

Prethodna jednadzba predstavlja beskonacan skup evoluta za danu krivulju, od-
nosno svaki izbor konstante ¢ odreduje jednu evolutu. O
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Napomena 8. Vektor poloZaja tocke na lokusu sredista zakrivljenosti je
¢=14 gn;
a vektor poloZaja tocke na evoluti je
r1 =r+pn+pctg(p+c)b,
gdjep = / tds. Usporedimo li prethodne dvije jednadzbe, vidimo da se jednadzba evolute

ne moZe dobiti kao lokus sredista zakrivljenosti.

Napomena 9. Takoder, evoluta se ne moZe dobiti kao lokus sredista sferne zakrivljenosti
jer je tangenta u tocki na lokusu sredista sferne zakrivljenosti paralelna s b, dok je tan-
gencijalni vektor na evolutu paralelan s pn 4 ub, tako da ta dva lokusa ne mogu biti ista.
Stoga se evoluta ne moZe dobiti kao lokus sredista sferne zakrivljenosti. Medutim, imamo
sljedeci teorem.

Teorem 11. (vidjeti [5, Teorem 1.13.4]) Lokus sredista sferne zakrivljenosti je evoluta
ako i samo ako je krivulja ravninska.

Dokaz: Jednadzba evolute je

rn=r+pn+pctg(p+c)b , wz/rds.

Usporedimo li jednadzbu evolute s jednadzbom sredista zakrivljenosti krivulje
r1 = r+ pn, one e se podudarati ako i samo ako je p ctg(y +c) = 0. Kako je
p # 0, iz prethodnog uvjeta zaklju¢ujemo da vrijedi

/Tds—i—c:ng ili /TdS:%T—C.

Deriviramo obje strane prethodnih jednakosti po s i dobivamo 7 = 0, §to je nuzan
i dovoljan uvjet da krivulja bude ravninska, ¢ime smo dokazali teorem. O

Primjer 8. Pronadimo involutu i evolutu kruzne zavojnice
r(6) = (acosf,asinb, bh). (7.10)
Jednadzba involute krivulje parametrizirane duljinom luka s je
ri=r+ (A—s)t. (7.11)
Najprije odredimo duljinu luka s i t. Deriviramo (7.10), pa imamo:

dr ds ds )
e o = td_O = (—asinf,acosb,b).
Kako je
ds

5
(d_9> = (—asinf)?+ (acos8)* + b* = a* + b* = ¢,
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ds _
ae
Sada imamo

slijedi da je e.

1
t= E(—a sinf,acosb,b). (7.12)
Uvrstimo izraze za ¥(0) i t u (7.11) i dobivamo jednadzbu involute u sljedecem obliku:

r1 = (acos6,asinf, bf) + %(/\ —c0)(—asin6,acosb,b).

Jednadzba evolute je

vi=r+pn+pctg(p+c)b, gdjeje ¢ = /Tds. (7.13)

Kako bi odredili vq, moramo najprije prona¢in, b, p, T, .

Za kruznu zavojnicu znamo da vrijedi kK = —, T = —;, Sto daje
c

a

C_zl
b b

tpz/c—zds:c—zs.

Koristeéi (7.12) imamo

e 1 . 6
" E(—acos@,—asm{J,O)%.
Stoga je
i — 11(—11 6, —asin6,0) = éﬁ(— 6, —sinf,0) = (— cosB, —sinb,0)
= —5(-acosf, —asing,0) = — 5 (~cosf, —sinb,0) = (—cosf, —sin¥,0).

Dakle, imamo: n = (—cosf, —sin6,0).
Nadalje izracunajmo vektorski produkt: b = t x n.
Imamo:
txn = —(—asin6,acosf,b) x (—cosh, —sinb,0)

(u cosf-0—b(—sinf), —bcosh — (—asinf - 0), (asin® ) + (a cos? 9))

(b sinf, —bcos 6, a(sin” @ + cos? 9))

AlRa|lRA|FRO |

(bsin®, —bcosb,a).

Dobivene izraze za 1, n, b uvrstimo u (7.13) te dobivamo jednadzbu evolute:

vi = (acosf,asinf,bd) + (—cosf, —sin#6,0)

ctg[%@ + 7] - (bsin®, —bcosb,a)

c

m|ﬁ|\>m|ﬁ|\>

_|_
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Prethodnu jednadZbu moZemo zapisati i na sljedeci nacin:

2
X = acosG—C—cos@%—fbsinﬂ-ctg(@-k}\)
a a c
- , ,
y = asinG—C—sinG—Ebcos@-ctg(—eJrA)
a a c
7z = b9+cctg<b?9+/\) .

L 3

-
/zavo,-:c:

Slika 7.3: Involuta i evoluta kruZne zavojnice
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Sazetak

Tema ovog diplomskog rada jest sferna zakrivljenost krivulje. SrediSte, odnosno
polumjer sferne zakrivljenosti definira se kao srediSte, odnosno polumjer oskula-
cijske sfere. U radu je proucavan lokus sferne zakrivljenosti krivulje, te su defini-
rane veze izmedu Freneteovih bridova lokusa i polazne krivulje. Specijalna paznja
posvecena je involutama i evolutama krivulje. Rad je potkrijepljen primjerima, ¢iji
su graficki prikazi izradeni su pomoc¢u GeoGebre.

Kljuéne rijeci

krivulja, zakrivljenost, oskulacijska sfera, sferna zakrivljenost
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Spherical curvature of a curve

Summary

The topic of this work is spherical curvature of a curve. Center and radius of
spherical curvature are defined as center and radius of osculating sphere. The
study focuses on the locus of spherical curvature of a curve. Also we defined
connections between Frenet frames of locus and original curve. Special attention is
given to the involutes and evolutes of a curve. This work is supported by examples
whose graphical representations were made by GeoGebra.

Key words

curve, curvature, osculating sphere, spherical curvature
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