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Sazetak

U ovom zavr$nom radu proucavat ¢emo rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi. Prvo
¢emo pokazati kako se numericki rjeSavaju nelinearne jednadzbe (Newtonova metoda - me-
toda tangenti te neke modifikacije Newtonove metode), a potom ¢emo objasniti rjeSava-
nje sustava nelinearnih jednadzbi. Prilikom rjeSavanja sustava nelinearnih jednadzbi, naj-
viSe ¢emo se fokusirati na Newtonovu metodu, no na kraju ¢emo spomenuti i neke kvazi-

Newtonove metode.

Kljuc¢ne rijeci

Nelinearne jednadzbe, metoda tangenti, modifikacije, sustavi nelinearnih jednadzbi,
Newtonova metoda, kvazi-Newtonove metode



Solving systems of nonlinear equations using Newton’s

method

Summary

In this paper we consider numerical methods for solving the systems of nonlinear equ-
ations. First, we introduce some methods for solving nonlinear equations (Newton’s method
- method of tangents and also some modifications of Newton’s method). Afterwards, we
describe the ways of solving systems of nonlinear equations. The main focus will be on
Newton’s method, also some quasi-Newton methods will be mentioned.

Keywords

Nonlinear equations, method of tangents, modifications, systems of nonlinear equations,
Newton’s method, quasi-Newton methods
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1 Uvod

U ovom radu bavit éemo se jednom iterativnom metodom za rjeSavanje sustava neline-
arnih jednadzbi. Prije nego $to dodemo do same metode za rjeSavanje sustava, vazno je
pojasniti kako se rjesavaju nelinearne jednadzbe. Zbog toga u uvodnom dijelu najprije govo-
rimo o tome kako opcenito rijeSiti nelinearnu jednadzbu, a nakon toga problem proSirujemo

na rac¢unanje rjeSenja sustava nelinearnih jednadzbi.

1.1 Rjesavanje nelinearnih jednadzbi

Promatramo realnu neprekidnu funkciju f definiranu na segmentu [a, b]. Svaki realni broj

&, koji je rjeSenje jednadzbe
flz) =0, (1)

nazivamo nultockom funkcije f koja geometrijski odgovara sjecistu grafa funkcije f s aps-
cisom. Moze se dogoditi da neka funkcija ima vise realnih nultoc¢aka, da su neke visestruke
nultocke ili da ih uopée nema.

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu /= [a,b] i ako na rubovima intervala prima
suprotne vrijednosti

fla)- f(b) <0,

tada postoji barem jedna tocka £ € I gdje je f(§) = 0. Nadalje, ako je prva derivacija f’
stalnog predznaka na intervalu I, tada je to i jedina nultocka funkcije f na intervalu I. Stoga
se posao trazenja realnog rjesenja jednadzbe (1) svodi na:

1) Separaciju intervala I u kojemu funkcija ima nultocku &;

2) Odredivanju nultocke &£, pomocu neke iterativne metode, s unaprijed zadanom toc-

noscu.

1.2 Newtonova metoda (metoda tangenti)

Kod Newtonove metode, neprekidnu funkciju f aproksimiramo njezinom tangentom.
Pretpostavit ¢emo da je funkcija f na [a,b] neprekidna, ima prvu i drugu derivaciju, tj.
f € C?*a,b]. Ako vrijedi i

fla)- f(b) <0
to znadi da f ima nultocku u [a, b].
Neka je z¢ € [a,b] poCetna aproksimacija. Koriste¢i razvoj funkcije f u Taylorov red u

okolini tocke z¢, funkciju f aproksimiramo linearnom funkcijom

g(z) = f(z0) + (x — 20) f'(0)-



Umjesto rjesavanja jednadzbe (1), rjesavat ¢emo jednadzbu oblika
g(x) =0, (2)
to jest
f(@o) + (x — x0) f' () = 0.

Sredivanjem dobivamo

vy f(zo)
(o)
Oznacimo li s x; rjeSenje jednadzbe (2), onda imamo
. f (o)
TR )
Ponavljajuéi gore navedeni postupak dobivamo niz aproksimacija (z,1, n € Ny) oblika

Tpy1 = Tn — f’(l’ )
n

y A

0 :_/ ;EQ/J‘J Bg= b

Slika 1: Newtonova metoda tangenti

Teorem 1 (vidi [2], Teorem 4.3.). Neka funkcija f: I — R ima neprekidnu drugu derivaciju
na intervalu I = [a,b]. Neka je nadalje, f(a)- f(b) <0, a prva i druga derivacija funkcije f
na intervalu I imaju stalan predznak.

Tada, ako je xy € I izabran tako da je
f(@o) - f"(z0) > 0,

niz definiran s
F@n) o1

Tpt1 = Ty — my
n



konvergira prema jedinstvenom rjeSenju & jednadzbe f(x) = 0.

Pri tome vrijedi ocjena pogreske aproksimacije
M, 5
— Tn < 5 \In — Tp— 9
1§ | 2m1( 1)

gdje je

_ s / _ 11
my = min | f'(z)], M, = max |f"(z)],

a metoda ima kvadratnu brzinu konvergencije, tj. vrijeds

My

— 4n g_ - n2-
€ — Tnya| le(f Tn)

Dokaz. Za dokaz vidjeti [2]. O

Ako zelimo da pogreska u izra¢unatoj aproksimaciji nultocke bude manja ili jednaka ¢,
onda nam i desna strana prethodne nejednakosti mora biti manja ili jednaka . Iz toga nam
proizlazi dinamicka ocjena pogreske

2m1€
M,

[ — 25— &
Primjer 1. Newtonovom metodom tangenti nadimo realne nultocke jednadzbe
g +e—1=0
s tocnodéu € = 1074,

RjeSenje:
Mozemo uvidjeti da nam je zadani polinom neprekidna funkcija i da su mu sve derivacije
neprekidne. Njegova derivacija je oblika

fllz)=52z*+1>0, VzeR.

Kako je zadani polinom strogo rastuca funkcija, on ima samo jednu realnu nultocku.
Zbog f(0) = —1 (i strogog rasta), ne postoje negativne nultocke. Kako je f(1) = 1, nultocka
je sigurno u intervalu [0, 1]. Vidimo da nam prva derivacija ne mijenja predznak na [0, 1],

dok druga derivacija
o) = 2083

na [0, 1] ima pozitivan predznak, osim u tocki 0. Zbog toga trebamo suziti interval [0, 1] tako
da nam druga derivacija ne mijenja predznak.
Sada ¢emo ispitati je li nam nultocka ostala u intervalu [0.5, 1].

(0.5} = (0:5)° + (05) —1 <0, F05]=f(1) <0



Time smo osigurali da nam druga derivacija ne mijenja predznak na intervalu [0.5, 1]. Kako
je f"(x) > 0 na [0.5,1], zapocet ¢emo iz onog ruba intervala gdje je funkcijska vrijednost
pozitivna. Dakle, da bi vrijedilo f(zg) - f”(x¢) > 0, treba zapoceti iz g = 1. Na taj nadin
smo zadovoljili sve uvjete konvergencije na intervalu [0.5, 1].
Kako bi odredili nultocku jednadzbe sa zadanom toc¢noséu, moramo u svakom koraku
provjeriti pogresku aproksimacije. Rac¢unamo:
m= min |f(@)l= min (52%+1)

— £/(0.5) = 1.3125

M, = "(z)] = 202
2 wg[loégfulf ()| xén[oa.‘éi]( 0z”)

= f"(1) = 20.

Kriterij zaustavljanja glasi

omie \/2 .1.3125 - 104
n — dn— < = ~ U. 23.
|Zn — Zn1] <4/ 7 = 0.003623

Niz iteracija dobivamo iz

Iz Tablice 1 uvidamo da je |z, — x3] < 0.003623. Zaklju¢ujemo, aproksimacija nultocke je
x4 = 0.754878.

n Tp |xn - xn—1| f(xn)

0 1 — 1

110.833333 | 0.166667 | 0.235211

21 0.764382 | 0.003622 | 0.025329

31 0.755025 | 0.009357 | 0.000612

41 0.754878 | 0.000147 | 0.000001

Tablica 1: Newtonova metoda za funkciju iz Primjera 1.
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Slika 2: Presjek krivuljay =2 iy = -z +1

1
Primjer 2. Newtonovom metodom rijesimo jednadzbu /x +1 = o tocnosséu e = 1072,
%

Rjesenje:
Grafovi funkcijay = vz +1iy = 51; sijeku se u jednoj tocki (vidjeti Sliku 3). To znadi
1
da dana jednadzba ima to¢no jedno rjeSenje, tj. funkcija f(z) = Vo +1 — % ima to¢no
75
jednu realnu nultocku. Prema Slici 3, naslué¢ujemo da ona pripada intervalu [é, 1}. Zaista,
kako je f(£) ~ —1.4 <0, f(1) ~0.91 > 0 i f neprekidna, tada je ¢ € [£,1].

1
Slika 3: Presjek krivulja y = o iy=+vzr+1
B



Provjerimo jesu li na intervalu [£, 1] ispunjene pretpostavke iz Teorema 1.

Vrijedi:

1 1 1
2)= ——+-—>0, z€|=1],
A e/ +1 22 [5 }

1 1 1
Me)y=——2 Ly xe[—,l}.

Pocetnu aproksimaciju o biramo tako da je f(zo) - f”(x9) > 0. Kako je f(£) - f"(3) > 0,
uzet ¢emo xy = % Oznadimo:

1 1 1
o) =17 @ = o) = a5 > 0 w515
1 1 1
h(.’L’) s |f”(l')’ = —f”(l') = m + E < 0, (A |:5, 1:| .

Slijedi, ¢'(z) = f"(x) < 0 za x € [%, 1], pa je g strogo padajuca funkcija na tom intervalu.

Takoder, g je pozitivna funkcija te postize minimum na desnom rubu intervala [%, 1} s 1]

my = min |f(z)|= min g(x)
ve[3.1] z€[3:1]
v2 1
9() = +3
Kako je h'(z) = —f"(z) = ——2— — x% <0Ozaxé€ [%, 1} te je h strogo padajuca funkcija

84/ (z+1)®

na tom intervalu. Takoder, A je pozitivna funkcija te postize maksimum na lijevom rubu

intervala [1,1] , tj.

M, = max_ |f"(z)| = max h
me[%71]| (z)| = e (z)

|
= fy <g> = 125.1901814.

Kriterij zaustavljanja glasi

|20 — Tn1| < ,/leg © ~ 0.001168.
125 1901914

Niz iteracija dobivamo iz

\/:v—l—l—i

Tp41 = Tp — ﬁ, Ty = 0.2.
2vr+1 2x2

Iz Tablice 2 uvidamo da je |x5 — x4 < 0.001168. Zaklju¢ujemo, aproksimacija nultocke
c~ x5 = 0.419643.



n T, |xn - xn—1| f(l'n)

0 2 — —1.4045549

1 10.308406 | 0.108406 | —0.4773838

21 0.392246 | 0.0838405 | —0.0947755

0.418071 | 0.0258245 | —0.0051412

=~ | W

0.419638 | 0.0015672 | —0.0000175

5 | 0.419643 | 0.0000054 | —0.0000012

Tablica 2: Newtonova metoda za funkciju iz Primjera 2.

1.3 Modifikacije Newtonove metode

Primjena Newtonove metode ponekad je otezana jer u svakom koraku zahtijeva racunanje
vrijednosti funkcije i njezine derivacije. Zbog toga koriste se tzv. "modifikacije Newtonove
metode" u kojima se izbjegava izracunavanje derivacije funkcije u svakoj iteraciji.

Jedna od najvaznijih modifikacija je metoda sekanti. Ova metoda se sastoji u tome da
na intervalu I = [a, b] izaberemo dvije pocetne aproksimacije zp i z; te povu¢emo sekantu

grafa kroz tocke (xq, f(zg)), (21, f(x1)). Narednu aproksimaciju z, dobit ¢emo kao sjeciste

B zof(21) — 21 f(20)
2 )
f(@1) = f(@o)
Ponavljajuéi postupak, dobivamo niz definiran rekurzivnom formulom
wn—lf(xn) - xnf(mn—l)

Tpil = @) — Flons) Pl 7 Flitn—1); 8 =152 -

sekante s osi x

ako je f(x1) # f(o)-

Slika 4: Metoda sekanti



Uz uvjete f'(£) # 01 f”(€) # 0, metoda sekanti ima brzinu konvergencije 1*—2*/5 ~ 1.618
ako su pocetne aproksimacije xg, 7 birane dovoljno blizu rjesenja &.

Takoder metoda koju mozemo smatrati jednom modifikacijom Newtonove metode je me-
toda regula falsi. Pretpostavit ¢emo da je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu
[a,b] i da je f(a)- f(b) < 0. Ozna¢imo: zy := a, by := b i povucimo pravac tockama
(20, f(x0)), (bo, f(bg)). Taj pravac sijece os x u tocki

— o f(bo) — bof(xo)
: f(bo) — f(x0) ,

Nultocka je pronadena ako je f(c;) = 0, u protivnhom postupimo na sljedeé¢i nacin

Ty < ¢ < by.

1 =C

ako je  f(cy) - f(zg) > 0, inace o1
by = by

61:1'0

i povucimo pravac tockama (1, f(x1)), (b1, f(b1)). Ponavljajuci postupak dobivamo niz (z,,)

koji linearnom brzinom konvergira prema jednom korijenu jednadzbe f(x) = 0 na intervalu
[a, b].

yu

Slika 5: Regula falsi

Primjer 3. S tocnoséu € = 0.005, metodom sekanti odredimo rjesenje jednadzbe
3 4+222 -3z —-5=0

na intervalu [—1.8,0].

Rjesenje:

Ozna¢imo [ = [—1.8,0], gdje je zy = —1.8, a 3 = 0. Treba provjeriti vrijedi li
f(zg) - f(z1) < 0. Ra¢unamo:

f(=1.8) - f(0) = —=5.24 < 0.



Kriterij zaustavljanja glasi

ma

<e, gdjeje my = mi}l |f'(x)].
Te

Kako je z € [—1.8,0], slijedi f'(z) = 322+ 42 —3 < 0 pa je |f'(z)| = —3x? — 4z + 3. Nadalje

rac¢unamo

=min|f(z)] = min [32® +4z — 3
- LA L
= min (—32® — 4z + 3) = 0.48.

z€[—1.8,0]

Koristeéi rekurzivnu formulu

o nf () = o n)
o f(xn) - f(mn—l)

dobivamo sljedece vrijednosti navedene u Tablici 3.

n v, /o)l
mi

0] —18 -

1 0 -

2 | —1.488095 | 1.24554

—1.32916 | 0.35965

—1.26464 | 0.06252

Ot | &=~ | W

—1.27419 | 0.00201

Tablica 3: Tijek iterativne metode

Kako je %If’” = 0.00201 < ¢, slijedi da trazena aproksimacija nultocke iznosi x5 = —1.27419.
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2 RjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi

Postoji moguénost generalizacije metoda za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi.
Pretpostavimo da rjesavamo sustav nelinearnih jednadzbi

fi(z1,...,2,) =0

Sl 5205 ) = 0,

pricemujen>21i fi: R" >R, ¢=1,--- ,n.
Ako uvedemo vektorske oznake x = (x1,...,2z,)T € R, f(x) = (fi(z),..., fu(z))T, gdje je
f: R* — R, onda sustav (3) mozemo zapisati kao

f(x) = 0.

Definicija 1. Neka je f = (f1,..., fn): R" — R" neprekidna diferencijabilna funkcija i

x = (21,...,2,) € R". Matricu

oh Oh
8I1 e 8xn
of
J — Re—
0x
Ofn Ofn
8I1 e axn

nazivamo Jacobijeva matrica.

Primjer 4. Promatrat éemo sustav nelinearnih jednadzbi za razlicite vrijednosti parametra

a € [0,1]. Neka je

fl(l'l,.l'Q) EI% —$2+Oé: O

falmy, @)= —my 325 La=10

Kao $to mozemo vidjeti na Slici 6, za razli¢ite vrijednosti parametra a € [0, 1] sustav

moze biti nerjesiv ili moze imati jedno, dva ili tri rjeSenja.
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(a) a=1 (b) a=1/4

N

-1

/TN

|
a=-1

(d)

-2
-2

/T

Slika 6: Graficki prikaz sustava nelinearnih jednadzbi

2.1 Newtonova metoda za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi

Newtonova metoda moZe se generalizirati za rjesavanje sustava nelinearnih jednadzbi (3).
Najprije ¢emo izabrati poetnu aproksimaciju x(© = (m?), xéo), o ,x%o))T € R" i svaku od
funkcija f; razvit ¢emo u Taylorov red u okolini (9, te odgovarajuéu linearnu aproksimaciju

oznacit ¢emo s f;:

Sada umjesto sustava (3) rjesavat ¢emo sustav
fix)=0, i=1,...,n,

Sto ¢emo zapisati i u matricnom obliku na sljedec¢i nacin

JOs = —£(x),  gdje je (4)
Af1(x© Af1(x©
fla(an : e ft()(xn ) Ty — ang) fl (X(O))
JO _ . . . §= . ’ f(X(O)) _ .
O fn(x(0) A fn(x(0) _ .0 (0)
Oxy R Oxnp, o g fn(x )

Matricu J nazivat ¢emo Jacobijeva matrica ili Jacobijan sustava u tocki x(*) € R™. Nova
aproksimacija rjeSenja ¢e biti
x® = x© 4 O
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gdje je s rjesenje sustava (4). Opéenito, dobit ¢emo iterativni postupak

x®+D) = x® 1 s® k=01, (5)

k)

gdje je s rjegenje sustava

J®s = _f(x®), (6)

pri ¢emu je J® odgovarajuc¢a Jacobijeva matrica u tocki x*) € R®. Mozemo primijetiti da
se iterativni postupak (5)-(6) uz pretpostavku regularnosti Jacobijana J* moze zapisati u
obliku

x(E+D) — (k) _ (J(k))_lf(x(k)), k=0,1,... (7)

Postupak (5)-(6) numericki je stabilniji pa se iterativni proces (7) rijetko koristi.
Primjer 5. Koristeci Newtonovu metodu, odredit éemo prve dvije aproksimacije rjesenja
sustava
48+ 23 —4=0
T+ x9 —sin(zx; —x9) =0
uz pocetnu aproksimaciju ° = (1,0)7.

Rjesenje:

Prvo ¢emo zapisati sustav u matricnom obliku

4r2 + 22 — 4

pa Jacobijana

I(z1,22) = {

Da bi odredili x) = x© + s trebamo rijesiti sustav

8331 2.7)2
1 —cos(xy —xy) 1+ cos(xy —xo)|”

JOsO — _f(x(),
gdje je

8 0 . 0
JO = J") =3(1,0) = L —cos1l 1+ cos J PG =101,0) = L — sin 1] '

Sada imamo sustav

8 0 sP [0
1—cosl 1+4cosl Sg)) |1 —sinl|"

RjeSenje prethodnog sustava je

te za aproksimaciju dobivamo
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Dalje zelimo odrediti x® = x™ + s(!) pa najprije moramo odrediti s*) iz sustava
JWs® = _f(x M),
gdje je

8 _ 49
50
3.38-10~* 1.9997

8 ~9 7 s Jo.2401
3.38-107% 1.9997 Sgw - 0.484 |-

Rjesenje prethodnog sustava je

IO = J(xW) = J(1,-0.49) = {

Sada imamo sustav

L) _ [~0.0507
—0.242

te za aproksimaciju dobivamo

(5 _ [0.9403
—0.732)

Trazene aproksimacije iznose

1 ~0.0597
1 ..
* _{ } PR _[—0.242]'

2.2 Kvazi-Newtonove metode

Kvazi-Newtonove metode, koje je 1965. godine uveo C. G. Broyden, zauzimaju vrlo
vazno mjesto medu metodama za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi. Ovim metodama
se izbjegava racunanje Jacobijana u svakoj iteraciji kao Sto je to slu¢aj kod Newtonove
metode.

a) Broydenova metoda
Iterativna metoda zadana s

k+1) _

x( x® 4+ s®  k=01,...,

gdje je s®) rjesenje sustava
BkS = —f(X(k)),

gdje su B matrice koje uz dobar izbor pocetne aproksimacije By sve vise nalikuju
Jacobijanu, a izra¢unavaju se iz rekurzivne formule:

(v, — Bisi)si,

B... =B

C k=0,1,...,

gdje je
v = f(x®D) — f(x®), s, = xE+D _ x®),
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b) Davidon-Fletcher-Powellova (DFP) metoda
Iterativna metoda zadana s

xF = xF — H f(x®), k=0,1,...,
gdje je
sist, Huwyyi Hi
(ykvsk) (ykakayk)7

c) Broyden-Fletcher-Goldfarb-Schanoova (BFGS) metoda
Iterativna metoda zadana s

Hy,,=H;+ =01 ...

x®+) = xF _ H f(x*), k=0,1,...

gdje je

i T T

S S SiS

Hk+1:(1— kYk>Hk(I—ykk>+ kk, =01,
Vi Sk Vi, Sk Vi Sk

MoZemo primijetiti da je rang (Bx,1 —By) = 1. Zbog toga kazemo da je Broydenova metoda
ranga 1. Metode DFP ili BFGS, u kojima su korekcije Jacobijana Hj, ranga 2, koristit ¢emo
ako je Jacobijan simetri¢na matrica. Rekurzivne formule za generiranje korekcija Hy ¢uvaju
simetri¢nost i pozitivnu definitnost korekcije kod DFP i BFGS metode.

Primjer 6. Koristeéi Broydenovu metodu, odredit éemo prve dvije aproksimacije rjesSenja

sustava

.T1—|—2332—2:O

T} +4x5—4=0

uz pocetnu aproksimaciju =z = (1,2)7.

RjeSenje:

Prvo ¢emo zapisati sustav u matri¢cnom obliku

xr1 + 21’2 -2
@y, 22) = z2+4x2 —4

pa Jacobijana

To 11— 1
o= [72 91,

Da bi odredili x) = x© 4+ s trebamo rijesiti sustav
Bos® = —f(x(o)),
gdje je

By = JO — 3x©) = 3(1,2) E 126} P Ex©) = £(1,2) = {133} .
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Sada imamo sustav

Rjesenje prethodnog sustava je

te za aproksimaciju dobivamo
10
1 {——2} _ {—0.83}
A= | = .
5 1.42

Dalje zelimo odrediti x®® = x™ + s(!) pa najprije moramo odrediti s*) iz sustava

gdje je
B _
B, =B+ o 050)So ; 0 f(x(l)) — f(x(o)) — { 139}
(s0,s0) BT
1 2
=bBi= [0.34 15,28
i 10 17 [0 ]
fx)—f(—— L) =Y
12" 12 |35
Sada imamo sustav
O L
0.34 15.26] |s{V 8-
Rjesenje prethodnog sustava je
sO _ 0.6
-0.3
te za aproksimaciju dobivamo
<@ — —0.23
Iz

Trazene aproksimacije iznose

—0.83 0.6
W — i x® =
* { 1.42 ] PE [—0.3} '
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