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Sazetak. U ovom radu se analiziraju osnovni pojmovi iz teorije vjerojatnosti, kao sto su
vjerojatnosni prostor, slucajna varijabla i Bernoullijeva distribucija, a koji su potrebni za
iskazivanje i dokazivanje centralnog grani¢nog teorema.

Iskazat ¢e se klasi¢ni centralni grani¢ni teoremi koji su se pojavljivali kroz povijest i
kojima su znanstvenici postupno dolazili do opéeg centralnog grani¢nog teorema.
Nadalje, analizirati ¢e se i uniformna konvergencija u centralnom grani¢nom teoremu,
karakteristi¢na funkcija, infinitezimalni sistem te jo$ neki pojmovi.

Konacno, iskazat ¢e se i dokazati op¢i centralni grani¢ni teorem.

Kljuéne rijeci: vjerojatnosni prostor, slu¢ajna varijabla, Bernoullijeva shema, konvergen-
cija po distribuciji, karakteristi¢na funkcija, infinitezimalni sistem, de Moivre Laplaceov
teorem, centralni grani¢ni teorem

Abstract. This paper will reiterate the basic concepts of the probability theory such as
probability space, random variable and Bernoulli’s distribution that are needed to de-
monstrate and prove central limit theorem.

It will analyze classical central limit theorems which scientists used throughout history
that helped them to discover general theory of central limit theorem.

It will also analyze characteristic function, infinitesimal system, uniform convergence in
central limit theorem and other concepts.

Finally, it will show and prove general central limit theorem.

Key words: probability space, random variable, Bernoulli’s scheme, convergence by dis-
tribution, characteristic function, infinitesimal system, de Moivre Laplace’s theorem, cen-
tral limit theorem.
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1 Uvod

Neki od najvaznijih dijelova moderne teorije vjerojatnosti su centralni grani¢ni teoremi.

Ovaj termin uveo je madarski matemati¢ar George Polya (1887.-1985.) kako bi naglasio

da je grani¢no ponasanje niza (Sn,n € IN), gdje je (X, n € IN) niz nezavisnih slu¢ajnih
n

varijabli, a S, = Y X} (n € IN), u smislu konvergencije po distribuciji bilo u centru
k=1

istraZivanja u teoriji vjerojatnosti od 18.stoljeca.

Cetrdesetih godina proglog stolje¢a objavljeno je potpuno rjesenje prosirene verzije cen-
tralnog grani¢nog problema, a za Cije rjeSavanje ¢e se koristiti metoda karakteristi¢nih
funkcija, pripadnim svojstvima karakteristi¢nih funkcija, teoremom inverzije i teoremom
neprekidnosti.

Prvi rezultat centralnog grani¢nog teorema pocetkom 18. stolje¢a relativno jednostavnim
matematickim metodama dokazali su Abraham de Moivre (1667.-1754.) i Pierre-Simon
Laplace (1749.-1827.) za Bernoullijevu shemu.

Zbog boljeg razumijevanja centralnih grani¢nih teorema, u poglavlju 2, definiramo os-
novne pojmove iz teorije vjerojatnosti s naglaskom na Bernoullijevu shemu. U poglavlju
3 iskazali smo Levyjev teorem koji je prirodna generalizacija de Moivre-Laplaceovog te-
orema te jos neke teoreme koji su nastali nastojanjem da se taj teorem generalizira. Rad
se bavi integralnim de Moivre Laplacovim teoremom koji je poseban slucaj centralnog
grani¢nog teorema te analizira uniformnu konvergenciju centralnog grani¢nog teorema.
Konac¢no, definirati ¢e se op¢i centralni grani¢ni teorem za Cije rjeSenje je potrebna slo-
Zena teorija beskonacno djeljivih distribucija.



2 Osnovni pojmovi iz teorije vjerojatnosti

Kako bismo mogli bolje razumjeti centralni grani¢ni teorem, definirajmo prvo osnovne
pojmove iz teorije vjerojatnosti o kojima se moze vise saznati u [1].

Definicija 2.1 Uredenu trojku (Q), F, P) nepraznog skupa elementarnih dogadaja, c—algebre F
na Q) i funkcije P : F — R koja je vjerojatnost zovemo vjerojatnosni prostor.

Za vjerojatnosni prostor kazemo da je diskretan ako je oc—algebra F na () jednaka
partitivnom skupu od Q, pisemo (Q, P(Q), P).

Za primjene vrlo vaZan slucaj niza n ponovljenih nezavisnih pokusa je tzv. Bernoulli-
jeva shema.

Definicija 2.2 Bernoullijeva shema je diskretan vjerojatnosni prostor (Q,P(Q)),P) gdje je
Q = Qf, P = PJ. Pritome je Oy = {0,1} dvoclani skup i Py = P(Qq) — [0, 1] vjerojatnost
na O takva da je Py ({1}) = p, L({0}) =gq=1—p,za0 <p <1

Dakle, Bernoullijeva shema metematicki je model za n nezavisnih pokusa, koje nazi-
vamo Bernoullijevi pokusi, od kojih svaki ima samo dva moguca ishoda — "uspjeh" (1) i
"neuspjeh” (0) — pri ¢emu je vjerojatnost uspjeha u svakom pokusu ista.

Definicija 2.3 Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor i B(R) o— algebra na R odredena svim
otvorenim podskupovima na R koju zovemo Borelova o—algebra. Svaka funkcija X : ) — R za
koju je skup {w € Q) : X(w) € B} € F, za svaki B € B(R) zove se slucajna varijabla.

Slucajna varijabla moZe biti neprekidna ili diskretna, ovisno o tome je li joj slika ne-
prekidan ili diskretan skup.

Definicija 2.4 Neka je dan vjerojatnosni prostor (Q), F,P) i funkcija X : QO — R za koju
vrijedi {w € O : X(w) < x} € F,zasvakix € RiP(X < x) = P{w € O : X(w) <
x}) = [T f(t)dt, gdje je f : R — R funkcija gustoce slucajne varijable X. Tada kazemo da je
X : Q) — R (apsolutno) neprekidna slucajna varijabla.

Definicija 2.5 Slucajna varijabla X : Q) — R na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) je dis-
kretna ako postoji diskretan skup D C R takav da je P(X € D) = 1.

Teorem 2.1 Na diskretnom vjerojatnosnom prostoru (QQ, P(Q}), P) je svaka funkcija X : O — R
slucajna varijabla i to diskretnog tipa.

Teorem je iskazan i dokazan u [1].

Definicija 2.6 Neka je (X,,n € IN) niz slu¢ajnih varijabli s pripadnim nizom funkcija distri-

bucije (F,,n € IN). Ako postoji funkcija distribucije F tako da F,(x) konvergira u F(x), za

svaki x € R u kojem je funkcija distribucije F neprekidna, onda kaZemo da niz slucajnih vari-

jabli (X,,n € IN) konvergira po distribuciji prema slucanoj varijabli X kojoj je F funkcija
o D

distribucije. Oznaka X, — X.

Konvergencija po distribuciji znaci da , za dovoljno velik n, PX;,, < x moZemo aprok-
simirati F(x).

Sada ¢emo navesti neke od glavnih primjera parametarski zadanih diskretnih slu¢ajnih
varijabli.



Slucajna varijabla X je Bernoullijeva ako moZe poprimiti to¢no dvije vrijednosti, od-
nosno ako joj je slika neki dvoc¢lan skup. Distribucija Bernoullijeve slucajne varijable

izgleda ovako:
0 1
X = .
( lp p )

Ocekivanje Bernoullijeve sluajne varijable je EX = p, a varijanca VarX = p(1 — p).
Navedimo jedan primjer Bernoullijeve slucajne varijable.

Primjer 2.1 Slucajan pokus sastoji se od bacanja simetricnog novciéa. Neka je X Bernoullijeva
slu¢ajna varijabla kojom modeliramo ishod bacanja (pismo ili glava). Primjerice, smatramo da je
uspjeh ako je palo pismo, a neuspjeh ako je pala glava. Distribucija slucajne varijable je

X= ( 192 liZ > , 1 —palo je pismo, 0 — pala je glava.
Slucajna varijabla X ¢ija je realizacija broj uspjeha u n (nezavisnih) ponavljanja Berno-

ullijevog pokusa naziva se binomna slucajna varijabla. Slika binomne slucajne varijable

je skup {0,1,...,n}, a pripadne vjerojatnostisu p; = P(X =i) = () p'(1—p)" ", n €N,

p € (0,1).

Oznaka X ~ B(n,p). Octekivanje binomne slucajne varijable je EX = np, a varijanca

VarX = np(1 —p).

Primjer 2.2 Stroj proizvodi CD-ove. Vjerojatnost da bude proizveden neispravan CD je p. Za-
nima nas broj neispravnih CD-ova ako s beskonacne trake uzimamo njih 100. Slucajna varijabla
kojom modeliramo broj neispravnih CD-ova medu 100 odabranih jest binomna slucajna varijabla
X s parametrima n = 100 i p, a zadana je sljedecom tablicom distribucije:

X:(O 1 ... 100>,
pr p2 ... P1oo

100
i

gdje je

pi=P(X=1x;) = ( ) pi(1—p)%-  ie{0,1,...,100}.

Osim diskretnih slucajnih varijabli, vaZzne su i parametarski zadane neprekidne slu-
¢ajne varijable. Jedna od takvih je normalna slucajna varijabla.

Slu¢ajna varijabla X ima normalnu distribciju s parametrima y = EX i 0 = VarX ako
joj je funkcija gusto¢e dana s

(x—p)?
1 _
f(x) = e 202, x,ucR, o*¢c 0, +oo).

Oznaka: X ~ N (u,c?).
Najcesce se koristi jedini¢na (standardna) normalna sluc¢ajna varijabla za koju je ka-
rakteristitno da joj je o¢ekivanje # = 0 i varijanca ¢ = 1.

Bernoullijeva shema bitna je jer su prvi tip centralnog grani¢nog teorema dokazali de
Moivre i Laplace upravo za nju, $to ¢emo razmatrati u sljedecem poglavlju.
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3 Centralni grani¢ni teorem

Neka je (X,,n € IN) niz nezavisnih slucajnih varijabli i neka je S, = Y} Xy, n €
IN. U ovome poglavlju proutavat ¢emo granitno ponasanje niza (S,,n € IN) u smislu
konvergencije po distribuciji.

3.1 Klasi¢ni centralni grani¢ni teoremi

Prvi rezultat tipa centralnog grani¢nog teorema dokazali su de Moivre i Laplace za
Bernoullijevu shemu.

Teorem 3.1 (de Moivre-Laplace)
Neka je S, ~ B(n,p), n € N, 0 < p < 1. Tada vrijedi

S Dy Ar(0,1) zan — oo, (1)
np(1—p)
Dokaz. Slijedi iz teorema [3.2] koji je njegova prirodna generalizacija. O

Opcenito, centralni grani¢ni teoremi govore o uvjetima pod kojima niz funkcija distri-
bucije standardiziranih suma slucajnih varijabli konvergira prema funkciji distribucije
standardne normalne slucajne varijable, pa navedimo neke od njih.

Teorem 3.2 (Levy)

Neka je (X, n € IN) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli s oCekivanjem y i

varijancom o2, 0> € (0, +o0), u € Rinekaje Sy, = Yi_; Xi, n € N. Tada vrijedi

S, —ES, D
- " 3 N(0,1 — . 2
i (0,1) zan — +oo (2)

Napomena 3.1 Iznimno, ako je (X,, n € IN) niz jednako distribuiranih Bernoullijevih slucajnih

varijabli
0 1
Xl_(l-p p ) peioL),

tada je S, ~ B(n,p), ES, = np, VarS,, = np(1 — p), pa mozemo zakljuciti da
VvVarS,  \/np(1—p)

Dakle, za velike n vjerojatnosti po binomnoj distribuciji mogu se priblizno racunati
koriste¢i normalnu distribuciju.

Primjer 3.1 Neka je X ~ B(500,0.4). Tada znamo da je

Ly N(0,1).

175 , ,
P(X<175) =) (5?0> 0.4'0.6°0,
i=0

Buduéi da je izracunavanje te sume komplicirano, a n velik, za izra¢un vjerojatnosti P(X < 175)
moZemo koristiti aproksimaciju binomne distribucije normalnom distribucijom. Uocimo da je
np =200i+\/np(l—p) = 10.95, pa slijedi da je

X — 200 - 175 — 200 _p X — 200
1095 — 10.95 - 10.95

P(X<175) =P ( < —2.28) ~ P(Z < —2.28),
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gdje je Z standardna normalna slucajna varijabla. Prethodnu vjerojatnost moZemo izracunati
koristenjem prikladnog matematickog softvera:

P(X < 175) ~ 0.0113.

Analognim postupkom moZemo aproksimirati i mnoge druge vjerojatnosti - tako je, npr. P(175 <
X <225) =~ 0.98.

Pokazimo sada primjenu teorema 3.2 na aritmeti¢ku sredinu. Neka je (X,, n € IN) niz
nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli s o¢ekivanjem u i varijancom ¢? i

S obzirom da je

ocito je

Dakle, prema teoremu [3.2] slijedi da

Vi Dy w0, 1),

pa kaZzemo da se \/ﬁ@ Y (0,1) asimptotski ponasa kao sluajna varijabla s distri-
bucijom N (0, 1), odnosno da X, asimptotski ima N (u, ‘;—2) distribuciju.

U teoremu vrlo jaka pretpostavka je da su slucajne varijable jednako distribuirane.
Kako bi generalizirali taj teorem, u sljede¢em teoremu je dan prvi op¢i dovoljan uvjet za
konvergenciju po distribuciji prema normalnoj razdiobi.

Teorem 3.3 (Ljapunov)

Neka je (Xn,n € IN) niz nezavisnih slucajnih varijabli i neka je S, = Y i_y Xg, a s3 = VarS, =
Y7_, VarXy, n € IN. Pretpostavimo da je sy > 0 i da postoji 6 > 0 takav da je E(|X,]*0) < o0
za sve n i da vrijedi

1 & 245
r}g{}oﬁngﬁxk—EXH ]=0. 3)

Sy —ES; D
Tada % = N(0,1) zan — oo.
n
U ovome teoremu jak zahtjev je da se trazi kona¢nost momenta reda veceg od 2.
Teorem ne¢emo dokazivati, jer éemo pokazati da je on posljedica sljedeéeg opcenitijeg
teorema.
No prije toga definirajmo mjeru i integraciju po mjeri o ¢emu se moZe vise saznati u [5].



Definicija 3.1 Neka je A (T—algebrvﬂ na skupu X. Mjera na A svako je preslikavanje y : A — R
s ovim svojstvima:

(i) (nenegativnost) u(A) > 0za svaki A € A,
(i) (@) =0,
(iii) (0-aditivnost ili prebrojiva unija) Za svaki niz (A;)ien niz disjunktnih skupova iz A
vrijedi

(U, 4) = éu(A». (4)

Za u(A) kaze se da je mjera skupa A. Trojka (X, A, u) zove se prostor mjere. KaZemo da je
mjera u konacna ako je u(X) < oo.
Mjera u je o-konacna ako se skup X moze prikazati kao prebrojiva unija nekih skupova konacne
p-mjere, tj. ako postoji niz (A;)icn skupova iz A takvih da je X = U2, A; i u(A;) < oo za
svaki i € IN.
Skup A € A je o-konacan s obzirom na mjeru p ako se moZe prikazati kao prebrojiva unija
nekih skupova konacne y-mjere.

Za bolje razumjevanje definicije navedimo nekoliko primjera.
Primjer 3.2  a) Ako za svaki A € A stavimo u(A) = 0, dobivamo tzv. trivijalnu mjeru.
b) Funkcija y : A — [0, 00| definirana formulom
0, akoje A=0Q
H(A) = e
0, akoje A#D
je mjera.
c¢) Funkcija y : A — [0, co] definirana formulom
0, akoje A=Q
H(A) = !
1, akoje A#OD

nije mjera. Zaista, ako su A1,Ay disjunktni neprazni skupovi iz A, onda je u(A; U Ap) =
1, u(A1) + u(Az) = 2, sto nam govori da nije o-aditivna funkcija.

IFamiliju A podskupova skupa X nazivamo c-algebrom skupova na skupu X, ako ona ima sljede¢a
svojstva:

* () XEA
s (mMAeA= A€ A,
* (03) unija prebrojivo mnogo elemenata iz A je element iz A.

Za uredeni par (X, A) kazemo da je izmjeriv prostor, a elemente iz A nazivamo izmjerivim skupovima.
Neka su (X,.A) i (Y, B) izmjerivi prostori, A C X skup i f : A — Y funkcija. Funkcija f je izmjeriva u
paru c-algebri A i B, ili kraée A - B izmjeriva, ako je f1(B) € A za svaki B € B. Pritom f~!(B) oznatava
original skupa B, tj.

f1(B)={xc A: f(x) € B} C A.



Definicija 3.2 (Integral izmjerive funkcije)
Neka je (X, %, u) prostor mjere, a f : X — [—o0, 00| X-izmjeriva funkcija.

1. Ako je barem jedan od brojeva [ fTdui [ f~du konacan, onda se definira broj

/fdu = /f*du - /f‘du

i zovemo ga integral funkcije f s obzirom na mjeru y ili krace integral funkcije f. Za
funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je [ fdu konacan.

2. Neka je E € X izmjeriv skup. Ako je definiran integral [ xgfdu, onda broj

/Efdﬂ = /XEfdP‘

zovemo integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru y ili krace integral funkcije f
na skupu E. Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je [, fdu < oo.

Za kraj definirajmo integraciju na izmjerivom skupu.

Definicija 3.3 Neka je (X, X, i) prostor mjere, f : X — [—o0,00| izmjeriva funkcijai A € %.
Ako je definiran integral [ fx ady, onda broj

/Afdu = /fodV

zovemo integral funkcije f na skupu A s obzirom na mjeru y. Funkcija f je integrabilna na
skupu A € X.ako je [, fdu konacan broj.

Teorem 3.4 (Lindeberg) Neka je (X,,n € IN) niz nezavisnih slucajnih varijabli s konacnim
n

varijancama i neka je Sy, = Y, Xy, my = EX,, s2 = VarS,, n € IN. Pretpostavimo da je
k_

=1
s1 > 0. Ako za svaki € > 0 vrijedi

1 n
lim - / ¥ — ) 2dFy (x) = 0, 5
LN Y AN G DI NG ©)
Tada @ Dy N(0,1) zan — oo,
n

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je my = 0 za sve k. Zaista,
ako je teorem dokazan za taj slucaj, stavimo

X, = Xy —my; (dakleje EX, =0)
!/ n !/
S, = 2 X,
k=1

Tada imamo S _,ES” _ S ; ESn
n

(x — my)?dFx, (x) = E[(Xg — m)*K{| X, —m,|>e5,}] =
{x;|x—my|>eSn}
= E[(Xk)zK{\X,’stsn}] = / xzdFX;(x).
[vlx[2e5,}

i vrijedi



Sada pokazimo da Ljapunovljev uvjet (3) povla¢i Lindebergov uvjet (5).
Napomena 3.2 Neka niz (X, n € IN) zadovoljava uvjete teorema Vrijedi

ElIXc — EXPH) = [ [x = myf2HaF (x) >

> /1 | — g — my|*dFy, (x) >

{x;|x—my|>esy }

> 50 / (x — my)?dFy, (x).
{x;|x—my| =esn}

Prema tome, imamo

Y [ e mpn ) <

1
s L 2+5ZE]X,< EXi*™] =0 zan — co.

5
E”s —
{x;|x—my|>esy } " =1

Pokazimo da Lindebergov uvjet nije nuZan za konvergenciju prema N (0,1). Najprije
dokazimo da, ako je ispunjen Lindebergov uvijet, tada za svaki ¢ > 0 vrijedi

lim max P{M > s} =0,

n—o0 1<k<n Sn

: : . Xy —my . : .
u tome slucaju kazemo da su slucajne varijable 2k "X uniformno asimptotski zane-

Sn
marive ili da ¢ine infinitezimalni sistem (vidi definiciju ). Zaista, vrijedi

2
— dF. >
52 Z"/xx mi|>esy } x mk) xk(x) o

n k=1

> ¢ ZP{IXk —my| > esy} >

k=1
> e2 max P{|Xy — my| > es
max P{[Xy — m| > esp}.
S, —ES, b
Dakle, ako nademo primjer niza koji nije uniformno asimptotski zanemarivi ———— —
Sn

N(0,1), tada imamo konvergenciju prema N (0,1) bez Lindebergovog uvijeta.
S druge strane, ako su slucajne varijable uniformno asimptotski zanemarive, tada je Lin-

debergov uvjet nuZan i dovoljan za konvergenciju prema N'(0,1). Ta tvrdnja je iskazana
i dokazana u [2].

Kako bismo bolje razumjeli prethodno razmatranje, definirajmo jo$ neke pojmove.
Definicija 3.4 Familiju sluc¢ajnih varijabli oblika

X11, X12, -+ Xy

X21/ X22/ ey X2k2

X?Il/ anl ceey Xnkn/

gdje je limy,_yo0 ky, = 00 zovemo dvostruki niz slucajnih varijabli i oznacavamo sa {{ X} }.
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Definicija 3.5 KazZemo da je dvostruki niz {{ X, } } infinitezimalan sistem slucajnih varijabli
ako za svaki e > 0 vrijedi

li P{|Xx| = ¢} =0.
dim  max P{|Xu| > e}

Opcenito, klasi¢ni centralni grani¢ni teoremi bave se konvergencijom po distribuciji

niza (% —by,n € ]N) prema mogucoj nedegeneriranoj distribuciji, gdje su (a,,n € IN)
i(by,n nE IN) nizovi konstanti, a (X,,n € IN) niz nezavisnih slucajnih varijabli i S, =

ZZ:1 Xk-

3.2 Integralni oblik centralnog grani¢nog teorema

U ovom poglavlju govorit ¢emo o integralnom Moivre-Laplaceovom teoremu koji je spe-
cijalan slu¢aj centalnog grani¢nog teorema.

Za pocetak iskazimo i dokaZimo lokalni Moivre —Laplaceov teorem koji je potreban za
dokaz integralnog oblika.

Teorem 3.5 (Lokalni Moivre-Laplaceov teorem) Neka je 0 < p < 1, X, ~ B(n, p) i x; = ]f/_n%,
K=0,1,2,...,n (n € N). Tada vrijedi
\/27mp P(X, =k)

x2k 1' (6)

e 2

}’l—)

i to uniformno na svakome ogranicenomm segmentu [a,b], a < x, < b, za sve k i n.
Dokaz. Nekasua,b € R,a<bistavimon—k=m.lza <x <b=
lim k = hm (np + xp\/1pg) = o0,

lgn m= hm (nq—xk./np ) = oo.
n—oo

Za svako r € IN vrijedi Stirlingova formula
1
rl =2mrr'e el (0 <t < E) . (8)

Odavdje izlazi
A L S S N L AN E L AN
P(Xn_k)_k!m!pq o km(k) <m> ¢ ©)

gdjeje t = t, — ty — t. Tadaje

1/1 1 1
Bududi da je k = np + x/npq > np + a/npq = np (1 +a, /nip) im = ng — x/npq >
ng — b/npq = nq (1 — bn%), iz slijedi

v e )

9
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Prema tome, ocjena vrijedi uniformno po x; € [a,b], a odatle slijedi da za n — oo
faktor e’ iz (9) uniformno za x; € [a, b] konvergira prema 1.

B % k ﬂ m
K= () () (12)
Tada imamo
ann:—kln%—mlnnﬁq:

—(np + %/ In (1—|—xk\/nzp) -
—(nq — xx/npq) In (1 - xk\/n:pq> :

Za n dovoljno velik, za svako xy € [a,b] izrazi x /nq—p 1 X /n% proizvoljno su blizu nuli.

Za takve n nacinimo razvoj u red potencija

2
/4y 4 _ q_k

In (1 + xi np) = X np  2np + Ry (xx),
2
BV N .

In <1 Xk qu) = —X ng  2ng + Ra(xg)-

Stavimo Q = max{|a|, |b|}. Tada za svako xi € [a, b] vrijedi

k
Rix) < Z 7 (np>

k=3

|Ro (xx) SZ%(ﬂ—q)z

e = (2) ) =0 () (1m0 2) =0).

(13)

Iz slijedi da je uniformno za x; € [a, b],

Sada imamo

InK,, = —(np + xx\/npq) < 2q—+R1(XK)> -
—(ng + x\/npq < nﬁ g— + Rz(XK)) = (14)
2
Xk
= k1001
0w,
s tim da je lim (1) = 0 uniformno za x; € [a,b].
n—o00
Iz i slijedi je uniformno za x; € [a, b] vrijedi
Py (ngym
lim M = 1. (15)
n—00 e_ka



Dalje imamo

km
e n (p + xk\/%) (q — Xk %) = npq + (9 — p)xXx/npqg — qu%-

Odavdje dobijemo

km

lim - =1 (16)
n—oo npq

uniformno za x; € [a,b].

Sada (6) slijedi iz (9), i (16). O

Formula (6) za primjene ima ovu interpretaciju: ako je n dovoljno velik i X,, ~ B(n, p),
0<p<1,tadaje
1 (k—np)?

P(Xy =k)~ ———e 2w . (17)
\/2mtnpg
Primjetimo da iz uvjeta teorema slijedi da iz n — oo slijedi da i k — oo tako da
kod primjene relacije (I7), ako Zelimo dovoljno dobar rezultat, k ne treba uzimati "su-
vie" malo. U izrazu pojavljuje se Gaussova ili normalna funkcija koja je u vezu sa
jedini¢énom normalnom razdiobom, a definirina je s
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Funkcija je parna, a njezin graf izgleda ovako

norm.png

Slika 1: Graf normalne distribucije

Dakle relacija prelazi (uz x; = I\{/_T%) u
1
P(X, =k) = Xk)- (18)
(X0 =K ~ ol

Navedimo sad primjer u kojem pri rje$avanju koristimo izraz (I8).

Primjer 3.3 Vjerojatnost da pojedini proizvod izabran nasumce iz velike serije proizvoda bude
Skartan jest 0.001- Kolika je vjerojatnost da ce medu 10000 nasumce izabranih proizvoda iz te
serije biti tocno 100 skartova?

Sa X oznacimo slucajan broj skartova u ovom uzorku od 10000 proizvoda. Tada je X ~
B(10000,0.01), dakle n = 10000, p = 0.01, 4 = 0.99, k = 100, np = 100, \/npg = V99 =

9.95. Dalje je ]\77"7’:] =0, pa iz (I8) slijedi

L o) = 2% 004,

P(X'=100) ~ 5559(0) = 555

Definirali smo sve §to nam je potrebno za integralni de Moivre-Laplaceov teorem pa
iskazimo ga onda.

Teorem 3.6 (Integralni Moivre-Laplaceov teorem) Neka je 0 < p < 1i X, ~ B(n,p) (n € N).
Tada za proizvoljne a,b € R, a < b, vrijedi

b
, Xy —np ) 1 / _22

IimP(a< <b|=—[e 2dx. 19
n—oo ( - /npq - /27_[ ) ( )

Dokaz. Neka je xx = ]\{/_n%, k=0,1,...,n. Tada imamo
‘P<a<X”_np<b>’— Y. P(Xy = k) (20)

= = — n — .
Vv pq X
xXcE€la,b]

Iz teorema [3.5[slijedi da za proizvoljni € > 0 postoji prirodni broj ny(e) takav da je

@(xk)

<

P(X, =k) 1
Pq
>
B( , n>mnp(e),

X = K)

W m
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uniformno po k za koje je xx € [a,b]. Odavdje slijedi

1 € €
Z P(X - ) =elw)| <3 P(Xp =k) < 3. (21)
xx€a,b] xy € [a,b] npq 3 x,€[a,b] 3
Zbog Axy = Xjiq1 — X} = \/+7q prelazi u
P (a < Xn = np < b> — Y () Axi| < £ o> no(e). (22)
vItPq x;€[a,b] 3

Neka je k' = min{k;k =0,1,...,n, x; € [a,b]}, k" = max{k;k =0,0,...,n, x; € [a,b]} i

;- "o
x/_k np x//_k np

NG T
k// .
Tadaje Y ¢(xx)Axy integralna suma funkcije ¢(x) = \/%6_72 na segmentu [x/, x"].
k=K'+1 T

Budu¢i da dijametar subdivizije kojoj odgovara ova integralna suma ( ) teZi k nuli

1
VIPq
za n — oo, to za dano & > 0 postoji broj n1(e) € IN takav da je

) qoxkAxk—/q) )dx

xg€la,b]

<< 3 = ny(e). (23)

No x' —a,b—x"

i|p(x)] <1, x €R pa postoji np(e) € N takav da vrijedi

n > ny(e). (24)

x)dx—/bgo(x)dx

Neka je n(e) = max{ng(e), n1(¢), n2(¢) }. Tada iz (22), i slijedi

b
Xo—np _ ) / 2
Pla< 2
< ovnpg

dakle vrijedi (19). O

e, n>n(e),

U slucaju da imamo velike n vrijedi

(1-

a ~ F* b_np Tk a—mnp )
Plas X<t F( ”P(l—P)> F( ”P(l—P)>

13

p (a < X < b) ~ F*(b) — F*(a),
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Gdje je F*(x) funkcija distribucije standardne normalne distribucije definirana s

F* = ! /xe_tZZdt xR

Va2 J ' '
Kako bismo ovo $to bolje razumjeli navedene izraze primjenimo na nekom jednostavnom
primjeru.
Primjer 3.4 Vjerojatnost da novorodence bude musko ili Zensko je 1/2. Kolika je vjerojatnost da
medu 1000 novorodencadi bude barem 490 muskih?
Rjesenje: X ~ B(n,p), n = 1000, p = 1/2. Trebamo izracunati P(X > 490) =1 - P(X <
490). Prema integralnom Moivre-Laplaceovom teoremu X N (0,1), n — oo, i vrijedi

np(1-p)
aproksimacija P(a < X < b) ~ F* (%) _ F* <—Z;(’;P_p)>_

490 —100-0.5 10 10
P(X <190) ~ F* =F|l-—— | =1-F— | =
(X< ) ( v/1000 - 0.25 ) ( V2 0) (\/2 0)

=1—F*(0.63) =1—0.7357 = 0.2643.
P(X >490) = 1 — P(X < 490) ~ 1 — 0.2643 = 0.7357.
Integralni de Moivre-Laplaceov teorem za relativne frevencije binomne slucajne vari-
jable ima nesto drugaciji oblik, tj.

limP<‘&—p‘<s) ~ 2 lim F* (s £) =1

Ova relacija ima sljede¢u interpretaciju: ako je u Bernoullijevoj shemi n dovoljno veliko,

Xn

tada je vjerojatnost da se relativna frekvencija uspjeha u n pokusa ( =/

po apsolutnoj
vrijednosti razlikuje od vjerojatnosti uspjeha u svakome pojedinom pokusu (p) za manje
od proizvoljnog, unaprijed zadanog broja po volji blizu 1. Potkrijepimo to sljedeé¢im
primjerom.

Primjer 3.5 Kolika je vjerojatnost da prilikom 3600 bacanja simetricnog novcica relationa frek-

vencija pisama po apsolutnoj vrijednosti razlikuje od 1/2 za manje od 0.01?
Neka je X ~ B(3600,1/2). Imamo

X 1
P < 3600 E‘ < 0.01) = P(1764 < X < 1836) ~

~ 2F*(0.01 - v/4 - 3600) = 2F*(1.2) ~ 0.76986.

3.3 Uniformna konvergencija u centralnom grani¢nom teoremu

Neka je (Xi, k € IN) niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli s kona¢nim varijancama, neka je
n

1
S, = Z Xk, ay = ESy, 52 = VarS, (n € N)ineka T, = S—(Sn — ESy) D, N(0,1) za

k=1 n
n — oo, Sy je priblizno N(a,,s2), tj. vrijedi

Fs (x) = e > d—0 za n— . (25)
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Neka je X* ~ N(0,1) i X ~ N(ay,s?). Tada imamo

P(Sy<x)~P(X<x)|=|P(Th< T ) —P(x < 2| =
Sy S,

o X—Eln _ . x_an
‘PT"< 5. ) FX( S >‘

Odavde slijedi: vrijedi ako Fy, — Fx+ uniformno na R. Ova tvrdnja proizlazi iz
sljede¢a dva teorema.

Teorem 3.7 Neka su F, Fy, F, . .. ogranicene funkcije distribucije na R i neka je S gust podskup
od R koji sadrZi sve tocke prekida od F. Ako vrijedi

Fy(00) — F(o0)

Fn( 00) (—oo)

Fy(x) — F(x) zasve x€S§, (26)
Fi(—x) = F(—x) zasve x€S,

tada F, — F uniformno na R.

Teorem 3.8 Neka su F,Fi, F, ... ograniCene funkcije distribucije na R i neka je F,(—o0) = 0.

Pretpostavimo da je F svuda neprekidna i da F, = F. Tada F, konvergira prema F uniformno na
R.

3.4 Opdi centralni grani¢ni teorem

Prije nego Sto iskaZemo i dokaZemo Op¢i centralni grani¢ni teorem potrebno je iskazati
odredene tvrdnje i teoreme koji su potrebni za njegovo dokazivanje.
Poc¢nimo s karakteristicnom funkcijom i tvrdnjama vezanim za nju.

Definicija 3.6 Karakteristicna funkcija od F jest funkcija ¢ definirana sa

p(t) = /eitxdF(x) = /costxdF(x)+i / sintxdF(x), teR. (27)

Za svako t € R funkcija x + €~ je neprekidna i buduéi da je |e*| = 1, ¢ je dobro definirana,
tj. imamo ¢ : R — C.

Definicija 3.7 Neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije Fx. Karakteristicna funk-
cija ¢x od X je karakteristicna funkcija od Fx.

Definicija 3.8 Karakteristicna funkcija ¢ beskonacno je djeljiva ako za svako n € IN postoji
karakteristicna funkcija ¢, takva da je ¢ = ¢},

Definicija 3.9 Funkcija distribucije F beskonacno je djeljiva ako je njezina karakteristicna
funkcija beskonacno djeljiva.

Definicija 3.10 Slucajna varijabla X beskonacno je djeljiva ako je njezina karakteristicna funk-
cija @y (odnosno funkcija distribucije Fx) beskonacno djeljiva.
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Teorem 3.9 Neka su ¢, (n € IN) i ¢ karakteristiCne funkcije razlicite od nule. Tada niz
(¢n,n € IN) konvergira prema ¢ ako i samo ako niz (In ¢, n € IN) konvergira prema In ¢.

Propozicija 3.10 Beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija nigdje ne iscezava.

Propozicija 3.11 Produkt od konacno mnogo beskonacno djeljivih karakteristicnih funkcija jest
beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija.

Propozicija 3.12 Karakteristicna funkcija koja je limes niza beskonacno djeljivih karakteristicnih
funkcija, takoder je beskonacno djeljiva.

Propozicija 3.13 Neka su Y, X1, Xy, . .. nezavise slucajne varijable, pri ¢emu je Y ~ P(A), a
(Xn,n € IN) su jednako distribuirane sa zajednickom karakteristicnom funkcijom ¢. Tada je
Z = Xq + ... + Xy beskonacno djeljiva slucajna varijabla s karakteristicnom funkcijom eM®=1),

Navodenjem svih ovih tvrdnji vezanih za karakteristi¢ne funkcije, zaklju¢ujemo da one
imaju klju¢nu ulogu u rjeS8avanju centralnog grani¢nog problema.
Nadalje, kako bi mogli iskazati sljede¢i teorem koji nam je potreban, najprije trebamo
definirati Levy-Hinc¢inov par.

Teorem 3.14 (Levy-Hincin) Funkcija ¢ je beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija ako i samo
ako postoji v € R i ogranicena funkcija distribucije G na R takva da je

(ee]

@(t) = exp |iyt + / (eitx —1

—00

dG(x)|, teR. (28)

_ itx 1+ x2
1+ x2 x2

Osim toga, ova reprezentacija je jedinstvena.

Dakle, relaciju zovemo Levy-Hindinova reprezentacija od ¢. Ureden par (v, G)
zovemo Levy-Hin¢inov par pridruZen ¢ odnosno njezinoj funkciji distribucije.

Sada moZemo iskazati teorem koji ¢emo koristit u dokazu opéeg centralnog grani¢nog
teorema.

Teorem 3.15 Neka je (F,,n € IN) niz beskonacno djeljivih funkcija distribucije s pridruZenim
Levy-Hincinovim parovima (v, G,) (n € N). Ako F, = F, pri demu je (v, G) par pridruZen
F, tada v, — v i G, = G zan — oo. Obratno, ako postoje v € R i ogranitena funkcija
distribucije G takvi da v, — vi Gy, = G za n — oo, tada F, = F, pri cemu je F beskonacno
djeljiva s pridruzenim parom (vy, G).

Osim tvrdnji vezanih za karakteristicnu funkciju za dokaz su potrebne i neke tvrdnje
koje vrijede za infinitezimalan sistem kojeg smo definirali u poglavlju 3.1.

Propozicija 3.16 Dvostruki niz {{ X, }} infinitezimalan je sistem ako i samo ako vrijedi

lim max |@(t) —1| =0, (29)

n—o0 1<k<k,
uniformno na svakom ogranicenom intervalu.

Propozicija 3.17 Dvostruki niz {{ X, }} infinitezimalan je sistem ako i samo ako vrijedi

T2
lim max / 1 i xzank(x) =0. (30)

n—eo 1<k<k,
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Korolar 3.1 Ako je {{X,x}} infinitezimalan sistem, tada je i {{X,x — anx}} infinitezimalan
sistem.

Teorem 3.18 Neka je {{X,x}} infinitezimalan sistem koji je nezavisan po recima i neka je

kn
(cn,n € IN) niz konstanti takav da niz ( Y Xk —cCpn € IN) konvergira po distribuciji. Tada
k=1

postoji konstanta C koja zavisi samo o T, takoa da za sve n vrijedi

ko % 2
Z / mank(x + ﬂnk) < C, (3].)
k=1_"

gdjeje ay, = [ xdFy(x)iT>0.

|x|<T

Teorem 3.19 Neka je {{ X, }} infinitezimalan sistem i neka je

Bu(t) = [ (e = DalEye(x+ a,0) (2)

Tada postoji konstanta C koja zavisi samo od T i t takva da za sve n vrijedi

ki ka G2

X
Y B <C Y. [ 1Rl + a). 3
k=1 k=1_"

Definicija 3.11 Neka je {{X,x}} infinitezimalan sistem slucajnih varijabli koji je nezavisan po
recima, tj. za svako n su Xy1,. .., Xuk, nezavisne (limk, = o). Stavimo Z, = X,1 + ... +
n

Xk, — cn(n € IN), gdje je (cy,n € IN) niz u R. Niz (Z,,n € IN) zovemo niz centriranih
suma nezavisnih slu¢ajnih varijabli iz inifintezimalnog sistema, a c,, zovemo konstante
centriranja.

Sada imamo sve $to nam je potrebno pa iskazimo op¢i centralni teorem.

Teorem 3.20 (Centralni granicni teorem) Neka je {{X,x}} infinitezimalan sistem slucajnih va-
rijabli koji je nezavisan po recima i neka je (c,,n € IN) niz konstanti. Niz centriranih suma

ky
( Y Xy —cun € N) konvergira po distribuciji prema slucanoj varijabli Z, koja je nuzni be-
k=1

skonacno djeljiva, ako i samo karakteristicne funkcije

kn .
¢(t) = exp {—icnt + Z [iankt + / —00® ("™ —)dF,(x + ank)} } (34)
k=1

konvergira prema ¢z.
Dokaz. Koriste¢i se propzicijom i propozicijom zaklju¢ujemo da je funkcija ¢,

definirana sa beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija. Prema toma, ¢, nigdje
ne i$¢ezava (propozicija 3.10), dakle je In ¢, (t) definirano za sve t.
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Neka je ¥, karakteristi¢na funkcija od Y X,;x — ¢, (n € IN). Prema teoremu neprekidnosti
k

nuzan i dovoljan uvjet za }_ X,k — ¢y, D Zzan— o jest da vrijedi
k

¢z(t) = lim ¥, (t) = lim [exp —icyt qunk ] t e R. (35)

n—o0 n—oo

Neka je ¢;, karakteristicna funkcija od X,x — a,, dakle vrijedi

gofzk(t) = exp[_iankt] q)nk(t) = / eitxank(x + ank)' (36)
Stavimo
Buk(t) = @ui(t) — 1. (37)

Prema korolaru 3.1{ {{X,;x — a,x} } je infinitezimalan sistem, pa iz propozicije slijedi

liign max |Buk(t)| =0, (38)

uniformno na svakome ograni¢enom intervalu. Osim toga imamo

Y, (t) = exp [—icnt + itZank] 1o (39)
k k

Iz i slijedi da je za svaki ograniceni interval i dovoljno velik n, ¥, (t) razlitito
od nule, dakle je definiran In ¥, (). Koriste¢i se i (39) dobijemo

[In'¥,(t) — Ingu(t)] = |} _[In @ (t) — Bur(1)] |- (40)
k
Neka je n dovoljno velik tako da je |B,x(t)| < 3 (neovisno o k). Tada imamo
ingjit) = Inf1 + ()] 15 (-1 P @
j=1
paiz slijedi
ky oo
£)1i
|1n11,rn( ) ln(Pn Z Z |,Bnk( ) <
k=1j=2
|k |‘3 L (42)
nk (£ s
= < |[max t ).
2; |,Bnk )| —[ p |:Bnk()|]k_21|18nk( )‘
Koristeci se teoremom zakljuc¢ujemo da za dovoljno velike n vrijedi
[ In¥, (1) — In gy (1) < Cy[max |Bu(t) 2/ k(x4 o), (43)
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pri ¢emu konstanta C; ne ovisi o 7.
Pretpostavimo sada da niz (Z Xpk — €1 € ]N) konvergira po distribuciji prema slucaj-
k

noj varijabli Z. Prema teoremu postoji konstanta C; > 0 koja ne ovisi o 1, takva da
za sve n vrijedi

T2
X
Z / mdljnk(x + ﬂnk) < Cz. (44:)
k oo
Iz (38), i slijedi
nh_r)rc}o |InY,(t) —Ing,(t)| =0, (45)

a bududi da je prema pz(t) = nh_r)n ¥, (t), zakljutujemo (vidi teorem |ﬁ da vrijedi
pz(t) = lim ¢n(t) za sve t € R. ¢z je beskonacno djeljiva prema propoziciji 3.12

Obratno, pretpostavimo da niz (¢,,n € IN) konvergira prema nekoj karakteristi¢noj
funkciji ¢z. Definirajmo funkciju G, na R sa

x 2
Gol3) =1 | 4Fa(y + o), X €R (46)

Tada imamo

, T/ itx \ 1+ x2
on(t) = exp {z'ynt+ / (eztx -2 xz) 5 dGn(x)}, (47)
gdje je

k

x
Ay + / 1—|——x2dF”k(x + k)

@z je beskonac¢no djeljiva karakteristicna funkcija prema propoziciji pa je ona jed-
nozan¢no odredena svojim Levy-Hin¢inovim parom (7, G). Prema teoremu imamo
Yu — 7iGy = G za n — oo. Specijalno imamo

T2
X
k —00

Odavdje zaklju¢ujemo da je niz (G,(o),n € IN) ogranicen, dakle postoji konstanta C,
koja ne ovisi o n takva da za sve n vrijedi (44). Buduéi da i vrijede, zaklju¢ujemo

da vrijedi {@0), a odatle slijedi ¢z (t) = im ¥, (t) za sve t, §. }_ Xk — cn D Zzan— .
n k
[
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