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Uvod
U radu su opisane geometrijske teme u nastavi matematike te problemi s kojim se nastavnici
susre�cu prilikom obrade geometrijskih sadr�zaja.
U prvom poglavlju opisan je povijesni pregled geometrije kao grane matematike te samo poj-
movno odredenje geometrije. Naglasak je stavljen na ulogu geometrije u nastavi matematike
te su navedene �cinjenice koje idu u prilog potrebi za podu�cavanjem geometrije u �skolama.
Navedene su osnovne razlike i sli�cnosti u kurikulumima diljem svijeta te je opisan pojam
geometrijskog mi�sljenja i va�znost razvitka istog kod u�cenika.
U drugom poglavlju nalazi se pregled tema i ishoda u�cenja u Hrvatskoj u osnovnim �skolama
podjeljen prema razinama obrazovanja te su spomenuti klju�cni pojmovi i navedeni neki od
karakteristi�cnih zadataka.
U zadnjem poglavlju opisani su problemi s kojima se u�citelji susre�cu prilikom obrade nekih
speci��cnih nastavnih tema vezanih uz geometriju. Opisane su aktivnosti prilikom obrade
povr�sina nekih geometrijskih likova.
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Poglavlje 1

Uloga geometrije u nastavi
matematike

1. Povijesni pregled

Geometrija (geo = Zemlja, metria = mjerenje) je grana matematike koja se bavi prou�cavanjem
svojstava i medusobnih odnosa prostornih oblika tj. geometrijskih tijela, povr�sina, pravaca
i to�caka. Ljudi su oduvijek imali potrebu za kori�stenjem geometrije pa samim time po�cetci
geometrije se�zu u prapovijesno doba. Geometrija je bila potrebna za izradu posuda, za grad-
nju ku�ca i hramova... Prema mnogim povjesni�carima, matematika se razvila iz geometrije
ravnine �ciji su va�zan dio upravo geometrijske konstrukcije. Tijekom povijesti postavljeni su
mnogi geometrijski problemi, a mnogi od tih problema ni danas nisu rije�seni. Na primjer,
kvadratura kruga, duplikacija kocke, trisekcija kuta, samo su neki od spomenutih problema
kojima su se matemati�cari bavili u povijesti i kojim se jo�s uvijek bave. Geometrija se pr-
vobitno razvijala kao induktivna znanost, odnosno znanost u kojoj su se tvrdnje izvodile
primjenom indukcije. Prvi precizno postavljen pristup geometriji nalazimo u Euklidovom
djelu Elementi sastavljenom od 13 knjiga : knjige 1 - 6 bave se planimetrijom; knjige 7 -
10 aritmetikom i teorijom brojeva u geometrijskoj formi (to�cnije u knjigama 7 - 9 dana je
geometrijska teorija cijelih brojeva, a knjiga 10 posve�cena je iracionalnim brojevima); knjige
11 - 13 bave se stereometrijom. U tom djelu Euklid (330. pr. Kr. - 275. pr. Kr.) izla�ze
sva do tada poznata znanja iz matematike i upravo to djelo se mo�ze usporediti s dana�snjom
elementarnom geometrijom. Ta geometrija je prvi primjer deduktivnog sustava. Osnovni
objekti euklidske geometrije ravnine su to�cke i pravci i oni zadovoljavaju grupe aksioma:
aksiome incidencije, aksiome uredaja, aksiome metrike, aksiome simetrije te aksiom o para-
lelama. Aristotel (4. st. pr. Kr.), koji je osniva�c formalne logike, dao je teorijske osnove na
kojima se mogla zasnovati stroga deduktivnost geometrije. Za drevne gr�cke matemati�care,
geometrija je bila najve�ce dostignu�ce njihove znanosti, postizanje potpunosti i savr�senstva
kakvo im niti jedna druga grana znanosti nije mogla priu�stiti. Pro�sirili su raspon geometrije
na mnoge nove vrste �gura, krivulja, povr�sina i tijela. Promijenili su metodologiju iz sistema
poku�saja i pogre�saka na logi�cko zaklju�civanje. Brojni Grci su imali veliku ulogu u razvoju
geometrije. Jedan od njih je Tales (7. st. pr. Kr.) koji je bio prvi gr�cki matemati�car,
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astronom i �lozof. Danas u nastavi geometrije je neizbje�zna tema upravo njegov pou�cak koji
ka�ze da je kut nad promjerom kru�znice pravi kut. Od istaknutih gr�ckih matemati�cara bitnih
za razvoj geometrije svakako treba spomenuti i Platona koji je osnova �skolu "Akademija"
na �cijem je ulazu pisalo: "Neka ne ulazi nitko tko ne zna geometriju!" �sto govori o va�znosti
geometrije jo�s u ranim vremenima. Poznat je i otkrivanju pravilnih poliedara - Platonovih
tijela. To su konveksni poliedri �cije su strane pravilni mnogokuti s jednakim brojem vrhova,
a svi kutovi medu stranama su jednaki. Ima ih to�cno pet - tetraedar, heksaedar, oktaedar,
dodekaedar, ikozaedar.

2. Za�sto u�citi geometriju?

Jo�s u ranom djetinjstvu �covjek postaje svjestan prostora oko sebe. Djeca se igraju s oblicima,
uo�cavaju njihova o�cita svojstva i prepoznaju veze izmedu njih. Promatraju �siroku paletu jed-
nostavnih ali i slo�zenih geometrijskih oblika u svakodnevnom okru�zenju i sami stvaraju jezik
potreban za opisivanje istih. Najmladi uzrasti ulaze u svijet geometrije tako �sto prepoznaju
likove poput kruga, trokuta i kvadrata te po�cinju razumijevati pojmove poput horizontalno,
vertikalno i paralelno, dok se djeca starijih uzrasta zanimaju za mjerenje, polo�zaj i pokret.
Samo opisivanje i klasi�ciranje nisu nu�zno trivijalni zadaci, �stovi�se oni vode ka zahtjevnijim
zadacima kao �sto su de�niranje i dedukcija. Mjerenje ima neizmjernu prakti�cnu va�znost i
vodi u�cenike ka boljem razumijevanju ideja duljine i kutova te njima povezanih pojmova
kao �sto su povr�sina i volumen. Iako navedeni pojmovi i ideje te njihovo razumijevanje
imaju va�znu ulogu u obrazovanju u�cenika, bit geometrije u nastavi matematike najvi�se se
ogleda u dedukciji kao glavnom alatu za dokazivanje rezultata koji su �cesto i jednostavni i
iznenaduju�ci. Odli�can primjer iz prakse koji ilustrira element iznenadenja je prikazan na Slici
1.1. Od u�cenika je zatra�zeno da nacrtaju bilo koji �cetverokut, ozna�ce sredi�sta stranica te
spoje ozna�cene to�cke kako bi formirali novi �cetverokut. Usporeduju�ci mnoge primjere u�cenici
zaklju�cuju da je rezultat uvijek paralelogram. Ovo se mo�ze na zanimljiv na�cin u�cenicima
predo�citi u programima dinami�cne geometrije na ra�cunalu promatraju�ci �sto se dogada sa
oblikom ukoliko se vrhovi �cetverokuta pomi�cu i mijenjaju pozicije.

Slika 1.1: �Cetverokuti u ravnini

Rezultat je sam po sebi u�cenicima privla�can, no i dokaz koji poja�snjava za�sto je to to�cno
ima odredenu dozu privla�cnosti posebice zbog jednostavnosti argumenata. Geometrijskim
problemima je mogu�ce pristupiti na vi�se na�cina; eksperimentalno ili prakti�cki gdje su pro-
blemi rije�seni mjerenjem i izra�cunima, no bit geometrije je u deduktivnom zaklju�civanju koje
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se temelji na geometrijskom razmi�sljanju i algebarskim operacijama. Unato�c tome �cesto se
name�ce pitanje treba li geometrija biti implementirana u �skolski kurikulum i ako da u ko-
joj mjeri. Argumenti koji idu u prilog ideji da geometrija treba biti zastupljena u nastavi
matematike su blisko povezani s razlozima za�sto matematika uop�ce treba biti podu�cavana.

Zanimljivo je spomenuti da je geometrija u formi bliskog prou�cavanja Euklidovih Ele-
menata imala dominantno mjesto u kurikulumu Velike Britanije i bila preduvjet za upis
na sveu�cili�sta do kraja devetnaestog stolje�ca. Tijekom dvadesetog stolje�ca �sirom svijeta se
usvaja ideja da matematika treba biti centralna znanost u pou�cavanju i da geometrija kao
dio matematike ima glavnu ulogu u �sirem matemati�ckom kurikulumu, a razlog tome su �zelja
za pro�sirenjem prostorne svijesti i razvijanjem vje�stina prosudivanja. Prostorna svijest pred-
stavlja pomalo nejasnu ali svakako bitnu sposobnost opa�zanja i manipuliranja geometrijskim
objektima koja se koristi i u svakodnevnom �zivotu. Primjerice kod sklapanja razli�citih vrsta
polica ili prilikom �citanja zemljopisne karte pa sve do so�sticiranijih aktivnosti kao �sto su
arhitektura, gra��cki dizajn, navigacija itd. Zanimljiv primjer koji ilustrira mnoge karakte-
ristike geometrije i njezine prednosti u nastavi matematike je prikazan na Slici 1.2. Zadan
je problem konstrukcije tri kru�znice koje se medusobno diraju pri �cemu su zadana njihova
sredi�sta.

Slika 1.2: Diraju�ce kru�znice

Lako je konstruirati dvije kru�znice koje se diraju: problem je prona�ci polo�zaj u kojem
se dvije kru�znice diraju tako da tre�ca kru�znica precizno dira prve dvije. To se mo�ze posti�ci
eksperimentiranjem za neki trokut koriste�ci dinami�cnu geometriju, ali �cim se jedan vrh po-
makne konstrukcija vi�se ne odgovara. Potrebno je analizirati problem kako bi se prona�sla
op�ca metoda koja �ce davati to�can rezultat neovisno o pomicanju vrhova. Prvi korak je na-
praviti skicu tra�zenog rje�senja kako bi se mogla analizirati klju�cna svojstva. To je prikazano
dodatnim du�zinama na Slici 1.3.
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Slika 1.3: Diraju�ce kru�znice - dodatne du�zine

Uvjet da se kru�znice moraju dirati zna�ci da postoje zajedni�cke tangente dviju kru�znica
kroz svaku to�cku dirali�sta i da bi odredivanje to�cke sjeci�sta bio koristan korak u konstrukciji.
Spajanje te to�cke s vrhom trokuta navodi na zaklju�cak da je to�cka sjeci�sta tangenti zapravo
to�cka sjeci�sta simetrale kutova trokuta iz �cega se lako zaklju�cuje da je to�cka sjeci�sta zapravo
sredi�ste kru�znice upisane trokutu i da su tri to�cke dirali�sta kru�znica zapravo to�cke gdje
upisana kru�znica dira trokut. Koraci u konstrukciji tra�zenih to�caka su sljede�ci.

� Korak 1. Konstruiraj simetralu dva kuta u trokutu.

� Korak 2. Iz to�cke sjeci�sta konstruiraj okomicu na jednu od stranica trokuta.

� Korak 3. Konstruiraj dvije kru�znice koje diraju tu to�cku.

� Korak 4. Konstruiraj tre�cu kru�znicu.

Ukoliko je konstrukcija provedena u programima dinami�cne geometrije pomicanjem tro-
kuta odmah se mo�ze provjeriti da je konstrukcija ispravna u svim slu�cajevima. Ako je
konstrukcija izvedena na papiru, koriste�ci �sestar i ravnalo, u�cenici mogu napraviti vi�se kons-
trukcija koriste�ci razli�cite trokute. Rje�senje ovog problema zahtjeva pa�zljiv pristup koji
je o�cigledno ovisan o pozadinskom poznavanju geometrije, to�cnije o poznavanju svojstava
tangente. Mnogi ljudi, posebice oni koji nemaju dobro razvijeno geometrijsko razmi�sljanje,
preferiraju pristupati geometrijskim problemima uz pomo�c algebre. Kod problema diraju�cih
kru�znica algebarski pristup daje jednostavnije rje�senje koje vodi ka jednostavnijoj konstruk-
ciji. Ako se duljine stranica trokuta ozna�ce s a; b; c i polumjeri kru�znica sa x; y; z; slijede tri
jednad�zbe:

x + y = a; y + z = b; z + x = c

Zbrajanje ove tri jednad�zbe daje

2(x + y + z) = a + b + c ) x + y + z =
1
2

(a + b + c) = s

gdje je s poluopseg trokuta. Iz zadnje jednad�zbe mogu se izraziti tri polumjera u termi-
nima poluopsega i duljina stranica trokuta:
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x = s� b; y = s� c; z = s� a:

Iz navedenog primjera uo�cava se va�znost geometrije u kurikulumu nastave matematike, pr-
venstveno zbog toga �sto ima mnoge karakteristike koje doprinose u�cenicima u smislu njihova
intelektualnog razvoja i matemati�ckog znanja. Mnogi stru�cnjaci danas smatraju geometriju
najva�znijim faktorom koji omogu�cuje spremnost �covjeka za osnovno obrazovanje i samo-
obrazovanje u najrazli�citijim granama ljudske djelatnosti. U nastavi geometrije od u�cenika
se uporno te�zi razvoju intuicije, prostornog i logi�ckog mi�sljenja i formiranju njihovih kons-
truktivno - geometrijskih sposobnosti i navika. Nastava geometrije je zna�cajna s razli�citih
gledi�sta:

1. logi�ckog - prou�cavanje geometrije je izvor i sredstvo aktivnog intelektualnog razvoja
�covjeka i njegovih umnih sposobnosti;

2. spoznajnog - pomo�cu geometrije dijete spoznaje svijet oko njega, njegove prostorne i
koli�cinske odnose;

3. primijenjenog - trodimenzionalna euklidska geometrija je osnova koja osigurava �covjekovu
spremnost za svladavanje razli�citih polja i profesija te mu �cini dostupnim neprekidno
obrazovanje i samoobrazovanje;

4. povijesnog - na primjerima iz povijesti razvoja geometrije prati se ne samo razvoj
matematike nego i ljudske kulture u cjelini;

5. �lozofskog - geometrija poma�ze da se svijet u kojem �zivimo osmisli, te da se formiraju
razvojne nau�cne pretpostavke o realnom �zi�ckom prostoru.

Dodatno, u�cenici razvijaju prakti�cne vje�stine i stvaraju znanje potrebno za primjenu u sva-
kodnevnim situacijama. To vodi ka sljede�cem poglavlju koje govori o tome �sto u�cenici
trebaju nau�citi i odgovara na va�znja pitanja o tome kako bi geometrija uop�ce trebala biti
podu�cavana.

3. Geometrija u kurikulumu

Kada se govori o geometriji u matemati�ckom kurikulumu, postoje mnoga zajendi�cka sta-
jali�sta u razli�citim zemljama svijeta, no postoje i razila�zenja u mi�sljenjima po tom pitanju.
Hoyles, Foxman i Kuchermann tijekom prou�cavanja geometrije u matemati�ckom kuriku-
lumu nailaze na zna�cajan konstrast izmedu primjerice Nizozemske, gdje je geometrija u
velikoj mjeri povezana sa svakodnevnim �zivotom i Francuske i Japana gdje je malo veze s
stvarnim svijetom. U Engleskoj matemati�cki kurikulum je odreden Engleskim nacionalnim
kurikulumom. Kako bi odgovorili na rastu�cu brigu po pitanju geometrije, trenutna verzija
kurikuluma u Engleskoj jasno odreduje geometrijski sadr�zaj koji je potrebno poznavati s
obzirom na razinu obrazovanja na kojoj se u�cenici nalaze. Primjerice, za u�cenike izmedu
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11 i 16 godina, navedene su sljede�ce obavezne teme: svojstva trokuta i drugih pravocrt-
nih oblika, svojstva kruga, speci�ciranje transformacija, svojstva ransformacija, koordinate,
vektori, mjere i konstrukcije. Kurikulum ne odreduje to�cne de�nicije, teoreme i konstrukcije
koje u�cenike treba svladati. Tri tipi�cna ishoda u�cenja su:

� prisjetiti se de�nicije specijalnih tipova pravocrtnih oblika, uklju�cuju�ci kvadrat, trokut,
paralelogram, trapez i romb;

� dokazati i primjeniti teorem o obodnom i sredi�snjem kutu;

� koriste�ci ravnalo i �sestar konstruirati jednakostrani�can trokut, simetralu kuta, okomicu
na pravac i pravac paralelan s danim pravcem.

Usporeduju�ci kurikulum u Engleskoj s kurikulumom u Americi nailazi se na dokument kojim
je reguliran nastavni plan i program pod imenom Curriculum and Evaluation Standards for
School Mathematics, NCTM (1989) te njegovu ina�cicu Principles and Standards for School
Mathematics, NCTM (2000b). Iako ne tako detaljno kao Engleski nacionalni kurikulum, ku-
rikulum u Americi takoder sadr�zava isti opseg tema i naglasak je stavljen na jednake stvari.
Za razliku od Engleske gdje geometriji nije eksplicitno dano mjesto u kurikulumu, u Americi
se geometrija smatra velikom predno�s�cu za razvoj matemati�ckog prosudivanja. U Hrvatskoj
geometrija je implementirana u nastavu matematike od samog po�cetka obrazovanja u smislu
prepoznavanja likova te jednostavnih konstrukcija �cija je svrha razvoj �ne motorike pa sve
do fakultetske razine obrazovanja gdje se obraduju najkompleksnije teme iz geometrije. Nas-
tavni plan i program se ne razlikuje puno od onog i Engleskoj iako je uo�ceno da u ishodima
u�cenja postoji malo poveznica izmedu geometrijskog znanja i stvarnog �zi�ckog svijeta te
primjene na njega. Unato�c tome �sto postoji mnogo poveznica izmedu nastavnih planova
diljem svijeta, javljaju se i varijacije po pitanju prakti�ckog pristupa te dokaza i primjena �sto
rezultira razlikama u preno�senju samog geometrijskog znanja. Objekti na kojima se bazira
geometrija u nastavi matematike su:

� poligoni i njihova svojstva, s naglaskom na trokut, �cetverokut i pravilne poligone,

� krug i njegova svojstva povezana s tetivama, polumjerom i kutovima,

� 3D �gure poput sfere, valjka, sto�zca,

� druge krivulje poput parabole, elipse i hiperbole i njihova svojstva.

Prva dva od navedenih objekata su uvr�steni u ve�cinu �skolskih kurikuluma dok se uloga
tre�ceg i �cetvrtog navedenog razlikuje od dr�zave do dr�zave. Za uspje�sno u�cenje geometrije
potrebno je imati �cinjeni�cno znanje i sposobnost uo�cavanja posebnih svojstava koja dovode
do rje�senja, a upravo razvoj toga i jeste glavna uloga geometrije koja se kristalizira u svim
kurikulumima. Prvi dodir u�cenika s geometrijom usko je povezan sa Van Hieleovom ranom
fazom vizualizacije i samim po�cetcima analize i dedukcije kroz ispitivanje svojstava oblika i
klasi�ciranje istih. Do 11. godine djeca se prete�zito bave prepoznavanjem oblika i pravilnim
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imenovanjem te kori�stenjem pravilnog vokabulara za opisivanje svojstava i polo�zaja, no uz
to u�ce mjeriti duljine i kutove. Mjerenje igra veliku ulogu u eksperimentiranju s geometri-
jom: mjerenje duljine se razvije prije nego �sto se krene na kompleksnije strukture poput
mjerenja kutova, povr�sina i volumena, no i samom mjerenju prethodi usporedba u smislu
usporedivanja dvaju oblika samo vizualizacijom bez kori�stenja ikakvih pomagala. Isto vri-
jedi i za spomenute kompleksnije strukture. Ve�cina matemati�ckih aktivnosti spaja mnoge
razli�cite ideje tako da zadaci i problemi �cesto nisu samo geometrijski nego uklju�cuju i druge
aspekte poput brojanja, ra�cunanja i u kasnijoj fazi algebarskih operacija. Koliko god je va�zno
usredoto�citi se na speci��cne ideje, toliko je bitno zadatke i probleme u nastavi matematike
stavljati u kontekst koji je u�cenicima razumljiv i lako predo�civ.

4. Geometrijsko mi�sljenje

Geometrijskim mi�sljenjem bavili su se Nizozemci Pierre van Hiele i Dine van Hiele-Geldof.
Primjetiv�si da njihovi u�cenici imaju problema sa u�cenjem geometrije, Dina i Pierre izgraduju
teoriju o tome �sto se dogada u ljudskom mozgu od trenutka kada on postaje sposoban da samo
prepoznaje neke geometrijske oblike, pa do trenutka kada je sposoban da izvede formalne
dokaze za tvrdnje koje opisuju osobine tih objekata. Prema njihovoj teoriji, svaka osoba je
na odredenoj razini geometrijskog mi�sljenja, a postignuta razina ne ovisi o kronolo�skoj dobi
ili koli�cini znanja. Razine geometrijskog mi�sljenja prikazuje Tablica 1.1.

RAZINA OBJEKT MI�SLJENJA PROIZVOD MI�SLJENJA

0. VIZUALIZACIJA oblici i njihov izgled (�cemu
su nalik)

klase ili grupe oblika koji

"izgledaju sli�cno\

1. ANALIZA klase oblika (umjesto poje-
dina�cnih oblika s razine 0)

svojstva geometrijskih
oblika

2. NEFORMALNA
DEDUKCIJA

svojstva geometrijskih
oblika

odnosi medu svojstvima ge-
ometrijskih oblika

3. DEDUKCIJA odnosi medu svojstvima ge-
ometrijskih oblika

deduktivni aksiomatski sus-
tavi geometrije (ravnine i
prostora)

4. STROGOST
deduktivni aksiomatski sus-
tavi geometrije (ravnine i
prostora)

uporaba razli�citih aksi-
omatskih sustava geome-
trije(euklidska i neeuklidska
geometrija)

Tablica 1.1: Razine geometrijskog mi�sljenja prema van Hieleu

Na samom po�cetku obrazovanja tj. u razrednoj nastavi u�cenici se uglavnom nalaze na
nultoj razini, dok na kraju osnovno�skolskog obrazovanja ve�cina u�cenika ne prelazi drugu
razinu. U�ceni�cka postignu�ca i ishodi u�cenja propisani Nacionalnim okvirnim kurikulumom
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formirani su u skladu s van Hielovim razinama geometrijskog razmi�sljanja. Kako postoji
pet razina razmi�sljanja, supru�znici van Hieel preporu�cuju pet faza s postupcima �ciji je cilj
pomo�ci u�cenicima u svladavanju danih faza. To su faze:

1. Faza informiranja - u ovoj fazi se u�cenici upoznaju sa materijalima te u�citelj uo�cava
�sto su u�cenici do tada svladali o odredenoj temi te ih upoznaje sa temom koju �ce
obradivati;

2. Faza usmjerenog vodenja - u�cenicima se daje da ne�sto prave, mjere ili obavljaju
sli�cne prakti�cne zadatke �cija je svrha otkrivanje odnosa koji do tada nisu poznati;

3. Faza obja�snjavanja - u�cenici poku�savaju sami objasniti ono �sto su uo�cili kroz prakti�cni
rad, a nakon toga ih u�citelj upu�cuje u pravilnu terminologiju;

4. Faza slobodnog usmjeravanja - faza u kojoj se rje�savaju konkretni problemi;

5. Faza integriranja - faza u kojoj se objedinjuju prethodna znanja.

U [2] su prikazana tipi�cna pona�sanja u�cenika na odredenog razini �sto u�citeljima mo�ze olak�sati
posao u prepoznavanju razine na kojoj se u�cenik nalazi. Aktivnosti za u�cenike trebaju
biti prilagodene njima, a tek nakon �sto se odredi kojoj razini pripada u�cenik, mogu�ce je
organizirati aktivnosti primjerene njemu. Za ilustraciju, Tablica 1.2 i Tablica 1.3 navode
primjere pona�sanja u�cenika u fazi vizualizacije i u fazi analize.
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Razina 0 - vizualizacija

TIPI�CNO GEOMETRIJSKO
PONA�SANJE U�CENIKA

UTJECAJ NA NASTAVU OBLIKA I
PROSTORA

U�cenici: U nastavu treba uklju�citi dovoljno:

- �cesto koriste neva�zna vizualna svoj-
stva (npr. boju) pri prepoznava-
nju geometrijskih tijela te njihovu
usporedivanju, klasi�ciranju i opisiva-
nju,

- u�ceni�ckih aktivnosti s mnogo sortira-
nja i klasi�ciranja,

- obi�cno se pozivaju na vizualne pro-
totipove tijela i lako se zbunjuju ori-
jentacijom tijela (npr. kocku koja nije
prikazana u standardnom polo�zaju ne
prepoznaju kao kocku,)

- raznolikih primjera oblika kako nji-
hove nebitne osobine ne bi previ�se do-
bile na va�znosti,

- nisu sposobni pojmiti beskona�cno
mnogo varijacija odredenog tipa ge-
ometrijskog tijela (npr. u terminima
njegove orijentacije i oblika).

- u�ceni�ckih aktivnosti koje se fokusiraju
na speci��cne osobine ili svojstva oblika
kako bi u�cenici razvijali razumijevanje
geometrijskih svojstava i prirodno ih
po�celi koristiti.

Tablica 1.2: Geometrijsko pona�sanje u�cenika i mogu�c utjecaj na nastavu oblika i prostora
na razini vizualizacije

Kao �sto je vidljivo iz Tablice 1.2 u�cenici na razini vizualizacije svoje misli baziraju is-
klju�civo na osnovu percepcije i na toj osnovi i donose odluke. U�cenici su u stanju prepoznati
geometrijske likove poput trokuta, �cetverokuta ili kruga ali svojstva im nisu poznata dok na
razini analize vide oblike kao skup svojstava te su u stanju nau�citi pojmove kojim ih opisuju,
ali ih jo�s uvijek ne mogu povezati. Na ovoj razini u�cenici jo�s uvijek ne mogu odrediti koja
svojstva nekog oblika su potrebna, a koja dovoljna da ga opi�su. Znanstvene teorije poput
van Hielove teorije o geometrijskom mi�sljenju temelj su ve�cine nastavnih kurikuluma diljem
svijeta. U sljede�cem �ce poglavlju biti prikazano na koji na�cin je geometrija zastupljena u
nastavi matematike u osnovnim �skolama u Republici Hrvatskoj.
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Razina 1 - analiza

TIPI�CNO GEOMETRIJSKO
PONA�SANJE U�CENIKA

UTJECAJ NA NASTAVU OBLIKA I
PROSTORA

U�cenici: U nastavu treba uklju�citi dovoljno:

- eksplicitno usporeduju tijela u termi-
nima njihovih bitnih svojstava

- osmisliti dovoljno u�ceni�ckih aktiv-
nosti fokusiranih na geometrijska svoj-
stva oblika, a ne samo na njihovo pre-
poznavanje

- izbjegavaju inkluzije medu razli�citim
klasama tijela (npr. kocku i kva-
dar smatraju disjunktnim klasama, od-
nosno smatraju da nemaju zajedni�ckih
elemenata)

- prepoznati i iskoristiti �cinjenicu da
uvodenjem novih geometrijskih konce-
pata raste broj svojstava oblikai

- sortiraju tijela s obzirom na samo
jedno svojstvo (npr. s obzirom na svoj-
stva strana)

- ideje primjenjivati na cijele klase
oblika (npr. sve prizme), a ne na po-
jedina�cne modele.

Tablica 1.3: Geometrijsko pona�sanje u�cenika i mogu�c utjecaj na nastavu oblika i prostora
na razini anallize
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Poglavlje 2

Geometrijske teme u nastavi
matematike u osnovnim �skolama

U ovom poglavlju navedeni su omjeri geometrije i drugih nastavnih tema u osnovnoj �skoli te
je naglasak stavljen na ishode u�cenja te u�ceni�cka postignu�ca koja su propisana u Republici
Hrvatskoj Nacionalnim okvirnim kurikulumom objavljenim u velja�ci 2016. godine. Sam
razvoj matematike temelji se na matemati�ckim idejama kao �sto su broj, oblik, struktura i
promjena. Upravo su oko tih koncepata grupirane domene u nastavi matematike na Bro-
jeve, Algebru i funkcije, Oblik i prostor, Mjerenje, Podatke, statistiku i vjerojatnost. Udio
svake domene prilagoden je razini na kojoj se u�cenik nalazi te je temeljen na razvojnim
mogu�cnostima u�cenika. Domene koje obuhva�caju geometriju su Oblik i prostor te Mjerenje.

Slika 2.1: Domene predmeta matematika
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1. Razredna nastava

U razrednoj nastavi Nacionalnim okvirnim kurikulumom odredeno je ukupno 97 tema iz
matematike od �cega je 29 (29.9%) geometrijskih. (Tablica 2.1)

R UKUPNO TEMA GEOMETRIJSKE TEME

1. 21

1. Tijela u prostoru,
2. Ravne i zakrivljene plohe,
3. Ravne i zakrivljene crte,
4. To�cka,
5. Odnosi medu predmetima,
6. Geometrijski likovi.

2. 31 1. Du�zina kao spojnica dviju razli�citih to�caka,
2. Stranice kvadrata, pravokutnika i trokuta.

3. 23

1. Ravnina, i likovi u ravnini,
2. Pravac, polupravac i du�zina kao dijelovi pravca,
3. Mjerenje du�zine,
4. Pravci koji se sijeku i usporedni pravci,
5. Okomiti pravci,
6. Krug, kru�znica,
7. Mjerenje obujma teku�cine,
8. Mjerenje mase.

4. 22

1. Kut,
2. Pravi kut,
3. �Siljasti i tupi kutovi,
4. Trokut,
5. Vrste trokuta s obzirom na stranice,
6. Pravokutni trokut,
7. Opseg trokuta,
8. Pravkutnik i kvadrat,
9. Opseg pravokutnika i kvadrata,
10. Mjerenje povr�sina,
11. Povr�sina pravokutnika i kvadrata,
12. Kvadar i kocka,
13. Obujam kocke.

Tablica 2.1: Raspodjela nastavnih tema iz matematike u razrednoj nastavi (MZO�S, 2016.)

U prvom razredu predvidena je obrada 6 geometrijskih tema tj. 28.57% i one se odnose
prete�zito na osnovne geometrijske objekte. U�cenici gradivo usvajaju na razini prepoznavanja
i imenovanja. U drugom razredu su samo 2 teme iz geometrije odnosno 6.45% pri �cemu se
obje odnose na geometriju ravnine. U tre�cem razredu udio geometrijskih tema je 34.78%
tj. 8 tema. Uvode se osnovni matemati�cki pojmovi - ravnina i pravac, te kru�znica kao
dio kruga. U �cetvrtom razredu uo�cava se najve�ci udio geometrijskih tema i iznosi 59.09%.
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Uvode se kompleksnije strukture poput kutova, kvadra i kocke. Iz tablice se mo�ze uo�citi
da u razrednoj nastavi propisane su samo dvije teme iz geometrije prostora dok su ostale
teme geometrije ravnine, �sto nije ni �cudno s obzirom na to da geometrija prostora u�cenicama
predstavlja te�zi koncept za shvatiti.
Neki od ishoda u�cenja propisanih za razrednu nastavu podijeljeni po ciklusima u�cenja su:

� 1. ciklus
- prepoznati, imenovati, izgraditi, opisati, usporediti i razvrstati jednostavne trodi-
menzionalne oblike i njihove dijelove
- prepoznati i prikazati jednostavne prostorne oblike u razli�citim polo�zajima
- istra�ziti i predvidjeti rezultate sastavljanja i rastavljanja prostornih oblika rabe�ci
stvarne materijale

� 2. ciklus
- prepoznati, imenovati, izgraditi, usporediti i klasi�cirati prostorne geometrijske oblike
te istra�ziti, uo�citi, opisati i primijeniti njihova geometrijska svojstva
- istra�ziti i predvidjeti ishode sastavljanja i rastavljanja slo�zenijih i prostornih oblika
rabe�ci stvarne materijale
- rabe�ci makete te kvadratne i trokutaste mre�ze to�caka, skicirati prostorne oblike sa-
stavljene od kocaka i njihove tlocrte, nacrte i bokocrte

� 3. ciklus
- prepoznati, imenovati, izgraditi i klasi�cirati prostorne geometrijske oblike te istra�ziti,
uo�citi i precizno opisati njihova geometrijska svojstva
- primijeniti osnovne odnose i zakonitosti u vezi s prostornim geometrijskim oblicima
- skicirati i nacrtati tlocrte, nacrte, bokocrte i mre�ze prostornih oblika te izgraditi
prostorne oblike na temelju njihovih ravninskih prikaza.

2. Predmetna nastava

Za predmetnu nastavu predvideno je ukupno 131 nastavna tema od �cega geometrijske teme
�cine 37.4% tj. 49 nastavnih tema.

2.1. Peti razred

Program geometrije petog razreda obuhva�ca osnovne geometrijske objekte, to�cku, pravac i
ravninu, krug te pojam kuta. Na Slici 2.2 prikazan je udio domena u 5. razredu osnovne
�skole, pri �cemu geometrijske teme spadaju pod mjerenje te oblik i prostor. Mo�ze se primjeniti
da geometrija u petom razredu �cini 45% gradiva matematike.
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Slika 2.2: Udio domena u 5. razredu O�S

Iako su se u�cenici s pojmom geometrije i osnovnim gometrijskim oblicima susreli i u
ranijim fazama obrazovanja, nastava geometrije u petom razredu zapo�cinje upoznavanjem
u�cenika s povijesnim �cinjenicama bitnim za razumijevanje geometrijskog sadr�zaja. U�cenike
se upoznaje s podrijeklom rije�ci geometrija te se opisuje na koji na�cin su ljudi primjenili
prakti�cno geometriju prvi puta. Povijesni razvoj geometrije nudi mogu�cnost stvaranja i
prepri�cavanja zanimljivih pri�ca �cija je svrha zainteresirati djecu za geometriju op�cenito.
Po�cetno i osnovno znanje iz geometrije trebalo bi u�cenicima pomo�ci u orijentaciji u prostoru.

Do ove razine obrazovanja u�cenici su ve�c upoznati s pojmom to�cke, pravca i ravnine.
�Cesta pogre�ska je prilikom crtanja pravca gdje u�cenici ne shva�caju da ustvari crtaju samo
jedan njegov dio. Sli�cno vrijedi i za polupravac, kut, ravninu i poluravninu. Na ovoj ra-
zini u�cenja od u�cenika se inzistira na pravilnom kori�stenju �sestara te ostalog geometrijskog
pribora ali i na preciznom de�niraju pojmova u smislu razumijevanja osnovnih pojmova, a
ne �cistog u�cenja napamet. Osim teorijskog znanja u�cenicima se prezentiraju zadaci koji su
vezani uz svakodnevni �zivot i koji na najbolji na�cin ukazuju na primjenu geometrije na �zi�cki
svijet. Jedan takav primjer je zadatak iz ud�zbenika za peti razred koji se nalazi na Slici 2.3.
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Slika 2.3: Zadatak za peti razred - iz Senja u Gospi�c

Zadaci ovog tipa u praksi se pokazuju najzanimljivijim u�cenicima i najlak�sim za svlada-
vanje i razumijevanje pojmova vezanih iz gradivo geometrije. Jo�s jedan od takvih primjera
nalazi se na Slici 2.4.

Slika 2.4: Zadatak za peti razred - novi moderni tepih

Pojam kruga i prepoznavanje oblika kruga u�cenici svladaju ve�c u prvom razredu osnovne
�skole i malo tko ima problema s time u petom razredu. U�cenici u petom razredu u�ce pojmove
poput kru�znice, polumjera kru�znice, sredi�sta kru�znie te to�caka na kru�znici. Ishodi u�cenja
od u�cenika zahtjevaju da razlikuje pojmove kruga i kru�znice. Neki od ishoda u�cenja koji su
navedeni u Nacionalnom okvirnom kurikulumu Republike Hrvatske za geometriju u petom
razredu osnovne �skole su:
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Za ocjenu dovoljan:

� Prepoznaje osnovne elemente prostora (to�cku, pravac, polupravac, du�zinu i ravninu)
uz odgovaraju�ce oznake

� Prepoznaje i opisuje kvadrat, pravokutnik, trokut, kru�znicu, krug i njegove dijelove,
kut i vrste kutova.

� Konstruira simetralu du�zine i osnosimetri�cno preslikava sliku u kvadratnoj mre�zi.

Za ocjenu dobar:

� Opisuje medusobne odnose elemenata u ravnini uz odgovaraju�ce oznake.

� Konstruira zbroj/razliku du�zina i crta bilo koji zadani geometrijski lik.

� Centralno simetri�cno preslikava.

Za ocjenu vrlo dobar:

� Precizno i uredno crta/konstruira geometrijske likove.

� Osnosimetri�cno i centralnosimetri�cno preslikava slo�zenije likove.

� Odreduje mjere sukuta i vr�snih kutova zadanih u stupnjevima, minutama i sekun-
dama.

Za ocjenu odli�can:

� Odreduje mjere kutova u slo�zenijim geometrijskim situacijama.

� Samostalno i precizno preslikava likove kompozicijom osne i centralne simetrije.

� Konstruira/crta zadane/uo�cene polo�zaje medu elementima prostora analiziraju�ci nji-
hova svojstva i odnose.

2.2. �Sesti razred

U �sestom razredu osnovne �skole u�cenici se u nastavi matematike prilikom obrade geometrij-
skih tema bave trokutima, analizom svojstava trokuta i odnosa, konstruiraju i analiziraju
�cetverokut s naglaskom na kvadrat, pravokutnik i romb, translatiraju sliku, crtaju i zbra-
jaju/oduzimaju vektore te ra�cunaju i primjenjuju opseg i povr�sinu trokuta i �cetverokuta te
mjeru kuta. Na Slici 2.5 mo�ze se uo�citi da je omjer geometrijskih tema u odnosu na ostale
jednak kao i u petom razredu.
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Slika 2.5: Udio domena u 6. razredu O�S

Ovdje se lako uo�cava koliko je va�zno da su u�cenici dobro svladali gradivo petog razreda.
Pojam opsega i povr�sine trokuta te �cetverokuta nastavnicima daje prostora za implemen-
tiranje zanimljivih zadataka koji ne samo da u�cenicima poma�zu u svladavanju te nastavne
cjeline nego pomo�cu njih vje�zbaju �nu motoriku ruku, razvijaju smisao za veli�cine u prirodi
te promatraju opsege i povr�sine u stvarnom svijetu.

Jedan od takvih zadataka je ilustriran na Slici 2.6 - 2.9. U�cenicima su dani papiri sa
crte�zima, uglavnom �zivotinja, sastavljenih od �cetverokuta a zadatak je izra�cunati sveukupnu
povr�sinu papira potrebnog za izradu takvog crte�za. U�cenici prvo dobivaju manje crte�ze,a
zatim i one ve�ce. Neki crte�zi se sastoje od samo pravokutnika i kvadrata, a na nekima su
i paralelogrami i trapezi. U�cenicima se daju crte�zi prema potrebi odnosno prema procjeni
u�citelja.

Slika 2.6: Crte�z 1. Slika 2.7: Crte�z 2.
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Slika 2.8: Crte�z 3. Slika 2.9: Crte�z 4.

Osim primjene na zadatke, Nacionalni okvirni kurikulum propisuje osnovne ishode u�cenja
ovisno o ocjeni:

Za ocjenu dovoljan:

� Opisuje sukladnost trokuta i konstruira trokut kojemu su zadane duljine svih triju
stranica.

� Konstruira kvadrat i pravokutnik.

� Prepoznaje translaciju te translatirane crte�ze/slike.

Za ocjenu dobar:

� Konstruira trokut kojemu su zadane duljine stranica i/ili mjere kutova.

� Konstruira paralelogram i romb koriste�ci se njihovim svojstvima.

� Dopunjava zapo�ceti crte�z do translatirane slike.

Za ocjenu vrlo dobar:

� Samostalno i precizno konstruira sve vrste trokuta, primjenjuju�ci analizu.

� Samostalno i precizno crta trapez i opisuje njegova svojstva.

� Translatira slike jednostavnijih ravninskih likova.

Za ocjenu odli�can:

� Povezuje konstrukciju trokuta s pou�ccima o sukladnosti trokuta.

� Konstruira �cetverokute uz raspravu.

� Samostalno i precizno translatira slo�zenije slike ravninskih likova.
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2.3. Sedmi razred

Sedmi razred donosi promjene po pitanju omjera geometrije i drugih polja matematike u
nastavi. (Slika 2.10)

Brojevi

42.11%

Algebra i funkcije
21.05%

Oblik i prostor

5%

Mjerenje

26.32%
Podaci i statistika i vjerojatnost

5.42%

Slika 2.10: Udio domena u 7. razredu O�S

U�cenici se po�cinju baviti kompleksnijim pojmovima u poljima algebre i brojeva �sto os-
tavlja manje prostora za geometrijske teme. Kompleksnije strukture uvode se i u geometrij-
ske teme pa tako u�cenici konstruiraju pravilne mnogokute i koriste se njima pri stvaranju
slo�zenijih geometrijih motiva, pridru�zuju racionalne brojeve to�ckama pravca, u kordinatnom
sustavu u ravnini crtaju to�cke i preslikavaju ih osnom/centralnom simetrijom i translaci-
jom te ra�cunaju i primjenjuju opseg i povr�sinu mnogokuta i kruga i njegovih dijelova. Tema
"Mnogokuti" daje mogu�cnosti za povezivanje matematike i problema iz svakodnevnog �zivota,
kroz �sto u�cenici na �zi�ckim problemima mogu razviti osje�caj o tome za�sto su bitni pojmovi
opsega i povr�sine te znanje i kori�stenje formula. Jedan od takvih zadataka je sljede�ci:

Zadatak: Poslodavac Nikola treba oli�citi jedan zid spremi�sta (vidi Sliku 2.11).

a) Izra�cunaj koliku povr�sinu treba oli�citi.

b) Koliko kanti boje od 15 litara treba kupiti ako se s jednom kantom mo�ze oli�citi 100m2?

c) Koliko �ce platiti boju ako jedna kanta ko�sta 130kn?

d) U planu je drugom bojom obojiti rubove uz vrata i prozor (kao okvir). Kolika �ce biti
ukupna duljina tih crta?
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Slika 2.11: Zadatak s povr�sinom

Osim �sto ovakav tip zadataka doprinosi lak�sem razumijevanju nastavnih cjelina, on
u�cenicima poma�ze u razvoju prostornog mi�sljenja i logi�ckog razmi�sljanja te ima pozitivan
u�cinak na u�ceni�cku volju i �zelju za matematikom. Nije te�sko primjetiti da mnogi nastavnici
nastavu jo�s uvijek izvode na tradicionalan, klasi�can na�cin. Gradivo sedmog razreda vezano
za geometrijske teme u�citeljima daje mno�stvo prostora za improvizaciju i daje im slobodu u
izboru resursa i mogu�cnosti povezivanja kako sa stvarnim svijetom, tako i sa drugim nastav-
nim podru�cjima. Istra�zivanje preovedeno u 15 osnovnih �skola Novog Zagreba od u�cenika je
tra�zilo odgovor na pitanje za�sto u�ce matematiku. U uzorku je bilo 374 u�cenika 8. razreda,
koji su dali odgovor na 25 pitanja iz upitnika kojeg su autori rabili u istra�zivanju. �Cak njih
58.7% je izjavilo da matematiku u�ce zbog ocjene, a samo ne�sto vi�se od 15 njih da u�ce zbog
zanimljivosti matemati�ckih sadr�zaja. Upravo iz tog razloga mnogi stru�cnjaci se sla�zu sa
�cinjenicom da su geometrijske teme najpogodnije za razvoj u�ceni�cke motivacije za matema-
tike, a upravo teme poput povr�sine i opsega nude najvi�se mogu�cnosti za izbor zanimljivih
tema. Ne�sto vi�se o povr�sini i problemima s kojim se nastavnici susre�cu prilikom obrade te
teme se govori u Poglavlju 3.

Ishodi u�cenja navedeni u Nacionalnom okvirnom kurikulumu su sljede�ci:
Za ocjenu dovoljan:

� Ra�cuna opseg i povr�sinu kruga, po potrebi uz uporabu d�zepnoga ra�cunala.

� Prepoznaje i zapisuje opseg i povr�sinu nacrtanoga mnogokuta u kvadratnoj mre�zi.

� Prera�cunava mjerne jedinice za duljinu, masu, vrijeme, volumen teku�cinu, povr�sinu i
kut.

Za ocjenu dobar:

� Samostalno i sigurno ra�cuna opseg i povr�sinu mnogokuta, po potrebi uz uporabu
d�zepnoga ra�cunala.

� Samostalno i sigurno ra�cuna opseg i povr�sinu kruga i njegovih dijelova.
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� Samostalno i sigurno prera�cunava mjerne jedinice (temperaturu, srednju brzinu), po
potrebi uz uporabu d�zepnoga ra�cunala.

Za ocjenu vrlo dobar:

� Ra�cuna opseg i povr�sinu geometrijskih oblika sastavljenih od mnogokuta.

� Ra�cuna opseg i povr�sinu geometrijskih oblika sastavljenih od krugova i njegovih dije-
lova.

� Prera�cunava mjerne jedinice pri rje�savanju jednostavnijih problema.

Za ocjenu odli�can:

� Bira strategije za izra�cunavanje opsega i povr�sine mnogokuta u rje�savanju problema iz
geometrije i stvarnoga �zivota.

� Bira strategije za izra�cunavanje opsega i povr�sine kruga i njegovih dijelova u rje�savanju
problema iz geometrije i stvarnoga �zivota.

� Odabire pogodnu mjernu jedinicu pri rje�savanju problema iz matematike i drugih po-
dru�cja.

2.4. Osmi razred

Osmi razred osnove �skole u�cenicima donosi do sada najkompleksnije geometrijske teme koje
vi�se nemaju za cilj nau�citi u�cenike temeljnim pojmovima te primjeni odredenih formula, nego
u�cenike poti�cu na razvitak prostorne percepcije, na kreiranje korelacije s drugim predmetima,
na promatranje tijela koja ih okru�zuju ali i na razumijevanje njima kompleksnijih teorema
poput Talesovog pou�cka i Pitagorinog pou�cka. Na ovoj razini u�cenja, u�cenicima se pokazuju
i jednostavniji dokazi spomenutih teorema. Omjer geometrijskih tema u odnosu na druge
nalazi se na Slici 2.12.

Brojevi

26.32%

Algebra i funkcije

26.32%

Oblik i prostor

15.79%

Mjerenje

21.05%
Podaci i statistika i vjerojatnost

10.53%

Slika 2.12: Udio domena u 8. razredu O�S
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Neke od geometrijskih tema u osmom razredu osnovne �skole su modeli i mere�ze geometrij-
skih tijela, volumen i opo�sje geometrijskih tijela, koordinatni sustav u ravnini, vjerojatnost
dogadaja te ve�c spomenuti Talesov i Pitagorin poru�cak. Obrada Pitagorinog pou�cka pru�za
nastavnicima mogu�cnost prakti�cnog rada koji rezultira dokazom Pitagorinog pou�cka. U
praksi se pokazalo da su u�cenici veoma zainteresirani za prou�cavanje dokaza na ovaj na�cin te
da oni koji obrade ovu cijelinu na takav na�cin nemaju problema sa pam�cenjem i primjenom
formule u budu�cnosti. Na Slici 2.13 se nalazi jedan od dokaza Pitagorinog pou�cka koji je
dostupan u�cenicima u ud�zbenicima matematike za osmi razred.

Slika 2.13: Dokaz Pitagorinog pou�cka

S obzirom na to da su matematika kao znanost i matematika kao nastavni predmet vrlo
povezane, dokazivanje pou�caka kao �sto je Pitagorin pou�cak ima vrlo va�zno mjesto u nastavi
matematike. Iako su mi�sljenja podijeljena po pitanju toga da li u�cenici trebaju biti upoznati
sa dokazima ukoliko se kasnije u �zivotu ne�ce baviti istima, u nastavi matematike mnogi
nastavnici implementiraju dokaze. U prilog tome ide �cinjenica da svaki �covjek ima potrebu
za rasudivanjem, a matemati�cki dokazi upravo se temelje na sposobnosti rasudivanja. Iako
za neke nastavnike pou�cavanje dokazivanja predstavlja izazov, praksa je pokazala da u�cenici
koji su se bavili jednostavnijim dokazima u osmom razredu imaju bolje rezultate u daljnjem
�skolovanju.
Neki od ishoda u�cenja za geometrijske teme u osmom razredu su :
Za ocjenu dovoljan:

� Prema zadanoj mre�zi opisuje geometrijsko tijelo (�cetverostranu prizmu, piramidu, va-
ljak i sto�zac) uz skiciranje.

� Konstrukcijom dijeli du�zinu na n jednakih dijelova.

� Izri�ce Pitagorin pou�cak i obrazla�ze ga na ponudenome predlo�sku.

Za ocjenu dobar:

� Odreduje broj vrhova, bridova i strana geometrijskoga tijela (prizma i piramida, valjak
i sto�zac) i crta njegovu mre�zu.
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� Konstrukcijom dijeli du�zinu na proporcionalne dijelove u omjeru manjemu od jedan.

� Ra�cuna duljinu nepoznate stranice pravokutnoga trokuta pomo�cu Pitagorinog pou�cka.

Za ocjenu vrlo dobar:

� Izraduje modele geometrijskih tijela na osnovi njihovih ravninskih prikaza.

� Konstrukcijom dijeli du�zinu u omjeru ve�cemu od jedan.

� Ra�cuna nepoznate elemente trokuta i �cetverokuta pomo�cu Pitagorinog pou�cka.

Za ocjenu odli�can:

� Analizira prostorne oblike sastavljene od osnovnih geometrijskih tijela uz preciznu upo-
rabu matemati�ckoga jezika.

� Primjenjuje Talesov pou�cak za rje�savanje geometrijskih problema.

� Bira strategije za izra�cunavanje oplo�sja i volumena u rje�savanju problema iz geometrije
i stvarnoga �zivota.
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Poglavlje 3

Geometrija u nastavi - primjeri iz
prakse

U sljede�cim primjerima promatraju se razli�cite aktivnosti �cija je primarna svrha upoznavanje
sa simetrijom, kutovima, preciznim crtanjem, transformacijama te najbolje ilustriraju prilike
za u�cenje va�znih pojmova, razvitak klju�cnih ideja i va�znost razumijevanja i shva�canja prije
nego pogadanja.

1. Prepoznavanje oblika

Na Slici 3.1 je prikazan kvadrat u dva razli�cita polo�zaja. Praksa pokazuje da kada se u�cenike
pita koji je to lik, ve�cina u�cenika prepoznaje kvadrat u polo�zaju s lijeve strane dok kvadrat
s desne strane opisuju kao dijamant. Ovo je pokazano u dijalogu ispod.

Slika 3.1: Kvadrat ili dijamant?

- U�citelj: Koji je ovo lik?
[Pokazuje na kvadrat kojemu je stranica polo�zena horizontalno ]

- U�cenik: Kvadrat.

- U�citelj: Ako ga okrenemo ovako, koji onda lik dobijemo?
[Isti kvadrat zakrenut za 45� ]

- U�cenik: Dijamant.

Problem koji se ovdje javlja je ne samo kori�stenje izraza "dijamant\ umjesto romb nego i
te�sko�ca shva�canja da kvadrat je i dalje kvadrat bez obzira na njegovu orijentaciju. Uo�ceno
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je da u�cenici te�sko shva�caju �cinjenicu da bilo koji oblik mo�ze biti dvije stvari odjednom { i
kvadrat i dijamant. Na sli�can na�cin dolazi do zabune i prilikom klasi�ciranja kvadrata kao
posebnog slu�caja pravokutnika ili pravokutnika kao posebnog slu�caja paralelograma. Na�cin
na koji se ove te�sko�ce mogu prevladati je svakako pribli�zavanje oblika u�cenicima u smislu
opisivanja njegovih bitnih svojstava koja ga �cine upravo tim oblikom. �Cisto navodenje imena
i jednostavnih de�nicija nije dosta, no dana�snji razvoj tehnologije omogu�cava predo�cavanje
likova u interaktivnim programima u kojima se na primjeru okretanja oblika, u ovom slu�caju
kvadrata, u�cenike upoznaje s razli�citim polo�zajima koje isti mo�ze imati.

U sljede�cem primjeru, na Slici 3.2 u�cenici imaju zadatak napraviti trokut spajanjem
to�caka danih na kvadratnoj re�setki. Zadatak je mogu�ce u�cenicima dati na ra�cunalu, na
plo�ci ili na listu papira. Po�cetni zadatak je uo�citi koliko trokuta je mogu�ce napraviti. Slika
3.2 pokazuje 6 razli�citih trokuta, no u�cenici trebaju biti izazvani da uvide koliko je razli�citih
trokuta mogu�ce prona�ci. To mo�ze rezultirati razgovorom o tome �sto zapravo zna�ci "razli�citih\
trokuta. U�cenici �ce u ve�cini slu�cajeva trokute koji su isti, ali razli�cito orijentirani smatrati
razli�citim, ba�s kao u primjeru s kvadratom. Ovaj primjer daje priliku za upoznavanje s
jednakokra�cnim i pravokutnim trokutima i �cinjenicom da pravokutan trokut mo�ze biti u
isto vrijeme i jednakokra�can. �Cesta zabuna je i pretpostavka u�cenika da je trokut i donjem
lijevom kutu jednakokra�can, �sto daje priliku u�citelju da razgovara s u�cenicima o svojstvima
jednostrani�cnih trokuta i poja�snjavanju kako i bez mjerenja prepoznati da spomenuti trokut
nije jednostrani�can.

Slika 3.2: Trokut na 3� 3 re�setki

Drugi izazov u ovom primjeru je povezan s odredivanjem koliko polo�zaja svaki trokut
mo�ze zauzeti. Ovo zapravo predstavlja vje�zbu brojanja koja zahtjeva sistematski pristup ali
i uklju�cuje posjedovanje geometrijskih vje�stina povezanih sa transformacijom. Primjerice,
prvi trokut na Slici 3.2 mogu�ce je postaviti na 4 razli�cita na�cina �sto daje 16 mogu�cnosti
ukupno. Na isti na�cin u�cenici se mogu upoznati sa svojstvima kvadrata ili nekih drugih
poligona, ovisno o veli�cini re�setke.
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2. Simetrija

Oblici na Slici 3.3 su napravljeni spajanjem �cetiri mala pravokutna jednakokra�cna trokut, a
slu�ze za pobolj�savanje u�ceni�cke sposobnosti opisivanja i formiranja mentalnih slika oblika te
na koncu odlu�civanja koliko osi simetrije mogu prona�ci.

Slika 3.3: Simetri�cni oblici

Dijalog ispod pokazuje neke od svojstava koje u�cenici mogu upoznati pomo�cu zadanih
oblika.

- U�citelj: Opi�si mi ovaj oblik. (Prvi lijevo)

- U�cenik 1: To je mali kvadrat unutar velikog kvadrata.

- U�cenik 2: Vidim 4 trokuta u kutovima.

- U�citelj: �Sto mo�zete re�ci o tim trokutima?

- U�cenik 3: Svi su iste veli�cine.

- U�cenik 4: Svi imaju prave kutove.

- U�citelj: Jo�s ne�sto?

- U�cenik 5: To su jednakokra�cni trokuti.

- U�citelj: Koliki dio oblika je isjen�can?

- U�cenik 6: Pola.

- U�citelj: Kako zna�s?

- U�cenik 7: Zato �sto 4 trokuta stanu unutar malog kvadrata.
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- U�citelj: Postoji li linija simetrije?

- U�cenik 8: Da, kroz sredinu i kroz dijagonalu.

- U�citelj: Jo�s neka ideja?

- U�cenik 9: Kroz drugu dijagonalu i horizontalno od jedne do druge strane.

Tre�ci oblik nema os simetrije, �sto �cesto nije lako uo�cljivo u�cenicima. U tom slu�caju u�cenike
treba poticati na prou�cavanje i eksperimentiranje sa ovakvim oblicima kako bi se doista
uvjerili da ne postoji os simetrije. Takoder, u�cenicima treba jasno dati do znanja da neki
oblici nemaju os simetrije uop�ce i da dodavanje osje�canih dijelova kao u navedenom primjeru
mo�ze zavarati onog tko prou�cava oblik. Presavijanje i rezanje papira su vrlo korisni na�cini
prou�cavanja simetrije i njeni svojstava koji u�cenicima daju priliku da sami predvide �sto �ce
se dogoditi vizualiziraju�ci mentalnu sliku i ispituju�ci njene karakteristike. (kako je prikazano
na Slici 3.4) Lijevo je papir kvadratnog oblika savijen napola, a desno je isti papir na kojemu
je izrezan trokut. Od u�cenika se tra�zi da predvide oblike koji �ce se dobiti kada se papir
otvori.

Slika 3.4: Izrezivanje papira

- U�citelj: Papir je savijen i izrazan je trokut na sredini. Koji oblik �ce poprimiti rupa
kada se papir otvori?

- U�cenik 1: Oblik �ce imati 4 strane.

- U�citelj: Kako zna�s?

- U�cenik 2: Zato �sto su po dvije strane izrezane s obje strane papira.

- U�citelj: Kako nazivamo oblik koji dobijemo?

- U�cenik 3: Kvadrat.

- U�cenik 4: Ne, strane nisu jednake duljine. To je pravokutnik.

- U�citelj: Sla�zu li se svi s tim?

- U�cenik 5: Dvije gornje strane su male, a dvije donje velike, tako da ne mo�ze biti
pravokutnik.

- U�cenik 6: To je deltoid.
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Vje�zbe poput ove nude veliku paletu mogu�cnosti za eksperimentiranje i diskusiju. Mogu�ce
je varirati sam izgled oblika ali i broj presavijanja papira. Neke od mogu�cnosti koje u�citelji
mogu koristiti su sljede�ce:

� Napraviti dva presavijanja pod pravim kutom. Oblici koji se dobiju ukoliko se rupa
re�ze od rubova:

- kvadrat, jednakokra�cni trokut, bilo koji trokut, deltoid, pravokutnik

� Napraviti tri presavijanja pod 45� Oblici koji se dobiju ukoliko se rupa re�ze od rubova:

- jednakokra�cni trokut, pravokutni trokut, bilo koji drugi trokut.

Savijanjem papira pod kutem od 30� ili 60� i rezanje razli�citih rupa u�cenici mogu kreirati
razli�cite atraktivne pahuljaste oblike (Slika 3.5). Ovakav tip vje�zbe posebno se dopada
manjim uzrastima u�cenika te mo�ze voditi do korisnih diskusija o simetri�cnosti ali i doprinosi
razvoju osje�caja za prostor.

Slika 3.5: Zanimljivi simetri�cni oblici

3. Kutovi

Pojam i ideja kuta za u�cenike predstavlja puno te�zi koncept za shva�canje nego �sto je duljina.
Nije te�sko prona�ci i kreirati zanimljive zadatke �cija je uloga pobolj�savanje vje�stina mjerenja.
Nakon inicijalnih vje�zbi u kojima u�cenici uvje�zbavaju mjerenje i konstrukciju kutova, �sto
doprinosi i razvoju �ne motorike, dobivene vje�stine mogu biti povezane sa stvarnim situaci-
jama i kori�stene za razvoj drugih geometrijskih ideja. Primjerice, mjerenje kuta elevacije
kako bi se odredila visina drveta ili kori�stenje para kutova mjerenih s dvije pozicije kako bi
se utvrdila udaljenost nekog objekta. Slika 3.6 upravo pokazuje kako kutevi od 38� i 47�

gledani iz nekog objekta P na dvije to�cke A i B, udaljene 100 metara jedna od druge mogu
pomo�ci pri odredivanju udaljenosti objekta. Osim toga, ovaj tip zadatka name�ce pitanje
tra�zi li se udaljenost od to�cke P do A i P do B ili okomita udaljenost od P do du�zine AB.
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Slika 3.6: Udaljenost dva objekta

Jedan od glavnih problema s kojima se u�cenici susre�cu pri u�cenju kutova jeste rukovanje
kutomjerom stoga je va�zno u�cenike osvijestiti pravilnom postavljanju i o�citavanju vrijednosti.
LOGO je softverski program koji ima posebno va�znu ulogu u uvodenju u�cenika u samo
mjerenje kutova �cak i prije nego u�cenici sami krenu s mjerenjem pomo�cu kutomjera. Pomo�cu
ovog programa, kreiranog za u�cenike manjeg uzrasta �sto ga �cini lako razumljivog, u�cenici
sami konstruiraju i mjere veli�cine raznih kutova. LOGO je posebice vrijedan program za
razvijanje osje�caja za mjeru veli�cine kuta i mogu�ce ga je koristiti i kao uvod u mjerenje
stupnjeva �cak i prije nego �sto su u�cenici spremni za prakti�cki rad. Na Slici 3.7 vidimo
dvije stranice trokuta nastale micanjem kursora (poznatijeg kao "kornja�ca") za 10 jedinica
unaprijed i zakretanjem za 90 stupnjeva u desno te micanje za jo�s 10 jedinica unaprijed.

Slika 3.7: Softverski program - LOGO
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4. Povr�sina

Koncept povr�sine javlja se kada �zelimo ili usporediti dva ravninska lika jedan s drugim ili s
jedinicom mjere. Sama povr�sina ima �siroku primjenu u svakodnevnom �zivotu poput povr�sine
tla kada �zelimo odrediti broj potrebnih plo�cica, povr�sine zida kako bi odredili koli�cinu boje
i mnoge druge. U�cenici u po�cetcima obrazovanja s pojmom povr�sine upoznaju se putem
pitanja koji od dva oblika je ve�ci i istra�zuju�ci svojstva kvadrata i drugih oblika predstavljenih
na re�setki. Bilo da je lik nepravilan ili sa zaobljenim krajevima, osnovna ideja koja se usaduje
u u�cenike je pronalazak broja kvadrata koje taj lik pokriva, �sto je ilustrirano na Slici 3.8.
Ovakav tip vje�zbe pru�za mogu�cnost povezivanja sa stvarnim situacijama poput medusobnog
usporedivanja veli�cine ruku.

Slika 3.8: Kvadratna re�setka

Na ovaj na�cin u�cenici sami uo�cavaju potrebu za standardnom jedinicom mjere kao �sto je
metar kvadratni ili centimetar kvadratni. U ranim fazama zadaci ne moraju sadr�zavati neke
od u�cenicima poznatih oblika, no kada se pojavi primjerice trokut od u�cenika se zahtjeva da
odrede povr�sinu trokuta koriste�ci neku neformalnu metodu. Slika 3.9 pokazuje dvije razli�cite
strategije za pronalazak takve povr�sine. Jedna se temelji na "dijeljenju" i "dodavanju", a
druga na "zaokru�zivanju" i "oduzimanju". U�cenike treba poticati da sami razvijaju svoje
metode, a jedan od na�cina je i zadatak u kojemu sami kreiraju svoje oblike, a zatim pronalaze
njihovu povr�sinu.
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Slika 3.9: Povr�sina trokuta

Unato�c tome, oblici ne dolaze uvijek poslo�zeni na re�setki na na�cin da je jednostavno
odrediti povr�sinu lika. Tada je nu�zno krenuti razvijati formalniji na�cin pronalaska povr�sine
standardnih oblika. Jedna od jednostavnijih formula za povr�sinu i s kojom u�cenici nemaju
previ�se pote�sko�ca je formula za povr�sinu pravokutnika. Jedini problem na koji u�cenici mogu
nai�ci je nedovoljna uvje�zbanost mno�zenja, te je uo�ceno da u�cenici lako mno�ze prirodne bro-
jeve dok u slu�caju razlomaka ovakve zadatke �cesto ne rije�se to�cno. Stoga je preporu�cljivo
u�cenicima u ranim fazama obrade povr�sine pravokutnika duljine zadavati kao male prirodne
brojeve. Nakon �sto su u�cenici svladali povr�sinu pravokutnika i paralelograma prelaze na
povr�sinu trokuta. Jedan od pristupa u obradi je pronalazak povr�sine paralelograma te do-
kazivanje da povr�sina trokuta �cini polovicu odgovaraju�ceg paralelograma. Na Slici 3.10
navedena su tri primjera od kojih prva dva vode ka standardnom povezivanju povr�sine tro-
kuta i paralelograma, i tre�ci primjer u kojemu je zadatak pronalaska povr�sine trokuta QCD
ne�sto kompliciraniji.

Slika 3.10: Povr�sina trokuta

Spomenuta strategija "zakoru�zivanja" i "oduzimanja" koju u�cenici koriste dovodi u�cenike
do sljede�ce jednad�zbe:

Povr�sina trokuta QCD =

1
2

pravokutnika AQED �
1
2

pravokutnika BQEC =
1
2

pravokutnik ABCD:
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Iako je ovakav tip vje�zbe jednostavan alat za razvoj rasudivanja, ne daje u�cenicima dobar
intuitivan osje�caj za�sto je metoda ra�cunanja povr�sine jednaka kao kod prvog trokuta. Tu do-
lazi mogu�cnost za upotrebu dinami�cnog softvera koji generira trokute �cije su baze i povr�sine
jednake, a gornji vrh klizi po pravcu paralelnim s bazom trokuta. Slika 3.11 prikazuje trokut
u programu dinami�cne geometrije te razli�cite polo�zaje trokuta koji imaju jednaku povr�sinu.

Slika 3.11: Pozicioniranje trokuta

Spomenuti problem prepoznavanja trokuta s istom povr�sinom zapravo je problem uo�cavanja
visine nekog oblika. U�cenici �cesto za visinu trokuta uzimaju jednu od kateta, pogotovo u
situacijama kada je baza trokuta stavljena u standardnu horizontalnu poziciju. Vje�zbe u
kojima je u�cenici dana numeri�cka vrijednost duljine baze i visine dobre su za uvje�zbavanje
formule za povr�sinu trokuta, no ne pru�za mogu�cnosti za razmijevanje �sto koja varijabla
predstavlja. Zato je preporu�cljivo u�cenike stavljati u situaciju u kojoj sami moraju izmje-
riti duljine stranice te promisliti �sto je to visina. Kako trokut �cini osnovu za sve poligone,
pravilno odredivanje njegove povr�sine je dovoljno za rje�savanje �siroke palete problema s
povr�sinom. Primjerice, Slika 3.12 pokazuje kako se povr�sina trapeza mo�ze na dva na�cina
odrediti rastavljanjem na jednostavnije oblike: dva trokuta ili paralelogram i trokut.

Slika 3.12: Povr�sina trapeza
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U sljede�cim potpoglavljima opisane su aktivnosti koje nastavnici koriste prilikom obrade
pojma povr�sina.

4.1. Povr�sina kvadrata i povr�sina pravokutnika

Kao motivaciju za rad u�citelj zadaje u�cenicima zadatak:
Zadatak: Filip poplo�cava kupaonicu. Kupaonica ima oblik pravokutnika �cije su dimenzije
1:8m � 3m. Plo�cice su dimenzija 50cm � 60cm. Koliko plo�cica Filipu treba za poplo�citi
kupaonicu?

Zadatak je prikladan u�cenicima 6. razreda osnovne �skole, i u trenutku postavljanja istog
u�cenici jo�s ne znaju ra�cunati povr�sinu pravokutnika i kvadrata.

Cilj nastavne aktivnosti: U�cenici �ce otkriti formulu za povr�sinu kvadrata i pravokut-
nika
Nastavni oblik: Rad u paru
Nastavna metoda: Metoda analize i dedukcije
Potreban materijal: Milimentarski papir za svakog u�cenika
Tijek aktivnosti: Na po�cetku aktivnosti nastavnik podijeli u�cenike u parove i svaki par
dobije milimetarski papir. U�cenici su u prethodnom razredu obradili povr�sinu kvadrata �cije
su stranice jedini�cne duljine.

N: Kolika je povr�sina kvadrati�ca sa stranicom duljine 1mm?
U: Njegova povr�sina je jednaka 1mm2.
N: Kolika je povr�sina kvadrati�ca sa stranicama duljine 1cm?
U: Njegova je povr�sina 1cm2.
N: Kako bismo mogli izra�cunati povr�sinu nekog geometirjskog lika �cije stranice nisu jedini�cne
du�zine?
U: Mogli bismo prebrojiti koliko kvadrati�ca jedini�cne povr�sine stane u taj geometrijski lik.

Tada nastavnik u�cenicima daje zadatak da svaki par na milimetarski papir treba nacrtati
jedan pravokutnik i jedan kvadrat zadanih dimenzija. Svaki par je dobio milimetarski papir
s jednom od oznaka: A; B; C; D. Parovi s slovom A crtaju kvadrat s duljinom stranice 2cm i
pravokutnik s duljinama 4cm i 6cm. Parovi s oznakom B crtaju kvadrat s duljinom stranice
3cm i pravokutnik s duljinama 3cm i 7cm. Parovi s slovom C kvadrat duljine stranice
4cm i pravoktunik 2cm i 6cm, te parovi sa oznakom D kvadrat s duljinom stranice 5cm i
pravokutnik s duljinama stranica 2cm i 3cm. Tada u�cenici sami prebrojavaju od koliko se
jedini�cnih kvadrata sastoje kvadrati i pravokutnici. Svoje rezultate upisuju i dvije tablice
(Tablica 3.1 i Tablica 3.2) iz kojih nakon toga izvode zaklju�cke.
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Kvadrat

Duljina stranice(cm) Povr�sina(cm)

2 4

3 9

4 16

5 25

Tablica 3.1: Povr�sina kvadrata

Pravokutnik

Duljina stranice a
(cm) Duljina stranice b (cm) Povr�sina(cm)

4 6 24

3 7 21

2 6 12

2 3 6

Tablica 3.2: Povr�sina pravokutnika

Analogijom i generalizacijom u�cenici dolaze do zaklju�cka da je povr�sina kvadrata sa
stranicom duljine a jednaka a �a. Na jednak na�cin u�cenici dolaze do zaklju�cka da je povr�sina
pravokutnika jednaka P = ab. Nakon �sto su otkrili formule za tra�zene povr�sine, u�cenici
rje�savaju motivacijski zadatak.

4.2. Povr�sina paralelograma

Kao i u pro�slom primjeru nastavnik u�cenicima zadaje motivacijski zadatak:

Zadatak Ivana i Ena su se posvadale oko toga koja od njih ima ve�ci bazen. Ivana tvrdi
da je njezin bazen ve�ci, a Ena da je obratno. Oba bazena imaju oblik paralelograma. Enin
bazen je dug 5m, a �sirok 4m. Ivanin bazen je dug 6m, a �sirok 3m. Koja je od djevoj�cica u
pravu?

Cilj nastavne aktivnosti: U�cenici �ce otkriti formulu za povr�sinu paralelograma
Nastavni oblik: Rad u paru
Nastavna metoda: Metoda analize i dedukcije
Potreban materijal: Paralelogrami od papira, �skare
Tijek aktivnosti: U�cenici su raspodijeljeni u parove te svaki par dobije jedan list papira sa
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slikama paralelograma. Nastavnik u�cenike pitanjima navodi na zaklju�cak da trebaju izrezati
paralelogram i preslo�ziti ga tako da dobiju neki geometrijski lik kojemu znaju izra�cunati
povr�sinu. Naglasak treba staviti na to da se povr�sina paralelograma ne�ce promijeniti ukoliko
se njegovi dijelovi preslo�ze. Iako �ce prva ideja biti da paralelogram izre�zu du�z dijagonale,
nastavnik navodi u�cenike da ga re�zu du�z visine. Preslagivanjem izrezanih dijelova u�cenici
dobivaju pravokutnik. Na ovoj razini u�cenja u�cenici znaju izra�cunati povr�sinu pravokut-
nika pa lako dolaze do formule za povr�sinu paralelograma P = a � V a. Nastavnik potom
pu�sta u�cenike da izre�zu i druge paralelograme te se uvjere da formula koju su dobili vri-
jedi op�cenito. U�cenici potom rje�savaju motivacijski zadatak. Nastavnik im napominje da
povr�sinu paralelograma mogu izra�cunati i po formuli P = b � V b.
Ukoliko nastavnik uo�ci da postoje u�cenici koji bi mogli svladati i dokaz ovakve tvrdnje u
nastavu se mo�ze ubaciti i dokaz da uo�cena tvrdnja uistinu vrijedi.

DOKAZ:
Neka je ABCD paralelogram, to�cka E no�zi�ste visine iz vrha A na pravac BC.
Prema S � S �K teoremu trokuti AED i BCF su sukladni pa imaju jednaku povr�sinu.
Stoga je P (ABCD) = P (AED) + P (EBCD) = P (BFC) + P (EFCD) = a � v
jer je EFCD pravokutnik sa stranicama duljina a i v (Slika 3.13).

Slika 3.13: Povr�sina paralelograma
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Sa�zetak

U ovom radu prikazan je osvrt na geometrijske teme u nastavi matematike s naglaskom
na nastavu matematike u osnovnim �skolama. Navedeni su ishodi u�cenja propisani Naci-
onalnim okvirnim kurikulumom te obradene neke posebne nastavne teme te aktivnosti koje
nastavnicima poma�zu u obradi istih.

Klju�cne rije�ci: geometrija, ishodi u�cenja, kurikulum, geometrijsko mi�sljenje.
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Summary

This paper will give review on geometric subjects in teaching mathematics with ephasis
on teaching mathematics in elementary school. We will give learning outcomes given by
Croatian nacional curriculum and we will process some speci�c themes and activities linked
to them.

Key words: geometry, learning outcomes, curriculum, geometric reasoning.
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