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1 Uvod

Razni tipovi kompleksnih mreza, kao $to su telekomunikacijske mreze, LAN mreze (lokalne
racunalne mreze) i slicno, modeliraju se pomoc¢u grafova ¢iji su vrhovi telekomunikacijske
stanice, procesori itd., a bridovi su kablovi, ’linkovi’ (veze izmedu web stranica) i sli¢no.

Pri konstrukciji takvih mreza javljaju se razna ogranicenja na vrhove, odnosno bridove.
Najcesce se zadaje uvjet na najveci stupanj vrha u mrezi i na dijametar.

Tipicni problemi koji se javljaju u proucavanju takvih grafova su sljedeci:

o stupanj/dijametar problem: za zadane prirodne brojeve A i D, treba odrediti najveéi
moguci broj vrhova na p povezanog grafa kojemu je najveci stupanj jednak A, a dija-
metar mu je manji ili jednak D.

o stupanj/struk problem: uz zadane prirodne brojeve d > 2 i g > 3, treba odrediti
najmanji moguci broj vrhova povezanog regularnog grafa ¢iji je stupanj regularnosti
jednak d, a struk je g.

Proucavanje prvog problema odvija se u dva smjera: premda su nadeni dokazi o nepostojanju
grafova kojima je broj vrhova vrlo blizu gornje granice za broj na p, zvane Mooreova granica,
brojna istrazivanja daju rezultate o postojanju grafova koji poboljsavaju donju granicu tog
broja. Glavna tema ovog rada je proucavanje problema egzistencije Mooreovih grafova,
odnosno onih grafova koji uz zadane uvjete imaju broj vrhova koji je jednak Mooreovoj
granici.

Rad je organiziran na sljede¢i na¢in: u prvom odjeljku navedeni su osnovni pojmovi i osnovne
tvrdnje iz teorije grafova i linearne algebre koji su neophodni za razumijevanje glavnog dijela
rada. U drugom odjeljku precizno je definiran pojam Mooreovog grafa, dok su u tre¢em
odjeljku navedena njegova osnovna svojstva. Cetvrti odjeljak je najopsezniji i predstavlja
glavni dio rada. U njemu su opisani svi Mooreovi grafovi dijametra 2, a poseban naglasak
stavljen je na vrlo znac¢ajan Mooreov graf koji je puno vise poznat pod nazivom Petersenov
graf. Sva kljuéna svojstva Petersenova grafa detaljno su iskazana i dokazana, a ponudene su
i brojne slicice za bolji uvid u njegovu strukturu. Posljednji odjeljak posveéen je problemu
karakterizacije Mooreova grafa dijametra 3.



2 Osnovni pojmovi i tvrdnje iz teorije grafova i line-
arne algebre

U ovom poglavlju ¢emo navesti osnovne pojmove iz teorije grafova i linearne algebre koji su
neophodni za proucavanje Mooreovih grafova.

Definicija 2.1. Graf G je uredena trojka G = (V(G), E(G),v¢q) koja se sastoji od nepraznog
skupa V=V(G), ¢iji su elementi vrhovi od G, skupa E = E(G) disjunktnog s V(G), ¢iji su
elementi bridovi od G i funkcije incidencije g koja svakom bridu od G pridruzuje neuredeni
par (ne nuzno razli¢itih) vrhova od G.

Vrhove nekog grafa najcesée oznacavamo malim slovima w, v, w itd., a bridove oznacavamo
malim slovima e, f, g itd. Ako je bridu e pridruzen par vrhova {u,v}, onda kazemo da su
u i v krajevi brida e, odnosno da je vrh u (v) incidentan bridu e, a brid u tom slucaju
oznacavamo s e = uv ili e = vu.

Ako su u grafu neka dva vrha spojena s dva ili vise bridova, onda kazemo da postoji visestruki
brid izmedu tih vrhova.

Brid koji spaja vrh sa samim sobom zove se petlja.
Gratf je jednostavan ako u njemu nema ni visestrukih bridova niti petlji.

Potpun graf K, je jednostavan graf s n vrhova i s najve¢im moguc¢im brojem bridova, tj. to
je graf u kojemu su svaka dva vrha spojena bridom.

Trivigalan graf je jednostavan graf sa samo jednim vrhom.
Stupanj vrha (ili valencija vrha) v grafa G je broj dg(v) bridova u G incidentnih s v.
Najvedi stupanj grafa G oznacavamo s A(G).

Graf je r-regularan ako mu je svaki vrh stupnja r, tj. d(v) = r Yo € V. Graf je regularan
ako je r-regularan za neko r.

Definicija 2.2. Grafovi G i H su izomorfni, u oznaci G = H, ako postoje bijekcije
0:V(G)—>V(H)i¢: E(G) = E(H) tako da vrijedi:

vale) =uv & Pu(d(e)) = 0(u)d(v).
Uredeni par (0, ¢) zove se izomorfizam s G u H.

Definicija 2.3. Automorfizam Aut(G) jednostavnog grafa G je permutacija
o:V(G) = V(G) takva da za svaka dva vrha u,v € V(G) vrijedi:

w € E(G) & o(u)o(v) € E(G).

Drugim rigecima, automorfizam grafa G je izomorfizam od G na sebe samog.



Jednostavan graf G je tranzitivan po vrhovima ako vrijedi:
Vu,v € V(G) 3g € Aut(G) tako da je g(u) = v.
Jednostavan graf G je tranzitivan po bridovima ako vrijedi:
Vuyvy, ugvy € E(G) 3h € Aut(G) tako da je h(uyvy) = ugvs.
Jednostavan graf G je simetrican ako vrijedi:

Yuy, vy, ug, vo € V(G) takve da ujvy, ugvy € E(Q)
f € Aut(G) tako da je f(u1) = ug, f(v1) = vs.

Podgraf H grafa G je graf ¢iji je skup vrhova podskup skupa vrhova grafa GG, a skup bridova

vrhova identican skupu vrhova grafa G.
Setnja u grafu G je netrivijalan konacan niz W = vgejvieqvs . . . exvg Ciji su clanovi
naizmjence vrhovi v; i bridovi e;, tako da su krajevi od e; vrhovi v;_q i v;, za svako i,

1 <i < k. Setnja je zatvorena ako je vy = vp.

Zatvorena Setnja u kojoj su svi vrhovi, osim pocetnog i krajnjeg, medusobno razliciti zove
se ciklus. Ciklus s n vrhova oznacavamo s C,.

Put je Setnja s medusobno razli¢itim vrhovima. Put s n vrhova oznacavamo s P,.

Udaljenost d(v,w) izmedu dva vrha v i w je duljina najkraéeg puta izmedu v i w. Ako takav
put ne postoji, onda uzimamo da je njihova medusobna udaljenost jednaka oc.

Duljinu g(G) najkraceg ciklusa u grafu G zovemo struk grafa G.

Graf G je povezan ako dg(u,v) < oo Yu,v € V(G). U suprotnom, kazemo da je G nepove-
zan, a maksimalne povezane podgrafove tog grafa zovemo komponentama povezanosti grafa

G.
Stablo je povezan graf koji ne sadrzi cikluse.

FEkscentricitet e(v) vrha v povezanog grafa G definiran je s

= d(v,u).
e(v) o (v, u)

Dijametar diam(G) grafa G definiran je s

diam(G) = :
iam(G) Urer%/a()é)e(v)

Radijus r(G) od G definiran je s

r(G) = vgl/l(%)e(v).



Rezni brid ili most grafa G zovemo brid ¢ijim se izbacivanjem povecava broj komponenata
povezanosti od G.

Neka je G proizvoljan graf sa skupom vrhova V(G) = {v1,vs,...,v,}. Matrica susjedstva
A(G) grafa G je kvadratna n X n matrica s elementima a;; koji su jednaki broju bridova

izmedu vrhova v; iv;, 1,5 = 1,...,n.

Za graf kazemo da je planaran ako ga je moguce nacrtati u ravnini tako da mu se bridovi
sijeku samo u vrhovima.

Komplement G¢ jednostavnog grafa G je jednostavan graf s istim skupom vrhova V(G) kao
i GG, a dva vrha u G° su susjedna ako i samo ako nisu susjedna u G.

Za graf kazemo da je samokomplementaran ako je izomorfan svom komplementu.

Linigski graf grafa G je graf L(G) sa skupom vrhova E(G) u kojem su dva vrha spojena
bridom ako i samo ako su odgovarajuéi bridovi u G susjedni.

Hamiltonov ciklus u G je ciklus u G koji sadrzi sve vrhove od G. Graf je Hamiltonov ako
sadrzi Hamiltonov ciklus.

Za povezan graf kazemo da je hipohamiltonov ako nije Hamiltonov, ali izbacivanjem pro-
izvoljnog vrha dobivamo graf koji sadrzi Hamiltonov ciklus, tj. Hamiltonov graf.

Za zadani graf G podskup M C E(G) je sparivanje u G ako niti jedan njegov element nije
petlja i nikoja dva brida iz M nisu susjedna.

Sparivanje M u G zasi¢uje vth v € V(G), tj. vrh v je M-zasi¢en ako je neki brid iz M
incidentan s v. Ako je svaki vrh iz G M-zasi¢en, kazemo da je M savrseno sparivanje.

Faktor grafa G je razapinjujuci podgraf koji je 1-regularan.
Faktorizacija grafa G je particija skupa bridova od G na faktore.

Genus grafa je najmanji prirodan broj n takav da se graf moze smjestiti na sferu s n rucki
tako da mu se bridovi sijeku samo u vrhovima.

Za k € N definiramo k-bojenje vrhova grafa G kao funkciju ¢ : V(G) — {1,2,...,k} koja
svakom vrhu iz G pridruzuje jednu od k boja oznacenu s nekim brojem iz {1,2,...,k}. Za
k-bojenje kazemo da je pravilno ako su svaka dva susjedna vrha obojena razli¢itim bojama.
Za graf kazemo da je k-obojiv ako dopusta pravilno k-bojenje vrhova.

Kromatski broj v(G) grafa G je najmanji prirodan broj k takav da je G k-obojiv.

Graf GG je bridno k-obojiv ako dopusta pravilno k-bojenje bridova.



Bridno kromatski broj +'(G) grafa G bez petlji je najmanji prirodan broj k takav da je G
bridno k-obojiv.

Teorem 2.1. (Vizingov teorem). Ako je G jednostavan graf, tada je ili v'(G) = A(G) ili
v(G) = A(G) + 1.

Definicija 2.4. Neka su n i k prirodni brojevi. Kneserov graf K(n,k) je graf ¢iji vrhovi
odgovaraju k-clantm podskupovima skupa od n elemenata, a dva vrha su spojena bridom ako
1 samo ako odgovarajuca dva podskupa nemaju zajednickih elemenata.

U nastavku ¢emo iskazati i dokazati neke rezultate iz linearne algebre i teorije grafova.

Propozicija 2.1. Skup svih svojstenih vektora simetricne matrice A je ortogonalan skup.

Dokaz. Neka su v iw dva svojstvena vektora simetricne matrice A s pridruzenim svojstvenim
vrijednostima, redom A i g pri cemu A # p. Vrijedi:

v (Aw) = v"(pw) = p(v w)
(VAT )w = (Av) w = A(vTw)
Bududi da je A = A7, slijedi:

pvTw) = A(vw)

(A= p)v"w =0+ v"w =0, jer je A # p, a svojstveni vektori nisu nul-vektori.

Slijedi zakljucak da su v i w medusobno okomiti, a kako smo ih birali proizvoljno, tvrdnja
je dokazana. O]



3 Mooreovi grafovi

3.1 Definicija Mooreovih grafova

Pojam Mooreovih grafova éemo uvesti koriste¢i specijalno stablo koje se zove BFS (Breadth
First Search) stablo!. Pretpostavimo da postoji povezan graf s n vrhova ¢iji je najvedi
stupanj A, a dijametar D. Zanima nas najve¢i broj vrhova koji moze imati takav graf.
Slucaj A = D =1 je trivijalan, tj. jedini graf dijametra 1 i najveceg stupnja 1 je potpun
graf Ky pa je n = 2. Stoga pretpostavimo da je A > 21 D > 2. Konstruirajmo BFS stablo
s korijenom wv.

Slika 1: BFS stabloza A =31D =3

Iz vrha v putem duljine 1 mozemo posjetiti najvise A vrhova. Iz vrha v putem duljine 2
mozemo posjetiti najvise A-(A—1) vrhova itd. Konaé¢no, iz vrha v putem duljine D mozemo
posjetiti najvise A - (A — 1)P~! vrhova. Vidi Sliku 1. Dobivamo

D
n<14Y AA-D)T' =1+A+A-(A-1)+... +AA -1
=1

=1+A1+A—-1+(A-1P2+...+(A=-1"") (1)

1+ AT A S
2D +1 CA=2,

Desna strana nejednadzbe (1) zove se Mooreova granica, u oznaci Ma p. Ime je dobila prema
profesoru Edwardu Forrestu Mooreu (vidi [11]) koji je pedesetih godina proslog stolje¢a pos-
tavio problem klasifikacije i karakterizacije grafova koji uz zadani najveci stupanj i dijametar
imaju broj vrhova jednak Ma p. Takvi grafovi imaju poseban naziv: Mooreovi grafovi. Oni
su nuzno A - regularni, a njihova posebnost je u tome sto su rijetki. Za Mooreove grafove
stupnja A i dijametra D kazemo da su Mooreovi grafovi tipa (A, D).

Mooreove grafove su prvi proucavali A.J. Hoffman i R.R. Singleton 1960. godine. Njihov
debitantski ¢lanak [8] govori o Mooreovim grafovima dijametra 2 i 3. U sluc¢aju dijametra 2,
pokazali su da Mooreov graf postoji jedino za A = 2,3, 7 i eventualno 57.

! Ako je zadan najveéi stupanj grafa, onda konstrukcijom BF'S stabla dobivamo najveéi broj vrhova grafa
jer svaku razinu popunjavamo do maksimuma, a tek onda prelazimo na sljedec¢u razinu.



Za slucajeve A = 2,3 1 7 dokazali su jedinstvenost odgovaraju¢ih Mooreovih grafova. Za
D = 3 dokazali su da postoji jedinstven Mooreov graf i taj je C7 ili 7-ciklus (a znamo da je
u tom slucaju A = 2). U dokazima svih ovih tvrdnji autori koriste svojstvene vrijednosti i
svojstvene vektore matrice susjedstva grafa (i njenih glavnih podmatrica).

Zanimljivo je da je egzistencija Mooreova grafa tipa (57,2) jos uvijek otvoren problem u
teoriji grafova. Drugim rijecima, nitko joS nije pronasao primjer takvog grafa iako se zna
da je on aritmeticki izvediv. Ukoliko bi takav graf postojao, imao bi 3250 vrhova i 92625
bridova, a Higman je u jednom svom predavanju studentima dokazao da taj graf ne moze biti

jer su svi ostali Mooreovi grafovi tranzitivni po vrhovima.
U narednom odjeljku ¢emo navesti neka svojstva Mooreovih grafova.

3.2 Osnovna svojstva

Primijetimo da je trivijalan graf Mooreov graf tipa (0, 0).
Jedinstveni Mooreovi grafovi tipa (A, 1) su potpuni grafovi K.

PTANS
<y

Ks Ka Ks Ke Kz

Slika 2: Neki potpuni grafovi

Za svaki D € N, ciklus Cypyq je jedinstven Mooreov graf tipa (2, D).

S

Slika 3: Neki ciklusi

Cr

Uzmimo proizvoljan Mooreov graf tipa (A, D) i izdvojimo jedan njegov vrh kojeg ¢emo zvati
korijen. Zai=0,1,..., D, definiramo razinu ¢ kao skup svih vrhova na udaljenosti ¢ od ko-
rijena te definiramo n; kao broj vrhova na razini «. Tako se na nultoj razini nalazi jedinstven
vrh: korijen, na prvoj razini se nalaze svi vrhovi na udaljenosti jedan od korijena, na drugoj
razini se nalaze svi vrhovi na udaljenosti dva od korijena itd.

Jasno je da vrijedi ng = 1in; < A(A -1 zasve 1l < i < D. Buduéi da je Mo-
oreov graf A-regularan s brojem vrhova Ma p, bridovi mogu postojati samo izmedu razine

8



1iit+1,2=0,1,..., D — 1 ili izmedu vrhova koji se nalaze na razini D.
Sada ¢emo iskazati i dokazati vaznu rekurziju vezanu za Mooreove grafove.

Propozicija 3.1. Za A, D € NU{0} definiramo polinome F;(x) rekurzivno na sljedeéi nacin:

Fin(z) = aFi(z) — (A = 1)Fia(2),
Fi(z)=2+1 (2)
Fo(ZL‘) =1

Ako je A matrica susjedstva Mooreovog grafa tipa (A, D), onda je Fp(A) = J, pri éemu je
J kvadratna matrica ¢iji su svi elementi jednaki 1.

Dokaz. Za fiksne A i D pretpostavimo da postoji Mooreov graf tipa (A, D) i oznacimo ga s
G=(V,E). Za0<m < Dix,y €V pokazati ¢emo da vrijedi:

1, ako postoji put od x do y duljine najvise m
Fn (A = { 0, inace.

Drugim rije¢ima, element u matrici F,,,(A) koji se nalazi u retku koji odgovara vrhu z i u
stupcu koji odgovara vrhu y jednak je 1 ako postoji (z,y)-put i ako vrijedi d(z,y) < m. U
suprotnom je pripadni element matrice jednak nuli.

Ovu tvrdnju éemo dokazati metodom matematicke indukcije po broju m. Za m = 0 imamo
Fy(A) = I jer put duljine 0 postoji samo izmedu vrhova koji su identi¢ni pa polinom Fj
izjednacen u matrici A daje jedini¢nu matricu 1.

Za m = 1 promatramo sve puteve duljine nula ili jedan izmedu vrhova u G. Jasno je da je
u tom slucaju Fy(A) = A+ 1.

Pretpostavimo da je 2 < m < D. Prema definiciji umnoska dviju matrica, imamo

AP (A = 3 A [Fu(A)., 3)
zeV
Bez smanjenja opcéenitosti, mozemo pretpostaviti da je vrh y korijen. Neka se vrh x nalazi
na razini j. Promotrimo sljedece slucajeve:

1. slucaj: 0 <53 <m

Obzirom da je x na razini j, znamo da postoji put od korijena y do x, a kako je j < m, to
prema pretpostavci indukcije vrijedi [£,-1(A)]z, = 1.

Nadalje, vrijedi A, .[Fn(A)],, = 1 ako i samo ako zx € E. Ako su z i z susjedni, onda
se z nalazi ili na razini j — 1 (ovo vrijedi samo ako je 7 > 1) ili na razini j + 1. Kako je
d(z,y) = j < m, vrijedi da je [F,(A)]., = 1 paje A, [Fin(A)].y = 1.

Obratno, ako je A, .[F,(A)]., = 1, onda su oba faktora razli¢ita od nule, odnosno jednaka
1 pa su x i z susjedni vrhovi.

Postoji tocno A takvih z € V' pa je suma u (3) jednaka A. Koristeé¢i definiciju polinoma
F;(x) zakljucujemo da vrijedi

Frst(Ay =A - (A-1) =1,

a to smo i trebali pokazati.

2. slucaj m<j<m+1
Sada je udaljenost izmedu vrhova z i y najmanje m pa mora vrijediti [F},—1(A)]z, = 0.

9



Slicno kao u prvom slucaju, vrijedi A, .[F,(A)]., = 1 ako i samo ako zx € E i dodatno
vrijedi da je z na razini j — 1. Kada bi z bio na razini j + 1, onda bi udaljenost izmedu z i
y bila veca od m pa bismo imali [F,,(A)]., = 0. No, imamo samo jedan takav z € V, pa je
suma u (3) jednaka 1. Dakle,

[Fm-l—l(A)]z,y =1,
Sto smo i trebali pokazati.
3. slucaj: j >m+1
Vrh z je udaljen za vise od m + 1 od korijena y. Stoga mora vrijediti [F},,—1(A)];, = 0. No,

tada je 1 A, [Fm(A)]., = 0 za svaki z € V, jer ako su x i z susjedni, onda je z na razini
koja je najmanje m + 1. Dobivamo da je

[Fm-i-l (A)]x,y = 0.
Dokaz indukcijom je zavrsen. Buduéi da je G dijametra D, to izmedu svaka dva vrha postoji

put duljine manje ili jednake D pa vrijedi Fp(A) = J.
]

10



4 Mooreovi grafovi dijametra 2

Neka je G Mooreov graf tipa (A,2) i neka je A matrica susjedstva od G. Tada iz formule
(1) slijedi

2
n=Maa=14+Y AA-1)T"=1+A+AA-1)=1+A"
=1

U nastavku ¢emo opisati spektar matrice susjedstva grafa GG. S u ¢emo oznaciti vektor cije
su sve komponente jednake 1.

Lema 4.1. Matrica susjedstva Mooreova grafa G ima tocno 3 razlicite svojstvene vrijednosti.
Jedna je A, a ostale dvije su dane jednadzbama

14+ ViA =3

)\1:

2 (4)
\ —1 —+v4A -3
2 = .
2

Svojstvena vrijednost A ima kratnost 1.

Dokaz. Prema Propoziciji 3.1, matrica susjedstva A zadovoljava jednadzbu:
At A-(A-DI=J (5)

Primjeé¢ujemo da je Ju = nu i Au = Au, pa je u svojstveni vektor matrice J, ali i matrice
A, a A je svojstvena vrijednost od A. Kako je G A-regularan graf, svojstvena vrijednost A
od A ima kratnost 1 (dokaz se moze pronaéi u [3]).

Pretpostavimo da je v # u svojstveni vektor od A sa svojstvenom vrijednosti A. Prema
Propoziciji 2.1, slijedi u"v = 0 pa zakljucujemo da su je suma svih komponenata vektora v
jednaka nuli. Slijedi Jv = 0. Mnozeci (5) s v # 0 dobivamo:

A?v+ Av— (A —1)v = Juv
A(Av) + Av— (A —=1v =0
Mo+ —(A—-1)v=0
Mo+ —(A—1)v=0
v+ A—(A—=1))=0
M4A—(A-1)=0.
Dobivena kvadratna jednadzba ima dva razlicita realna rjeSenja dana formulama (4). ]

U nastavku ¢emo analizirati brojeve Ay i A9, tj. razmotrit ¢emo slucaj kada su ti brojevi
iracionalni, a onda i slucaj kada su racionalni.

Lema 4.2. Ako su A\, i Ay iracionalni brojevi, onda je A = 2.

Dokaz. Prema Lemi 4.1, zbroj kratnosti svojstvenih vrijednosti A; i Ay matrice susjedstva A
iznosi n — 1. Neka je a kratnost svojstvene vrijednosti A\, a b kratnost svojstvene vrijednosti
Ay. Slijedi @ +b = n — 1 = A% Znamo da je trag tr(A) matrice A jednak sumi njenih
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dijagonalnih elemenata pa je u nasem slucaju tr(A) = 0. No, trag matrice A mozemo dobiti
i kao sumu njenih svojstvenih vrijednosti, pa koriste¢i Lemu 4.1 dobivamo:

a\i + DAy + A =0
a(xﬁi:é 1>+b(:£é;3 1)+A:ﬂ

2 2

2 2

VAA =3 1
(e = Sa+h) +A=0
4N — 1
——?—aa—m—5A1+A:o
— 2
VIBZS
2 2
4N —3(a —b) = A* - 2A
A(A —2)

VAA =3

Lijeva strana posljednje jednakosti je cijeli broj obzirom da je dobiven kao razlika dvaju
prirodnih brojeva. Desna strana te iste jednakosti je kvocijent cijelog i iracionalnog broja
(kako su prema pretpostavci A i Ag iracionalni brojevi, to 4A — 3 nije kvadrat niti jednog
prirodnog broja). Dakle, posljednja jednakost ima smisla ako i samo ako vrijedi a = b,
odnosno

A(A—-2)=0.
Slucaj A = 0 nije mogu¢ jer je dijametar od G jednak 2. Zakljucujemo da vrijedi A = 2.
O
Sada mozemo iskazati i dokazati glavni rezultat ovog odjeljka:
Teorem 4.1. Mooreov graf tipa (A, 2) postoji samo za A = 2,3,7 ili 57.
Dokaz. U Lemi 4.2 smo pokazali egzistenciju Mooreovih grafova za A = 2. Za ostale

slucajeve treba pretpostaviti da su \; i Ao racionalni brojevi, odnosno da vrijedi 4A —3 = s2,
pri cemu je s neki prirodan broj. Oznac¢imo s m kratnost svojstvene vrijednosti A;. Tada
prema Lemi 4.1, kratnost svojstvene vrijednosti Ay iznosi n — 1 — m.

Kako je trag matrice A jednak 0, vrijedi:

-1 —s—1
A+m(s >+(n—1—m)< 82 >:0
.. L . s*+3 3 L L .
Bududi da vrijedin = A+ 11 A = , nakon uvrstavanja i sredivanja dobivamo:
§° 4 st +65° — 252+ (9—-32m)s —15=0 (6)

Zanimaju nas samo nenegativna cjelobrojna rjesenja s jednadzbe (6). Kako je ovo poli-
nom s cjelobrojnim koeficijentima, to cjelobrojna nultocka s mora dijeliti slobodni ¢lan 15.

Dobivamo:
s=1 m=0 A=1 n=2

s=3 m=5 A=3 n=10
s=5 m=28 A=T7 n=50
s=15 m=1729 A =57 n = 3250.

(7)
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Primijetimo da slucaj A = 1 nije moguc¢ jer je dijametar od G jednak 2 pa nam ostaje samo
A=3,715T.
]

4.1 Mooreov graf tipa (2,2) ili ciklus s 5 vrhova

Najjednostavniji Mooreov graf dijametra 2 je ciklus C5. Graf je specifican jer je jedini ciklus
koji je samokomplementaran, odnosno vrijedi C5 = C¥.

Cs (Cs)

Slika 4: Ciklus C5 i njegov komplement

Ciklusi su vrlo zanimljivi grafovi, a iako se ubrajaju u najjednostavnije tipove grafova,
proucavanje njihove matrice susjedstva nije nimalo jednostavan zadatak. U nastavku ¢emo
iskazati i dokazati teorem koji u potpunosti karakterizira spektar matrice susjedstva ciklusa

Ch.

Teorem 4.2. Spektar matrice susjedstva A ciklusa C,, je skup

oty = foeoe (1) 11}

Dokaz. Neka je W kvadratna matrica reda n ¢iji je prvi red jednak (0,1,0,...,0). Svaki
sljede¢i red dobiven je od prethodnog tako da se svaki element pomakne za jedno mjesto
udesno, a posljednji element dolazi na prvo mjesto. Tako je drugi red (0,0,1,0,...,0),...
predzadnji red je (0,0,...,0,1), a zadnji red je (1,0,...,0). Drugim rije¢cima, W ima jedinice
samo iznad glavne dijagonale i u donjem lijevom kutu. Za proizvoljan cijeli broj k, matrica
Wk je permutacijska matrica koja u prvom redu na poziciji k¥ + 1 ima jedinicu, svi ostali
elementi su nule, a svaki sljedec¢i redak nastao je od prethodnog pomicanjem svakog elementa
udesno za jednu poziciju. Ovo je smisleno za proizvoljan k obzirom da za k > n uzimamo
brojeve modulo k£ umjesto k. Za matricu susjedstva ciklusa vrijedi:

AC) =W + WL

Pomoc¢u svojstvenih vrijednosti matrice W ¢éemo odrediti svojstvene vrijednosti matrice
A(C,). Matrica W djeluje na proizvoljan vektor tako da mu elemente pomjeri za jedno
mjesto gore, a prvi element stavi na zadnje mjesto. Dakle, ako je v = (vy,...,v,)" svoj-
stveni vektor od W kojemu odgovara svojstvena vrijednost A\, onda vrijedi:

v = Ao, = N0, 1 = ... = A\,
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Dobivamo A" = 1. Ova jednadzba ima n medusobno razli¢itih kompleksnih korijena. Prema
de Moivreovoj formuli za korjenovanje kompleksnih brojeva, korijene broja 1 mozemo zapisati
kao w! pri ¢emu je w = e%, [ =0,1,...,n — 1. Zaista, svaka od svojstvenih vrijednosti
\; = w! ima kratnost 1, jer ako izaberemo v; = 1, prethodna jednakost nam daje vektor:

w = (1w W, .. Wt hT,
Slijedi da je spektar matrice W* za proizvoljan k jednak:
o(WF) = {1,wk,w2k, . ,w("fl)k} )

Buduéi da je svojstveni vektor za A, matrice W* neovisan o izboru k, lako moZzemo dobiti
svojstvene vrijednosti od C),:

A(C’n)ul = Wul + W_lul = (wl + w_l)ul.

Slijedi:
. . 2ml
w4+w =2cos|— ], [=0,1,....,n—1
n

4.2 Mooreov graf tipa (3,2) ili Petersenov graf

Mooreov graf tipa (3,2) mnogo je popularniji pod nazivom Petersenov graf. Graf je izuzetno
zanimljiv i teSko ga je zaobic¢i obzirom da se vrlo ¢esto pojavljuje kao protuprimjer mnogim
tvrdnjama. U nastavku ¢emo se baviti nekim istaknutim svojstvima Petersenova grafa.

Slika 5: Petersenov graf

Petersenov graf je jednostavan 3-regularan graf s 10 vrhova i 15 bridova. Nazvan je po
Juliusu Petersenu koji je 1898. godine otkrio da je taj graf najmanji 3-regularan graf bez
mostova koji nije 3-bridno obojiv. Julius Petersen je dao znacajan doprinos teoriji grafova
dokazavsi teorem koji danas nosi njegovo ime: Petersenov teorem. On glasi:

”Povezan 3-regularan graf sadrzi 1-faktor”.
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Petersenov graf je protuprimjer Taitovoj tvrdnji da je svaki 3-regularan graf 1-faktorabilan.
To znaci da je Tait pogrijesio kada je zakljucio da se skup bridova 3-regularnog grafa moze
rastaviti na medusobno disjunktne podskupove pri ¢emu je svaki takav podskup savrseno
sparivanje.

Sada ¢emo navesti nekoliko jednostavnih svojstava Petersenova grafa. Dokazi su elementarni
pa ih ne¢emo navoditi. Petersenov graf P je:

e 3-povezan i 3-bridno povezan

o radijusa 2 1 dijametra 2

o struka 5

e kromatskog broja 3 i bridno kromatskog broja 4

e simetrican

e graf koji sadrzi savrseno sparivanje (vidi [10], str. 2)

Jasno je da je Petersenov graf najveéi 3-regularan graf dijametra 2, jer prema formuli (1)
takav graf ne moze imati vise od 10 vrhova, a upravo toliko ih ima Petersenov graf. Preostaje
dokazati jedinstvenost Petersenova grafa.

Propozicija 4.1. Mooreov graf tipa (3,2) (Petersenov graf) je jedinstven.

Dokaz. Prvo konstruiramo BFS stablo s 10 vrhova kao na Slici 6. Bridovi stabla nacrtani
su punom ravnom crtom. Svi vrhovi osim listova imaju stupanj 3. Potrebno je dodati jos 6
bridova izmedu listova e, f, g, h,i i j, pazeci pri tom da rezultirajuci graf bude 3-regularan i
da mu je dijametar jednak 2. To je moguce uciniti na jedinstven nacin. Na Slici 6 je novih 6
bridova nacrtano isprekidanom crtom. Dobiveni graf je Petersenov graf (pogledati [10], str.
3).

_____

Slika 6: Konstrukcija Petersenova grafa ([10], str. 4)
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4.2.1 Petersenov graf je najmanja (3,5)-reSetka

U nastavku rada bavit ¢emo se odredivanjem najmanjeg moguceg broja vrhova grafa kojemu
poznajemo najmanji stupanj i struk. Takoder ¢emo uspostaviti vezu tog problema s proble-
mom odredivanja najveéeg moguceg broja vrhova grafa kojemu je poznat najveéi stupanj i
dijametar.

Pretpostavimo da postoji povezan graf koji nije stablo i neka mu je najmanji stupanj jednak
0 > 2, astruk g > 3. Za slucaj g = 2k + 1 kre¢emo prvo s konstrukcijom BFS stabla. Na
razini 0 nalazi se korijen v. Na razini 1 imamo najmanje ¢ vrhova, na razini 2 najmanje
5(6 — 1) vrhova, ..., na razini k se nalazi najmanje 6(§ — 1)*~! vrhova. Za 1 <i <k —1 ne
postoje bridovi medu vrhovima razine 7 jer bi tada imali cikluse duljine manje od g. Sli¢no
zakljucujemo da ne postoje niti bridovi izmedu vrhova koji se nalaze na razli¢itim razinama.
Jedino je moguée dodavati bridove izmedu onih vrhova koji se nalaze na (k — 1)-0j razini
([10], str.4). Imamo:

k k
. 146021 559
>1 56— 1)t = -2 7 8
"= +;( ) {2k:+1 6=2. (8)

U slucaju parnog struka, g = 2k, konstruiramo BF'S stablo slicno kao u prethodnom slucaju,
ali uz pretpostavku da korijen ¢ine dva vrha spojena bridom. Dobivamo:

k—1 k
: o= =1 59
> 92 0—1)V = 6—2 )
" ;( ) {% §=2.

Regularan graf koji ima najmanji moguéi broj vrhova, stupnja 6 = A i struka g zove se
(A, g)-resetka. Godine 1963. P. Erdés i H. Sachs [5] dokazali su egzistenciju (A, g)-resetki
za sve A > 21 g > 3. Zanimljivo je da su ovakvi grafovi vrlo rijetki. Do sada je pronadeno
njih 38 i to za A <141 g <12 ([10], str 5.).

Usporedimo li desne strane nejednadzbi (1) i (8), vidimo da je svaka (A, g)-resetka ujedno
i Mooreov graf ukoliko vrijedi g = 2D + 1. Mozemo primijetiti da Mooreova granica Ma p
ne daje samo najveéi moguéi broj vrhova grafa s maksimalnim stupnjem A i dijametrom
D, ve¢ daje i najmanji mogudci broj vrhova u regularnom grafu stupnja A i struka 2D + 1.
Stovise, vrijedi sljede¢a tvrdnja koju vrijedi navesti u ovome radu, ali bez dokaza:

Propozicija 4.2. Svaki graf dijametra D i struka 2D + 1 je reqularan.
Za dokaz pogledati [14].

Dakle, Petersenov graf pripada jos jednoj zanimljivoj klasi grafova: (A, g)-resetkama. Stovise,
Petersenov graf je jedina (3,5)-resetka, tj. on je jedini najmanji 3-regularan graf struka 5.
Minimalnost slijedi iz formule (8), dok se jedinstvenost dokazuje konstrukcijom na nacin da
se izgradi BFS stablo s 10 vrhova kao na slici 6, a zatim se spoje listovi tog stabla tako da
se pazi na uvjete o stupnju i struku ([10], str.6.).

4.2.2 Petersenov graf je najmanji snark

Najprije ¢emo reci nesto o podrijetlu pojma ”snark”. Naime, pojam snark je usko vezan za
bojanje bridova grafa. Po teoremu o cetiri boje, znamo da ne postoji planaran 3-regularan
graf bez mostova ¢ije bridove ne mozemo obojati s tri boje. Ali izuzetno je tesko pronaci
primjere neplanarnih grafova takve vrste. M. Gardner [6] je takvim grafovima nadjenuo ime
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—e—— 9

d)

Slika 7: a) Potpun bipartitan graf K55 kao (5,4)-resetka, b) potpun graf Kj kao (9,3)-
resetka, ¢) Haewoodov graf ili (3,6)-resetka i d) McGeeov graf ili (3,7)-resetka ([10], str.
9)

snarks, prema poznatoj baladi Lewisa Carolla?: ” The Hunting of the Snark”. U toj baladi
snark je ime zamisljene, a tesko uhvatljive zivotinje koju ni sam autor ne zna opisati. U
teoriji grafova snark definiramo na sljedec¢i nacin:

Definicija 4.1. Snark je netrivijalan 3-reqularan graf koji nije 3-bridno obojiv.

Prema Vizingovom teoremu snark mozemo definirati i kao netrivijalan 3-regularan graf s
bridno kromatskim brojem 4. Treba joS pojasniti pojam "netrivijalan” iz definicije snark
grafa. Objasnjenje koje ¢emo ponuditi preuzeto je iz [12], a mi ¢emo ga navesti bez previse
detalja.

"Netrivijalan” prvenstveno znaci da graf nema mostova. Takoder, to znaci i da je struk grafa
najmanje 5 jer ako bi uzeli u obzir snarkove koji sadrze cikluse s 2 ili 3 vrha, onda se do-
davanjem ili uklanjanjem takvih ciklusa iz grafa nista ne mijenja glede bridne obojivosti, tj.
graf i dalje nece biti 3-bridno obojiv. Snark graf nema ni 4-cikluse jer se takvi grafovi mogu
reducirati na manje snark grafove, i to na nacin da se ciklus C; prigodno zamijeni s dva brida.

Sada ¢emo reé¢i nesto o postupku otkrivanja snark grafova kroz povijest. Prvi snark je
otkriven 1898. godine i to je upravo Petersenov graf. Zatim je hrvatski matematicar Danilo
Blanusa 1946. godine pronasao dva nova snarka. Njegovi snarkovi imaju 18 vrhova, a
danas su poznati pod nazivom Blanusini snarkovi (Slika 8 pod a) i b)). Bill Tutte je otkrio

2Lewis Carroll je pseudonim engleskog knjizevnika Charlesa Lutwidgea Dodgsona, popularnog zbog svojeg
remek-djela: Alisa u zemlji ¢udesa, knjige djecje fantastike iz 1865. godine.
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cetvrtog snarka poznatog pod nazivom Descartesov snark, a on ima 210 vrhova. 1973.
godine je otkriven Szekeresov snark koji ima 50 vrhova. Sljedeci veliki korak u pronalasku
snark grafova napravio je Rufus Isaacs 1975. godine. Uspio je konstruirati dvije beskonacne
familije snarkova. Jedna se zove Cujetni snarkovi (Slika 8 pod ¢)), a druga BDS snarkovi i
ukljucuje sve ranije otkrivene snarkove osim Petersenova grafa. Isaacs je uspio pronadi jos
jedan snark koji ne pripada niti jednoj od navedenih familija. Taj snark se zove Dvostruka
zvijezda (Slika 8 pod d)) i ima 30 vrhova ([10], str. 5-6).

c) d)

Slika 8: a) Prvi Blanusin snark, b) Drugi Blanusin snark, c¢) Cvjetni snark i d) Dvostruka
zvijezda snark ([10], str. 6)

Uz Drugi Blanusin snark je vezana jedna velika zanimljivost. Naime, taj graf se nalazi u logo-
tipu Hrvatskog matematickog drustva (HMD), ali s malo drugacijim ravninskim smjestenjem.
Osim toga, HMD je predlozio Hrvatskoj posti da obiljezi Svjetsku matematicku godinu 2000.
(World Mathematical Year 2000) izdavanjem prigodne marke. Hrvatska posta je taj prijed-
log prihvatila, izdala marku i promovirala ju 15. lipnja 2000. godine na dan pocetka Drugog
hrvatskog matematickog kongresa.

Sljedeca propozicija je kruna ovog pododjeljka:

Propozicija 4.3. Petersenov graf je najmangi snark s 10 vrhova i on je jedinstven.

Dokaz. Neka je GG snark graf i neka je X proizvoljan bridni rez u G. To znaéi da se G — X
sastoji od dvije komponente povezanosti, a svaka komponenta sadrzi ciklus s najmanje 5
vrhova, jer je struk snarka najmanje 5. Slijedi |V (G)| > 10. Buduéi da je Petersenov graf
snark s 10 vrhova, zakljucujemo da je on ujedno i najmanji snark. Treba jos dokazati jedins-
tvenost, tj. ako postoji neki drugi snark s 10 vrhova, on mora biti izomorfan Petersenovom
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grafu. Neka je G snark s 10 vrhova te neka je Y ciklicki bridni rez u G. Onda svaka kom-
ponenta u G — Y ima 5 vrhova, zbog pretpostavke o struku grafa G. Ako bi |Y| = 4, tada
bi u svakoj komponenti povezanosti postojalo 4 vrha stupnja 2 i jedan vrh stupnja 3, sto je
nemoguce jer je u svakom grafu broj vrhova neparnog stupnja paran broj. Slucaj |Y| > 5
nije mogu¢ jer bi tada ostalo najvise 9 bridova za dvije komponente u G — Y, a znamo
da svaka komponenta mora imati najmanje 5 bridova zbog pretpostavke o struku grafa G.
Slijedi |Y'| = 5. neka je Y = {uv; : 1 <i < 5}. Dakle, G — Y se sastoji od dva 5-ciklusa.
Pretpostavimo da jedan od tih ciklusa ima skup vrhova 7' = {u; : 1 < i < 5}. Neka je v;
treéi susjed od u; koji ne pripada skupu T, i = 1,...,5. Kada bi vrijedilo vjvy € E(G) ili
vivs € E(G), tada bi G sadrzavao ciklus s 4 vrha, Sto je nemoguce. Zbog 3-regularnosti
grafa G zakljutujemo da mora vrijediti viv3 € E(G) i vivg € E(G). Sliéno zakljucujemo da
je vovy € E(Q), vovs € E(G) i vzus € E(G). Slijedi da je graf G izomorfan Petersenovom
grafu i time smo dokazali jedinstvenost ([10], str. 6-7). O

4.2.3 Petersenov graf je najmanji 3-regularan graf bez mostova koji ne sadrzi
Hamiltonov ciklus

Prvo ¢emo reéi nesto o problemu egzistencije Hamiltonova puta i Hamiltonova ciklusa. Go-
dine 1969. Lovasz predstavlja slutnju [9] koja povezuje simetrije u grafovima s Hamiltonovim
ciklusima i Hamiltonovim putevima. Slutnja glasi:

"Svaki povezan graf koji je tranzitivan po vrhovima sadrzi Hamiltonov put.”

Zanimljivo je da do danas nije otkriven niti jedan graf koji je tranzitivan po vrhovima, a da
nema Hamiltonov put. Gornja slutnja se pokazala istinitom za razne klase grafova, ali dokaza
jos uvijek nema. Gotovo svi grafovi koji potvrduju ovu slutnju zaista jesu Hamiltonovi.
Medutim, postoje izuzeci. Do danas ih je poznato samo cetiri, tj. cetiri povezana, po
vrhovima tranzitivna grafa s najmanje 3 vrha koji nemaju Hamiltonov ciklus. Radi se o
Petersenovom grafu, Coxeterovom grafu i o jos dva grafa dobivena od njih zamjenom svakog
vrha s 3-ciklusom (Slika 9). Takoder, ovoj skupini grafova pripada i potpun graf Ks, ali se
on zbog svoje jednostavnosti ¢esto niti ne navodi ([10], str.7).

a) b)

Slika 9: a) Coxeterov graf i b) graf nastao od Petersenovog zamjenom vrhova s 3-ciklusima
([10], str. 8)

Stoga, imamo alternativnu i prilicno nespretnu verziju Lovaszove slutnje:
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"Svaki povezan, po vrhovima tranzitivan graf s najmanje 3 vrha sadrzi Hamiltonov ciklus
ostm cetirt poznata protuprimgera.”

Slijedi iskaz i dokaz tvrdnje da je Petersenov graf najmanji 3-regularan graf bez mostova koji
ne sadrzi Hamiltonov ciklus. Dokaz ¢emo kompletirati kroz dokazivanje dvije propozicije.

Propozicija 4.4. Petersenov graf nije Hamiltonow.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je C' Hamiltonov ciklus u Petersenovom grafu P.
Tada se P sastoji od ciklusa Cig i jo§ 5 dodatnih bridova. Kada bi svaki od tih 5 bridova
spajao dijametralno suprotne vrhove u C', tada bi P sadrzavao 4-ciklus S$to nije moguce zbog
¢injenice da je struk Petersenova grafa jednak 5. Dakle, postoji najmanje jedan brid koji
spaja vrhove na udaljenosti 4 u C. Ne moze spajati vrhove na manjoj udaljenosti jer bismo
u tom slucaju dobili cikluse s 3 ili 4 vrha. Oznacimo s e jedan takav brid, a njegove krajeve
suiwv: e=wuv. Odaberimo vrh w dijametralno suprotan jednom od vrhova v i v. Tada
svaki brid s jednim krajem u w tvori ciklus s najvise 4 vrha. Dakle, nemoguce je dodati 5
novih bridova u C' tako da dobiveni graf ima struk vec¢i od 4. Time smo dokazali da P ne
moze imati Hamiltonov ciklus, odnosno da nije Hamiltonov ([10], str.8.). O

Propozicija 4.5. Petersenov graf je jedinstven najmangi 3-regularan graf bez mostova koji
nije Hamiltonow.

Dokaz. Ako je graf 3-regularan, onda zbog uvjeta da je suma stupnjeva u grafu jednaka
dvostrukom broju bridova, takav graf mora imati paran broj vrhova. Stoga u obzir dolaze
jedino grafovi s n = 4,6,8 i 10 vrhova. Za n = 4 postoji jedinstven 3-regularan graf i to je
graf K, a za njega je odmah jasno da je Hamiltonov. Za n = 6 imamo dva neizomorfna
3-regularna grafa, jedan struka 3 i on je graf II3 trostrane prizme, a drugi struka 4 i taj je
potpun bipartitan graf K3j3. Oba grafa su Hamiltonovi. Za n = 8 imamo 5 grafova koji
zadovoljavaju nase pretpostavke, tri grafa imaju struk 3, a ostala dva imaju struk 4 (slika
10). Svi su ti grafovi Hamiltonovi. Za n = 10 imamo ukupno 18 grafova koji su 3-regularni
i nemaju mostova. Medi njima imamo 12 grafova struka 3, 5 grafova struka 4, a jedini graf
struka 5 je Petersenov graf. Sa slike 10 mozemo uociti da su svi ti grafovi Hamiltonovi osim
Petersenova grafa ([10], str.8.).

O

S prethodnim dokazom smo pokazali jos nesto, a to je da je Petersenov graf jedan od
rijetkih protuprimjera tvrdnje da je svaki povezan, po vrhovima tranzitivan graf ujedno i
Hamiltonov.
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Slika 10: 3-regularni grafovi bez mostova s 4,6,8 i 10 vrhova ([10], str. 9)
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4.2.4 Petersenov graf je najmanji hipohamiltonov graf

Hipohamiltonovi grafovi nisu rijetki. Stovise, otkriveni su svi hipohamiltonovi grafovi s
najvise 17 vrhova, a dokazano je da oni postoje i za svaki n > 18, gdje je n broj vrhova.
Prvo ¢emo iskazati i dokazati neka osnovna svojstva hipohamiltonovih grafova.

Propozicija 4.6. Hipohamiltonov graf G ima sljedeca svojstva:
a) 3-povezan je,
b) 6(G) = 3,

n

-1
) AG) < "5,

d) ako G sadrzi vrh v stupnja 3, tada v nije vrh niti jednog 3-ciklusa.

Dokaz. a) Ako iz G uklonimo jedan vrh, dobijemo Hamiltonov graf, a on je povezan. Ako
uklonimo dva vrha iz G, dobit ¢emo Hamiltonov put, sto je opet povezan graf. Stoga je
potrebno ukloniti najmanje 3 vrha da bismo dobili nepovezan graf.

b) Kada bi u G postojao vrh stupnja 1, tada bismo uklanjanjem njegovog susjeda dobili graf
s izoliranim vrhom (a to bi onda bilo u kontradikciji s tvrdnjom a)). Ako bi G' sadrzavao
vrh v stupnja 2, onda bi uklanjanjem jednog njegovog susjeda dobili graf koji ne bi bio Ha-
miltonov, jer bi u tom grafu vrh v bio stupnja 1 (to bi bilo u kontradikeiji s pretpostavkom
da je G hipohamiltonov graf).

c¢) Neka je v vrh maksimalnog stupnja A(G). Tada v ne moze biti susjed s 2 medusobno su-

sjedna vrha Hamiltonova ciklusa C' iz G —v jer bi u suprotnom G bio Hamiltonov graf. Stoga
n—1

v moze biti susjed najvise svakom drugom vrhu na C' pa vrijedi nejednakost A(G) <

d) Ukoliko bismo pretpostavili suprotno, onda bi se lako pokazalo da je G Hamiltonov, $to
ne moze biti ([10], str.9.). O

Prije nego iskazemo i dokazemo glavni rezultat u ovom pododjeljku, navesti ¢emo korisnu
tvrdnju o Hamiltonovim grafovima.

Teorem 4.3. (Diracov teorem)
Ako u grafu G s n > 3 vrhova vrijedi 6(G) > g, tada je G Hamiltonov.
Za dokaz pogledati [4].

Propozicija 4.7. Petersenov graf je najmangi hipohamiltonov graf.

Dokaz. Dokazati da je Petersenov graf P hipohamiltonov nije tesko jer se radi o grafu koji je
tranzitivan po vrhovima. Dovoljno je ukloniti proizvoljan vrh iz P i odmah na¢i Hamiltonov
ciklus u tako dobivenom grafu. Za dokaz minimalnosti ¢emo se ipak morati vise potruditi,
tj. morati ¢emo pokazati da niti jedan graf s manje od 10 vrhova nije hipohamiltonov. U
tome ¢e nam pomoci svojstva hipohamiltonovih grafova iz propozicije 4.6 i Diracov teorem.
Zbog svojstva b) iz Propozicije 4.6 i Diracova teorema, ne uzimamo u obzir grafove s manje
od 7 vrhova. Pretpostavimo stoga da postoji hipohamiltonov graf G s tocno 7 vrhova. U
tom slucaju svi vrhovi moraju biti stupnja 3, a to je nemoguce jer imamo graf s neparnim
brojem vrhova.

Slicno zakljucujemo da ako imamo hipohamiltonov graf s 8 vrhova, onda on mora biti 3-
regularan. Fiksirajmo neki vrh v € V(G). Neka je C' Hamiltonov ciklus u G — v. Buduéi da
v ima tri susjeda u C', to prema svojstvu d) iz Propozicije 4.6 niti jedan par tih susjeda nije
spojen bridom. Jedini moguci raspored susjeda od v prikazan je na Slici 11a. Na toj slici
vrh v je susjed s vrhovima 2,4 i 7. Jo§ moramo medusobno spojiti vrhove 1,3,51 6 s jos dva
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brida, jer je |E(G)| = 12. No, svaki mogudi raspored bridova medu njima daje Hamiltonov
ciklus u G. Dakle, ne postoji hipohamiltonov graf s 8 vrhova.

Ukoliko je |[V(G)] = 9, onda je 3 < d(u) < 4Vu € V(G) i mora postojati jedan vrh,
oznac¢imo ga s v, koji je stupnja 4. Samo je jedan moguéi raspored vrhova koji su susjedi
od v u Hamiltonovom ciklusu G — v, a o tome svjedoci Slika 11b. Svaki od vrhova 1,3,5,6 i
8 mora biti incidentan s joSs najmanje jednim bridom. Ukoliko bi postojao brid izmedu tih
vrhova, tada bi G bio Hamiltonov. Dakle, svaki takav vrh mora biti susjed nekom susjedu
od v. Jedini mogudéi raspored bridova medu tim vrhovima je prikazan na Slici 11b. Dobiveni
graf ima najve¢i moguci broj bridova, ali nije hipohamiltonov jer graf koji dobivamo ukla-
njanjem nekog od vrhova 2,4,6 i 8 ne sadrzi Hamiltonov ciklus.

Za slucaj |V (G)| = 10 imamo 3 < d(u) < 4 Vu € V(G). Neka postoji vrh v stupnja 4
u G. Na Slici 11c je prikazan jedini moguéi raspored susjeda vrha v u Hamiltonovom ciklusu
G — v. Ukoliko bi postojao brid medu vrhovima iz skupa S = {1, 3,5, 6,8}, tada bi G bio
Hamiltonov graf. Dakle, svaki vrh iz C' mora biti povezan bridom s nekim vrhom iz skupa
T ={2,4,7,9}. Prema Dirichletovom principu zaklju¢ujemo da postoji vrh iz skupa 7" koji
¢e imati susjeda u S. No, to je nemoguce jer vrhovi iz skupa T ne mogu imati stupanj veci
od 4. Dakle, ne postoji vrh stupnja 4 u G.

Pretpostavimo da su svi vrhovi u G stupnja 3. Odaberimo proizvoljan vrh v u G. Svi
moguci rasporedi vrhova-susjeda od v na Hamiltonovom ciklusu u G — v prikazani su na
Slici 11 pod d), e) i f). Pogledajmo Sliku 11d. Vrh 1 moze biti susjed jedino sa 7, jer svi
ostali slucajevi daju Hamiltonov ciklus u GG. No tada je vrh 3 susjed s 8, jer brid 3 — 6 daje
Hamiltonov ciklus. Dakle, nuzno je vrh 4 susjed sa 6, ali i tako dobiveni graf je Hamiltonov.
Na Slici 11e isprekidanom crtom su oznaceni zabranjeni bridovi. Ako imamo bridove 2 — 5
i6—9, tada nuzno imamo i brid 4 — 7, ali dobiveni graf nije hipohamiltonov, jer npr. uk-
lanjanjem vrha 4 ne dobivamo Hamiltonov graf. Ukoliko imamo bridove 2 — 61 5 — 9, onda
opet nuzno imamo i brid 4 — 7, ali tada G nije Hamiltonov graf.

Promotrimo Sliku 11f. Kada bi postojao brid 2 — 9, onda bi imali i bridove 3 —51i 6 — 8, ali
takav graf nije Hamiltonov. Stoga su jedini dozvoljeni bridovi 2 —6, 5 —913 — 8, a to je
upravo Petersenov graf ([10], str.10-11).
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d) e) f)

Slika 11: Slicice koje pomazu u dokazivanju minimalnosti grafa P ([10], str. 11)

4.2.5 Jos neka svojstva Petersenovog grafa

Navesti ¢emo joS neka zanimljiva svojstva Petersenova grafa za cije ¢e dokaze biti dovoljna
po jedna slicica.

Propozicija 4.8. Petersenov graf je Kneserov graf K(5,2).
Dokaz.

{1,2}

{2,4} {1,3}

Slika 12: Petersenov graf kao Kneserov graf K (5,2) ([10], str. 11)
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Propozicija 4.9. Petersenov graf je komplement linijskog grafa potpunog grafa Ks.

Dokaz.

Slika 13: Petersenov graf kao (L(K3))¢ ([10], str. 12)

Propozicija 4.10. Genus Petersenova grafa je 1.

Dokaz.

Slika 14: Petersenov graf smjesten na sferu s jednom ruckom
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4.3 Mooreov graf tipa (7,2) ili Hoffman-Singleton graf

Hoffman-Singleton graf je 7-regularan graf s 50 vrhova i 175 bridova. Konstruirali su ga A.
Hoffman i R. Singleton dok su pokusavali klasificirati sve Mooreove grafove. On je najveci
Mooreov graf (u smislu broja vrhova) koji je uspjesno konstruiran. Buduéi da je Mooreov
graf, on je 7-regularan i ima struk 5 pa je ujedno i (7, 5)-resetka. Stovise, on pripada klasi
takozvanih jako regularnih grafova, a to znaci da postoje prirodni brojevi p i v takvi da svaka
dva susjedna vrha imaju to¢no p zajednickih susjeda, a svaka dva nesusjedna vrha imaju
tocno v zajednickih susjeda. Prije nego se usredotocimo na nekoliko zanimljivih konstrukcija
ovog grafa, nabrojati ¢emo mu niz lijepih svojstava.

Hoffman-Singleton graf je:

Hamiltonov

e simetrican

e kromatskog broja 4 i bridno kromatskog broja 7
e genusa 29

e graf s 250 000 automorfizama

e graf ¢ija matrica susjedstva ima najvecu svojstvenu vrijednost 7 kratnosti jedan, svoj-
stvenu vrijednost 2 kratnosti 28 i svojstvenu vrijednost —3 kratnosti 21

e graf koji sadrzi 1260 ciklusa s 5 vrhova
e graf koji sadrzi 525 kopija Petersenova grafa.

U nastavku ¢emo navesti nekoliko razli¢itih nacina za konstruiranje Hoffman-Singletonova
grafa, sto je ujedno i glavni cilj ovog pododjeljka.
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Slika 15: Hoffman-Singleton graf
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4.3.1 Konstrukcija 1

Prva konstrukcija Hoffman-Singletonova grafa je originalna konstrukcija iz rada A.J. Hoff-
mana i R.R. Singletona [§].

Kao i kod konstrukcije Petersenova grafa, upotrijebit ¢emo BFS stablo. Krenut ¢emo od
nekog inicijalnog vrha kojeg ¢emo zvati korijen i oznaciti brojem 1. On ¢e se nalaziti na
razini 0. (Zbog simetricnosti grafa, izbor inicijalnog vrha je proizvoljan.) Inicijalni vrh 1 je
stupnja 7 pa se na razini 1 nalazi jos 7 vrhova koji su s njim susjedni. Dakle, tih 7 vrhova je
na udaljenosti jedan od inicijalnog vrha. Bududi da je Hoffman-Singleton graf 7-regularan
i dijametra 2, treba nam jo$ i razina 2 na kojoj se nalazi ukupno 7 -6 = 42 vrhova. Zbog
struka koji iznosi 5, ne postoje bridovi koji spajaju vrhove na razini 1. Da bi konstrukcija
bila uspjesna, potrebno je dodati jos 126 bridova izmedu vrhova na razini 2. Na Slici 16 se
nalazi BFS stablo za konstrukciju Hoffman-Singletonova grafa, a nakon njega je prikazana
matrica susjedstva koja odgovara oznakama vrhova kao na slici, a pridruzena je Hoffman-
Singletonovom grafu. Iz nje se moze vidjeti na koji nacin je dodano preostalih 126 bridova
medu vrhove na razini 2.

Slika 16: BFS stablo za konstrukciju Hoffman-Singletonova grafa ([13], str. 5)
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[ 1111111 ]| 000000 ] 000000 | 000000 | 000000 | 000000 | 000000 | 000000

0000000 111111 000000 000000 000000 000000 000000 000000
0000000 000000 111111 000000 000000 000000 000000 000000
0000000 000000 000000 111111 000000 000000 000000 000000
0000000 000000 000000 000000 111111 000000 000000 000000
0000000 000000 000000 000000 000000 111111 000000 000000
0000000 000000 000000 000000 000000 000000 111111 000000
0000000 000000 000000 000000 000000 000000 000000 111111
1000000 000000 100000 100000 100000 100000 100000 100000
1000000 000000 010000 010000 010000 010000 010000 010000
1000000 000000 001000 001000 001000 001000 001000 001000
1000000 000000 000100 000100 000100 000100 000100 000100
1000000 000000 000010 000010 000010 000010 000010 000010
1000000 000000 000001 000001 000001 000001 000001 000001
0100000 100000 000000 010000 001000 000100 000010 000001
0100000 010000 000000 100000 000010 000001 000100 001000
0100000 001000 000000 000100 100000 000010 000001 010000
0100000 000100 000000 001000 000001 100000 010000 000010
0100000 000010 000000 000001 010000 001000 100000 000100
0100000 000001 000000 000010 000100 010000 001000 100000
0010000 100000 010000 000000 000001 000010 001000 000100
0010000 010000 100000 000000 000100 001000 000001 000010
0010000 001000 000100 000000 000010 010000 100000 000001
0010000 000100 001000 000000 010000 000001 000010 100000
0010000 000010 000001 000000 001000 100000 000100 010000
0010000 000001 000010 000000 100000 000100 010000 001000
0001000 100000 001000 000001 000000 010000 000100 000010
0001000 010000 000010 000100 000000 100000 001000 000001
0001000 001000 100000 000010 000000 000001 010000 000100
0001000 000100 000001 010000 000000 000010 100000 001000
0001000 000010 010000 001000 000000 000100 000001 100000
0001000 000001 000100 100000 000000 001000 000010 010000
0000100 100000 000100 000010 010000 000000 000001 001000
0000100 010000 000001 001000 100000 000000 000010 000100
0000100 001000 000010 010000 000001 000000 000100 100000
0000100 000100 100000 000001 000010 000000 001000 010000
0000100 000010 001000 100000 000100 000000 010000 000001
0000100 000001 010000 000100 001000 000000 100000 000010
0000010 100000 000010 001000 000100 000001 000000 010000
0000010 010000 000100 000001 001000 000010 000000 100000
0000010 001000 000001 100000 010000 000100 000000 000010
0000010 000100 010000 000010 100000 001000 000000 000001
0000010 000010 100000 000100 000001 010000 000000 001000
0000010 000001 001000 010000 000010 100000 000000 000100
0000001 100000 000001 000100 000010 001000 010000 000000
0000001 010000 001000 000010 000001 000100 100000 000000
0000001 001000 010000 000001 000100 100000 000010 000000
0000001 000100 000010 100000 001000 010000 000001 000000
0000001 000010 000100 010000 100000 000001 001000 000000
0000001 000001 100000 001000 010000 000010 000100 000000

[=Neleeele] jolele}lololoe] jofelefelelel folelolololo] (oeelelelel folielelololo] jeeleleelel Pl =

Tablica 1: Matrica susjedstva Hoffman-Singletonova grafa.

4.3.2 Konstrukcija 2

Sada ¢emo objasniti vrlo jednostavnu konstrukciju Hoffman-Singletonova grafa koju je na-
pravio Niel Robertson, a prezentirao ju je Paul R. Hafner [7]. Svih 50 vrhova tog grafa
particionirati ¢emo u 10 podgrafova s po 5 vrhova. Pet podgrafova su prikazani kao petero-
kuti, a drugih pet kao pentagrami. Vrhovi moraju biti oznaceni tako da je odmah uocljivo
da su peterokuti i pentagrami komplementi jedno drugome, kao sto je prikazano na Slici 17.
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Slika 17: 5 peterokuta i 5 pentagrama ([13], str. 2)

Trebamo dodati jos 125 bridova. To ¢emo uciniti na sljede¢i nac¢in: za i-ti vrh, 1 <7< 5u
peterokutu P;, 1 < j <5, postoji vrh u pentagramu Qy, 1 < k <5, oznacen s i+ jk(mod 5)
kojeg ¢emo spojiti bridom s vrhom i. (Za i + jk = 5 uzimamo vrh 5.) Na taj nac¢in smo
dodali sve preostale bridove, pretpostavka o struku 5 nije naruSena, a treba primijetiti da
nema bridova koji spajaju vrhove iz dva razlicita peterokuta ili dva razli¢ita pentagrama.
Dobiveni graf je 7-regularan, dijametra 2 i struka 5. Dakle, dobili smo Hoffman-Singleton
graf.

4.3.3 Konstrukcija 3

Posljednja konstrukcija koju ¢emo prezentirati u ovom radu ujedno je i najslozenija, ali je
kljuéna za dokazivanje jedinstvenosti Hoffman-Singletonova grafa. Konstrukciju su izveli
P.J. Cameron i J.H. Van Lint [2].

Odaberemo dva susjedna vrha: u i v. Vrh u ¢e biti susjed svakom vrhu koji pripada potpu-
nom grafu Kg, a vrh v ¢ée biti susjed svakom vrhu koji predstavlja jednu od 6 faktorizacija
potpunog grafa Kg. (Bavimo se samo vrhovima i onim §to ti vrhovi predstavljaju u Kg i u
grafu faktorizacija od Kg). Evo pojasnjenja:

faktor grafa K se sastoji od 3 medusobno disjunktna brida (tj. bridova koji nemaju za-
jednicke krajeve). U K imamo to¢no 15 razlicitih faktora.

Faktorizacija Ky znaci particija skupa od 15 bridova na 5 faktora, pri cemu svaki sadrzi tri
brida.

Postoji 6 razlicitih, ali medusobno izomorfnih faktorizacija od Kg. Jos vrijedi da je svaki fak-
tor sadrzan u tocno dvije faktorizacije, a svake dvije faktorizacije imaju jednog zajednickog
faktora. Dakle, za neki konkretan faktor mozemo naci par faktorizacija koje ga sadrze, a
svakom paru faktorizacija mozemo pridruziti jedan (zajednicki) faktor. Upravo iz tih razloga
mozemo generirati nesto drugaciju verziju grafa Kg, oznacimo ju s () : uzmemo vrhove koji
predstavljaju 6 faktorizacija grafa Kg, a spajamo svaka dva vrha bridom koji je zajednicki
faktor za ta dva vrha-faktorizacije.

Jasno je da su Kg i () izomorfni grafovi. Bridovi od Kj su u bijekciji s faktorima u @, a
vrhovi od Ky su u bijekciji s faktorizacijama u Q).

Vratimo se na konstrukciju Hoffman-Singletonova grafa.

Zasad imamo 14 vrhova: imamo u i v, zatim jos 6 vrhova-susjeda od u koji pripadaju Kg i 6
vrhova-susjeda od v koji pripadaju (). Treba nam jo$ 36 vrhova. Njih ¢emo dobiti pomocéu
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Kartezijevog produkta skupa vrhova od Kg i skupa vrhova od @), tj. stavimo
V() x V(Q) = {(a,2) : a € V(Kg),x € V(Q)}.

Svaki par-vrh (a,z) spojimo bridom s vrhom a iz Kg i bridom s vrhom-faktorizacijom x iz
Q.

Kada to ucinimo, svaki vrh-par imati ¢e stupanj 2, a svaki vrh iz Kj i svaki vrh iz @) bit ¢e
stupnja 7. Ostaje nam da pravilno spojimo bridovima vrhove-parove.

Vrhove-parove (a, z) i (b, y) spojiti ¢emo bridom ako i samo ako su z i y razlicite faktorizacije
u @, a brid ab pripada faktoru koji je zajednicki za x i y. Time ¢emo zavrsiti konstrukciju.
Dobiveni graf je Hoffman-Singletonov! Odmah je jasno da smo dobili graf s 50 vrhova, svaki
vrh je stupnja 7, a dijametar je 2.

Ipak, nije odmah jasno da je struk dobivenog grafa jednak 5. Nadimo C5 u dobivenom grafu.
Uzmemo proizvoljan vrh (a,x). On je susjed s a u K, a je susjed s u, u je susjed s v, a v je
susjed s z. No, z je susjed s (a,x) pa smo dobili C5! Zbog pravila konstrukcije, u grafu ne
postoji ciklus duljine manje od 5.

Propozicija 4.11. Hoffman-Singleton graf je jedinstven.

Dokaz. Dokaz slijedi iz konstrukcije br. 3. pa ga ovdje ne¢emo posebno isticati. O]
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5 Mooreovi grafovi dijametra 3

U ovom odjeljku ¢emo dokazati da Mooreov graf tipa (A, 3) postoji ako i samo ako je A = 2,
odnosno da je jedini Mooreov graf dijametra 3 ciklus C%.
Za dokaz te tvrdnje bit ¢e nam potreban sljedeéi pomoéni rezultat:

Lema 5.1. Neka su polinomi F;(x) definirani kao w Propoziciji 3.1 i neka vrijedi A, D > 2.
Ako je Fp(z) ireducibilan® nad Q, onda Mooreov graf tipa (A, D) postoji jedino u slucaju
A=2.

Dokaz. Kao u dokazu Leme 4.1, ako je A # A svojstvena vrijednost matrice A, tada se
odmah pokaze da je A korijen od Fp(z). Obzirom da je Fp(x) ireducibilan nad Q, to Fp(z)
mora dijeliti karakteristi¢ni polinom matrice A. Zaklju¢ujemo da je korijen od Fp(z) svoj-
stvena vrijednost od A.

Iz konstrukcije polinoma Fp(z), jasno je da se radi o polinomu stupnja D i da su mu
koeficijenti uz 2 i 2P~! jednaki 1. Neka su A;,...,Ap korijeni polinoma Fp(z) koji su
razli¢iti od A. Prema Vietovim formulama dobivamo:

D
d=-1
i=1
Zbog ireducibilnosti polinoma Fp(x), svojstvene vrijednosti Ay, . .., Ap moraju imati jednake

kratnosti koje ¢emo oznaciti s m. 1z jednadzbe (1), za A > 2 imamo:
(A-1)P -1
=1+Al ———F— .
n + < A9
Nadalje,

Cn-1 Af@a-1pP-1
m="p 7D A_2 '

Kako je trag matrice A jednak nuli, dobivamo:

D
0=A+m) A=A-m.
i=1
Koristec¢i nasu formulu za m, zaklju¢ujemo da vrijedi

(A-1)P = DA-1)+(D—-1)=0. (9)

Ako lijevu stranu u (9) promatramo kao polinom u varijabli A — 1, onda zbog uvjeta D > 2,
po Descartesovom pravilu predznaka? jednadzba (9) ima najvise dva pozitivna rjesenja.
Medutim, A = 2 je dvostruko rjesenje te jednadzbe pa niti jedan A > 2 ne moze biti
rjesenje.

O

3Polinom P je ireducibilan nad nekim poljem ako se ne moze zapisati kao produkt dva polinoma nad tim
istim poljem, a ¢iji su stupnjevi najmanje jedan.

4Descartesovo pravilo predznaka je tehnika za odredivanje gornje granice broja pozitivnih ili negativnih
korijena polinoma. Gornja granica broja pozitivnih korijena se dobije promatranjem broja alterniranja
predznaka u koeficijentima od f(x), a gornja granica broja negativnih korijena se dobije promatranjem
broja alterniranja predznaka u koeficijentima od f(—z).

32



Teorem 5.1. Mooreov graf tipa (A, 3) postoji ako i samo ako A = 2.

Dokaz. Prema Propoziciji 3.1 imamo:

F(z)=2*+2*-2(A -1z — (A—1).

Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji Mooreov graf tipa (A, 3) za neki A > 2. Prema
Lemi 5.1, F3(x) ima racionalan korijen r. Kako je F3(x) € Z[x] i vodedi koeficijent mu je 1,
mozemo pretpostaviti da je r cijeli broj. Iz F3(x) = 0 dobivamo

A_1o rg(r—l—l).

2r+1
Primijetimo da je najveci zajednicki djelitelj brojeva 2r + 1 i r jednak jedan, a toliki je i
najveéi zajednicki djelitelj od 2r + 11 r + 1. Stoga imamo 2r + 1 = 41 iz ¢ega dobivamo

A =1, a to je u kontradikciji s pretpostavkom A > 2.
]
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Sazetak

Mooreovi grafovi su vrlo rijetka klasa grafova s vrlo zanimljivim svojstvima. To su ekstre-
malni grafovi, tj. grafovi s ekstremalnim svojstvima: za zadani najveci stupanj i dijametar
imaju najve¢i moguci broj vrhova. Mooreovih grafova je tako malo da ih mozemo nabrojati
"na prste”. U ovom radu su detaljno obradena svojstva tih grafova, a posebno je analizi-
ran Mooreov graf tipa (3,2) ili Petersenov graf. Njegova posebnost je u tome sto se Cesto
pojavljuje kao kontraprimjer kod pokusaja dokazivanja mnogih tvrdnji. Mooreovi grafovi
su regularni pa ih nije suvise tesko konstruirati. Najveéi Mooreov graf koji je uspjesno
konstruiran je Hoffman-Singleton graf ili Mooreov graf tipa (7,2). Radi se o 7-regularnom
grafu s 50 vrhova i 175 bridova. U radu su navedene neke konstrukcije tog grafa. Najveci
izazov u proucavanju Mooreovih grafova je konstrukcija Mooreova grafa tipa (57,2). Iako je
graf aritmeticki izvediv, nitko ga dosad nije uspio konstruirati, tj. i dalje se ne zna postoji
li. Kada bi postojao, imao bi 3250 vrhova i 92625 bridova. Stoga je egzistencija Mooreovog
grafa tipa (57, 2) jos uvijek otvoren problem u teoriji grafova. Buduéi da su Mooreovi grafovi
otkriveni tek 1960. godine, mozemo zakljuciti da je ovaj dio teorije grafova dosta "mlad” pa
postoji jos dosta prostora za napredak i dokazivanje egzistencije Mooreovog grafa tipa (57, 2).

Kljuéne rigje¢i: Mooreovi grafovi, Petersenov graf, Hoffman-Singleton graf, dijametar.

Summary

Moore graphs is a very rare class of graphs with an interesting properties. These graphs are
extremal, that is, they have extremal properties: for fixed maximum degree and diameter,
they have the largest possible number of vertices. There are only few Moore graphs, so we
can count them in a few seconds. The main part of this diploma thesis is concerned with
the analysis of properties of Moore graphs, and a special attention is given to Moore graph
of type (3,2) or Petersen graph. It is a very special graph because it appears very often
as a counterexample when one tries to prove some statement. Moore graphs are regular
graphs, which makes their construction not to difficult. The largest Moore graph which was
successfully constructed is the Hoffman — Singleton graph, that is, the Moore graph of type
(7,2). This graph is 7-regular with 50 vertices and 175 edges. The biggest challenge in the
study of Moore graphs is the construction of Moore graph (57,2). Although this graph is
arithmetically feasible, nobody has proved its existance. If such graph would exist, it would
have 3250 vertices and 92625 edges. So the existance of Moore graph of type (57,2) is still
an open problem in graph theory. Since Moore graph have been discovered in 1960s, we can
conclude that this part of graph theory is still ”young”, so there is enough time for progress
in proving the existance of Moore graph (57, 2).

Key words: Moore graphs, Petersen graph, Hoffman-Singleton graph, diameter.
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