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Runge Kutta methods for numerical solving differential equations

Sazetak U ovome radu ukratko ¢emo se upoznati s Runge Kutta metodama za numericko
rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi. U uvodnom dijelu rada su opisane Runge Kutta metode i
dan je primjer za rjeSavanje Runge Kutta drugog reda. Glavni dio rada bavi se izvodom Runge
Kutta metode Cetvrtog reda, a na kraju su dani pripadni primjeri.

Kljuénerije¢i Runge Kutta metode, diferencijalna jednadzba, izvod

Abstract In this paper we will be introduced to the Runge Kutta methods for numerical
solving differential equations. In first part of paper we described Runge Kutta methods and we
given example for solving second order Runge Kutta. The main part of the paper refers to
proof of the fourth order Runge Kutta, and at the end we given two examples.

Keywords Runge Kutta methods, differential equation, the proof
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1 Uvod

Mnogi matematicki modeli koji se pojavljuju u razli¢itim primjenama mogu se opisati po-
mocu obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Vrlo Cesto obi¢ne diferencijalne jednadZbe nije mo-
guce rijesiti egzaktno te su u tu svrhu razvijene numericke metode za njihovo pribliZzno rjesa-
vanje. Jedna od najpoznatijih klasa metoda za numericko rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi jesu Runge Kutta metode.

U ovome radu razmatramo Runge Kutta metode za numericko rjeSavanje obi¢nih diferen-
cijalnih jednadzbi. Rad se sastoji od Cetiri poglavlja. U drugom poglavlju dajemo opci zapis
Runge Kutta metoda te izvodimo eksplicitne formule za Runge Kutta metode prvog i drugog
reda. Pokazuje se da Runge Kutta metoda prvog reda odgovara Eulerovoj metodi. Najvazniji
dio rada sadrZan je u trecem poglavlju u kojem izvodimo eksplicitne formule za Runge Kutta
metodu Cetvrtog reda. U Cetvrtom poglavlju bavimo se rjeSavanjem sustava diferencijalnih
jednadzbi pomocu Runge Kutta metode. Za svaku od spomenutih metoda dani su ilustrativni
primjeri.



2 Runge Kutta metode

Prije samog definiranja Runge Kutta metode razmotrit ¢emo zaSto nam je uopce potrebno
numericko rjeSavanje diferencijalnih jednadZzbi. Promatramo sljedec¢i problem (vidi [3]):

Za danu funkciju f (x, y) treba pronaci funkciju y(x), y : la, bl — R gdje je x € [xo, b] koja zado-
voljava diferencijalnu jednadZbu prvoga reda

dy

uz pocetni uvjet
y(xo) = yo. 2

Problem (1)-(2) poznat je kao inicijalni ili Cauchyjev problem (vidi [4]). Postoje slucajevi u
kojima se ovakav problem mozZze egzaktno rijesiti, ali najces¢e nailazimo na problem koji mo-
ramo rijesiti aproksimativno. Kao primjer jednog takvog problema moZemo uzeti Cauchyjevu
zadacu y' = e’ - y(0) =1 (vidi[2]). Jedan od nacina rjeSavanja je pomoc¢u Runge Kutta metode
koju ¢emo opisati u daljnjem tekstu.

2.1 Opcioblik Runge Kutta metode

Da bismo rijesili dani Cauchyjev problem potrebno je napraviti subdiviziju segmenta [a, b]:
a= Xg,X1,X2,...,Xp = D.

Oznacimo s h=x;4+1 —x;, i =0,...,n—1. Vrijednost y;;; u tocki x;;+; raCunamo pomocu poznate
vrijednosti y; u tocki x;. Op¢i oblik Runge Kutta metode odreden je formulom

m
Vis1 =Yk +h)_ Cik,!k)
i-1

gdjeje k=0,...,n—1, mred metode, a klﬁk) je dan izrazom

i—1
kgk) =f xk+aih,yk+h2ﬁijk;.k) ,i=1,...,m.
j=1

2.2 Runge Kutta metoda prvoga reda (RK-1)
Koristeci op¢i oblik Runge Kutta metode dobivamo
Vier1 = Y+ her kP = yi + hey f (e, yio) 3)
Nadalje, razvijemo li izraz yi.1=y(xr + h) u Taylorov red oko tocke x; dobivamo
Yie1 = Y0+ 1) = y(e) + hy' () + O(h?) = yic + hf (xi, yi) + O(h?). @)

Usporedbom izraza (3) i (4) vidimo da postoji to¢no jedna Runge Kutta metoda prvoga reda, a
to je upravo Eulerova metoda (vidi [5]).



2.3 Runge Kutta metode drugoga reda (RK-2)
Kao kod Runge Kutta metode prvoga reda koristit ¢emo opc¢i oblik pa dobivamo
Vi+1 = Vi + h(Cl ]Cik) + Cgkék)),
pri ¢emu su
kgk) = f(xk, k)
kO = £+ azh, i+ hBa k).

Treba odrediti koeficijente a», B21, ¢ i 2. Pripadni koeficijenti nece biti jednozna¢no odre-
deni pa ¢e Runge Kutta metoda drugoga reda biti beskonacno mnogo (vidi [3]). Izvodom bi-
smo dobili da Runge Kutta metode drugoga reda moraju zadovoljavati sljedece uvjete:

ci+c=1

1
Crlp = —
202 =3

1
c =,
221 >

Najcesca varijanta Runge Kutta metode drugoga reda za koeficijente uzima ay = 1, ¢, = %,
, B21 = 1 pa tada dobivamo

h
Va1 = Vi + E(ki’“’ )

K = f o, ye)
Icék) =f(xr+h ye+hf (XK yi)

Pripadna metoda naziva se Heuneova metoda. Uzmemo li a, = %, co=1,¢c=0, 02 = % dobi-
vamo standardnu RK-2 metodu koja je oblika
Yiee1 = Vi + hky”
kik) = f(xk, yi)

h 1

2.4 Primjer Runge Kutta metode drugog reda

Primjer 2.1.

Pomocu Heuneove metode rijesiti jednadzbu y' = —x?y s pocetnim uvjetom y(0) = 2 na [0,3] uz
korak 0.5.

RjeSenje:
Elementi subdivizije segmenta [0, 3] glase x; = xo + ih = 0.5i,i = 0,...,6. Potrebno je odrediti
vrijednosti yy4+; za k=0,...,5. Rezultate ¢emo zapisati u tablicu.



ZapiSimo najprije opci oblik Heuneove metode:

Vis1 = yie + 2k + &(0)
kP = £, yi)
k) = f(xk+ b, i+ hf Gk, yi)

Odredimo sada y;.

n=yo+2k” +k")
k% = f(x0,y0) = £(0,2)=0
kg)) = f(xo+ h, yo+ hf(x0,y0)) = f(0.5,2) =-0.5

Vratimo kio) i kéo) u y; i dobivamo
y1=2+%(0+(-0.5)=1.875
Ponovimo postupak kako bi pronasli preostale vrijednosti y», ..., Vs

ye=y+ kY + k)
kY = f(x1,y1) = £(0.5,1.875) = —0.46875
kY = fOa +h, oy + hf (o, y1) = £(1,1.640625) = —1.640625
¥, = 1.34766

ys=yat 507 + k)
k? = f(x2,y2) = f(1,1.34766) = —1.34766
kP = f(xo+ h, y2 + hf (x2,¥2)) = £(1.5,0.67383) = —1.51612
y3=0.63172

yi=ys+ 3k + k)
kY = f(xs,y3) = £(1.5,0.63172) = —1.42137
kY = f(xs+h, y3+ hf(x3,y3)) = f(2,-0.078965) = 0.31586
¥4 = 0.35534

Vs =ya+ 2k + k)
kY = f(x4,y4) = £(2,0.35534) = —1.42136
kS = f(xa+ h, s+ hf (x4, y4)) = f(2.5,—0.35534) = 2.220875
5 = 0.55522

Y6 =5+ 2k + k)
K = f(xs,y5) = £(2.5,0.55522) = —3.470125
kY = f(xs+ h, y5 + hf (x5, y5)) = f(3,~1.1798425) = 10.618583
V6 = 2.34233



k| xx Yk

0] O 2

1105 1.875

2| 1 | 1.34766

3|15 0.63172

4| 2 | 0.35534

5| 2.5 | 0.55522

6| 3 | 2.34233

Tablica 1: Cauchyjev problem y' = —x?y, y(0)=2, x € [0, 3]

3 Runge Kutta metode Cetvrtog reda (RK-4)
Runge Kutta metoda Cetvrtog reda je oblika

Vis1 = Vi + Rk + ek + c3 kP + s kP, 5)
pri Cemu su

K9 = f e yi)
kP = f e+ azh, yi+ hPar kP)
K® = fe+ash, yi+ h(Bs1 kP + B3 k()
kF = foe+ aah, yi+ h(Bar kX + Baa k(P + Bazk(P))

zak=0,...,n—-1,c1,¢,¢3,c4 €R, az, a3, as, P21, P31, P32, Ba1, Paz, Pa3 ER.

3.1 Izvod

Razvoj funkcije y(xi + h) u Taylorov red oko tocke xj glasi:

2 e h
Vir1 = V(X +h) = y(x) + hy (xp) + - ¥ (x) + i y" (x) + i y @ (xp) + O(1).



Znamo daje f(x,y) = y'(x). Potrebno je odrediti derivacije y”,y" i y®.

w4y _d _
1 a. .,
4 (x)=a(y (x)):fxx+fxyf+(fxy+fyyf)f+fy(fx+fyf):fxx+2fxyf+fyyf2+fxfy+f;‘f

YO0 = A" 000 = fecn + feay + @fexy + 2feyyf + @+ 26y fry
+ (fxyy"'fyyyf)f2 +2f(fe+ [y Nfyy+ Uax+ oy DIy + Uy + iy fx
+2fy(fay + Fry DV + e+ [y DIy = Fexx + Feuy S +2foxyf +2fryy
+2fxfxy+2fyfxyf+fxyyf2 "‘fyyyf3 +2fxfyyf+2fyfyyf2 + fax fy
+ feyfyf + Fayfot fyy #2205 fay £ +2f oy 2+ o fy + 1y F
= fexx +3fexyf +3feyy f2 +3fey fu+5fey fyf
"'fyyyf3 +3fxfyyf+4fyfyyf2 + faxfy +fxf)? +f3f

Sada imamo:

h2
Vir1 = Yi+ hf (x, yi) + g(fx +fyf)

h3
+E(fxx+2fxyf+fyyf2+fxfy+fff)

h4
+ ﬂ(fxxx + 3fxxyf + 3fxyyf2 + 3fxyfx
4‘5fxyfyf‘|rfyyyf3 +3fxfyyf+4fyfyyf2 "‘fxxfy"‘fxff "‘fﬁf) (6)
S druge strane, razvijamo u Taylorov red koeficijente kP, kék), kflk)
— k(k) — k(k) k(k) — k(k) k(k) k(k).
Y1=PBork; " y2 = Bark)” + Bazky ", y3 = Barky” + Packy” + Basks

pri cemu koristimo oznake

h2
k) = f+hazfet by fy+ = (@ fe+ 11 f)?
h3
+ E(azfx +11£,)° + O(hY) = f + haa f + hy1 fy

h2
+ E(Cr%fxx + 2“27’1fxy + Y%fyy)

h3
+ E(agfxxx +3a5Y1 frxy + 30271 fryy + 73 fyyy) + O,

h2
ks = f+hasfot hyafy+ = (@sfetv2f)?
h3
+ €(a3fx +72f,)° + O(h*) = f + haz fe + hya fy

h2
+ E(Cr%fxx + 2“37’2ny + Y%fyy)

hS
+ E(agfxxx +3a5Y2 fuxy +33Y{ fryy +Vafyyy) + O(RY,



te
2

h

kP = f+hasfo+hysf, + - (@afet vafy)

hS
o @afetys )+ O = f + has fut hysfy

h2 2 2

+ ?(a4fxx +2a4Y3fxy +v3fyy)
hS
- E(a’ifxxx + 306z217’3fxxy + 3“4Y§fxyy + Ygfyyy) +OUR".

Kadau yi4+1 — yx = hic kik) +c k;k) +c3 kék) +cy kflk)) uvrstimo gore raspisane koeficijente dobi-
vamo

h2
Vie1 =Yk = hleif + co(f + hao fi + hy1 fy + ?(agfxx +2a271 fxy
h3
+ Y%fyy) + E(“gfxxx + Sagylfxxy + 3“27’%fxyy

h2
+73 fyyy) + OhY) + c3(f + has fx + hya fy + 7(a§fxx +2a3y2fry
h3
+75 fyy) + 3 (@ frxex + 30572 frxy + 3377 fryy
h2
+73 fyyy) + OhM) + ca(f + haa fx + hysfy + ) (@5 fex + 20473 fry

h3
73 y) + g (@ + 30373 frxy + 30aY3 fayy + Vafyyy) + OU) @

Sada usporedujemo (6) i (7).
Izjednacavanjem dobivamo:

e Uz f:
h:h(Cl+Cg+Cg+C4)

odakle imamo

Ccil+co+c3+cep=1 (8)

e Uz fy
2
? =h(chas + (:3ha3 +cihay)

odakle imamo

1
Coo +C3a3+ Caxy = E 9)

* Uz fyf:
2

h
5 = h(coforh+ c3(Bs1h+ Ps2h) + ca(Parh + Pazh + Pazh))
odakle imamo

1
C2f21 + c3(B31 + B32) + ca(Par + Paz + Pa3) = 2 (10)



e Uz fiy:
3 h2 h2 h2
— = h(c—a5 + c3—a5+ cy—as
5 (c2 5 Gt a3t 1)
odakle imamo

1
czcx§+03a§+c4a421 =3 (11

e Uz fxyf:
13 2 B2 2
ZE = h(6272062[321 + 037(2063.531 +2a3f32) + 047(2%,341 +20a4f42 +2a443))

odakle imamo

1
Coa2 21 + c3a3(B31 + PB32) + caa(Bay + Paz + Pa3) = 3 (12)
* Uz fyyfzz
h h? h? h? h? h? h? h?
i h(027ﬁ§1 + 03(7ﬁ§1 + 72/331/532 + 7[332) + 04(7@%1 + 7,34212 + 7/34213

h? h? h?
+ 2?,341,542 + 2?,541ﬁ43 + 27,542/343))

odakle imamo

1
251 + ¢3(B31 + B32)* + ca(Ba1 + Baz + Baz)* = 3 (13)
* Uz fi fy:
3

h
i h(cshhpBzaaz + cs(hfsohas + hfszhasz))

odakle imamo

1
C3P32a2 + Ca(Bazaz + Pazas) = 6 (14)

e Uz fff:
h3
i h(c3hPsahfor + ca(hPazhf21 + hPashfz1 + hPfashB3))

odakle imamo

1
353221 + C4(Baz P21 + Paz P31 + PazP32) = G (15)
* UZ fyxx:
h* K3 K3 K3
— =h(c;—a3+c3—as +cp—as
24 ( 2 6 2 3 6 3 4 6 4)
odakle imamo
3 3 3 1
C205 + C305 + Caty = 1 (16)



* Uz frxyf:
h* h3 h3 h3
3ﬂ = h(Cz 305%,621 + Cg(E?)(X%ﬁgl + Esa%ﬁgz)
3 3

h”, h”, w.o,
+ C4(E3C¥4,341 + 33“4,342 + E3C¥4ﬁ43))

odakle imamo
2 2 2 1
Coa5 P21 + c3as (P31 + P32) + cay(Bar + Paz + Pa3) = 1 (17)

e Uz fxyyfzz
4 3

h h h3 h3 h3
3ﬂ = h(Cg 3d2ﬁ21 + Cg( 3(13,631 6 3053[3%2 + E3a32ﬁ31,632)

K3 W, K., W
+cs(— 3054,641 3a4,642+E3a4,643+€3a42,641,642
n3 h3
+ E36¥42,541ﬁ43 + E3a42ﬁ42,543))

odakle imamo

1
C202 85, + c3a3(B31 + B32)* + Catq(Ba1 + Baz + Baz)* = 1 (18)
* Uz fyxyfx:
4 2 h2 h2
3ﬂ = h(Cg ?2(13[332 I’lag + c4(—2a4,642ha2 + 72054,843 hag))
odakle imamo
1
C3®2a3B32 + Caa(@2fa2 + a3fa3) = 3 (19)
e Uz fyy fyf:
4 2 2
Sﬂ = h(63(72a3,532h,521 + Baahay o h*) + C4(72062ﬁ21h,342
h? h? h?
+ 72“4,343hﬁ31 + ?2a4/343h/332 + ?2063/343 hpB31

h? h?
+ 72613,343}1[532 + ?2a4ﬁ21hﬁ42))

odakle imamo

5
383221 (@2 +asz)+ca(@f21Paz+asfo1 Par+asfaz(B31+P32) +azPfaz(Bz1+P32)) = o (20)



e Uz fyyyf3:
h* h3 h3 h3 hi
o1 h(ca— :321 + CS( ,331 ﬁgz + 33,5%1[532 +—33155,) + C4( 541
h3 h3 h3 h3 h3
+ Eﬁiz + Eﬁf’m —365 Pz + — 3ﬁ41ﬁi2 + E3ﬂilﬁ43 + €3ﬁ4lﬁ23

n s w 2
+ E3/342ﬁ43 + 33,542,543))

odakle imamo

1
CZﬁgl +¢3(B31 + B32)* + ca(Ba1 + Paz + Baz)® = 1 (21)

* Uz fifyyf:

h* h? h?
3— = h(C3( ,6322a2h+ﬁ31,632h agh)+C4( ﬁ4226¥2h+ ﬂi32a3h

h2 h2 h2 h2
+ 72,641ﬂ42a2h + ?2,341ﬂ43063h + ?2,342ﬁ436¥2h + ?2ﬁ42ﬁ43a3h))

odakle imamo

1
c32032(B31 + B32) + Ca(@2Ba2(Bar + Paz + Pa3) + a3P43(Ba1 + Paz + Pa3)) = 3 (22)

e Uz fyfyyfzz

4 2 2 2

h h h h h? h?
45 = h(Cs(h—ﬁszﬁgl + h—2ﬁ§zﬂ21 + h—2,331,332,521) + 04(h—,342,3§1 + h—ﬂ43ﬁ§1

h? h? h?
+ h ,343.332 +h— 2,343/331,532 +h— 2:342,321 +h— 2ﬁ43ﬁ31 + h 2,543,332
hZ h2 h2 hZ
+ h?2ﬁ41,342,521 + h?2ﬁ41.343ﬁ31 + h72ﬁ41ﬁ43,532 + h?2ﬂ42ﬁ43,321

h? h?
+ h72ﬁ42,543,331 + h?2ﬁ42/343,532))

odakle imamo

1 1 1 1 1
Cs(zﬁszﬁgl + 5,5%22,521 + B31B32821) + C4(§,342ﬁ§1 + ﬁ43(5ﬁ§1 + Eﬁﬁz + 31 632)+

1
B3, B21 + BasBa1 + B3 Bz + Ba1Baz Ba1 + Bar Baz (B3 + Baz) + BazPaz(Ba1 + Pa1 + Bs2)) = 5
(23)

e Uz fxxfy:

h h? h? n?

o1 :h(03h?,632a% + C4(h?,5426¥§ + h?ﬁz;s“%))
odakle imamo

1
30532 + Ca (a5 Pap + a5 Ba3) = o (24)

10



* Ufoff:

h4
i h(cshfashPsrhas)
odakle imamo
Bsofas = — (25)
cLa = —
402P32Pa3 = o
e Uz fff:
h4
— =h(cshPazhf32hp21)
24
odakle imamo
c4B1 Booas = 26)
4P21Ps2P43 = 5

Sada izjednacavanjem (1) i (1) imamo

Izjednacavanjem (14) i (15) imamo

C3P3202 + 4 (a2 + Baza3) = 363221 + C4(Ba2 21 + Bas P31 + Pz P32)
Bazas = Paz P31 + Pa3 P32

’as :ﬁ31+ﬁ32‘

Izjednacavanjem (16) i (17) imamo

Co0 + C305 + Calty = C205B1 + €35 (P31 + PB32) + caas (Bar + Paz + Pas)

’(14:/3414‘[342"‘,343‘

1
1z (9) i (10) imamo | coay + c3a3 + C404 = 5

1
Iz (11), (12) i (13) imamo czag + c3a§ + (,‘4052 =—

w

1
Iz (18) i (21) imamo czag + 03a§ + 04()z§1 =2

IZ(8)imamo’cl+02+C3+c4:1‘

. ) 1
Iz (14) i (15) imamo | csa2fB32 + Ca(@2faz + a3 P43) = 5

. . 1
Iz (19) i (22) imamo | csara3P32 + caqq(a2fa2 + @3P43) = 5

. 1
Iz (24) imamo | c3 (X%ﬁgg + C4(C¥%,542 + ag,@4g) = E 0]

1
Iz (25) i (26) imamo | cya2 3243 = 21

Iz (20) imamo

¢3PBs2 o1 (@2 + as) + Ca (2 P21 Paz + a4 P21 Paz + aPaz(Bs1 + P32) + a3 Paz(Bs1 + Ps2) =
C3P3205 + C3 P32 @203 + Cafar @ + C4Qs 2 Pur + C4 Qa3 Paz + C4A5Pa3 = 55

fsagﬁsz +ca(a5Ban + a§ﬁ432+63ﬁ32a2a3 + Cap 4 far + 434 a3 = o

-

prema (!) :ﬁ

11



3203032 + caq (2 Py + a3P43) = é (to smo vec¢ dobili iz (19) i (22))

Iz (23) imamo

¢3(3 832851 + 38552821 + P31B32P21) + ¢a (5 Paz B3y + Pas(3 85, + 3 B3, + P31 P32) + BanPo1 + B3 Ps1 +
Bi3Bs2 + Pa1Paz By + Pa1Pas(Ba1 + Paz) + PazPas(P21 + Pa1 + P32)) = §

20305 P32 + 3 C4(a5 Bar + &’ Pas) + 321 B32(Ba1 + P32) + €41 Paz(Bar + Paz + Pas) + cact3 Paz(Bar +
Baz + Paz) = %

c3B21Bs2(B31 + Bs2) + a1 Paz(Bar + Paz + Paz) + ca3 faz(Ba1 + Paz+ Paz) = (to smo vet dobili
iz (19))

Sada imamo sustav od 11 jednadZbi s 13 nepoznanica:

P21 =z

P31+ P32 = as

Ba1+ Paz+ Paz=ay

Cop + C3U3+ Cq4y = 1

2
02a§+03a§+c4ai:%
. 3 3_1
2a2+03a3+c4a4—4

ci+ce+cez3+cey=1

C302 P32 + Ca(@afaz + A3 Pa3) = §
C3a203 P32 + Cata (@2 Paz + a3Pa3) = §
C305 P32 + cal@5faz + a5 Pa3) = 15
a2 B32Pa3 = 55
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Obzirom da je broj nepoznanica veci od broja jednadZzbi, dvije nepoznanice odabiremo pro-
izvoljno.
Uzmimo fs; =0, ap = 3. Sada imamo

1
,321—5

P32 =as
Pa1 + Paz + Paz = ay
%Cz + C303+ C4 Xy =

1 2 2 _
102 tCo3a3+ 0y =

302+ C3as + caas =
cil+co+c3+cep=1
56303 + (5 Paz + a3Paz) = §
20303 + caas(3Pa2 + asPaz) = 3
10303+ ca(3Paz+ A5Pa3) = 15
5403 Pa3 = 5

[N =

1 1 1
50303+ 5C4fa2 + Caa3fy3 =5

1.7 2.1 1
3C305 + 5CaQ4Pfaz + Caasa3fa3z = 3

1 1 2p _ 1
10303+ C1fa2 + caa3fus = 15

1 1 _a
50aa3fa3=35; = 3Pz =15

1 1 _ 1
1503653 +1§C4,642 = El/ . (—1)1
12 C3 C(3 +1§ C4(X4,6421+ Ea41: 3
ZCgCK?, + ZC4ﬁ42 + Eag = ﬁ/ -2

1 1 _ 1
. —52636?, — 5Cafaz B 12
50303 + §C4C¥4,642 + X4 =

1 1 1. 1
76303+ 5C1fa2+ a3 =5

1
8

Zbrojimo 1. i 3. jednadZbu i dobivamo

1., _ 1
693~ 12
1 1
Ay = — = = —
3= B3z 5

Sada dobivamo sustav:
a1+ Paz + Paz = ay
%Cz + %6‘3 +Cqay =
1 1 2 _
%Cz + ;11(;‘3 + C4OC§ =
§CZ + §C3 + c4a4 =
ci+c+cez3+cep=1
1 1 1 1
303+ 3C4aPaz + 50404043 =5
i T 1 1
363+ 710411/342 +36Paz=15
caPas =g

A [ =D =

Pa1 + Paz + Paz = ay
Co+c3+2cas=1

13



Cr+c3+Acsal =3

C2+C3+8caary =2
ci+c+cez3+cep=1
C3 +4c4a4,642 + %a4 =1
1
c3+ 26‘4/342 =3
_1
Cafaz = 6
Pomoc¢u Gaussovih eliminacija rjeSavamo sustav
Cr+c3+2c4a48=1
C+c3+dcsal =3

Co+c3+8cuay =2

pO nepoznanicama ¢, €3, C4:

11 2a4 | 1| [1 1 220 1 1] [1 1 25 | 1
1 1 4a3 | 3[~[0 0 4ai-2a4 | 3|~|0 0 4a%-2a4 | 3
1 1 8a | 2| [0 0 8ai-2ay, | 1| [0 O 0 | —%a4+%
Sada slijedi:
—ga4+§:0

(46{?1 - 2(%4)64 = %
2¢4 =

Cq =

| = w)—

Sada je nas sustav oblika:

1

ol |

RijeSimo sada sustav:
Ci+cCr+C3=

Cy+C3=

[SCHN SN A&
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win

RijeSimo i sustav

Sada imamo

Ba1+ Paz+ Paz =1

Rjesavajuci Runge Kutta sustav dobili smo parametre
61:%, 62:%, 63:%, C4:%

CKZZ%, 063:%, ag=1

Bo1=3 P31=0, Ps2=%, Pu=0, Ps2=0, Pys=1
Runge Kutta metoda Cetvrtog reda je oblika

Vi+1 = Yr+ h(c kik) + Icék) +c3 kék) + c4kflk))

Vie1 = Y+ hGEEP + 10 + 10 + 1)
Vist = Vi + 2 + 250 +2k0 + £(P)
K = f(x yi)

k;_k) = f(xr+ g, Vi + gkik))
k9 = flooe+ 2, i+ 26
K = fGox + hy yie + RES)

3.1.1 Primjeri Runge Kutta metode €etvrtoga reda

Primjer 3.1.

v ee v . .o . % _ x2_y v .
Runge Kutta metodom Cetvrtoga reda rijesite diferencijalnu jednadzbu y' = = s pocetnim
uvjetom y(1) =1 na[1,2.2] uz korak 0.3.

RjeSenje:
Elementi subdivizije segmenta [1,2.2] glase x; = xo+ ik = 0.5, 1 =0,...,4. Potrebno je odrediti
vrijednosti yx+1 za k=0,...,3. Rezultate ¢emo zapisati u tablicu.

15



ZapiSimo najprije opci oblik Runge Kutta metode Cetvrtoga reda:

Vis1 = Vi + 2 +2k0 +2k(0 + £(P)
K9 = f e yi)
K = fooe+ 2 e+ 269
kék) = f(xr+ g, Vi + gkék))
K = fGox + by yi + RES)

Odredimo sada y;.
i =yo+ & +2k0 +2kL + k)
K = f(xo,y0) = f(1,1) =0
k) = fa+9%,1+ %) = £(1.15,1) = 0.2804
KD = fa+9%,1+%0) = £(1.15,1.0421) = 0.2438
kY = f(1+0.3,1+0.3k) = £(1.3,1.0731) = 0.4745
Vratimo kio), kéo), kéo) i kf) u y; i dobivamo

y1=1+ %(0 +2-0.2804+2-0.2438 +0.4745) =1.0761

Ponovimo postupak kako bi pronasli preostale yj1.

yo= 11+ 0D+ 26 4 2K+ kL)
kY = £(x1,y1) = £(1.3,1.0761) = 0.4722
kD = fln+2,y1+ 256Y) = £(1.45,1.1469) = 0.659
kD = floa+ 2,y + 2kY) = £(1.45,1.175) = 0.6397
kD = fx +h,yr + hEY) = £(1.6,1.268) = 0.8075
¥, =1.27

y3=y2+ 2P + 2k + 2k + kP
k? = f(xz,y2) = £(1.6,1.27) = 0.8063
kD = flxo+ 2,y + 2k%) = £(1.75,1.3909) = 0.9552
kD = flo+2,y,+ 2kP) = £(1.75,1.4133) = 0.9424
kP = fx2+ h,yo + hkP) = £(1.9,1.5527) = 1.0828
y3 =1.5542
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ya=ys+ 2P + 2k + 2k + kD)
k¥ = f(xs,y3) = £(1.9,1.5542) = 1.082
Y = fls+ 2, y5+ 2kP) = £(2.05,1.7165) = 1.2127
kY = flxs+ 2, ys+ 2k = £(2.05,1.7361) = 1.2031
kY = fxs+h,ys + hk$)) = £(2.2,1.9151) = 1.3295

ya=1.9164
k| xe | Ve
0] 1 1
1| 1.3 | 1.0761
2116 1.27
3 | 1.9 | 1.5542
4 | 2.2 | 19164

Tablica 2: Cauchyjev problem y’ = Q, y(1)=1, x € [1,2.2]

Primjer 3.2.

Promotrimo diferencijalnu jednadzbu y' = —x?y s pocetnim uvjetom y(0) = 2 na [0,3] uz korak
0.5. Cilj ovoga primjera je graficki pokazati odstupanja dobivena rjesavanjem dane jednadzbe
egzaktno, RK-2 te RK-4 metodom. Rjesenja RK-2 i RK-4 metode prikazat cemo u tablici.
Na grafu je egzaktno rjesenje diferencijalne jednadzbe prikazano zelenom krivuljom. Tocke
dobivene rjeSavanjem polazne diferencijalne jednadzbe RK-2 metodom prikazane su crvenom
bojom, a pripadni interpolacijski polinom odreden tim tockama dan je plavom bojom. Kao
rjeSenje diferencijalne jednadzbe RK-4 metodom takoder dobivamo tocke i one su oznacene
zZuto, a interpolacijski polinom kroz njih crvenom bojom.

In1223):= GraphiecsGrid[

{{Show[rjfx, rjListPlot, ho2plot, ho2podListPlot, rkdplot, rkdpodListPlot]}},
ImageSize -+ 500]

e ™ /

4
w
=

Slika 1. Rjesenje diferencijalne jednadzbe y' = —x*y
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k| x¢ | ye(RK=2) | ye(RK—4)

0] O 2 2

1105 1.875 1.91827

211 1.34766 1.43276

3|15 0.63171 0.64947

4| 2 0.3553 0.16617

5125 0.55522 0.1031

6| 3 2.34232 0.38036

Tablica 3: Cauchyjev problem y' = —x?y, y(0)=2, x € [0, 3]

3.2 RjeSavanje sustava diferencijalnih jednadzbi Runge Kutta metodom

Pomoc¢u Runge Kutta metode moZemo rijesiti i sustave diferencijalnih jednadzbi (vidi [1] i [3]).
Za sustav:

=f(x,y,2)
7 =g(x,y,2)
¥(Xo0) = yo, z(xp) = 29
imamo:
Vis = Vi + 2 + 2650 + 2,0 + £(P)
Zk+1 =2+ 7 L (m(k) +2m(k) +2m(k) + mflk))
gdje su:
kik) = f(xk,J/k»Zk)
(k)
kék) :f(xk+g,yk+ hk(k),z + ol )
kék) :f(xk+g,yk+ hk(k),zk+ )

kP = foo+hyr+ hkgk), Zi + mgk>)

(k

) = g(xk, i 21)
(k]
k h 1.k
mé)—g(xk+2,yk+ 5k, zp + 2:1@)
k
m® = gre+ L, yp+ BEP, 2+ 12

(k) =gxp+h, yr+ hk(k), Zr+ mék))

Diferencijalnu jednadzbu viSeg reda moZemo rijeSiti svodenjem na sustav diferencijalnih jed-
nadzbi 1. reda (vidi [3]). Ako je dan Cauchyjev problem:

V' =g,y ¥, yxo) = a, y'(x0) = B,

svodimo ga na sustav:

Y =2 yx)=

Z'=g(x,y,2), z(x0) = 2o

Taj sustav rjeSavamo Runge Kutta metodom:
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yi=Yyot %(kl +2ky +2ks + ka)
21 = 20+ L(my +2m +2m3 + my)

k] = hZ()
kz = h(zo+ )
k3 = h(zo+ )
ks = h(zo + m3)

—hg(xo,yo,z())
my = hg(xg+ 2 2,y0+ ]; » 20+ 5b)
ms = hg(xo+ 2,y0+ kz,z0+ =2)
my = hg(xo+h, J/0+k3,Z0+m3)

Primjer 3.3.

Pomoéu RK-4 metode rijesite diferencijalnu jednadzbu y" + 2y’ + 3x = 5 s pocetnim uvjetima
y(0) =1, y'(0) =2 nal0,0.6] uz korak h=0.2.

RjeSenje:

Znamo xp =0, yo = 1, 29 = 2. Svodimo jednadZbu na sustav diferencijalnih jednadzbi 1. reda:
¥ =2z y0)=1

y'=2=5-3x-2z,y'(0)=2

RijeSimo sustav.

7 =y0+ B + 2k + 2k + k“’))
k{O) = f(xo,J/O,ZO) - f(oy ]-)2) -
(0)
K = fxo+ 2, y0+ 2k, 20+ h1) = £(0.1,1.2,2.1) =
(0) h 1.(0) mg)) — —
= flxo+ 2, y0+ 2k, 20+ h7&) = £(0.1,1.21,2.05) = 2.05

Icff’) = f(xo+h, yo + hkg‘”,zo +hm") = £(0.2,1.41,2.12) = 2.12
1= 1.414

z1=z0+ 2m” +2mY” +2m{ + m{”)
m” = g(xo, Yo, 20) = £0.12=1
m? = glxo+ 2, yo+ 2k, 2o + th) = g(0.1,1.2,2.1) =

(0)
(0’ =glxo+ 2, yo+ 2k, 29+ h2-) = g(0.1,1.21,2.05) =
“” = g(xo+h, yo + hkl”, 2o + hm{) = g(0.2,1.41,2.12) = 0.16
z1=2.112

2=y + 20 + 2k + 2680 + k)
kY = fx, 1, 21) = £(0.2,1.414,2.112) = 2.112
1)
KV = flo+ 231+ 26D, 2 + kD) = £(0.3,1.6252,2.1296) = 2.1296

(1)
Y = foo+ 2+ 25D, 21 + h2-) = £(0.3,1.627,2.0961) = 2.0961
(” = fla+hy + hk(”, z1+hm{Y) = £(0.4,1.8332,2.0936) = 2.0936
y2 = 1.8359

19



Z2=21+ h(m(l) + Zm(l) +2m(1) + mfll))
m = g(x1,y1,21) = g(O 2,1.414,2.112) =0.176

m® = gl + 2,31+ 2k, 21 + B 1 )—g(03 1.6252,2.1296) = —0.1592

“) =gla+ 2,y + 2k, 2z + R 2 T2 ) = £(0.3,1.627,2.0961) = —0.0922
“) =g(xi+hy + hkél), z1+ hm(”) = g(0.4,1.8332,2.0936) = —0.3872
2zp = 2.0966

y3=yo+ L(k? +2kP + 2k + kP)
K = f(x2,¥2,22) = f10. 4 1.8359,2.0966) = 2.0966
kP = flo+ 2y + 2k® 25 + nTL 1 )—f(05 2.0456,2.0573) = 2.0573

kP = fo+ 2y + kP 2o+ hTZ) = £(0.5,2.0416,2.0351) = 2.0351
kP = f(xo+ h,yo + hk, 2o + hm{) = £(0.6,2.2429,1.9826) = 1.9826
V3 = 2.2447

Z3=22+ b(m(z) + Zm(z) + 2m(2) (2))
m? = g(x2, y2,22) = g(0.4,1.8359,2.0966) = —0.3932

(2)
mP =g+ 2,30+ 2k?, 2, + h5) = g(0.5,2.0456,2.0573) = —0.6146

2)
(2) =gl + 2,y + 2k, 2+ ) = g(0.5,2.0416,2.0351) = —0.5702
(2) =g(x2+h, s+ hk(z), Zo + hm(z)) = g(0.6,2.2429,1.9826) = —0.7652

z3 =2.0185
k| xk Vi Zk
0 0 1 2

1102 1414 | 2.112

2|04 | 1.8359 | 2.0966

3106 | 22447 | 2.0185

Tablica 4: Cauchyjev problem y” + 2y’ +3x =5, y(0)=1, y’(0)=2 x € [0,0.6]
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