SVD dekompozicija i primjene

Hrnjkas, Mihaela

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2018

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / Sveuciliste Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://urm.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:714160

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-25

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:714160
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:253
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:253
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:253

Sveuciliste J.J.Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Sveucilisni preddiplomski studij matematike

Mihaela Hrnjkas
SVD dekompozicija 1 primjene

Zavrsni rad

Osijek, 2018.



Sveuciliste J.J.Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Sveucilisni preddiplomski studij matematike

Mihaela Hrnjkas
SVD dekompozicija 1 primjene

Zavrsni rad

Mentor:

izv.prof.dr.sc. Zoran Tomljanovié¢

Osijek, 2018.



Sadrzaj

1_Uvod

2 Dekompozicija na singularne vrijednosti

[2.1 Definicija i osnovni teorem| . . . . . . .. ...

[2.2 Svojstva SVD dekompozicijel . . . . ..o 000000

[3 Primjene SVD-dekompozicije|

[3.1 Linearni problem najmanjih kvadratal . . . . . . .. ... ... ...

[3.2  Kompresija slike|

4__Literatural

13
13
18

21



SaZetak

U prvome dijelu ovoga rada definirat ¢emo pojam dekompozicije na sin-
gularne vrijednosti te iskazati i dokazati teorem koji govori o egzistenciji
ove dekompozicije. Spomenut ¢emo neka od najvaznijih svojstava te uociti
poveznicu izmedu singularnih i svojstvenih vrijednosti. U drugome dijelu
rada dotaknut é¢emo se primjena dekompozicije na singularne vrijednosti.
Ukratko ¢emo se upoznati s linearnim problemom najmanjih kvadrata te
opisati primjenu SVD dekompozicije. Spomenut ¢emo kompresiju slike te
na primjeru ilustrirati primjenu dekompozicije na singularne vrijednosti u
kompresiji koristeéi se svojstvom aproksimacije matricom niZzeg ranga.

Kljuéne rijeci

dekompozicija na singularne vrijednosti, linearni problem najmanjih kva-
drata, kompresija slike, aproksimacija matricom nizeg ranga

Abstract

In the first part of this paper, we will define the concept of singular value
decomposition and prove the theorem that states the existence of singular
value decomposition. Some of the most important properties will also be
mentioned and connection between eigenvalues and singular values will be
noticed. In the second part of the paper, attention will be given to appli-
cations of singular value decomposition. A brief introduction to linear least
square problem will be followed by application of singular value decomposi-
tion to this problem. Also, we will touch upon an image compression and
illustrate the usage of SVD decomposition in compression using the property
of a low-rank matrix approximation.

Keywords

singular value deccomposition, linear least square problem, image compre-
ssion, low-rank matrix approximation



1 Uvod

Jedna od najplodonosnijih ideja u povijesti matri¢ne teorije jest upravo kanonska
forma matrice, odnosno dekompozicija matrice. U novije vrijeme, dekompozicija
je postala osnovom numericke linearne algebre, gdje sluzi kao alat pomocu kojega
se mogu rijesiti mnogi matematicki problemi. Jedna od izri¢ito korisnih dekompo-
zicija jest upravo dekompozicija na singularne vrijednosti.

Dekompozicija na singularne vrijednosti matrice (eng. singular value decompo-
sition, SVD) A jest faktorizacija prikazana produktom triju matrica UXV*(Slika
(a)), gdje su U 1 V unitarne matrice, a ¥ dijagonalna matrica na ¢ijoj se dija-
gonali nalaze singularne vrijednosti. Bududi su svi elementi u matrici X, osim r
singularnih vrijednosti na dijagonali, jednaki 0, stupci r + 1, ..., m matrice U te
retci r + 1,...,n matrice V* ne doprinose umnosku UXV*. Uklonimo li, dakle,
preostalih m — r stupaca matrice U, m — r nul-redaka matrice > te n — r redaka
matrice V*, dobit ¢emo reduciranu SVD dekompoziciju matrice A (Slika[1] (b)).

Za razliku od nekih drugih dekompozicija, dekompozicija na singularne vrijed-
nosti definirana je za sve matrice, i kvadratne i pravokutne. Njezina vaznost je u
tome Sto otkriva strukturu matrice. Cinjenica da se u SVD dekompoziciji pojav-
ljuju unitarne matrice, ¢ini ovu dekompoziciju izvrsnim sredstvom za diskutiranje
geometrije unitarnih prostora. Pomoc¢u nje mozemo lako odrediti rang matrice,
njezinu jezgru i sliku, uvjetovanost te izrac¢unati generalizirani inverz.

Jos jedna dobra karakteristika ove dekompozicije je i stabilnost; male pretur-
bacije u matrici A dovode do malih preturbacija u matrici ¥ i obrnuto. Nadalje,
dekomporzicija na singularne vrijednosti omogucéava nam aproksimaciju matrice
matricom nizeg ranga. Ovo svojstvo ¢e nam koristiti u primjenama SVD dekom-
pozicije, o cemu ¢e viSe rije¢i biti u nastavku rada.
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Slika 1: Ilustracija SVD dekompozicije

2 Dekompozicija na singularne vrijednosti

2.1 Definicija i osnovni teorem

Kao sto je ve¢ spomenuto, dekompozicija na singularne vrijednosti jedna je od
najcesc¢e primjenjivanih dekompozicija u numerickoj linearnoj algebri. Kako bi se
upoznali s ovim pojmom, najprije ¢emo uvesti njezinu definiciju.

Definicija 1. (Prema [2]) Neka je A € C"™*" za m,n € N. Rastav matrice
A=UXV"

nazivamo dekompozicija na singularne vrijednosti matrice A, ako su U €
Cm>m iV e C™™ unitarne, a % € C™*" dijagonalna

Y= diag(017 02y .- >Umin(m,n))>

pri ¢emu vrijedi o1 > 02 > ... > Ominma) = 0, a brojeve 01,09, ..., Cminimn)
nazivamo singularnim vrijednostima matrice A. Stupce matrice U nazivamo lijevi,
a stupce matrice V' nazivamo desni singularni vektori matrice A.

Jedna od zanimljivih karakteristika dekompozicije na svojstvene vrijednosti jest
ta da ona postoji za svaku matricu. Sljedec¢i teorem, koji se moze pronaci i u [2],
nam upravo govori o egzistenciji ove dekompozicije.



Teorem 1 (SVD). Ako je A € C™", tada postoje unitarne matrice U € C™*™
1V e C™" takve da je

A= UEV*, by :diag(al,ag,...,Umm(m,n)),

pri cemu vrijedi 01 > 09 > ... 2 Opin(mn) = 0.

Dokaz. Jedini¢na je sfera u C™ ogranicen i zatvoren skup, Sto znac¢i da je kom-
paktan pa svaka neprekidna funkcija na njemu dostize minimum i maksimum.
Funkcija f(z) = ||Az||2 je neprekidna pa postoji jedini¢ni vektor v € C* takav da
je

[Av][z = max{||Az[s - [[z[]> = 1, = € C™}. (1)

Ako je ||Av||2 = 0, onda je A = 0 i faktorizacija u iskazu teorema je trivijalna uz
3 =0 i s proizvoljnim unitarnim matricama U i V reda m, odnosno n.

Ako je ||Av||2 > 0, stavimo oy = ||Av||2 1 formiramo jedini¢ni vektor
A
U = —U e C™.
o1

Nadopunom u; s m — 1 vektora do baze u C™ i onda primjenom npr. Gram-

Schmidtov postupka ortogonalizacije, dobijemo ortonormiranu bazu uy, usa, . . . , Up,.
) b ) b m
Time smo dobili unitarnu matricu Uy = [uy, us, ..., Uy|. Sli¢no, za v, = v pos-
toji n — 1 ortonormiranih vektora vy, vs,...,v, € C", takvih da je matrica V; =
[v1, V2, ...,v,] unitarna. Tada je
B * *
Uy Uy
. (0 U3
Ay =UfAVI = | [ | [Avy Auy ... Av,|= | [ | |ous Avy ... Av,]
* *
_um U,
o1 uiAvy ... ujAv,
0 wyAve ... ulAv,
= : : (2)
* *
|0 up,Avy L up, Aoy
|01 w*
- I
0 A,

gdje je w € C™ 1, Ay € C=Dx(=1) " 74 jedini¢ni vektor koji odgovara prvom
retku matrice iz jednakosti ([2)),

=l
Vo tww [w]



zbog unitarne invarijantnosti euklidske norme, vrijedi

A3 = (U AV )Viylls = [[ Ayl
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Ako je w # 0, onda je gornji izraz strogo veéi od o?. Iz i 01 = ||Av]||2 znamo

da je 0y maksimalan pa dolazi do kontradikcije te zaklju¢ujemo da je w = 0.
Stoga je

. op 0
A =UrAV, = {01 AQ].

Ponavljanjem istog postupka za matricu A, € C™~D*x(®=1 " dobivamo unitarne
matrice U i V, kao produkt unitarnih matrica dobivenih nakon svakog koraka.
Ako je m > n, taj postupak vodi do dijagonalne matrice X.

Ako je m < n, primijenimo postupak opisan u dokazu teorema na matricu A*.
Nakon dobivene dekompozicije A* = ULV* i kompleksnog transponiranja obje
matrice u toj jednakosti, dobijemo

A= VS0,

Sto je trazena dekompozcija na singularne vrijednosti od A, pri ¢emu moramo jos
preimenovati V u U, Uu V iXu . O]

Primjer 1. U nastavku je dana singularna dekompozicija 3 X 2 matrice.
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2.2 Svojstva SVD dekompozicije

Dekompozicija na singularne vrijednosti ima velik broj vaznih algebarskih i geome-
trijskih svojstava. Nek od tih najvaznijih svojstava ¢emo, po uzoru na [I} str.111.],
navesti u sljede¢im teoremima.

Teorem 2. Ako je A hermitska matrica, tj. A = A*, tada su njezine singularne
vrijednosti jednake: |Ai|, ..., | |, gdje su Xy, ..., A\, svojstvene vrijednosti matrice

A.

Ukoliko primijenimo prethodni teorem na konkretnom primjeru, vidjet é¢emo
da svojstvo uistinu vrijedi.



Primjer 2. Zadana je hermitska matrica A € C3*3,

A:

N O Ot
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Svojstvene vrijednosti matrice A trazimo kao nultocke karakteristicnog polinoma
ka(A) = X3 — 14X\ + 61\ — 84. Dakle, svojstvene vrijednosti su: \y = 7, Ay =
4, A3 = 3.

Nadalje, pogledajmo SVD dekompoziciju iste matrice.

50 2 2 o —27[7 00 2o 2
040 =01 0]]040 0 1 0
205 20 2|00 3] [-¥2 o ¥

Pogledamo li singularne vrijednosti matrice A, vidjet ¢emo da su one jednake
karakteristicnim vrijednostima po apsolutnoj vrijednosts.

Takoder, moze se pokazati da su singularne vrijednosti, o;, 1 <i < min{m,n},
matrice A kvadratni korijeni svojstvenih vrijednosti matrica A*A 1 AA*. Za A €
C™*m™ obje matrice A*A i1 AA* su hermitske i pozitivno semidefinitne pa su njihove
svojstvene vrijednosti nenegativne.

Sljede¢im teoremom dokazana je veza svojstvenih vrijednosti matrica A*A i
AA* i singularnih vrijednosti matrice A.

Teorem 3. Neka je A = UXV™* singularna dekompozicija matrice A € C™*" ranga
r. Onda je

i) V*(A*A)V = diag(o?,02,...,02,0,...,0);
—_———

pa su kvadrati singularnih vrijednosti matrice A svojstvene vrijednosti od
A*A s dodatnih n — r nula svojstvenih vrijednosti. Stupci matrice V su

odgovarajuci svojstveni vektori.

i) U*(AA*)U = diag(o?,03,...,0%,0,...,0);
—_——

pa su kvadrati singularnih vrijednosti matrice A svojstvene vrijednosti od AA*
s dodatnih m—r nula svojstventh vrijednosti. Stupi matrice U su odgovarajuci

svojstvent vektori.

Dokaz. Ako je ¥ = U*AV, gdje je 3 = diag(o1, 02, - .., Omin(m,n)), onda je
¥* = V*A*U. Slijedi

YU =VATUU AV = V*A*AV e C™"
1

* _ TT* * Ak T * mxm

EZ—UAVYAU—UAAUEC .



Primjer 3. Neka je A € C3*2 4
11
A= 0 1
-1 1

Koristeci prethodni teorem, izracunat éemo njezinu SVD dekompoziciju.
Pogledajmo, za pocetak, matricu AA*. Uvrstavanjem za A = UXV™*, dobivamo
sljedecu jednakost

AA* =USV*'VESU* = US?U*.
Pomnozimo Ui jednakost zdesna s U, dobivamo sljedece

AA*U = U2 (3)

Izraz je svojstveni problem te su svojstvene vrijednosti matrice AA* kvadrati
singularnih vrijednosti matrice A. Slijedi racun.

11
AA* =1 0 1 E (1) _ﬂ:
-1 1

(4)

O = DN
— =
N — O

Svojstvene vrijednosti traZimo rjesavanjem jednakost:
det(AA* — \I) =0,

odnosno jednadzbe

A —5A2 46X =0.

Dakle, M1 = 3, Xy = 2, A3 = 0. Korjenovanjem tih vrijednosti, dobivamo singu-
larne vrijednosti matrice A te je

V3 0
=10 2
0 0

Sljedeci korak je pronalaZenje svojstvenih vektora za pripadne svojstvene vrijed-
nosti. Za A\ = 3, iz
AA*'LH = )\ul,

dobivamo wvektor u; = (1,1,1)T. Analogno, za Mo = 2 dobivamo vektor u, =
(1,0,—1)T te za A3 = 0 wvektor uz = (1,—2,1)T. Kako je U unitarna matrica,
vektore uy, us, usg (koji ¢ine njezine stupce) moramo ortonormirati. Dobivamo

1 1 1
U=|%5 0 —=%
B S L
V3 V2 V6

Slicnim postupkom, traZeci svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore ma-
trice A*A, dobivamo matricu V.



Time smo izracunali SVD dekompoziciju matrice A.

1 1 1
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Napomena 1. Ukoliko imamo matricu veé¢ih dimenzija, singularne vrijednosti
ne¢emo racunati kao nultocke karakteristicnog polinoma, kako je to opisano u
Primjeru 3] U tu svrhu se u praksi koriste posebni numericki algoritmi, o ¢emu se
vise mozZe pogledati u [I].

U sljede¢em teoremu, koji se moZe naci u [2], iskazana su svojstva SVD dekom-
pozicije koja se odnose na rang, sliku te jezgru matrice A.

Teorem 4. Neka je A € C™*" matrica sa dekompozicijom na singularne vrijed-
nosti, A = UXV* 1 singularnim vrijednostima o1 > ... > 0, > 0= ... =0. Tada
vryjedi:

a) rang matrice A iznosi r, tj. rank(A) =r,

b) R(A) = span(uy,...,u,), odnosno stupci ui,...,u, matrice U razapinju
stikfod A,

¢c) N(A) =span(v,41,...,0,), 0dnosno stupci v.i1, ..., v, matrice V razapinju
jezgmﬂ od A.

Dokaz.  a) Rang dijagonalne matrice 3, jednak je broju dijagonalnih eleme-
nata razli¢itih od nule. Buduéi da su U i V* regularne matrice, slijedi da
rank(A) = rank(X) = r.

b) Znamo da je R(A) = span(Avy, ..., Av,), jer je vq,...,v, baza (svaki line-
aran operator jedinstveno je odreden svojim djelovanje na bazi). Stoga je
span(Avy, ..., Av,) C R(A). Medutim, za 1 < i < r vrijedi

Av; = UX V0, = UXe; = o;Ue; = ou; i o; > 0.
Vektori u; linearno su nezavisni pa potprostor
span(oiuy, . .., 00U, ) = span(ug, . . ., u,)
ima dimenziju r kao i R(A), 8to znaci da je R(A) = span(uy, ..., u,).
¢) Bududi da je Av; =0, za r + 1 < i < n, zaklju¢ujemo da je
span(v,11,...,0,) CN(A).

Prema teoremu o rangu i defektu, koji kaze da je defekt(A) = n —rang(A) =
n—r, slijedi da je dimenzija potprostora span(v,;1, ..., v,) ista kao i dimen-
zija od N (A) pa je

span(v,i1, ..., 0,) = N(A).

1Slika operatora A€ L(V,W) je potprostor definiran kao R(A) = {Av:v € V} < W.
2Jezgra operatora A€ L(V, W) je potprostor definiran kao N'(A) = {v: Av =0} < V.

7



Primjer 4. Tvrdnje prethodnog teorema pokazat éemo na matrici , dimenzije
3 x 3, iz Primjera (3. Njezina SVD dekompozicija je

1 1 1 11 1.7

210 Vi vz | (3001 v %
_ _ |1 _ V6 1 _ V6
S N Bl R Y R R
012 o w000 lns B %

Znamo da je rang dijagonalne matrice Y jednak broju nenul elemenata na dija-
gonali. Imamo dvije ne-nul singularne vrijednosti pa je rang(X) = 2. Prema a)
dijelu Teoremal] je tada i rang(A) = 2.

Iz Teorema@ imamo A*AV = VX2, Pogledajmo kako matrica A djeluje na stupce
matrice V.

Kako je rang matrice A jednak 2, slika operatora A ée sadrZavati dva vektora,
odnosno prva dva stupca matrice U. Dakle,

R(A) = span(oyuy, oouz) = {(V3,V3,V3)T, (=v2,0,v2)"}.

Znamo da za defekt vrijedi: defekt(A) = n — rang(A). Kako je rang(A) = 2 i
n = 3, slijedi da je defekt(A) =1 pa je, prema c¢) dijelu Teorema [4],

1 V6 1\7T
%’_?’%> }

Teorem 5. Neka je A kvadratna matrica reda n i neka je A= UXV?T dekompozi-

N(A) = span{vs} = {(

cija na singularne vrijednosti od A uz 3 = diag(oy,...,0,),U = [uy,...,u,),V =
[v1,...,v,]. Neka je
0 AT
H-— [ o } .

Svojstvene vrijednosti od H su £+o0;, a pripadni svojstvent vektori su

1 ’UZ'
E ;|
Dokaz. Uvrstimo SVD od A u formulu za H. Onda je

g0 AT _[ o wvsuT]_fo V]fo ][0 U7
1A o |T|lusv™ o | T (U o]l of| VT o |

Lako se provjeri da je matrica

ortogonalna te da vrijedi



Kona¢no, zakljuc¢ujemo da je

0V 0 % o U _[o Vv S0 o UT
H_lU O]QTQ[E O]QTQ[VT 0}‘[{] O]QT{O —E}leT 0]

Uvrstimo i Q u gornju jednakost, dobivamo

] e | R i B A R T

Sto je svojstvena dekompozicija matrice H. O]

Primjer 5. Zadana je matrica A € C**? sa svojom SVD dekompozicijom

= -0l 0 o)

Tada vrijedi

00 -1 0 0O -1 0 —-1{|4 0 0 0 01

- oo 04 _ 1441 0 1 001 0 Of 1 -10
-1 0 00 v210 1 0 —-1{f{0 0 —4 0],2] 01 O
04 00 1 0 -1 0[]0 0 0 -1 -1 0 -1

Svogstvene vrijednosti matrice H su 019 = +4 1 034 = £1. Pripadni svojstveni

V V
vektori su stupci matrice 7 [U —U} .

Teorem 6. Neka je A = UXV* dekompozicija na singularne vrijednosti kvadratne
matrice A € C".

|All2 = o1. Ako je A reqularna, onda je ||[A7Y||51 = 0, i ka(A) = [|All2]| A7 =
o8, gdje o1 najveca, a o, najmanja singularna vrijednost od A.

Dokaz. Zbog unitarne invarijntnostiﬂ 2-norme, vrijedi

[Allz = [|UTAV]l2 = [E]l2 = V/p(E5E) = \/of = a1, (5)
AT e = VAT U2 = 272 = Vp(E5) = oy = 0,7,

odakle odmabh slijedi i formula za ry(A). O

U sljede¢em primjeru ¢emo, primjenom prethodnog teorema, izracunati uvje-
tovanost matrice u standardnoj 2-normi. Za demonstraciju ¢emo se posluziti pra-
vokutnom matricom dimenzije 3 x 2.

3Ako su U i V unitarne matrice odgovarajué¢ih dimenzija, tada matri¢nu normu || - || za koju
vrijedi |[UAV|| = ||A||, nazivamo unitarno invarijantna norma.

U



Primjer 6. Radi ilustracije Teoremal6], izracunat éemo uvjetovanost matrice A €
C3*2 4z Primjera[d.

||A||2 = 01,maz = \/g;

—1 _ 1 _ 1
L

Ra(A) = [All2l A7 2 = V3 - J5 = 4F.

Teorem 7. Neka je S"! jedinicna sfera u R™: S™' = {x € R" : ||z|y = 1}. Neka
je A - S slika od S™1 kad se jedinicna sfera preslika operatorom A,

A5 ={Ax 2 € R ||z||2 = 1}.

Tada je slika A - S™ ! elipsoid sa sredistem u ishodistu R™ i glavnim osima ou;,
zat=1,...,m.

Dekompozicija na singularne vrijednosti takoder je i vrlo korisan "alat" u aprok-
simaciji matrice matricom nizeg ranga. Sljedeéi teorem nam je vazan jer dokazuje
da je mogucée pomocéu SVD dekompozicije aproksimirati matricu i da je ta aprok-
simacija nabolja moguca, a greska aproksimacije je dana u matri¢noj 2-normi.
Jedna od najboljih primjena Teorema [8| jest kompresija slike (poglavlje .

Teorem 8. Neka je dana matrica A € C™*™ i njezina dekompozicija na singularne
vrijednosts

A=UxVT = Zaiuiv?,
i=1

gdje su U = [uy,...,up], V = [v1,...,0,] © ¥ = diag(o1,09, ..., Omintmmn))- Neka
je r =rang(A). Matricu, koja je po 2-normi nagbliza matrici A, definiramo s

k
Ay =US VT =Y o] (6)
i=1

gdje je k =rang(Ay) <r ¢ X, = diag(oy,09,...,04,0,...,0).
Tada je
i A—B|2=lA- A2 =0c2,.
ranfgf(lg)l:kl\ 2= | kll2 = 0jpq

Dokaz. (Prema [I]) Pokazat ¢emo da vrijede dvije tvrdnje. Prva je da vrijedi
A = Apllz = %1
S obzirom da je

UTAkV = diag(al, g9,...,0E, O, e ,0),

slijedi da je rang(Ay) = k. Vrijedi

Ok+1

U N VT

oy

2

= Ok+1-
2

)
1A — Aglls = H S o

i=k+1
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Preostaje pokazati kako ne postoji, od matrice ranga k, bliza matrica matrici A.
Neka je matrica B € C™*" proizvoljna matrica ranga k. MoZemo naéi ortonormi-
rane vektore x1,...,x,_; takve da je

N(B) = span{x1, ..., 2}, dim(N(B))=n—k.

Prostor razapet s {vy, ..., vx+1} ima dimenziju jednaku k+1. S obzirom da je suma
dimenzija ovih potprostora (r — k) + (k + 1) > r, vrijedi

span{xl, - ,xn_k} ﬂ Span{Uh s 7Uk+1} # {0}

Neka je h jedini¢ni vektor koji se nalazi u njihovom presjeku. Zbog Bh = 0 i

k+1
Ah =" oy(v] h)u; slijedi
i=1
k+1
1A= Bl3 2 (A= Bkl = [|Ahll3 = Y o (vih)* 2 07 (viyh)* 2 0y = 1A = Al
i=1
Prva nejednakost slijedi iz definicije inducirane norme || || na C**" (vidi [2] str.9.]).

Drugu nejednakost aproksimiramo prvo sa zadnjim ¢lanom sume, a zatim treca
nejednakost slijedi zbog 0 < (vih)? < 1 te ||h]|3 = [|[V*Rh|2 = Z(v;‘h)2 < 1.

i=1
Ovime je pokazano da je A, najbolja aproksimacija nizeg ranga za matricu A. [

Sljede¢im primjerom ¢éemo ilustrirati tvrdnju prethodnog teorema.

Primjer 7. Zadane su matrice

50 2 35 0 3.5
A=10 40|, B=|0 4 0
2 0 5 35 0 3.5

Iz SVD dekompozicije matrice A, raspisane w Primjeru [3., vidimo da su singu-
larne vrijednosti o1(A) = 7, 09(A) = 4, 03(A) = 3 pa je rang(A) = 3. SVD
dekompozicija matrice B je

V2 V2 V2 V2
Yoo 217 0 0| [-¥% 0 —¥
B=| 0 1 o0/]]040 0 1 0
V2 V2 V2 V2
—¥2 0 2] [000 oo -

Singularne vrijednosti su o1(B) =7, 09(B) =4 pa je rang(B) = 2.
Spektralnu normu matrice A — B dobijemo preko njezine SVD dekompozicije

15 0 —15 —2 2 013 0 0] [-2 0 ¥
A-B=| 0 0 0|=| 0 0 1{]00 0 0 -1 0
-15 0 1.5 vz 2 000 -2 o -2

D(lkl@, HA — BH2 =3= 0'3(14).
Vidimo da je udaljenost matrica A © B u 2-normi jednaka najmanjoj svojstvenoj
vrigednosti matrice A. Ujedno, matrica B je najbolja aproksimacija matrice A.
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Teorem 9. Ako je A € R™*"™, onda

”AHQ =01, HA”F = \/0—%_‘_—4_0—]2”

gdje je p = min{m,n}.

Dokaz. Obje tvrdnje slijede iz ¢injenice da su 2-norma i Frobeniusova norma uni-
tarno invarijantne. Tvrdnju za 2-normu pokazali smo u dokazu Teorema [6] jedna-
kost . Za Frobeniusovu normu vrijedi

[Allr = [0 AV 1z = [Slr = Va(SS) = Jot -+ 03

Primjer 8. Primijenimo prethodni teorem na matricu A € C3*2,

A:

N O
— O N

o = o
|
SR

N
I
o ol
ol

ot ol
—_
O O W

||A||2 = Omaz = 3}

|A||r = V32 + 12 = V10.
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3 Primjene SVD-dekompozicije

3.1 Linearni problem najmanjih kvadrata

Neka nam je zadan skup mjernih podataka (z;,v;), i = 1,...,n. Zelimo odre-
diti pravac koji najbolje aproksimira zadane podatke. Ukoliko pretpostavimo da
postoji jedinstveni pravac koji prolazi kroz zadane tocke, onda taj pravac mora
zadovoljavati sustav

axry + b=
ary +b =1y
ax, +b=yp,.

Ukoliko gornji sustav zapiSemo u matricnom obliku, imamo

xp 1 n
r2 1| [q Yo
s [b] -

T, 1 Un

r; 1 n
To 1
A |™ s {a} P Y2
: b
T, 1 Yn

Kada bi gornji sustav imao rjesenje, vrijedilo bi Az — b = 0, tj. ||[Az — bl = 0.
Kako to nije slucaj, cilj nam je pronaci vektor x koji ¢e minimizirati rezidual

r=Ax—b,

odnosno npr. normu ||Az — bl|. Minimizacija norme ||[Az — b||» ekvivalentna je
minimizaciji kvadrata iste norme, tj. minimiziramo

n

|Az = b3 = (az; +b—y:)*. (7)

i=1
Pogledajmo sljedeé¢i primjer.
Primjer 9. Zadani su podaci

X
v |

-4 -2
8

2 4
6 3 5

Tablica 1: Zadani podaci

kao $to je prikazano na Slici[4  Trebamo naci funkciju f(x) = ax + b tako da
njezin graf prolazi Sto blize podacima (x;,y;), i =1,...,4 iz Tablice .
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Slika 2: Prikaz podataka u koordinatnom sustavu

Odnosno, Zelimo da suma kvadrata reziduala(pogreski aproksimacije) iz izraza
(7), s obzirom na nase podatke, bude minimalna. Uocimo da rezidual odgovara
udaljenosti tocke do pravca po y-osi, Sto je oznaceno plavom bojom na Slici[3,

Slika 3: Prikaz reziduala ¢iju sumu Zelimo minimizirati

Za viSsedimenzionalne probleme, tj. za matricu A € R™*" i vektor b € R™
treba pronaci vektor z € R" za koji je

man ||Az — bl|5.
TER™

Postoji nekoliko numeric¢kih metoda za rjeSavanje ovakvog problema. Ovdje ¢emo
pokazati rjeSsavanje pomoc¢u dekompozicije na singularne vrijednosti. U nastavku
¢emo opisati rjesavanje LPNK pomocé¢u SVD-a kada je matrica A punog ranga,
odnosno kada matrica nije punog ranga.

Teorem 10 (Prema [I]). Neka je A = UXV* dekompozicija na singularne vri-
jednosti matrice A € C™ ™, gdje m > n. Ako matrica A ima puni rang, rjesenje
problema najmangih kvadrata,

min ||Az — bl|a,
€T

jest
r=VXlU*b.
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Dokaz. Vrijedi

| Az = 0|5 = [USV*z — b3
= |USV*z — (UU* + I — UU")b|)3
= |USV*z — UU*b+ (=1 + UU)b|)2
= |U(SV*z — U*b) + (=1 + UU*)b|%

Primijetimo da su U(XV*x — U*b) i (—1 + UU*)b ortogonalni.

*r— U*b)* U* (=1 + UU")b

(U(SV*z — Ub)) (=1 + UU*)b = (SV
= (SV*z — U*b)*U*(—1 + I)b
0

Tada prema Pitagorinom teoremu vrijedi
[Az — b3 = 5V = Ubll3 + [|(—1 + UU)b|I3.
Ovaj izraz je minimiziran kada je
|SV*2 — U*b||5 = 0.
Tada je v = VX 1U*D. O]

Za matricu A punog ranga (rang(A) = n), rjeSenje je jedinstveno. Dekompo-
zicija na singularne vrijednosti primjenjuje se i kada matrica A nije punog ranga.
U tom slucaju, rjesenja LPNK su istog oblika kao i kod matrice punog ranga te ih
ima beskona¢no mnogo.

Neka je A € C™*" i b € C™, pri ¢emu je m > n i rang(A) = r < n. TraZimo
vektor x € C™" koji minimizira ||Az —b||2. Neka je A = UXV* SVD dekompozicija
matrice A, gdje su U € C"™*™ i V € C™*" unitarne, a

2:|:20T 8], Er:diag(al,...,gr) ’l 0120—22“'207‘20-

Vrijedi
|Az — b|| = [USV*z = b|| = ||[UXV 2 — U*D)|| = |2V 2 — UD||.
Oznacimo li sa z = V*z, imamo
1Az = 0] = 1Sz — (UB): |I* + 1T B)m—r |* = (U 0) s |1

Minimum se postize kada je 3,z — (U*b), = 0. Na taj na¢in smo dobili prvih r
komponenti vektora z,

0i
Preostalih n — r komponenti vektora z biramo tako da rjeSenje x ima minimalnu
euklidsku normu. Dakle,

kb
r=Vz= E —v;, x|l = min ||z
g; r=Ax—b

i=1

Rijesimo sada Primjer [9]
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Primjer 10. Za svaku tocku iz Tablice |1} imamo sustav linearnih jednadzbi

—4a + b=38
—2a + b=6
2a + b=3
4a + b= 5.

Tay sustav nema rjesenje, stoga rjesavamo problem

—4 1 8
il 1721 H_ 6
a,beER 2 1] (b 3

4 1 5 "

U rjesavanju ovog problema, koristit éemo se algoritmom za rjeSavanje LPNK
pomocu SVD dekompozicije koji se nalazi w [2, str.116.]. Prvo éemo izracunati
reduciranu SVD dekompoziciju materice A.

—4 1

o [4 -2 2 4] -2 1| [40 0©

AA_{1 111} 21_{04}
41

Svojstvene vrijednosti matrice A*A su Ay = 40 i Ay = 4, iz cega odmah moZemo
odrediti pripadne singularne vrijednosti te je

5 [0 1]

Zatim trazimo svojstvene vektore za matricu 'V iz A*Av; = \v; za pripadne svoj-
stvene vrigjednosti. Dobivamo

1 0
V= {0 _J .
Nadalje, stupce matrice U dobivamo iz
- [_ /10
1 R - — 20
ul = —A’Ul = — 2 = 10 y
o1 2V10 | 2 I0
4 V10
B L 5
11 [
1 1|1 -5
Ug = O_—QAUQ 5 _1 = _%
—1 _1
. 2_
Reducirana matrica U je tada
_Vio 1
5 2
_Vio _1
_ 10 2
U= m _.
10 2
vio 1
5 2



Reducirana SVD dekompozicija

_yio 1
41 5 2
—2 1| [-¥2 LIlT2v10 0] [1 0
2 1| 7| vio 1|| 2 o]0 1
10 2
41 VIT 1
5 2
Nadalje,
) 8
_vn _yn vo vil [ [_evm
ve=|"7 T v 5| :[ 10],
e e —11

i L 0] [—9v10 _5
y=X"'U"b= 2\@ l}[ 10}:[ %(1)]
2

Naposlijetku, vektor x racunamo iz

1 07 [—3 —%
—vu=lo %28 - 73

Iz vektora x vidimo da je a = —2%, ab= % pa je nasa traZena funkcija

9 11

r)=——x+ —.
&l
il
6_
5_
Pk
il
2,
1_

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

AF

Slika 4: RjeSenje LPNK uz pomo¢ dekompozicije na singularne vrijednosti
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3.2 Kompresija slike

Kompresija slike je postupak sazimanja kod kojeg nova slika zauzima manji pros-
tor uz losiju kvalitetu, ali na na¢in da svi vazni dijelovi ostanu vidljivi. Vaznost
kompresije je ta da nam omogucava ustedu prostora pri pohranjivanju podataka.
Digitalna slika moze se prikazati pravokutnom matricom pixelaﬁ koji predstavljaju
sliku. Svakom pixelu odgovara jedan element matrice. Ukupan broj pixela kori-
Stenih za prikaz slike naziva se razlucivost zaslona.

U Matlab-u elementi matrice mogu biti klase double. Ukoliko je matrica klase
double, svaki element slike se pohranjuje kao 64-bitni floating-point broj.
Razlikujemo nekoliko prikaza slika na racunalu - crno-bijelu, monokromatsku i
RGBP| sliku. Intenzitet pixela kod crno-bijele slike moze biti 0 ili 1, gdje 0 ozna-
¢ava crnu, a 1 bijelu boju. U slucaju monokromatske slike, intenzitet pixela je
izmedu 0 i 1, 8to rezultira razli¢itim nijansama sive boje. RGB slika je troslojna,
predstavljena je s tri matrice. U svaku se od matrica pohranjuje intenzitet pixela
za jednu od tri boje - crvenu, zelenu i plavu.

Dekompozicija na singularne vrijednosti je vrlo efikasan alat u kompresiji jer
nam omogucava da originalnu matricu, kojom je predstavljena digitalna slika,
aproksimiramo matricom nizeg ranga te tako ustedimo prostor pri pohrani. Od-
nosno, u matrici originalne slike pojavljuju se kolinearni stupci. Odaberemo li
mali broj k, zadrzimo npr. prvih k najvecih singularnih vrijednosti, a ostale pos-
tavimo na nulu, kao rezultat dobit ¢emo matricu ranga k koja je, prema teoremu
[§ str. [I0} najbolja mogucéa aproksimacija originalne matrice punog ranga. Na ta]
nacin ¢emo koristiti manje memorije bez da aproksimirana slika izgubi previSe na
kvaliteti.

S obzirom da su singularne vrijednosti na dijagonali matrice X rasporedene u
padaju¢em poretku, greska ¢e biti manja Sto je rang aproksimacije veé¢i. Dimen-
ziju originalne slike odredene su s d = m x n, dok dimenziju aproksimirane slike
racunamo iz

Ay = o1ugv] + oqugvy + - - - + oRULY;,

gdje svaki stupac u; matrice U sadrzi m komponenti, svaki stupac v; matrice V
sadrzi n komponenti, a o; predstavlja jednu komponentu. Tada je dj, = k(m+n+1)
za k singularnih vrijednosti. Stupanj kompresije ra¢unamo kao

dy
U nastavku je ilustrirana primjena SVD dekompozicije matrice u kompresiji slike,
provedene u programskom jeziku Matlab.

4element slike, eng. picture element
Seng. Red Green Blue
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Slika 5: Originalna monokromatska slika veli¢ine 694 x 564 pixela

Na sliku 5| proveli smo kompresiju za k = 5,10, 30, 50, 80, 100, 200. Rezultat je
sljededi.

>

k=200

(e) 100

(h) original

Slika 6: Kompresija slike |5 za k=5, 10, 30, 50, 80, 100, 200, 564

Primje¢ujemo da je za k£ = 5 slika vrlo zamucena te je nemoguce s tocnoscéu
odrediti sto ona predstavlja. Nakon povec¢anja broja singularnih vrijednosti, slika
se sve viSe izoStrava pa ve¢ za k = 30 mozemo uociti bitne dijelove slike, iako je
njezina kvaliteta poprilicno niska. U aproksimacijama kada nam je broj singular-
nih vrijednosti veéi od 100, jos uvijek se moze uociti razlika izmedu aproksimacije
i originalne slike, no ona je gotovo zanemariva.
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U sljedecoj tablici prikazan je broj pixela za originalnu i za svaku kompresiranu
sliku te stupanj kompresije u postocima.

original k=5 k=10 k=30
broj pixela 391416 6295 12590 37770
stupanj kompresije 100% 1.61% 3.22% 9.65%

k =50 k=80 k =100 k =200
broj pixela 62950 100720 125900 251800
stupanj kompresije | 16.08% | 25.73% 32.17% 64.33%

Tablica 2: Broj pixela kompresirane slike

Analizom podataka iz Tablice [2] mozemo zakljuciti da se stupanj kompresije
povecava proporcionalno sa povecanjem broja singularnih vrijednosti.

Grafom na Slici[7] prikazan je odnos greske i broja singularnih vrijednosti. Kako
se greska aproksimacije smanjuje, poboljsava se kvaliteta slike, ali je potrebno i
viSe prostora za pohranu takve slike.

108

Greska izmedu originala i kompresirane slike

0 100 200 300 400 500 600
Broj singularnih vrijednosti

Slika 7: Odnos greske i broja singularnih vrijednosti
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