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Unitarni operatori

Sazetak

U ovom radu bavit ¢emo se pojmom unitarnog prostora te navesti operatore koji djeluju
na tom prostoru, a posebnu paznju éemo posvetiti unitarnim operatorima. Za pocetak
¢emo definirati skalarni produkt, unitaran prostor te neke druge osnovne pojmove poput
norme i ortonormirane baze potrebne za opisivanje operatora koji slijede. U tre¢em
poglavlju definirat ¢emo unitarne operatore, navesti njihova svojstva i dati njihovu
karakterizaciju. Zatim ¢emo navesti druge primjere operatora na unitarnom prostoru.
Na kraju ¢emo spomenuti i normalne operatore ¢ime é¢emo objediniti dotad spomenute
operatore na unitarnom prostoru.

Kljuéne rijeéi: skalarni produkt, unitaran prostor, unitaran operator, hermitski

adjungiran operator, normalan operator

Abstract

In this paper we will deal with the concept of unitary space and provide examples of
operators in the unitary space, with special attention to unitary operators. Firstly, we
will define the scalar product and the term unitary space. Some other basic concepts
will be mentioned, (e.g. the norm and the orthonormal basis) needed to describe those
operators. In the third chapter we will define unitary operators, specify their properties
and give their characterization. Furthermore, we will list other examples of operators
in the unitary space. Finally, we will define normal operators, which will unify the
above-mentioned operators in the unitary space.

Key words: scalar product, unitary space, unitary operator, hermitian adjoint,

normal operator
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1 Uvod

Kako bismo ispitivali metricka svojstva apstraktnog vektorskog prostora poput duzine vek-
tora i okomitost vektora, u drugom poglavlju uvodimo pojam skalarnog produkta pomocu
kojeg mozemo rekonstruirati te pojmove. Nakon definiranja skalarnog produkta, pojam uni-
tarnog prostora se sam namece kao veza izmedu skalarnog produkta i vektorskog prostora.
Na unitarnom prostoru definiramo funkciju norma kojom rac¢unamo duzinu vektora, me-
triku kojom ra¢unamo udaljenost medu vektorima i dajemo kriterij za okomitost vektora
u apstraktnom vektorskom prostoru. Nadalje, definiramo ortonormiranu bazu za unitarne
prostore koja se pokazuje kao vrlo korisna u ra¢unu, a pokazat ¢emo i da svaki konac¢nodi-
menzionalan unitaran prostor ima ortonormiranu bazu. Kako uz svaku novu strukturu, tako
i uz unitaran prostor vezemo nove pojmove, a to su, izmedu ostalog, specifi¢ni operatori koji
posjeduju dodatna korisna svojstva koja proizlaze iz strukture unitarnog prostora. U tre¢em
poglavlju se bavimo tim operatorima. Za pocetak definiramo unitarne operatore i navodimo
neke primjere unitarnih operatora. Pokazat ¢emo poveznicu unitarnih operatora s pojmo-
vima definiranim u drugom poglavlju, tj. s normom, metrikom, kutom medu vektorima te
ortonormiranom bazom. Dotaknut ¢emo se i drugih svojstava unitarnog operatora poput
linearnosti, injektivnosti i surjektivnosti. Zakljuéno ¢emo iskazati i dokazati teorem o dija-
gonalizaciji unitarnog operatora. Osim unitarnih operatora, u ovom radu navodimo i kratak
pregled drugih operatora na unitarnom prostoru. Za linearan operator definirat éemo njemu
hermitski adjungiran operator te éemo pomocu njega dati jo$ jednu karakterizaciju unitar-
nog operatora i definirati hermitski i antihermitski operator. Na kraju ¢emo uvesti pojam
normalnih operatora i vidjeti da su hermitski, antihermitski i unitaran operator specijalni

sluc¢ajevi normalnih operatora.



2 Unitarni prostori

2.1 Skalarni produkt

Oznacimo s E? trodimenzionalan prostor koji shva¢amo kao skup toc¢aka. Neka je u E* dan
pravokutan koordinatni sustav s ishodistem u O. Svakoj toc¢ki A € E® mozemo pridruziti
radijvektor m Neka je sada V3(O) skup svih radijvektora s pocetnom totkom u O.

Za A, B € E3 ureden par (A, B) naziva se orijentirana duZina s pocetkom u tocki A i
zavrSetkom u tocki B, a tu orijentiranu duzinu uobicajeno oznacavamo s 1@ . Na skupu svih
orijentiranih duzina uvodimo relaciju ~ na sljedeé¢i nacin: E ~ C"ﬁ ako i samo ako duzine

AD i BC imaju zajednicko poloviste.
Teorem 2.1. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu svih orijentiranih duZina.

Za dokaz vidi [1].
Skup klasa ekvivalencije orijentiranih duzina s obzirom na relaciju ~ oznacava se s V3. Klase
orijentiranih duZina zovu se vektori, a oznac¢avamo ih simbolima @, l;, il [1@], [Cﬁ], e
ako zelimo navesti reprezentante. Modul vektora @ definira se kao duljina duzine AB gdje
je f@ bilo koji reprezentant od d.

Teorem 2.2. V3 je realan vektorski prostor.

Dokaz se moze pronaci u [I].
—— —
U prostoru V3 je kut izmedu netrivijalnih vektora # = [OA] i ¥ = [OB]| definiran kao
neorijentiran kut £ O AB koji pripada segmentu [0, 7]. Taj kut oznacavamo simbolom £(d, I;)

Sada se, uz ovako uveden pojam kuta, u V3 definira skalarni produkt
VXV SR
na sljedeéi nacin:
- { |c?| |l;| cos £(d, g), ako je a
0, ako je @ =

Teorem 2.3. Skalarno mnoZenje na V3 ima sljedeéa svojstva:

1. - >0, VT € V3;
2.7 F=0 < £=0;
3. (o) -y =a(Z-y), Va eR, VZ,yeV?3;

f @+ F=T 747 7 VLG TeV
5.%-§=g-%  VEjeVS.

Dokaz. Sve tvrdnje, osim [4], su ocite. Za dokaz tvrdnje [4 vidi [3].



Primjer 2.1. Za jedinicne vektore pravokutnog koordinatnog sustava dobivamo sljedecu ta-

blicu skalarnih produkata:

TS =

S O =Sy
O = O~y
— O Oy

Koristenjem tablice iz Primjera [2.1 dobivamo:

Teorem 2.4. Neka su vektori @ i b dani svojim zapisom u kanonskoj bazi prostora V3

aJ—i— CLQj"‘ CLgl;,
bii 4 bsj + bsk.

a
b

Tada je
a- 5: a1b1 + a2b2 + a3b3.
Primjer 2.2. Neka su dani vektori ¥ = 3i — 45 + ki 7 =5i+2] — 2k . Izracunajmo njihov

skalarni produkt T - i, njihove duljine |Z|, |y] i kut ¢ medu njima.

Tj=(3i—4] + k) - (5i + 2] — 2k)
—3.5—-4-241-(=2)=5
7] = /32 + (—4)2 + 12 = V26
7= V5 + 22+ (-2)? = V33

COS = fg = 5
Pl V26 V33

=~ 80°.

Kako u apstraktnom vektorskom prostoru nemamo pojam kuta i modula kao takvog,
definiramo skalarni produkt na nacin da svojstva skalarnog produkta iz Teorema u V3

proglasimo definicijskim uvjetima.

Definicija 2.1. Neka je V' wektorski prostor nad poljem F. Skalarni produkt na V

je preslikavange
(|):VxV =T

koje ima sljedeca svojstva:
1. (z|z) >0, Ve e V;
2. (z|lx) =0 <= =0

8. (z1 + z2|y) = (v1]y) + (x2]y), Va1, 20,y €V;



4. (axly) = a(zly), VYaeF, Vr,yeV;

5 (zly) = (y|lx), Vx,yeV.

Druge oznake za skalarni produkt dvaju vektora x,y su (x,y) ili (z,y).
Svojstvo [I} zovemo pozitivnost, a svojstvo [2] definitnost. Svojstva[3l i[d] redom zovemo
aditivnost i homogenost u prvom argumentu. U realnim prostorima se svojstvo [5| naziva
simetri¢nost, a u kompleksnim hermitska simetri¢nost.
Iz svojstava 3 1[4 slijedi da je skalarni produkt linearan u prvom argumentu.
Skalarni produkt je antilinearan u drugom argumentu:

(zlay + By) = a(zly) + Blzly),

zaVr,y eV, Vo, €F.

U slucaju da je F = R imamo linearnost skalarnog produkta i u drugom argumentu.

Primjer 2.3. U R" skalarni produkt definiran je s

((xla < ,.Tn)|(y1, . 7yn)) = szyz

Pokazat éemo da ovaj skalarni produkt zadovoljava svojstva iz definicije skalarnog produkta:

[ pozitivnost

(@1, m)l(@r ) = ) mi

[3. definitnost
((xl,...,xn)|(x1,...,xn)):Z(Ii)220 = (z1,...,2,)=(0,...,0) € R"™.

[3. aditivnost u prvom argumentu

V(1 Tn), Y1y Un), (21, -5 20) € R™ je:

n

(21, 20) + Wis -y (21, s 20)) = Z(azijtyi)zi

= Z Tizi + Z Yizi

i=1 i=1
= (x]2) + (y[2).
[4. homogenost u prvom argumentu

V(zy,...,2,) € R",Va € R je:

(Oé(xb < 7xn)‘(y17 ce 7yn)) = Z@xlyz
=1

—a Yz = al(en, ) (g1 90)).
=1



[O. simetricnost
V(z1, ..o xn), (Y1, Yn) € R™ je

((.1'1, ce ,$n>’(y1, s 73/71)) = Zl'zyz

=3 = (vl )

Primjer 2.4. 1. U C" skalarni produkt definiran je s
(el ) = 3w
i=1

2. Za A = la;j] € Mu,(C) definira se hermitski adjungirana matrica A* = [b;] €
Mum(C) s by = @i, Vi, j, (gdje je aj; kompleksno konjugiran broj broju aj;).
U M, (F) je skalarni produkt definiran s

(A|B) = tr(B"A),
pri cemu je matrica B* hermitski adjungirana.
Lako se moze pokazati da i ovi primjeri zadovoljavaju svojstva definicije skalarnog pro-
dukta.

2.2  Ortogonalnost

Definicija 2.2. Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt zove se unitaran
prostor.

Primjer 2.5. R" uz skalarni produkt definiran u Primjeru C™ wz skalarni produkt iz
Primjera[2.4|[1 i M,(F) uz skalarni produkt iz Primjera[2.4|[3 su unitarni prostori.

Dimengzija unitarnog prostora je po definiciji jednaka dimenziji pripadnog vektorskog
prostora.
Ako je unitaran prostor V' nad poljem C, govorimo o kompleksnom unitarnom prostoru,
a ako je taj prostor nad poljem R, nazivamo ga realni unitarni prostor.

Teorem 2.5. (Cauchy-Schwarzova nejednakost) Neka je V' unitaran prostor. Tada je
|(zly)* < (zl2)(yly)
za sve x,y 12 V. Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori x iy linearno zavisni.

Dokaz. U sluc¢aju da je x = O ili y = O, tvrdnja je ocita.
Neka su x i y € V netrivijalni vektori i A € F proizvoljan. Vrijedi:

0 < (z = Aylr = Ay) = (z]x) = Mylz) = Azly) + M (yly)-

8



Uvrstimo sada

—~

zly)
yly)’
to smijemo jer je po pretpostavei y # O, pa je i (yly) # 0,

A:

—

~—

_(aly) oy le) (zly) (ylz
0< (@) blo) (y|y)( lv)+ (yly) (yly

)(y|y)-

(yly)

Sredimo izraz i pomnozimo ga s (y|y), dobivamo :

0 < (zly)(yly) — (zly)(ylz),
tj.
|(ly)* = (zly)(ylz) < (z2)(yly)-
Ako je y = ar za neki a € F, dobiva se jednakost. Ako vrijedi jednakost onda gore provedeni

racun pokazuje da je y = Az.
m

Definicija 2.3. Neka je V unitaran prostor. Norma na V' je funkcija
-1:V—-R

definirana s
|zl = v/ (x]x).

Propozicija 1. Za svaki izbor x,y € V vrijedi

|(ly)] < [l=]] [yl

s tim da jednakost nastupa ako © samo ako su vektori linearno zavisni.

To slijedi iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti i definicije norme, vidi [2].

Neka su x,y € V bilo koji vektori razli¢iti od nulvektora. Iz Propozicije |1} slijedi da je

@l
[EIE]

Ako je V realan prostor, onda je (zly) = £|(z|y)|, tj.

<
[[| {1yl
Postoji, dakle, jedinstven ¢ iz intervala [0, 7] takav da je

(z]y)

COS (P = ————.
[lz{| ]yl

Po definiciji onda kazemo da je ¢ kut izmedu vektora = i y, ¢ = A(a,b). Na kraju, iz
definicije kuta slijedi relacija
(alb) = [lal] [[b] cos ¢,

u kojoj prepoznajemo formulu za skalarni produkt.

9



Propozicija 2. Norma na unitarnom prostoru V ima sljedeca svojstva:
1. ||z|| > 0, Ve eV,
2. ||z|| =0 <= z=06;
3. ||lax|| = |af ||z]|, VaeF, VrelV;
4o lz+yll <=l + llyll,  Vz,yeV.

Dokaz. Trebamo pokazati da preslikvanje || -|| : V' — R zadovoljava gore navedena svojstva.
[l Kako je (:|-) skalarni produkt, imamo da je (z|z) > 0, za sve x € V, §to znadi da je
||z|| = \/(z|z) dobro definirano i nenegativno.

2] 1z skalarnog produkta, posebno, imamo

l|z|]| =0 <= (z]z) =0 <= z=06.
Bl Nekaje o« € FixzeV. Sada je
laz|] = V(az|ax) = v oa(z]z) = |af [|z|]

A Ovo svojstvo zovemo nejednakost trokuta, i dokazat ¢emo ga koriste¢i Teorem 2.5}

|z +yll* = (z + ylz +y) = (z]z) + (z|y) + (ylz) + (yly)
(z]x) + (yly) + 2Re(z]y) < (z]z) + (yly) + 2|(z]y)]
< (lz) + (yly) + 2l |yl = (=] + yl])?.

]

Kad god imamo normu || - || na vektorskom prostoru V', mozemo definirati preslikavanje
d:VxV =R

formulom
d(z,y) = ||z —yll.
Ovo preslikavanje ima smisla shvac¢ati kao razdaljinsku funkciju ili metriku na V, tj. kao

funkciju koja mjeri udaljenost vektora. Vrijedi, naime
1. d(z,y) >0, Vx,yeV;
2. d(z,y) =0 <= z =y,
3. d(z,y) = d(y, z), Va,y eV,

4 d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vr,y,zeV.

10



Definicija 2.4. Neka je V unitaran prostor. KaZe se da je vektor x € V. normiran ako je
||| = 1.

Normirani vektori su vektori jedini¢ne duljine. Cesto umjesto normiran kazemo jedini¢ni
vektor. Svakom vektoru x # © mozemo pridruziti jednozna¢no odreden vektor

1
o= 72,
|||

u tom slucaju kazemo da smo vektor x normirali.

Definicija 2.5. Neka je V' unitaran prostor. KaZe se da su vektori x,y iz V medusobno
okomiti ili ortogonalni ako je

(z]y) = 0.
Konacan skup vektora {es, ..., ey} je ortogonalan ako je (e;|le;) = 0,Vi # j. Skup {e1,..., e}
je ortonormiran ako je ortogonalan i ako je ||e;|| = 1,Vi=1,... k.
Definicija 2.6. Ortonormiran skup {ey, ..., e,} w unitarnom prostoru 'V je ortonormirana

baza ako je taj skup ujedno i baza za V.

Primjer 2.6. Vektori e; = (1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,0,...,1) €
R™ medusobno su okomiti te je |le;|| = 1,Vi = 1,...,n, stoga je skup e = {e1,ea,...,€,}

ortonormiran skup, a taj je skup ujedno i baza za R™ pa je to ortonormirana baza za R™.

Propozicija 3. Neka je e = {ey,...,e,} CV ortonormirana baza, a a = (aq, ..., o),
b= (B1,...,0,) vektori iz V, dani svojim koordinatama u toj bazi. Onda je njihov skalarni

produkt dan formulom

(alb) = a1 By + ... anf.
Dokaz. Kako je a=>""  ae;1b=>",_, frex, imamo

(alb) = Zalel, Zﬁkek ZZ%’E(@J@IJ

i=1 k=1
= Z Zazﬁk ik — Z&Zﬂza
i=1 k=1
i tvrdnja je dokazana.
O
Teorem 2.6. (Gram-Schmidt) Neka je S = {x1,...,zn},m € N, uredeni linearno neza-

visan skup vektora iz unitarnog prostora V. Taj se skup moZe ortonormirati, tj. zamijenits
novim skupom T = {e1,...,en} CV tako da vrijedi

1. T je ortonormirani skup, i
2. Her,. .. e}l = {1, ... 25}, Vi=1,...m.

11



Dokaz. Konstrukciju skupa T' = {ey, ..., e, } provodimo induktivno.

Za bazu indukcije uzmemo:

1

= ml’la

Sto je dobro definirano jer je x1 # ©. Vektori x4 i e; su kolinearni pa razapinju isti potprostor,
time smo ispunili 1} i[2

Pretpostavimo sada je da naden ortonormiran skup {ey,...,ex} takav da vrijedi

{e1, .. ext] = [{x1,. .., zx}].

Sada ¢emo konstruirati e;,;. Uvedimo pomocéni vektor

€1

k

bret = Thr1 — 3 _(Trpalej)e;. (1)

Jj=1

Po pretpostavci indukcije imamo

T € {1, .., zet] = [{e1, .-, e},

pa je {xgi1,€1,...,ex} linearno nezavisan skup. Odatle slijedi da je by, 1 # © pa ga mozemo
normirati. Definiramo b
k1
Ck+1 = b—+ (2)
[[bk1]
Tvrdimo da skup vektora
{617 <oy €y ek+1}

ima svojstva i . Pokazimo da je taj skup ortonormiran. Skup vektora {ej,...,ex} je
veé ortonormiran po pretpostavei indukceije, a vektor egy; smo normirali pa je ||exi1|| = 1.
Treba jos pokazati da vrijedi

(ext1lei) =0,

za svakii=1,... k. Zbog i imamo:

k
1 1
(€k+1|€i) = —(bk+1|€i> = —($k+1 - Z(xk+1|ej)€j|€i)
|b+1]] | brr|| <
1 k
T T (ki) = Tritlei)(e;le;
||bk+1||(( +1| ) ;( +1| J)( g| ))
1

= ((zhs1le) — (wreale)) =0,
1B |
i tvrdnja je dokazana. Nadalje, zbog pretpostavke indukcije i i(2) je
1, ehserr1 € {1, Thy Tipa
a jer su ti vektori i linearno nezavisni, tj. ¢ine ortonormiran skup, to jest

He1, -, exr1}] = [{x1, .. i},

kako se i tvrdilo. Indukcija zavrsava s £ = m i teorem je dokazan.

12



Korolar 1. Svaki konacnodimenzionalan unitaran prostor ima ortonormiranu bazu.

Dokaz. Uzmimo bazu {by,...,b,} prostora V i primijenimo Gram-Schmidtov postupak or-
togonalizacije. Kako dobiveni ortonormirani skup {ey,...,e,} uz ostalo zadovoljava i

{e1,...,ent] =[{b1,...,0n}]

taj je skup i sustav izvodnica za V.

Primjer 2.7. Ortonormirat éemo bazu {(1,1,1),(2,0,2),(2,0,0)} za R3:

: e (1,1,1)
e, =(1,1,1), e =-— =~
1= (L e ==
€y = (27072) - ((2a072)|61)61
1,1,1)

V3

(1,1,1)

:(2,0,2)—((2,0,2)|( 73

) .

2
=-(1,-2,1
3( Y Y )7
/ 2
€ 3(1,-2,1) 1
€2 = 7 = = _(1,—2,1)
|les]] %\/6 V6

(1,1,1). (1,1,1) (1,-2,1), (1,-2,1)

63:(27070)_<<27070)| \/g ) \/g _<<27O70)| \/6 ) \/6
= (1707_1)7
es  (1,0,—1)

€3 =

Cllesll V2
Sada je skup {ei,eq, e3} ortonormirana baza za R3.

Definicija 2.7. Neka je V unitaran prostor i M potprostor od V. Ortogonalni komple-
ment potprostora M je

M+ ={zcV:(zjv) =0,Yv € M}.

Propozicija 4. Neka je V' unitaran prostor i M potprostor od V. Ortogonalni komplement
potprostora M je takoder potprostor od V.

Dokaz. Nekasu o, 3 € Fix,y€ Mt ineka je v € M proizvoljan, imamo
(ax + Bylv) = alz|v) + Blylv) =0,

dakle, ax + By € M.

13



Teorem 2.7. Neka je M <V bilo koji potprostor. Onda se prostor V. moZe prikazati kao

direktna suma potprostora M i njegovog ortogonalnog komplementa M=+
V=MaeM".

Za dokaz vidi [2].

Primjer 2.8. Odredit éemo ortogonalnu bazu za M+ u R® ako je M razapet s u = (1,1,1).

Znamo da vrijedi dim M+ dim M+ = dim R3. Iz tog slijedi da je M+ razapet s dva vektora,

v1 = (21,91, 21) @ vy = (T2, Y2, 22). Postavljamo uvjet na vy :
(ulv1) =0,

12 0voq slijedi
T1+y+21=0

pa je
T == — <1
Za yy = —1 1z =0 dobivamo da je vektor vi = (1, —1,0). Izracunajmo vy:
(ulva) =0
(viv2) = 0,

12 0vog dobiwamo sustav jednadzbi

Ta+ys+22=0
T2 —y2 = 0.

Za x9 = yo = 1 dobivamo da je zo = —2 pa je vo = (1,1, —2). Konacno, ortogonalna baza za

ML j@ Skup {0171}2}7 tj {(L _17())’ (1717_2)}
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3 Operatori na unitarnom prostoru

Sada kad smo definirali pojmove skalarni produkt, norma, unitaran prostor, ortonormirana
baza i ortogonalan komplement, mozemo opisati operatore na unitarnom prostoru i dokazati

neka njihova svojstva.

3.1 Unitarni operatori

Definicija 3.1. Neka su V' i« W unitarni prostori nad istim poljem F. Neka je
U:vVv-w
linearni operator sa svojstvom da cuva skalarni produkt, tj. da vrijeds
(U(a)|U(b)) = (alb)
za svaki a, b € V. Onda kaZemo da je U unitarni operator iz prostora V' u prostor W.

Primjer 3.1. Ako je V. < W potprostor, onda je inkluzija I : V. — W unitarni operator.
Specijalno, jedinicni operator, identiteta, je unitarni operator.

Primjer 3.2. Neki primjeri unitarnih operatora u ravnini R? su :

e centralna simetrija, tj. operator
(xa y) = (—CL', _y)

e zrcaljenje

— na oSt T:
(.l’,y) = (Iv _y)

— na 08t y:
(z,y) = (=z,y)

— na simetralt x = y:
(z,y) = (y,2)

e rotacija za dani kut p, 1j. operator
(x,y) — (zcosp — ysing, zsinp + y cos )
To se lako generalizira na prostor R™.

Opcenito, ako je V unitaran prostor, operator C' : V' — V dan s C(a) = —a zovemo

centralna simetrija te je C' unitaran operator:
(C(a)lC(b)) = (—a| —b) = (alb).
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Primjer 3.3. Neka je V' n-dimenzionalan kompleksni unitarni prostor, a {es, ..., e,} jedna

ortonormirana baza za V. Neka je
U:Ct"—=V
operator dan s
U(a) =Ulay,...,0n) = age; + -+ + apey,

za svaki a = (aq, ..., q,) € C". Onda je U, uz standardni skalarni produkt na C", unitaran
operator jer je ocito (U(a)|U (b)) = (alb), Va,b € C".

3.1.1 Svojstva unitarnog operatora

U prethodnom odlomku definirali smo pojam unitarnog operatora. Sada ¢emo navesti i
dokazati osnovna svojstva unitarnih operatora. Za pocetak, prisjetimo se, u Definiciji
izrekom se zahtijeva da unitaran operator bude linearan. Medutim, pokazuje se da je uvjet
¢uvanja skalarnog produkta toliko jak, da povlaci linearnost pa se taj zahtjev moze u definiciji

izostaviti. Sljedec¢i teorem govori o tome.

Teorem 3.1. Neka je F': V — W operator sa svojstvom da je

(F(a)|F(b)) = (alb),
za sve a,b € V. Onda je operator F' nuzno linearan, dakle © unitaran.

Dokaz. Neka su a,b € V bilo koji vektori, a «, § € I skalari. Treba pokazati da vrijedi
F(aa+ pb) = aF(a) + SF(b). (4)
Definiramo vektor c € W' s
¢ = F(aa+ pb) — aF(a) — BF ().

Pokazat ¢emo da je ¢ = Oy, ¢ime Ce jednakost biti dokazana. Neka je L = [Im F| < W
potprostor od V razapet slikom Im F. Ocito je ¢ € L.

Neka je L+ = [Im F]* ortogonalni komplement od L. Pokazimo da je takoder ¢ € L.
Neka je y € Im F bilo koji vektor. Onda postoji z € V takav da je F(x) = y. Sada redom,
uzimajuéi u obzir da F' ¢uva skalarni produkt, imamo

(cly) = (F(aa + pb) — aF(a) = BF(0)|F(x))
= (Flaa + fb)|F(x)) — a(F(a)|F(x)) = B(F(b)|F(x))
= (aa + pblz) — a(alz) — B(blz)

= a(alz) + B(blx) — alalz) — (blx) = 0.
Iz ovoga slijedi da je [{c}] ortogonalan na skup Im F', pa onda o¢ito i na potprostor
L = [Im F], koji je njime generiran. Dakle, zaista je ¢ € L*. Kako je, medutim

LN L+ ={6y} (vidi Tm. , imamo zakljuc¢ak da je ¢ = Oy i tvrdnja je dokazana.
O
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Propozicija 5. Kompozicija unitarnih operatora je unitaran operator. Naprotiv, zbroj uni-

tarnih operatora i produkt takvog operatora sa skalarom ne mora biti unitaran operator.

Dokaz. NekasuT :V — W iU :Y — V unitarni operatori. Onda imamo
(T o U)a)(ToU)b)) = (T(U(a))|T(UD))) = (U(a)|U(b)) = (alb),

za svaki a,b € Y, pa kompozicija T oU ¢uva skalarni pordukt, odakle slijedi da je to unitarni

operator po Tm.
]

Primjer 3.4. Neka su dana dva unitarna operatora, operator centralne simetrije
T:R* = R* T(z,y) = (-z-y),
i operator zrcaljenja na simetrali x =y,
U:R* =R Uz,y) = (y,2).

e kompozicija unitarnih operatora:
Pokazimo da je njihova kompozicija X =T o U unitaran operator.
Za (z,y) € R? definiramo:

X(ZL‘, y) = (T o U)(ZL', y) = T(U(l’,y)) = T<y7$) = (_ya —[E).
Sada je
(X (21, 91)[X (22,2)) = ((=y1, —21) (=42, —2))
= y1y2 + 2122 = ((21, 41)[(22,92)),
V(z1,y1), (T2, y2) € R?, slijedi da je X unitaran.

e 2broj unitarnih operatora:

Pokazimo da njihov zbroj nije unitaran operator. Za (x,y) € R?:

Y(z,y) = (T +U)(z,y) =T (z,y) + U(z,y)
= (—l’, _y) + (y7l')
=(—z+y,—y+ux).

Za proizvoljne (x1,vy1), (T2, y2) € R?, racunamo:

(Y(xr, y)Y (72,92)) = (=21 + 91, =1 + 21)[(—22 + y2, —Y2 + 2))
= (—z1+ Y1) (=22 + vy2) + (—y1 + 21)(—y2 + 22)
= 22122 + 2y1Y2 — 221Y2 — 2122
# y1ya + T122 = ((21, y1)[(22, 92)).-
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e produkt unitarnog operatora sa skalarom
PokazZimo da produkt skalara s unitarnim operatorom zrcaljenja nije unitaran operator.
Neka je o € R i (x,y) € R?, definiramo

Z({L‘,y) = U(l’,y) = Oz(y,x).

Provjerimo vrijedi li uvjet definicije unitarnog operatora ¥(xy,11), (12, y2) € R%:

(Z(z1,y0)|Z(22,92)) a(yr, 71)|a(yz, 2))

o ((y1, 21)| (Y2, 22)) # (1, 91) (22, 12)).

Pokazali smo protuprimjerima da zbroj unitarnih operatora t produkt unitarnog operatora sa

skalarom ne moraju biti unitarni operatorsi.

Propozicija 6. Unitarnt operator cuva normu, tj. ako je operator U : V. — W wunitaran,

onda vrijedi

U (a)]] = lall

za svakia € V. Posebno, dakle, unitarni operator cuva udaljenost vektora, a u slucaju realnih

prostora i kut 1zmedu vektora.

Dokaz. Za a €V je

1U(a)l| = V(U(a)|U(a)) = v/(ala) = [la]|

pa je prvi dio tvrdnje dokazan. Nadalje, za a,b € V je
d(U(a),U(b)) = [|[U(a) = U®)[| = [|[U(a = b)|| = [la — b]| = d(a,b).

Konacno,
_ (WU@)U®)  (ab) cos(a
cos(U(a),U(b)) = U@ U]~ all 6] (@0),

pa je £(U(a),U(b)) = £L(a,b).

Propozicija 7. Unitarni operator je uvijek injektivan.

Dokaz. Neka je U : V — W unitarni operator, a J = Ker U njegova jezgra. Neka je a € J
bilo koji vektor. Kako je U(a) = Ow, zbog Prop. [f] imamo

llal[ = [|U(a)[| = [[BOw]| = 0,

dakle, a = Oy, tj. Ker U = {Oy}, pa je U injekcija.

Primjer 3.5. Neka je dan operator

A:CP=C% Ay = —=@+y,z—7)

Sl
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Pokazimo da je on unitaran. Neka su (x1,v1), (xa,y2) € C?, tada je:
A(xy,y1)| A, x1+ Yy, T — To + Y2, T
1, Y 2, Y2 \/5 1 TY,T1— Y2 \/5 2 T Y2,T2 — Y2

1
= 5@1952 + 21y2 + Toy1 + Y1y + 1172 — T1Y2 — ToY1 + Y1Y2)

= 1122 + 1y2 = ((21, y1)|($2, Y2))-

Provjerimo je li injektivan:

A(x,y) =z - A(1,0) + y - A(0,1)
1 1 1 1
= (—27 E) y(ﬁ’ E)
1 1 1 1
= (—233 + EZ/» ﬁ-ﬁ - Ey) = (0,0)

Pa racunamo:

1 1

x4+ —y=0

V2 TR

1 1
—x — —=y = 0.

V2L V2

Iz ega slijedi da je x =y =0, tj. Ker A ={(0,0)}, operator A je injektivan.

Neka je U : V. — W unitarni operator, koji je surjektivan, dakle bijektivan zbog Prop.
[7l Onda kazemo da je U izomorfizam unitarnih prostora. Za unitarne prostore V i W
nad istim poljem kazemo da su unitarno izomorfni, i piSemo
VeWw
ako postoji bar jedan izomorfizam unitarnih grostora s V- u W. Lako se vidi da je %“ relacija
ekvivalencije, koja, dakle, vrsi klasifikaciju unitarnih prostora nad istim poljem. Pojedine

klase su karakterizirane dimenzijom prostora, jer vrijedi

Teorem 3.2. Unitarni prostori V i W nad istim poljem F su unitarno izomorfni ako i samo
ako imaju istu dimenziju, tj.

dim V = dim W.

Y

Dokaz. Ako je V= W, prostori V i W su izomorfni i kao linearni prostori, imaju istu
U

dimenziju. Obratno, pretpostavimo da je dim V= dim W= n, i neka su e = {ey,...,e,} i

f=A{f1,..., fn} ortonormirane baze za prostore V' i W redom. Definirajmo preslikvanje
U: VW

na nacin da je U(e;) = f;, za svaki i = 1,...,n i prosirujudi linearno. Sada je U izomorfizam

linearnih prostora. Treba samo provijeriti da ¢uva skalarni produkt. Neka su a,b € V' bilo

n n
a = g a;e;, b= g Biei,
i=1 i=1
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Onda je, . . .
Ula) =U aie:) = aill(er) = Y aifi,
i sli¢no a znl -
U®)=>_ B
im1
pa je zbog Prop.
(U(a@)|U (D)) = carfy + -+ - + anfBy, = (alb)

i teorem je dokazan.

3.1.2 Karakterizacije unitarnog operatora

Iskazat ¢emo i dokazati nekoliko nuznih i dovoljnih uvjeta za prepoznavanje unitarnih opera-
tora. Pri tome ¢emo koristiti neke tvrdnje koje smo dosad naveli. Svaka od sljede¢ih tvrdnji

moze posluziti kao (alternativna) definicija unitarnog operatora.
Teorem 3.3. Linearni operator F :'V — W je unitaran ako i samo ako cuva normu.

Dokaz. Nuznost smo dokazali u Prop[6] Trebamo pokazati dovoljnost. Pretpostavimo da je
||F(x)|| = ||z||, za svaki x € V. Treba pokazati da za bilo koje a,b € V vrijedi (F(a)|F(b)) =

(alb).
Za vektor a + \b imamo

[[F(a+ Ab)[[ = [[a + Abl],

kvadriranjem slijedi,
(F(a+ Ab)|F(a+ A\b)) = (a+ \bla + Ab),

a zbog linearnosti od F je
(F'(a) + AF(b)|F(a) + AF (b)) = (a + A\bla + Ab),
i odatle mnozenjem,

(F(a)|F(a))+A(F(b)|F(a)) + MF (a)| F(b) + ANF(b)| F (b)) =
(ala) + A(bla) + A(a|b) + AX(b|b).

Budud¢i da F ¢uva normu, ta se relacija reducira na

AF(a)[F (b)) + ME(a)|F(b) = Aalb) + Aalb). (5)
Za A =11z () slijedi

(F(a)|F (b)) + (F(a)|F(b)) = (a]b) + (alb),

dakle
Re[(F(a)| ()] = Re[(alb)], (6)
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gdje je sa Re z oznacen realni dio komplesknog broja z. S druge strane, ako uzmemo da je
A=1, iz imamo

—i(F(a)|F (b)) + i(F(a)|F (b)) = —i(alb) + i(alb),

odnosno

(F(a)|F'(b)) — (F(a)|F(b)) = (alb) — (alb),
odakle slijedi da je
Im[(F(a)|F(b))] = Im[(alb)], (7)

gdje je sa Im z oznacen realni dio komplesknog broja z. Iz @ i zakljucujemo da je
(F(a)|F'(b)) = (alb),

i tvrdnja je dokazana.
O

Teorem 3.4. Linearni operator F' : V. — W je unitaran ako i samo ako svaki jedinicni

vektor 1z V' preslikava u jedinicni vektor iz W.

Dokaz. Ako je F unitaran, prema Tm. ¢uva normu, prema tome jedini¢ni vektor prevodi
u jedini¢ni, pa je nuznost ocigledna.

Trebamo dokazati dovoljnost. Neka je a € V bilo koji vektor. Ako je a = Oy, imamo i
F(a) = Ow, pa je ||F(a)|]| = 0 = ||a||. Za a # Oy mozemo pisati a = ||al|ag, gdje je ag
jedini¢ni vektor, dakle ||ag|| = 1. No, po pretpostavci je onda || F'(ag)|| = 1, pa imamo redom

1E(a)[] = [[F(llallao)|] = llal| [|F(ao)[| = [[al]

Operator F', dakle, ¢uva normu, pa je unitaran po Tm. [3.1]
O

Teorem 3.5. Linearni operator F : V. — W je unitaran ako v samo ako bar jednu ortonor-

maranu bazu prostora V- preslikava uw ortonormirant skup vektora iz prostora W .

Dokaz. Nuznost je trivijalna: Unitarni operator svaki ortonormirani skup vektora presli-
kava u ortonormirani skup (jer ¢uva skalarni produkt). Dokazimo dovoljnost. Neka je

e ={ey,...,e,} ortonormirana baza za V', sa svojstvom da je

{F(e1),...,F(en)}

ortonormirani skup u W. To znaci da vrijedi

(F'(ex)|F(ex)) = o = (eiler).

Neka su a,b € V bilo koji vektori,

n n
a= E Q;€;, b= E Brer.
=1 =1
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Onda redom imamo, koristec¢i Propoziciju [3|

(F(a)|F(b)) = (F(Z aen)|[F(Y_ Brer))
= (Z aiF'(e;)] ZﬂkF(ek))
= Zzazﬂk (e:) | F(ex))

=1 k=1

- Z Zazﬁk ik — Zazﬁk CL|b

=1 k=1

pa zaklju¢ujemo da je F' unitaran.
O

Napomena 1. Iz Teorema [3.5. wvidimo da je rang unitarnog operatora jednak dimenziji
polaznog prostora V', pa je zbog tog mjegova jezgra trivijalna (dim V = r + d), tj. uni-
tarni operator je injektivan kako smo veé ranije pokazali. Specijalno, ako je dim V = dim
W, unitarni je operator nuzno bijektivan, odnosno reqularan, dakle izomorfizam unitarnih

prostora.

Primjer 3.6. Operator koji prevodi bazu {Z, 7, l;,:} prostora V3 u bazu {Z, 7, —E} dan je s
AV 5 V3 A(myi + 2] + ask) = @11 + 20] — a3k,

iz Teorema[3.8 slijedi da je taj operator unitaran.

Definicija 3.2. KaZe se da je kompleksna kvadratna matrica A unitarna ako vrijedi AA* =
A*A = 1. Realna kvadratna matrica A je ortogonalna ako vrijedi AAT = ATA = 1.

Teorem 3.6. Linearni operator F': V — V' je unitaran ako i samo ako je u svakoj ortonor-
miranoj bazi prostora V' reprezentiran unitarnom matricom.

Za dokaz vidi [2].

Primjer 3.7. Matricni prikaz unitarnog operatora iz Primjera
1
A:C*=C? Alz,y)=—=@x+yz—
(z,y) \/5( Y, T —y)

u kanonskoj bazi unitarna je matrica:
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3.1.3 Dijagonalizacija unitarnog operatora

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i A € L(V). Kazemo da je potprostor W < V

invarijantan s obzirom na operator A ili A-invarijantan ako
YweW = Aw e W,

odnosno, ako je AW C W. Tada, restrikcija Ay = Ay definira linearan operator na W, tj.
Ay € L(W).

V' 1 {©} su uvijek invarijantni potprostori za A € L(V'). Jo§ jedan primjer dobivamo ako
uzmemo svojstvenu vrijednost A\ € 04. Tada je svojstveni potprostor

Vi={veV:Av= ) v} (8)
A-invarijantan 1 Aly, je skalarni operator, AI, gdje je I = Iy, identiteta na V).

Lema 1. Neka je U unitaran operator na V. Ako je W invarijantan za U, onda je i W+

invarijantan za U. Nadalje, inducirani operator Uly : W — W je unitaran operator na W.

Dokaz. Unitaran operator koji preslikava unitaran prostor u samog sebe je regularan operator
(vidi Napomenu [1}), pa dim UW = dim W i UW C W povla¢i UW = W. Onda = L W i
unitarnost od U povlaci Uz L. UW = W.
Inducirani operator je unitaran jer je (Uz|Uy) = (z|y) za x,y € W.

m

Teorem 3.7. Neka je U unitaran operator na kompleksnom konacnodimenzionalnom uni-
tarnom prostoru V. Tada postoji ortonormirana baza od V koja se sastoji od svojstvenih
vektora od U. Svojstvene vrijednosti od U su kompleksni brojevi apsolutne vrijednosti 1.

Drugim rijecima, postoji ortonormirana baza e od V' u kojoj je matrica U(e) dijagonalna s

elementima na dijagonali oblika €%, p € R.

Dokaz. Teorem dokazujemo indukcijom po dimenziji prostora. Buduéi da je V' kompleksan,
postoji svojstveni vektor x takav da je Ux = Ax. Sada je

(z) = (Uz|Uz) = (Az[Az) = A(z,7) = [AP*(z]2),
a (z|z) # 0, slijedi |A\]*> = 1. Stavimo

)\1:)\7 xlzia L: [x1]7

Sada je L U-invarijantan potprostor od U (vidi (8))). Neka je M = L+, o¢ito je
dim M = dim V — 1, M je U-invarijantan, a inducirani operator U]y, je unitaran (Lema |1).

Po pretpostavci indukceije za Uly; postoji ortonormirana baza svojstvenih vekotra

U|ij:Ufj:)\jfja ]:2,,TL



Propozicija 8. Svojstveni vektori unitarnog operatora koji odgovaraju razlicitim svojstvenim

vrigednostima medusobno su ortogonalni.

Dokaz. Neka je U unitaran operator i neka su A i u medusobno razli¢ite svojstvene vrijednosti
tog operatora, neka su a,b € V,a,b # O, pripadni svojstveni vektori.
Iz U(a) = Aa,U(b) = ub slijedi:

(a]b) = (U(a)|U (b)) = (Aalub) = A(alb).

Kad bi bilo (a|b) # 0, slijedilo bi da je A\li = 1, a iz tog je A(Jin) = A|p|? = i, odnosno A =
jer su svojstvene vrijednosti unitarnog operatora po apsolutnoj vrijednosti jednake 1, te smo

dosli do kontradikcije s pretpostavkom.
m

Primjer 3.8. Dijagonalizirat éemo unitaran operator A : C* — C2, dan matricnim prikazom

u kanonskoj bazi:

Pronadimo svojstvene vrijednosti operatora A.

1 1
ka(A) = det(A — ) = | V2 V2 \ |
V2V
Iz ovog su svojstvene vrijednosti \y = —1 1 Ay = 1. Za svojstvent vektor svojstvene vrijednosts
A = —1 rac¢unamo:
(A — /\1])1)1 =0
1 1
T B
72 —75 +1 Y1 0
1z toga je:
—V2+1 v 1
,U1:|:$1:|:|: \/_;_ :|7 flz — = (_\/§+1a1)
n v ] 4—-2v2
Svojstveni vektor svojstvene vrijednosti Ay = 1 je vy = (V2 +1,1), fo = m(ﬁ +1,1)
Sada stavimo da je S = [f1, fo], tj. S je matrica ¢igi su stupci ortonormirani svojstveni
vektori operatora A. Konacno je
-1 0
-1 o
STHAS = { 0 1} :
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3.2 Adjungirani, hermitski i antihermitski operatori

Lema 2. Neka su F,G : V — V linearni operatori sa svojstvom da je

1. (F(a)|b) = (G(a)|b) ili

2. (alF(1) = (alG()),
za svaki izbor a,b € V. Onda je F' = G.
Dokaz. Dokazat ¢emo [I] Iz pretpostavke imamo

(F(a)[b) — (G(a)[b) = (F(a) — G(a)|b) = ((F = G)(a)|b) = O,
za sve a,b € V. Iz te relacije slijedi
F(a) — G(a) L0,

za svaki b € V| pa je F(a) — G(a) = © iz tog slijedi F(a) = G(a), za svaki a € V. Odatle
slijedi da je F' = G.
[

Za linearni operator F': V — V definiramo operator G : V — V zahtijevajuéi:
(G(a)[b) = (al (b)), (9)
za sve a,b € V. Definicijski uvjet @ mozemo pisati i kao
(G(b)]a) = (b]F(a)),

odakle odmah slijedi i
(alG(b)) = (F(a)[b), (10)

za svaki izbor a,b € V pa smo mogli G alternativno definirati i relacijom (10)).
Propozicija 9. Ako operator G iz @ 1 postogi, on je linearan.

Dokaz. 1z (9) imamo redom

(G(anay + asa9)|b) = (aqa; + asas|F (b))
= o (a1|F(b)) + az(az| F (b))
= a1(G(a1)|b) + a2(G(az)[b)
= (1G(a1) + a2G(az)|b).

Kako je to istina za svaki b € V| imamo
G(oqal + O[QCLQ) = OélG((ll) + OZQG(GQ),

tj. operator G je linearan.
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Propozicija 10. Za svaki linearni operator F : V. — V wvijek postoji jednoznacno odreden
operator G : V. — V sa svojstvom @

Za dokaz vidjeti [2].
Jedinstveni linearni operator GG pridruzen operatoru F' na opisani nacin, nazivamo hermit-
ski konjugiran, hermitski adjungiran ili adjungiranim operatorom od F' i oznaca-
vamo ga standardno s
G=F*

Ako je V realni prostor, F'* se ¢esto naziva i transponirani operator od F.

Teorem 3.8. Neka je A matrica linearnog operatora F u nekoj ortonormiranoj bazi. Onda
njemu adjungirani operator F* ima u toj istoj bazi matricu A* koja je adjunigrana matrici

A.
Za dokaz vidi [2].

Primjer 3.9. Za zadane operatore odredit cemo njihove adjungirane operatore:
1. F:R* = R3 F(x,y,2) = (x+2y—22,2x —y,32)
Matricni prikaz operatora F' u kanonskoj bazi je:

1 -2
F=12 -1 0
0 0 3

Hermatski adjungiranu matricu F* matrice F' dobivamo transponirajuci matricu F :

1 2

Fr=12 -1

-2 0

iz te matrice ¢itamo adjungirani operator F* : R3 — R3 operatora F':
F*(z,y,2) = (x + 2y, 2z — y, —2x + 32).

2.G:C—C Gr,y,2) =2+ (—1+2i)y,2y — (2+1)z,4ix — 3y + 2i2)
Slicno, kao i u prethodnom primjeru, gledamo matricni prikaz operatora G u kanonskoj bazi:
2 —14+2 0

G=10 2 —2—1
47 -3 21

Sada je adjungirana matrica G* jednaka

2 0 —4i
G = |-1-2 2 -3,
0  —2+4i —2

iz toga slijedi da je adjungirani operator G* : R® — R? operatora G':
G*(z,y,2) = (22 — 4diz, (=1 — 2i)x 4+ 2y — 32, (=2 + i)y — 2iz).
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Navest ¢emo svojstva adjungiranog operatora u sljedeé¢em teoremu:
Teorem 3.9. Neka su F,G :'V — V bilo koji linearni operatori. Onda je

1. F* = G* ako i samo ako je F' = G;

2. (F*)=F;

3. (F+G)=F"+G%

4. (aF)* =aF*;

5. (FoG)=G*"o F™.
Za dokaz vidjeti |2].

Korolar 2. Operacija adjungiranja operatora je simetricna, tj. F* = G ako i samo ako je

G*=F.

Dokaz. 1z Teorema [3.9| vidimo da F* = G povlaci G* = (F*)* = F.

O
Teorem 3.10. Linearni operator F' :'V — V je unitaran ako i samo ako vrijedi
FoF*=FoF=F,
gdje je E :'V — 'V jedinicni operator.
Dokaz. Ako je F unitaran, imamo
(a]b) = (F(a)|F(b)) = (a|(F" o F)(b)),
za sve a,b € V, pa je po Lemi[2 F*o F = E. Sli¢no jei F o F* = E.
Obratno, ako za F' vrijedi F' o F* = F* o F' = E, zakljucujemo da je
(F(a)|F(b)) = (al(F* o F)(b)) = (al E(b)) = (alb),
tj. I je unitaran po definiciji.
O

Primjer 3.10. Pomocu gore navedene karakterizacije provjerit cemo je li operator rotacije

za dani kut @,
U:R?* = R* U(x,y) = (xcosp — ysinp, zsin o + 1y cos p)
unitaran operator. Matricni prikazi operatora U i U* u kanonskoj bazi su:

U — cos —sing
~ |sinp  cosp|’
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Ut — cosp sing
~ |-singp cosp|’

Sada je

2 .92 . o
UolU* — cos” p + sin” ¢ cos psin g smgpcosﬂ _ [1 0}‘

Sin ¢ cos (p — cos @ sin ¢ cos? ¢ + sin? ¢ 0 1
Slicno i za U* o U pa smo pokazali da je operator rotacije unitaran.

Definicija 3.3. Neka je V wunitaran prostor i H : V. — V. KaZemo da je operator H

hermatski ako vrijedi
H"=H.

Za operator K : V. — V kaZemo da je antithermitski ako vrijedi
K*=—-K.

Definicija 3.4. KazZe se da je kvadratna matrica A € M, hermitska ako vrijedi A* = A, za

kvadratnu matricu B € M, kaZemo da je anithermitska ako vrijedi B* = —B.

Propozicija 11. Linearni operator F': V. — V je hermitski (antihermitski) ako i samo ako

je njegov matricni zapis u ortonormiranoj bazi hermitska (antihermitska) matrica.
Za dokaz vidi [2].
Primjer 3.11. 1. Jedinicni i nuloperator su hermaitski operatori.

2. Linearan operator A € L(R?) zadan svojim prikazom u kanonskoj bazi

3 -2 0
A=1-2 4 -2
0 -2 5

je hermitski operator.

3. Linearan operator B € L(C?) zadan svojim prikazom u kanonskoj bazi

i -l
B_[l—i 0}

je antihermitski operator.

Ako je prostor V' realan, za hermitski operator kazemo da je simetri¢an, a za antiher-
mitski antisimetri¢an. Primjetimo, hermitski operator ¢e biti unitaran onda i samo onda

kada je involutoran, H? = E. Hermitski operator karakteriziran je svojstvom

(H(a)|b) = (alH(b)),

a antihermitski s
(K(a)[b) = —(alK(b)),

za sve a,b € V', i ta svojstva Cesto sluze za definiciju.
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Propozicija 12. Svojstvene vrijednosti hermitskog operatora su uvijek realni brojevi. Svoj-

stvene vrijednosti antihermitskog operatora su cisto imaginarni brojevi (ukljucujuci i 0).
Dokaz. Neka je A svojstvena vrijednost hermitskog operatora F, F'(a) = A\a,a # ©. Onda je
(F(a)la) = (Aala) = A(ala),

a u drugu ruku

(a| F(a)) = (a]Aa) = A(ala)
pa zbog (ala) # 0, slijedi A = A, tj. A je realan broj. Analogno bi u slu¢aju antihermitskog
operatora zakljucili da je A = —\, tj. da je A Cisto imaginaran broj.

O
Primjer 3.12. Izracunajmo svojstvene vrijednosti operatora B € L(C?) iz Primjera @

kp(\) = det(B — AT) = T—? ‘_1;
= (A —=A) - (1= (-1-2)
=M= \i+2

Iz karakteristicnog polinoma operatora B dobivamo da su svojstvene vrijednosti Ay = 2i 1
)\2 = —Z
3.3 Normalni operatori

Definicija 3.5. Neka je V' unitaran prostor 1 F' :' V. — V' linearan operator. KaZemo da je
taj operator normalan ako komutira sa svojim adjungiranim operatorom, tj. ako vrijedi

FoF*=FoF.

Kako je unitarni operator karakteriziran svojstvom da je F'o F* = F*o F = E, (Teorem
3.10)), a hermitski i antihermitski operator definirani relacijama F* = F i F* = —F, vidimo
da su ti operatori specijalni slu¢ajevi normalnih operatora.

Jedno od osnovnih svojstava normalnih operatora je:

Propozicija 13. Linearni operator F : V — V je normalan ako i1 samo ako je

(F7(a)[F"(b)) = (F(a)|F(b)), (11)
za sve a,b e V.

Dokaz. Ako je F' normalan, imamo

(F™(a)[F*(b)) = ((F o F*)(a)[b) = ((F" o F)(a)[b) = (F(a)|F(b)).
Obratno, ako vrijedi (11]) imamo

(al(F o F7)(b)) = (F*(a)|F*(b)) = (F(a)|F(b)) = (al(F" o F)(b)),

pa je prema Lemi[2] F o F'* = F* o F, tj. operator je normalan.
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Primjer 3.13. Kao jednostavan primjer moZe se uzeti bilo koji hermitski operator
H :V — V jer za njega vrijedi H* = H pa je ocito i (H*(a)|H* (b)) = (H(a)|H(b)),Va,be V.

Pokazali smo da se unitarni operatori mogu dijagonalizirati na kona¢nodimenzionalnom
kompleksnom unitarnom prostoru, no dijagonalizirati se moze i Sira klasa operatora na uni-

tarnom prostoru - normalni operatori. O tom nam govori sljedeéi teorem:

Teorem 3.11. Neka je V' konacnodimenzionalan kompleksan unitaran prostor i neka je

A e L(V). Sledeca dva svojstva su ekvivalentna:
1. Operator A je normalan.
2. Postoji ortonormirana baza e takva da je matrica A(e) dijagonalna.

Dokaz je slican dokazu dijagonalizacije unitarnog operatora, (vidi [5]).
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