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Uvod

”Nerazumljiv dokaz matematickih tvrdnji moze biti dopunjen geometrijskim
analogonom tako jednostavnim i lijepim da je istina teorema vidljiva gotovo na prvi
pogled”; rije¢i su Martina Gardnera, americkog matematicara koji je uvelike dao
svoj doprinos rekreativnoj matematici objavljujuéi clanke u kolumni Matematicke
igre casopisa Scientific American.

Poceci povezanosti matematickih crteza i dokaza dolaze iz anticke Kine, Ara-
bije, Grcke i Indije, ali tek zadnjih 40 godina raste interes za takozvane dokaze bez
rijeci. Mnogi takvi dokazi objavljivani su u Mathematic Magazine i The College
Mathematics Journal, kao i u drugim casopisima, knjigama te na internetu. Pocele
su se i odrzavati mnoge radionice na teme posvetene nastavnicima srednjih skola
te fakulteta kako bi se sto vise popularizirao kreatvniji nacin dokazivanja koji se
koristio u samim pocecima.

Vizualni dokazi ne moraju se koristiti samo u geometriji, pa ¢e tako u ovom
radu biti obradeni slikoviti dokazi i iz drugih podrucja matematike. Prosle godine
izdana je knjiga An illustrated theory of numbers u kojoj gotovo 500 ilustracija
prati elegantne dokaze iz podrucja teorije brojeva te omogucuje studentima novi
pristup teoriji brojeva sa manje algebarskih a vise geometrijskih elemenata. No
zbog nedostupnosti navedene knjige, taj dio neé¢e biti obraden u radu.

Cesto puta, osoba susre¢uéi dokaz bez rijeci moze pomisliti da su pripadajuée
slike rezultat slucajno pogodenog otkrica ili izuzetne domisljatosti kreatora slike.
No sljedec¢a poglavlja pokazuju da se iza mnogih slika koje dokazuju matematicke
relacije nalaze neke lako razumljive metode. Naravno, danu matematicku ideju moze
opisivati mnogo razli¢itih slika pa se u ovisnosti o razini poucavanja odabire najbolja

alternativa.



1 Prikaz brojeva grafickim elementima

Zapocet ¢emo tvrdnjama o prirodnim brojevima koje smatramo sasvim razum-
ljivima iz algebarskog zapisa, no uvjerit ¢emo se da lakSe razumijevanje prirodnih
brojeva mozemo postié¢i zamisljajuéi ih kao skupove objekata. Za odredene objekte
obi¢no se koriste tocke, kvadrati, sfere, kocke, i ostali slicni objekti koje je lako
nacrtati.

Kada dobijemo zadatak dokazati iskaz o prirodnim brojevima (npr. pokazati
da je suma prvih n neparnih prirodnih brojeva jednaka n?), prvo ¢ega ¢emo se sjetiti
je koristenje matematicke indukcije. Medutim, neki analiticki ili algebarski pristupi
rijetko daju objasnjenje zasto je iskaz tocan. Geometrijski pristup, u kojem se moze
vizualizirati veza izmedu brojeva kao veza izmedu objekata, ¢esto moze pruziti i
razumijevanje.

U ovom poglavlju ilustrirat ¢emo dva jednostavna nacina prebrojavanja, a oba
ukljuc¢uju prikaz prirodnih brojeva preko skupa objekata. Ti nacini prebrojavanja
su sljededi:

1. ako prebrojavamo objekte u skupu na razlic¢ite nacine, dobit ¢emo isti rezultat

2. ako su dva skupa u bijekciji, onda oni imaju isti broj elemenata.

Prvi princip nazvan je Fubinijev princip po teoremu koji se odnosi na promjenu redo-
sljeda integriranja u visestrukim integralima. Drugi nazivamo Cantorov princip, po
Georgu Cantoru, koji je to pretezno koristio u istrazivanju kardinaliteta beskona¢nih
skupova. Navedena dva principa su ekvivalentna. U nastavku ¢emo ih primjenjivati.

1.1 Suma neparnih prirodnih brojeva

Dokazimo iskaz o ve¢ spomenutoj sumi neparnih prirodnih brojeva, tj.
1+34+5+-+(2n—1)=n’

Na slici 1.1. tocke mozemo brojati na dva nac¢ina, mnozenjem broja redaka sa brojem
stupaca (n - n = n?) ili brojanjem tocaka u svakom podru¢ju u obliku slova L
(143+5+---4+(2n—1)). Po Fubinijevom principu, ova dva izra¢una moraju biti

ista, Sto i potvrduje rezultat.



Slika 1.1.

lako smo ilustrirali identitet samo za slu¢aj n = 7, uzorak jasno vrijedi za
svaki prirodni broj n. Na slici 1.2. uo¢avamo dva skupa tocaka, takva da je onaj
s desne strane nastao jednostavnim preuredivanjem tocaka iz skupa s lijeve strane.
Lako se uocava bijekcija izmedu elemenata ova dva skupa (isto obojane tocke su
odgovarajuce). Prebrojavanjem redova u lijevom skupu, imamo 1 +3 +5+ --- +
(2n — 1) tocaka, a n* u desnom skupu, i Cantorov princip potvrduje rezultat.
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Slika 1.2.

1.2 Suma prirodnih brojeva

Ovdje takoder mozemo koristiti navedena dva principa kako bi utvrdili klasi¢nu

formulu za sumu prvih n prirodnih brojeva,
n(n+1

1+2+-~-+n:%.
Ako na slici 1.1. s lijeve strane pridruzimo stupac od n tocaka, dobit ¢emo skup
tocaka na slici 1.3.. Brojanje tocaka u podruc¢jima u obliku slova L donosi 2 + 4 +
-+-+2n, dok mnozenje broja redova sa brojem stupaca daje n(n+1), stoga Fubinijev
princip (nakon dijeljenja s 2) donosi zeljeni rezultat. Uo¢imo da na slici 1.3. imamo
sumu prvih 2n parnih brojeva, a zelimo sumu prvih n prirodnih brojeva, pa zbog

toga dijelimo sve sa 2.
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Alternativno, mozemo uzeti dvije kopije od 142+ - -4 n i napraviti razmjestaj
tocaka kakav je prikazan na slici 1.4. Skup s lijeve strane ima 2(1+2+- - -+n) tocaka,
dok onaj s desne strane ima n? + n toc¢aka. Cantorov princip (opet uz dijeljenje s 2)

donosi zeljeni rezultat (jer imamo isti broj tocaka, samo u drugacijem razmjestaju).

DOCQ0020 O QCoO000 O
QDOO0D o0 Q000000 O
*000® o000 DCQQOD00 O
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*09® 0000P QOO0 00 O
*® 000009 DCQoO200 O
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Slika 1.4.

Uredenje od 1 4+ 2 + --- 4+ n tocaka u obliku trokuta s lijeve strane slike 1.4.

n(n+1)
2

objasnjava zaSto se suma 1 4+2+---4+n = ¢esto naziva n-ti trokutasti broj,

sto oznacavamo s T,,.
1.3 Alterniraju¢a suma kvadrata

Kvadratni i trokutasti brojevi primjeri su takozvanih figurativnih brojeva, buduéi
da se mogu prikazati uredenjem objekata u geometrijske likove (kvadrate ili trokute).
Postoje mnoge zanimljive relacije medu figurativnim brojevima, navedimo jednu od

njih koja se odnosi na alterniraju¢u sumu kvadratnih brojeva,
17 -22=-3=—(1+2),
17 =22+ 3° = +6 = +(1 + 2+ 3),
1222432 -42=-10=—(1+2+3+4)

Dobivene sume su trokutasti brojevi, ¢ija je op¢a formula oblika:

12 _ 22 + 32 . + (_1)n+1n2 — (_1)71+1Tn



Mozemo ilustrirati ovaj uzorak za n = 4 pomocu tocaka, koriste¢i bojanje
tocaka da bismo razlikovali tocke koje nestaju u ovim operacijama.

coe 0000 0000
eo-90  29° 0080 _ 000
00 ' 388 ©000 o0
0000 o

Slika 1.5.



2 Prikaz brojeva preko duljine duzina

Pozitivan broj a se na prirodan nac¢in moze prikazati konstruiranjem duzine
duljine a. Na taj nac¢in mnogi odnosi izmedu pozitivnih brojeva mogu biti prikazani
pomocu geometrijskih likova te veza izmedu duljina stranica tih likova.

S dane dvije duzine duljina a,b > 0 i jedinicnom duzinom na slici 2.1. dajemo

prikaz nekih osnovnih veli¢ina u ovisnosti o a i b.

b-
i 1
—

}L 1 a

1_
a+b ‘ \
a a-b
Slika 2.1.

2.1 Nejednakosti izmedu sredina

Najceséi nacin na koji pronalazimo prosjek dvaju brojeva a i b je njihova arit-
a+b
2
vrijednosti dvaju brojeva. Geometrijska sredina dva pozitivna broja a i b je Vab,

meticka sredina , koja se uvijek nalazi izmedu a i b. Ali postoje i druge srednje

koja takoder lezi izmedu a i b.

Postavlja se pitanje kako usporediti aritmeticku i geometrijsku sredinu. Slika
2.2. pokazuje da za 0 < a < b imamo a < vab < aT*b < b.
Najprije uoc¢imo:

i) trokut upisan u polukruznicu je pravokutan

it) visina na hipotenuzu dijeli pravokutan trokut na dva manja pravokutna

trokuta koja su slicna po¢etnom

ii1) omjeri odgovarajuéih stranica slicnih trokuta su jednaki.
Stoga, 3 = % pa je h = v/ab. Primjetimo da je najduza okomica sa polukruznice na
njen dijametar upravo radijus te kruznice (slika 2.2.b)) pa usporedujuéi dvije dane

a+b

duljine dobivamo trazenu nejednakost, odnosno vab < “3=.



Slika 2.2.

Sljedeca srednja vrijednost koju ¢emo promatrati je harmonijska sredina: za

pozitivne brojeve a i b dana je sa f;fz i ona takoder lezi izmedu a i b. Pronalazimo ju
km

u sljedecem primjeru: ako netko vozi D km brzinom a 5* i vraca se D km brzinom b

2ab km T toga dolazimo na sljedeci nacin:

a+b h

"”Tm, prosjecna brzina povratnog puta je
. , ukupna prijedena udaljenost
prosjecna brzina povratnog puta = - = =
ukupno potroseno vrijeme

2D 2D 2Dab 2ab

DD aDsbD — D(a+b) a+b
Harmonijska sredina manja je od geometrijske i aritmeticke za 0 < a < b, Sto
prikazuje slika 2.3., a dokaz se pripisuje Pappusu iz Aleksandrije (oko 320. pr.Kr.).

Nejednakosti su rezultat usporedbi duljina stranica sli¢nih trokuta.

S S
a+b
2 vab
H
4 [ 1]
A G 7 e r——
b ° 2
Slika 2.3.
Iz slike 2.3. vidimo:
b 2ab
48| =2, (GS| = Vab,  |[HS| =, |AS|2|GS| = |HS
2 a+b
gdje prva jednakost predstavlja radijus polukruznice, druga jednakost slijedi iz slike
2.2., a treca jednakost vrijedi jer je [AG| =r —a = 2 — q = @20 — b=t py gy

slicnosti trokuta AHSG i AGS A slijedi % = ‘{;‘TE = |HS| = 3%%



Posljednja srednja vrijednost koju ¢emo uzeti u obzir je kvadratna sredina, koja
je za pozitivne brojeve a i b dana s # Na primjer, za dana dva kvadrata sa
duljinama stranica a i b, stranica kvadrata cija je povrsina aritmeticka sredina od
a? i b? je kvadratna sredina od a i b. Kvadratna sredina veéa je od svih prethodno

spomenutih.

G
Vab
b—a
2 2ab
a+b
P ] - —~
S
\ AJ H Q a+b
2
/ /
b
b—a
2 a? + b?
2
K
Slika 2.4.

Usporedujuéi duljine stranica slicnih trokuta i primjenom Pitagorinog teorema
na slici 2.4., zakljucujemo da vrijedi

0<a<b, QS| = a, |PS| = b, |HS| < |GS| < |AS| < |K S|,

2 2 2
ab<\/ab<a b<\/a+b < b.
a-+b 2

Dijametar kruznice iznosi b — a pa je radijus 2.
Slijedi da je |[AS| = a+r =a+ 5% = 2edb=e — &b
Ako sada primjenimo Pitagorin teorem na trokut AK AS dobijemo

’KSI—\/(b_a)2+(a+b)2_\/b2—2ab—|—a2—|—a2—|—2ab—|—62_\/a2+b2
B 4 Y 1 = o

tj. a<

Il

Primjenimo li Pitagorin teorem na trokut AAGS imamo

2 —a)? 2 2 _ 2 )
|GS|:\/(aZb) Lo 4a) :\/a +2ab+b 4a +2b-b o

Na kraju iz slicnosti trokuta AAGS i AGHS slijedi g = % = |HS| = 2.

I sada usporedujuci dobivene duljine duzina dolazimo do ocekivanih nejednakosti
srednjih vrijednosti.



2.2 Pitagorina nejednakost

U ovom odlomku bit ¢e predstavljen slikovni dokaz jednostavne dvostruke ne-
jednakosti: Za sve a,b > 0,

Va2 + 12 <a+b<vV2-vVa2+ b2

Na slici 2.5.a) predstavljamo a i b kao katete pravokutnog trokuta hipotenuze ¢ =
Va2 + 2. Iz nejednakosti trokuta, ¢ < a + b, slijedi prva nejednakost. Za drugu,
opazamo da je stranica kvadrata duljine a + b manja ili jednaka duljini dijagonale
cV/2 kvadrata stranice c. Slika 2.5.b) pokazuje da jednakost a 4+ b = ¢y/2 vrijedi u
slucaju ako je a = b.

@) g ) a

o
(Sl

V2

Q

Slika 2.5.

2.3 Brojevi kao vrijednosti funkcija

Promatramo graf nenegativne funkcije f. U koordinatnom sustavu povucimo
duzinu s krajnjim tockama (a,0) i (a, f(a)) koja predstavlja broj f(a). Preko ilus-
tracije ¢éemo pokazati da za e < a < b vrijedi a® > b®. Ako na slici 2.6. s « oznac¢imo
kut koji zatvaraju xz-os i polupravac L., a s 8 kut koji zatvaraju z-os i polupravac

Ina

Ly, vidimo da je nagib polupravca L, (tj. %%) veéi od nagiba polupravca Ly (tj.

Inb
b

rezultata:

), tj. tga > tg [ iz cega slijedi da je a > (3 §to je istina i dovodi nas do zeljenog

tga > tgf
Ina Inb

_— >

a b

b-Ina>a-Inb
Ina® > Inb®

a’ > b*.



Lum

Inb
Ina

Slika 2.6.

Posebno, ako je a = e i b= 7 imamo e™ > 7°.
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3 Poplocavanje ravnine

Poplocavanje ravnine je prebrojiva familija zatvorenih skupova (plocica) koje
prekrivaju ravninu bez praznina ili preklapanja. Na slici 3.1. vidimo dva primjera,
dio ravnine sastavljen od plo¢ica oblika kvadrata dvaju razlicitih dimenzija pod a)
te dio ravnine sastavljen od plocica oblika pravokutnika i kvadrata pod b).

Slika 3.1.

Poplocavanja poput ovih iznad koristila su se stolje¢ima u kuc¢ama, crkvama,
palacama, itd. Ako ih preklopimo s drugom poplotenom prozirnijom mrezom,
mozemo konstruirati vizualni prikaz raznih matematickih teorema. Pocet ¢emo po-

plo¢avanjem sa slike 3.1., Sto ¢e dovesti do nekoliko dokaza Pitagorina teorema.

3.1 Pitagorino poploc¢avanje

Poceli smo poplocavanjem sa slike 3.1. te preklapanjem mreze prozirnim kva-
dratnim ploc¢icama, kao §to je prikazano na slici 3.2.a). Primijetimo da je stranica
kvadrata iz preklapanja hipotenuza pravokutnog trokuta, a katete tog trokuta cine
stranica manjeg i stranica vec¢eg kvadrata u originalnom poplocavanju. Kao sto vi-
dimo na slici 3.2.b), poplo¢avanje i preklapanje generiraju dokaz Pitagorinog teorema
disekcijom, gdje se vidi da bi kvadrati nad katetama trokuta trebali biti rastavljeni
i ponovno sastavljeni u obliku kvadrata nad hipotenuzom. Taj dokaz obi¢no se
pripisuje Annairiziju iz Arabije (oko 900. godine).
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Slika 3.2.

Ako premjestimo prekrivaju¢u mrezu kvadrata tako da se vrhovi prekrivajué¢ih
kvadrata podudaraju sa sredistima vec¢ih kvadrata u originalnom poplo¢avanju, do-
bivamo drugi dokaz Pitagorina teorema disekcijom. Ovaj dokaz, sa slike 3.3, cesto
se pripisuje amaterskom matematicaru Henryju Perigalu (1801. — 1899.). Bilo koji
drugi polozaj prekrivaju¢e mreze daje nam drugi dokaz - doista, neprebrojivo je
mnogo razlicitih dokaza Pitagorina teorema disekcijom konstruiranog poplo¢avanjem
sa slike 3.1.a)!

a) >< b)
A XX
SR

XXXXX A

Slika 3.3.

Poplocavanje sa slike 3.1.b) s preklapajuéim kvadratnim plo¢icama ¢ije su stra-
nice dijagonale pravokutnika iz originalnog poplocavanja, osnova je za dokaz Pita-

gorinog teorema koji se pripisuje Bhaskari (12. st.), a ilustriran je na slici 3.4.
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Behold!

Slika 3.4.

Ako poplo¢imo ravninu sa uzorkom sliénim kao na slici 3.1.b), ali koristeci
tri razlicita pravokutnika od kojih dva imaju dijagonale duljine 1 i preklopimo ju

mrezom rombova, dobivamo dokaz trigonometrijskog identiteta sinusa sume.

cosa

cosf

=
sinf

sina

Slika 3.5.

sin (o + ) = sina cos B + cos asin 3

Primjenimo li formulu za povrsinu romba danu s P = a?-sina = a? - sin 3, gdje
je a duljina stranice, a o i 8 kutovi danog romba, dobivamo P = 12 - sin (a + ) =
sin (a + ). Buduéi da je hipotenuza svakog pravokutnog trokuta jednaka 1, lako
dobivamo duljine kateta s obzirom na kutove a i 8. Promotrimo povrsine pravo-
kutnika P, = sina - cos 8 te P, = cosa - sin 8. Ukoliko ih zbrojimo, razmjestanjem
odredenih trokuta, dobit ¢emo povrsinu jednaku zadanom rombu, P = P, + P,
odnosno sin (a + ) = sinacos 8 + cos asin 3.

3.2 Kartezijevo poplocavanje

Poplocavanje ravnine kvadratima jednakih dimenzija asocira nas na obic¢an list

s kvadrati¢ima a zovemo ga Kartezijevo poploc¢avanje (opéenito, kada sve plocice
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za poplocavanje imaju jednake dimenzije i oblik, kazemo da je to poplo¢avanje mo-
noedralno). Ako preklopimo nasu mrezu istom mrezom kao na slikama 3.2., 3.3. i

3.4., tj. prozirnijim kvadratnim ploc¢icama, dobivamo dokaz sljedeceg teorema, Sto
je vidljivo iz slike 3.6.

Teorem 1. Ako su povucene duzine iz vrhova kvadrata do sredista susjednih stranica,
onda je povrsina manjeg kvadrata jednaka petini povrsine dobivenog kvadrata.

™S =
/1 1/
Ty B
Slika 3.6.

Drugacije prekrivanje (u ovom slu¢aju nekvadratno poplocavanje) Kartezijeve
mreze daje dokaz sljedeceg teorema, a prikazano je na slici 3.7..

Teorem 2. Pouvrsina kvadrata upisanog u polukruznicu jednaka je % povrsine kva-
drata upisanog u kruznicu jednakog radijusa.

Slika 3.7.

Slijedimo li korake sa slike 3.8., doc¢i ¢emo do obrazlozenja. PremjeStanjem
plavih trokuta na mjesto tamnocrvenih sa slike 3.8.a) dobit ¢emo narancasti lik sa
slike 3.8.0) koji je povrsinom jednak kvadratu upisanom u kruznicu. Na taj nacin
lakse je usporediti povrSine danih kvadrata.
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a)

Slika 3.8.

3.3 Cetverokutna poplocavanja

Poplocavanja koja smo do sada uzimali u obzir sastojala su se od kvadrata i
pravokutnika. Medutim, ako kopiramo bilo koje ¢etverokute, konkavne ili konveksne,

takoder ¢emo dobiti monoedralno poplocavanje ravnine, kao sto vidimo na slici 3.9.
| % | §§ § ;
Slika 3.9.

Prekrivanjem mreze sa slike 3.9.a) prozirnim plo¢icama oblika paralelograma,

prikazano na slici 3.10. moze se dokazati sljedeéi teorem:

Teorem 3. Pouvrsina proizvoljnog konveksnog cetverokuta @) jednaka je polovini

jednake dijagonalama od Q).

N/

povrsine paralelograma P cije su stranice paralelne dijagonalama od () te po duzini
LN
NN

ZaNZON

A,
N2 = @

Slika 3.10.

Ovaj teorem pruza mozda najlaksi nacin za racunanje povrsine cetverokuta
opcenito. Zapravo, teorem takoder vrijedi za konkavne cetverokute iako se jedna

dijagonala u tom slucaju nalazi izvan ¢etverokuta.
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3.4 Trokutasta poplocavanja

Upravo kao sa cetverokutima, mreza kopija proizvoljnog trokuta takoder c¢e
¢initi monoedralno poploc¢avanje ravnine. Sljedeci teorem je analogon Teorema 1 iz
poglavlja 3.2., a njegov dokaz ilustriran je na slici 3.11. sa trokutastim poplo¢avanjem
prekrivenim prozirnom trokutastom mrezom.

Teorem 4. Ako je u trokutu tocka na svakoj stranici koja se nalazi na trec¢ini stra-
nice spojena sa nasuprotnim vrhom, rezultirajuci trokut povrsinom je jednak sedmini
originalnog trokuta.

Slika 3.11.
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4 Uvodenje boja

Cesto uvodimo boje u matematicke slike zbog estetskih razloga ili stovise da
bismo mogli razlikovati pojedine dijelove slike. U ovom poglavlju prikazat ¢emo
koristenje boja pomocu kojeg ¢emo dokazivati neke tvrdnje. Ova ideja posebno je

korisna u radu s poplocavanjima iz prethodnog poglavlja.

4.1 Domino poplocavanje

Lako se vidi da standardnu 8 x 8 Sahovnicu mozemo poplociti koristeé¢i 32
domino plocice dimenzije 1 x 2 (tj. smjestiti domino plo¢ice na Sahovnicu tako da
se ne preklapaju i da je svaki kvadrat prekriven), buduéi da svaki domino prekriva
tocno dva susjedna kvadrata dane Sahovnice. Doista, svaka 2n x 2n Ssahovnica moze
biti poplocena na taj nacin.

No sto ako uklonimo prvi i zadnji kvadrat 8 x 8 Sahovnice, kao sto je prikazano
na slici 4.1.0), moze li rezultirajuéa nepotpuna Sahovnica biti poplo¢ena s 31 domino
plo¢icom? Odgovor je ne, budué¢i da ¢e 31 domino ploc¢ica prekriti tocno 31 plavi i
31 rozi kvadrat, a nasa nepotpuna Sahovnica ima 32 roza i 30 plavih kvadrata (oba
uklonjena kvadrata bila su plave boje).

a) b)

32 % l 3l %

Slika 4.1.

4.2 L-tetromino poplocavanje

L-tetromino je ploc¢ica oblika slova L sastavljena od 4 kvadrata jednakih di-
menzija kako je prikazano na slici 4.2.a). O¢cito je da 8 x 8 Ssahovnica moze biti
poplocana sa 16 tetromina, buduéi da dva L-tetromina prekrivaju 2 x 4 plocu, sto
se vidi na slici 4.2.0). No ukoliko uklonimo 2 x 2 plo¢u bilo gdje u sahovnici (kao na

slici 4.2.¢)), moze li ova nepotpuna sahovnica biti poplocena s 15 L-tetromina?
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Slika 4.2.

U standardno obojanoj Sahovnici, svaki L-tetromino, bez obzira na orijentaciju,
prekriva 2 plava i 2 roza kvadrata, dok nepotpuna Sahovnica ima po 30 kvadrata
od obje boje, stoga ne mozemo doc¢i do kontradikcije kao na ranije opisani nacin,
ali nemamo niti dokaz da nepotpuna Sahovnica moZe biti poplocena. Medutim,
pretpostavimo da obojamo plo¢u kao na slici 4.2.d). Opet imamo po 30 plavih i 30
rozih kvadrata, ali svaki L-tetromino, bez obzira na orijentaciju, prekrit ¢e jedan
plavi i tri roza kvadrata (klasa A) ili jedan rozi i tri plava kvadrata (klasa B). Ako
je poplocavanje moguce, imat ¢emo x L-tetromina klase A i y L-tetromina klase
B, gdje je 4x + 4y = 60 (budué¢i da svaki od 60 kvadrata treba biti prekriven,
a svaki L-tetromino sadrzi 4 kvadrata) i 3z + y = 30 (ako pretpostavimo da ce
svaki od 30 rozih kvadrata biti prekriven). No jedinstveno rjesenje ovog sustava
jednadzbi je x = y = 7.5, tj. ako zelimo prekriti nepotpunu Sahovnicu sa slike 4.2.
sa 15 L-tetromina, morali bi koristiti 7.5 L-tetromina klase A i isto toliko klase B,
a to je nemoguce jer u obzir uzimamo samo cijele L-tetromino ploc¢ice. Zbog toga
nepotpuna Sahovnica sa slike 4.2. ne moze biti prekrivena sa 15 L-tetromina.

4.3 Alternirajuca suma trokutastih brojeva

U poglavlju 1.3. koristili smo boje da bismo pokazali da je alterniraju¢a suma
kvadrata jednaka trokutastom broju. Na slican nacin, koristit ¢emo boje kako bismo

pokazali da je alterniraju¢a suma trokutastih brojeva kvadrat, tj. ako je T =

1+2+ ---+kondaimamo Ty — T + Ty — -+ + Th,_1 = n>.
QO O @
@] ale) & & @
s @ L 1) + 909 = ® & - o o @
o o0 e0® O000 ®.® ® @
@] oo QOO alelels] QOOO0 ®. ® & e

Slika 4.3.
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Oduzimamo li tocke danih trokutastih brojeva dijagonalno, uocimo da ¢e se sve
roze ponistiti, a od plavih ¢e ostati samo tri dijagonale. Pravilnim razmjeStanjem
dobivenog trokuta formiramo kvadrat te uo¢imo da je dobiveni kvadrat dimenzije
n xXn.

4.4 U prostoru cetiri boje nisu dovoljne

Ovo poglavlje zapocet ¢emo uvodenjem pojma grafa iz podrucja kombinato-
rike. Pojednostavljeno receno, graf je familija tocaka, koje se zovu vrhovi, zajedno
sa spojnicama medu vrhovima, koje se zovu bridovi. Pravilno bojenje grafa je pri-
druzivanje boja nekom skupu vrhova tako da je svakom vrhu pridruzena jedna boja,
a svaki par susjednih vrhova obojen je razlicitim bojama. Tada je kromatski broj
grafa najmanji broj boja k koji se moze upotrijebiti tako da graf bude k-obojiv, tj.
da se u bojenju upotrijebi k£ boja. Na slici 4.4. prikazan je 4-obojiv graf ¢iji vrhovi
predstavljaju hrvatske zupanije, tj. kromatski broj toga grafa je cetiri.

Slika 4.4.

Jedan od najpoznatijih teorema vezanih uz boje je takozvani Teorem cetiri boje,
koji tvrdi da se svaki planaran graf moze obojiti koristeci cetiri boje, tj. kromatski
broj grafa koji se moze prikazati u ravnini na nacin da mu se bridovi sijeku jedino
u vrhovima je cetiri. Dakle, ¢etiri ili manje boja dovoljno je da bi se obojala zem-
ljopisna karta u ravnini tako da susjedne drzave budu obojane razli¢itim bojama.
Ovaj teorem dokazali su dvojica matematicara Kenneth Appel i Wolfgang Haken
1976. godine nakon mnogobrojnih pokusaja drugih matematicara tijekom stoljeca.

Dokaz ovog teorema prvi je dokaz koji se nije mogao rijeSiti bez koristenja
racunala. Spomenut ¢emo samo dio koji se koristi u dokazu, a dotic¢e se takozvanih
poliomina. Poliomino je geometrijski lik sastavljen od nekoliko medusobno pove-
zanih jednakih kvadrata rub uz rub. Dva spojena kvadrata predstavljaju svima
poznati domino, tri tromino, Cetiri tetromino i tako redom. Na slici 4.5. prikazane

su neke vrste poliomina.
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TOHE PR %

domino tromino tetromino pentomino

Slika 4.5.

Uoc¢imo da smo se ve¢ susretali sa poliominima u ovom poglavlju kada smo
poplocavali Sahovnicu sa dominom i tetrominom. Takoder primjetimo da je poznata
igrica tetris bazirana na temelju matematickog pojma tetromina.

Slijedeci korake sa slike 4.6 vidjet ¢emo upotrebu poliomina u dokazu navedenog

teorema.
Korak 1 Koraci 2 — 3 Korak 4
ki * UL WY s 0
. % E L. i oi i_ T~ E

Korak 5 Koraci 6 — 7 Korak 8
[T
-

E ______ } (=== u i _—l

s f=t=2 H

"""" [T + H

Slika 4.6.

Imamo 4 susjedne regije. Za svake dvije susjedne regije treba izabrati tocku na
njihovoj granici (korak 1), zatim odabrati disjunktne okoline tih tocaka (korak 2) i
smjestiti ih u pravokutnu resetku (korak 3). Sada se odabere jednostavna aproksi-
macija svake regije poliominom tako da svaki poliomino sijece granicne pravokutne
resetke (korak 4) i zatim produzimo poliomine tako da se diraju (korak 5). Oda-
beremo resetku koja pokriva sve poliomine (korak 6) i konstruiramo odgovarajucu
hipermapu poliomina (korak 7) te konstruiramo obrise svakog poliomina (korak 8).
Na taj su nacin iskoristeni poliomini u dokazu.

Sto se dogada u veéim dimenzijama? Ako je Getiri najmanji broj boja potreban

za bojanje karte u ravnini, koji bi bio najmanji takav broj boja u prostoru? Sljedeci
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niz slika pokazuje da nijedan konacan broj boja nije dovoljan da bi se obojala tro-
dimenzionalna karta.

Slika 4.7.
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5 Genijalnost u 3D

Cilj ovog poglavlja je spomenuti konkretne primjere da bismo pokazali kako neki
geometrijski problemi mogu biti brzo rijeSeni u tri dimenzije koriStenjem genijalnih
hands-on strategija, dok bi bilo gotovo nemoguce ili jako iscrpljujuce do¢i do rjesenja

tog istog problema na neki od tradicionalnih nacina.

5.1 Sve je lakSe u tri dimenzije

Zapocet ¢emo sa skupom problema koji dovode do razvoja trodimenzionalnih
strategija.

Problem 1 Pretpostavimo da sjedimo za stolom na kojemu se nalazi kutija ne-
poznatih dimenzija i metar (krojacki). Na koji se nacin moze najlakse odrediti du-
lyina dijagonale kutije?

Klju¢ rjesenja je u stolu! Postavimo kutiju na rub stola i koristeé¢i centimetar-
sku vrpcu premjestimo kutiju duz jedne strane stola na udaljenost od ruba stola
onoliku kolika je duljina stranice koja lezi na stolu. Sada direktno mozemo izmjeriti
dijagonalu u ”praznom prostoru kutije” (na mjestu gdje je kutija bila u pocetnom

polozaju) od vrha stola do odgovarajuceg vrha kutije.

Slika 5.1.

Problem 2 Je li moguce konstruirati duzinu duljine toéno 2w ?¢

Odgovor je da, ako imamo prikladna trodimenzionalna tijela! Uzet ¢emo valjak
i odaberimo za jedini¢nu mjeru njegov radijus. Kotrljanjem valjka za jedan potpuni
obrtaj po ravnini dobivamo duzinu duljine 27 (tj. opseg baze 2rm = 2m). Ovo je,
naravno, nemoguce uciniti samo sa ravnalom i Sestarom u ravnini, dakle potreban

nam je prostor.
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N

Slika 5.2.

Problem 3 Uzmimo 6 olovki jednakih duzina. MozZemo li ih rasporediti tako da
svaka olovka dira sve ostale? A $to ako imamo 7 olovki?
Odgovor za oba problema je da, i na slici vidimo rjesenje. Primjetimo da je u

slucaju sa 7 olovki jedna smjestena vertikalno u sredistu.

Fe

Na slici je prikazan samo jedan od vise nacina, no odluc¢imo li takav problem

Slika 5.3.

rijesiti u nastavi, ucenicima treba dati slobodu da sami probaju do¢i do rjesenja i
uvjerit ¢emo se da postoji mnogo razlicitih rjesenja. Ako dopustimo da olovke budu
razli¢itih duzina, mozemo li rasporediti 8 olovki tako da svaka dodiruje sve ostale?
Odgovor je takoder da.

Problem 4 Pretpostavimo da u razredu imamo loptu (koSarkasku, nogometnu,
biljarsku ili neku drugu) i ravnalo. Kako bi precizno izmjerili radijus lopte?

U razredu mozemo pronaéi neku kredu te njom oznac¢imo proizvoljno mjesto
na povrsini lopte. Stavimo loptu uza zid tako da mjesto na lopti koje je oznaceno
kredom dira zid te zid na tom mjestu takoder obiljezimo kredom. Sada koristeci

ravnalo samo izmjerimo visinu oznacene tocke na zidu i dobijemo radijus lopte.
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Slika 5.4.

5.2 Preklapanje i rezanje papira

Konstrukcija geometrijskih likova rezanjem i preklapanjem papira cesta je ak-
tivnost koja je nastala neposredno nakon pojave papira. Mozda su najelegantnije
konstrukcije one zasnovane na japanskoj tradiciji poznatoj kao origami.

S pedagoskog gledista, papirnate konstrukcije ¢esto mogu pobuditi interes za
proucavanje matematike. U ovom poglavlju predstavit ¢emo neke iznenadujuée pri-
mjere zasnovane na rezanju i preklapanju papira.

Problem 5 Uzmimo list papira i skare. MoZe li se izrezati rupa od papira do-
voljno velika da se moze proc¢i kroz nju?

Ocito je da ne postoji nacin na koji bi mogli pro¢i kroz ”standardnu rupu” na
papiru. No ako shvatimo rupu kao prostor okruzen neprekinutim dijelovima lista

papira, onda nas izazov ima beskona¢no mnogo rjesenja. Jedno je sljedece:

—_——— -
=
S S e S e iy
i o e e e e
e =

Slika 5.5.

Papir se prepolovi i izreze po isprekidanim linijama (na obje polovice preklop-
ljenog papira) kao $to je naznaceno na slici 5.5. Kada se papir rastvori, dobit ¢emo
veliku rupu kroz koju ¢emo zaista moci prodi.

Problem 6 Uzmimo list papira pravokutnog oblika i presavijanjem papira iz jed-
nog vrha oznacimo najveci moguci kvadrat. Isto to napravimo sa preostalim dijelom
pravokutnog oblika. Tako dobijemo drugi manji kvadrat i pravokutan dio. MoZe li
se to napraviti sa bilo kojim pravokutnikom? Kakav mora biti oblik pocetnog pravo-

kutnika tako da mu konacan bude slican?
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Slika 5.6.

Ako su dimenzije pocetnog pravokutnika a x b, gdje je b > a, onda su kvadrati
dimenzija a i b— a pa su dimenzije istaknutog pravokutnika (2a —b) X (b—a). Prema

tome je konstrukcija moguca jedino kada je b < 2a. Ako je istaknuti pravokutnik
2a—b __ b
b—a  a

pa je stoga g = V2. Ako je istaknuti pravoktnik jednake orijentacije kao pocetni

suprotne orijentacije u usporedbi s pocetnim (kao na slici 5.6.a)) onda je

(kao na slici 5.6.)) slijedi zba__“b = g pa je stoga g = ¢ ~ 1.618 omjer zlatnog reza.
Dakle, pocetni pravokutnik mora imati stranice u omjeru zlatnog reza ili u omjeru
v/2 da bi mu konac¢an bio sli¢an.

Problem 7 Pocinjemo s dva identicna lista papira kvadratnog oblika, A i B.
Onaj gorngi, A, prekriva % poursine od B. Ako rotiramo A oko centra od B za bilo

koji kut, koliki dio od B ¢e biti prekriven sa A?

Slika 5.7.

1
1)
vidjeti usporedujué¢i povrsine obojanih dijelova. Slika 5.8. pokazuje da ne bismo

Dio papira B koji je prekriven papirom A ostat ¢e konstantno ;, kao Sto se moze

mogli zakljuciti isto ako bismo umjesto kvadrata koristili identi¢ne pravokutnike.

Slika 5.8.
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Problem 8 Pretpostavimo da imamo dva identiéna lista papira. Od jednog spo-
jimo ljepilom paralelne duze strane tako da dobijemo valjak. Zelimo to uciniti i s
drugim listom papira no prije nego sto to napravimo Zelimo napraviti rupu u tom
papiru tako da se u nju moze umetnuti prvi papir (oblika valjka) da bismo dobili
trodimenzionalni oblik koji podsjeca na slovo ”T7”. Pronadite prikladan oblik rupe

kakvu trebamo napraviti. Dva valjka spojena su kao na slici 5.9.

Slika 5.9.

Ako presjecemo kruzni valjak ravninom (koja takoder sijece os valjka), u pre-
sjeku ¢emo dobiti elipsu, kao sto je prikazano na slici 5.10.a). Presjek na plastu
valjka tada ima oblik sinusoide kao na slici 5.10.b).

a) b)

Slika 5.10.

U xyz-koordinatama jednadzba kruznog valjka je 22 + y* = 1 (ako uzmemo da
je radijus baze jednak 1), a jednadzba ravnine je z = Ay, tj. ravnina prolazi kroz
ishodiste i sadrzi os z, a os z sijeCe u tocki A. Odnos navedene dvije jednadzbe
bolje se moze vizualizirati pomocu slike 5.11. Stoga je parametarski oblik krivulje u
presjeku (cos,sin 0, Asin0) za 6 € [0, 2x]. Plast valjka ekvivalentan je krivulji koju
promatramo u O-z ravnini (ravnini kroz ishodiste koja sadrzi os z), pa je prema

tome jednadzba krivulje z = Asin@. Dakle, zaista se radi o sinusoidi.
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Slika 5.11.

S lijeve strane slike 5.12. vidimo klasi¢an oblik iz arhitekture poznat kao krizni
svod, a ¢ini ga presjek dva identicna poluvaljka ¢ije su osi medusobno okomite. S
desne strane nacrtan je dio svoda u kojem su oba valjka (odnosno presjek oba valjka).
Kako bi pravilno konstruirali ovakav model od papira, koristit ¢emo prethodna raz-

matranja o elipticnom presjeku i sinusoidi.

Slika 5.12.

Na slici 5.13.a) dan je predlozak za presavijanje papira kako bi dobili model
dijela ispod kruznog svoda. Koristi se dio sinusoide i njegova simetrija s obzirom na
vertikalnu os sa slike 5.13.0).

a) /\ b)
\/

Slika 5.13.
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Zakljucak

U ovom radu vidjeli smo razne nacine na koje mogu biti prikazani prirodni
brojevi. Osim tvrdnji koje su preko toga dokazane u radu, postoje mnoge druge
tvrdnje koje se mogu dokazati na slican nacin. Takve zadatke bilo bi dobro ponekad
upotrijebiti u nastavi matematike.

Poplocavanje ravnine drugi je nacin za dokazivanje matematickih tvrdnji s ko-
jim smo se sreli u radu. Pomoc¢u njega dokazivali smo Pitagorin teorem te odnose
medu povrsinama nekih likova.

U dokaz matematickih tvrdnji uveli smo koriStenje boja i vidjeli da nam je na
taj nacin puno lakse rijesiti probleme koji sadrze takozvane poliomine. Takoder smo
se osvrnuli na dokaz Teorema cetiri boje.

Da je vizualizacija potrebna za bolje razumjevanje dokaza uvjerili smo se u prva
¢etiri poglavlja te smo to jos potvrdili i u zadnjem poglavlju kada smo vidjeli da
neki problemi u ravnini postaju lako rjesivi zadaci ako se na njih gleda iz prostora.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu prikazani su dokazi nekih matematickih tvrdnji pomocu
slika, preko kojih bi se ucenicima u osnovnim pa i u srednjim skolama mogao probu-
diti interes za proucavanje matematike. Poc¢injemo prikazivanjem brojeva preko poz-
natih objekata te preko duljine duzina, a zatim upoznavajuéi se sa poplocavanjima
ravnine u kojima uvodimo neke vrste poliomina, doti¢emo se dokaza Teorema Cetiri
boje. Za kraj odlazimo u tri dimenzije, odnosno rjesavamo probleme koji se u rav-
nini ¢ine nerjesivi, no pogledamo li izvan okvira, tj. u prostoru, vrlo lako dolazimo

do rjesenja.

Kljuéne rijeci: figurativni brojevi, srednja vrijednost, Pitagorina nejednakost, Pi-
tagorin teorem, poploc¢avanje ravnine, monoedralno poploc¢avanje, poliomino, plana-

ran graf, papirnate konstrukcije, omjer zlatnog reza, kruzni valjak
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Summary

In this graduate thesis, some proofs of mathematical claims are illustrated with
the help of images i.e. illustrations by which students in elementary and secondary
schools could awaken interest for studying and elaborating mathematics. We begin
by displaying numbers by graphical elements and over lengths of segments and then
getting familiar with tiling of the plane in which we introduce some types of polyo-
minos, which leads to mentioning some parts of the Four color theorem proof. Lastly
we discuss about three dimensions, apropos we solve problems which in plane seem
unsolvable, but if we look out of the box, i.e. in space, we can reach the solution

very easy.

Keywords: figurate numbers, average, Pythagorean inequality, Pythagorean the-
orem, plane tilings, monohedral tiling, polyomino, planar graph, paper constructi-
ons, golden ratio, circular cylinder
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