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1 Uvod i povijesni pregled

U ranom 18. stolje¢u Leonhard Euler i drugi matematicari pokusavali su prosiriti
domenu faktorijela na sve realne brojeve. Iako to nije moguée uciniti koristenjem
elementarnih funkcija, pronadeno je nekoliko izraza pomoéu limesa i integrala.
Sudec¢i prema pismima koja su razmjenjivali Leonhard Euler i Daniel Bernoulli,
potonji je prvi definirao prosirenje faktorijela koriste¢i beskonacni produkt. Ne-
dugo nakon toga, Euler je tijekom 1729. i 1730. dosao do definicije trazene
funkcije pomocéu integrala kojoj je dokazao i brojna zanimljiva svojstva. Kasnije,
u 19. stoljec¢u, Carl Friedrich Gauss prosirio je domenu na kompleksnu ravninu,
dok je Eulerova definicija dopustala samo realne brojeve. Gauss je zasluzan i za
notaciju I'(z) kakvu poznajemo danas. Za sam naziv ”gama funkcija” zasluzan je
Adrien-Marie Legendre, koji je izmijenio Eulerovu definiciju koristeéi supstituciju
u integralu. Zanimljivo je da se danas pod nazivom gama funkcija najcesée ko-
risti Legendreov, a ne Eulerov zapis, iako je gama funkcija poznata i pod nazivom
Fulerov integral druge vrste. Nekoliko godina nakon sto je Gauss dao drugi pris-
tup gama funkciji, Karl Weierstrass izmijenio je njegov pristup. Osim sto je dao
novi nacin definiranja gama funkcije, ovo istrazivanje potaknulo je Weierstrassa
da dokaze teorem koji je danas poznat pod nazivom Weierstrassov teorem o fak-
torizaciji, a koji kaze da se svaka cijela funkcija moze napisati kao produkt njenih
nultocaka nad skupom C. U 20. stoljecu, tocnije 1922. Bohr i Mollerup dokazali
su teorem koji garantira jedinstvenost gama funkcije pod odredenim uvjetima.
Gama funkcija potaknula je interes velikih matematicara svoga doba, a neki ¢e od
njihovih pristupa definiranju gama funkcije biti navedeni u nastavku.

Ostatak rada podijeljen je na dva poglavlja. U prvom poglavlju definirana je
gama funkcija i dokazana je njena dobra definiranost. Zatim je iskazan i doka-
zan Bohr-Mollerupov teorem o jedinstvenosti gama funkcije te su dokazana neka
od njenih svojstava. Dodatno, opisano je kako se gama funkciju moze prosiriti
na gotovo cijeli skup realnih brojeva. Posljednje poglavlje daje pregled nekih
primjena gama funkcije, kao $to su primjene u vjerojatnosti (izra¢un momenata
nekih neprekidnih slu¢ajnih varijabli te gama distribucija), primjene na ra¢unanje
volumena n-dimenzionalne kugle i elipsoida, problem pakiranja, primjene u inte-
gralnom ra¢unu te primjene na racunanje Laplaceovih transformacija.



2 Gama funkcija

Tijekom 1729. i 1730. (vidi npr. [7] i [11]) Euler je uveo analiticku funkciju sa
svojstvom da ona interpolira faktorijele kada je argument funkcije prirodan broj.
Sljede¢u definiciju predlozio je 1730. u jednom pismu Christianu Goldbachu:

Definicija 2.1. Funkciju I' : R, — R, definiranu izrazom

I'(z) = /(—1nt)x_1dt (1)

zovemo gama funkcija.

Supstitucijom v = —Int koju je uveo Legendre (vidi [10], str. 477., 485., 490.)
definicija (1) svodi se na ¢esto koristenu definiciju u literaturi, a koja glasi:

(=) = /t””_le_tdt.
0
U nastavku ¢emo pokazati da je gama funkcija dobro definirana za svaki = > 0,
kao sto je to ucinjeno u [5]. Kako bismo dokazali dobru definiranost, trebamo

pokazati da pripadni nepravi integral konvergira za sve vrijednosti x > 0. U tu
svrhu zapisimo gama funkciju u obliku

1 oo

= /tx_le_tdt—l—/t”_le_tdt. (2)

0 1
Pokazat ¢emo da oba integrala s desne strane prethodne jednakosti konvergiraju.
U tu svrhu koristit ¢emo sljedece leme:

Lema A. Integral

konvergira za sve s > 0.

Dokaz. Zat > 0 vrijedi

e} u

/e_Stdt = lim e %t dt

1 1

Q.E.D.



Lema B. Neka je n € Z. Vrijedi

n—1
lim — g = 0.
t—oo g3t

Dokaz. Dokaz provodimo u dva slucaja.

Prvo promatramo slucaj n < 1. Tada t"~! mozemo zapisati kao t~™ za neki
nenegativni cijeli broj m. Slijedi
s 1

lim —— = lim —
t—oo pit t—oo p5t4m
€2 e2't

=0.

Preostaje slucaj n > 1. Trazeni limes u ovom sluc¢aju neodredenog je oblika 0o/oo
pa primjenom L’Hospitalovog pravila dobivamo

Sto je i dalje neodredeni oblik co/0co. Primijenimo i L’Hospitalovo pravilo jos
jednom, dobivamo

n—1 -1 —9 tn—?)
lim —— = lim (n—Din - ) ,
t—oo e3t t—00 2%6575

te i dalje imamo isti neodredeni oblik. Lako se moze uociti da se L’Hospitalovo
pravilo treba primijeniti ukupno n puta kako bi se dobio oblik

Q.E.D.

Nakon sto smo dokazali potrebne leme, dokazat ¢emo konvergenciju integrala iz
jednakosti (2).

Propozicija 2.1. Integral
1

/ 2 Le e

0
apsolutno je konvergentan za sve x > 0.

Dokaz. Kako je t € [0,1], to je e < 1 pa je t*le~t < t*~1. U nastavku razma-
tramo dva slucaja.

1) Zax >1je
1

1
/tx_ldt = %
9

0

1

=—-< X
T
0

pa zakljucujemo da integral konvergira za x > 1.
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2) Za x € (0,1) je integral kojeg promatramo nepravi pa ra¢unamo

il 1

i, ) /
/tx_ldt = lim | 'dt=lim ¥ =—lim 1—&%) =~ < o0
e—0t e—0t T T e—0t 5
0 € €
pa integral konvergira za = € (0, 1).
Konaé¢no, kako je
1 1
0< /tz_le_tdt < /t“dt < 00,
0 0
to po usporednom kriteriju za konvergenciju integrala slijedi tvrdnja. Q.E.D.

Propozicija 2.2. Integral

/ t*letdt
1
apsolutno je konvergentan za sve x > 0.

Dokaz. Prema Lemi B, za ¢ = 1 postoji M > 0 t.d. Vt > M vrijedi

tn—l
=k
gat

Dakle, za t > M je 0 < t"~! < e2! pa slijedi
0<e "< e~test = ¢3¢,
Prema Lemi A, uz s = 1/2, integral
oo
/e_%tdt
1

konvergira pa za sve n € Z prema usporednom kriteriju konvergira i integral

/ t"tetdt.
1
U nastavku razmatramo dva slucaja.
1) Neka je x > 1 te neka je m najvedi prirodan broj takav da je m < z < m+1.

Tada za ¢t > 0 vrijedi 0 < e ‘%1 < e~ ™, a kako ve¢ znamo da je integral

/ e 't dt
1

konvergentan, to je prema usporedbnom kriteriju konvergentan i integral

o

/ e 1gt,

il



2) Neka je z € (0,1). Za t € [1,00) je t*~1 < t. Stoga je

tz—l

‘H
B

< <

~+
~+

t

Q]
IS
=

)
S

(&

Kako prema Lemi B vrijedi

|~

1
lim — =0, lim
t—o0 eit =0 o

[
~+~

to po teoremu o sendvicu slijedi

z—1

limg ——=18
t—oo 3t
e?2

paza x € (0,1) vrijedi 0 < t*le~! < ezt §to povlagi

o0 o0

/tx_le—tdt < /e—%tdt < o0

1 L

te je integral
o0

/ t*lemtdt

1
konvergentan prema usporednom kriteriju.

Q.E.D.

Prethodno provedenom analizom dokazali smo da je gama funkcija zaista dobro
definirana za sve x > 0. U nastavku ¢emo se detaljnije baviti jedinstvenos¢u gama
funkcije te njenim svojstvima.

2.1 Bohr-Mollerupov teorem

Euler je htio pronaci neprekidnu funkciju koja ¢e interpolirati faktorijele. Pokazalo
se kako gama funkcija ima to svojstvo. Dodatno, kako ¢e biti pokazano u nastavku,
gama funkcija zadovoljava funkcijsku jednadzbu f(x+1) = z f(z). Medutim, gama
funkcija nije jedina takva funkcija. Primjerice, isto svojstvo ima i svaka funkcija
fr(z) = sin(2kmx)T'(z), k € Z \{0}. Takoder, kako ¢e biti navedeno kada budemo
razmatrali svojstva gama funkcije, ona zadovoljava f(1) = 1, sto ju i dalje ne ¢ini
jedinstvenom. Kako se gama funkcija ¢esto javlja u raznim primjenama, mnogi su
matematicari htjeli pronacéi uvjete uz koje ¢e gama funkcija biti jedinstvena. Do
uvjeta su dosli Bohr i Mollerup (vidi [4]), no prije iskaza i dokaza teorema definirat
¢emo konveksnu i log-konveksnu funkciju, kao i Gaussov pristup definiranju gama
funkcije, u svrhu dokaza Bohr-Mollerupova teorema.

Definicija 2.2. Kazemo da je funkcija f : D — R, D C R" konveksan skup,
konveksna na D ako je

fOz+ (1A -=Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y), Vz,y € D, VX € [0, 1].
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Definicija 2.3. Kazemo da je funkcija f : D — R, D C R" konveksan skup,
f(x) >0, Vz € D, log-konveksna na D ako je

FOz+ (1= Ny) < f@@)*f(y)'™, Yo,y € D, ¥A€[0,1].
Sljedeéi je rezultat vrlo koristan pri ispitivanju log-konveksnosti funkcije.

Teorem 2.4. Funkcija f > 0 je log-konveksna ako i samo ako je funkcija log f
konveksna.

Dokaz. Dokaz se vrlo lako vidi iz sljede¢eg niza medusobno ekvivalentnih ne-
jednakosti, pri ¢emu u prvoj nejednakosti pretpostavljamo da je funkcija f log-
konveksna te koristimo definiciju log-konveksnosti, dok je posljednja nejednakost
definicija konveksnosti funkcije za funkciju log f.

fz+ 1 =Ny) < f(@)f(y)'?
> log f(Az + (1 — A)y) <log (f(z)*f(y)' )
> (log f)(Az + (1 — N)y) < log f(z)* + log f(y)"
< (log f)(Az + (1 — Ny) < A(og f)(z) + (1 — N)(log f)(y)
QE.D.

Jos jedan rezultat koji ¢emo koristiti u dokazu Bohr-Mollerupova teorema je Gal-
vanijev teorem. Dokaz Galvanijeva teorema tehnicke je prirode te ga necemo
navoditi, a moze ga se naéi u [6].

Teorem 2.5 (Galvani). Neka je I C R konveksan skup i a € I. Funkcija f : I —
R je konveksna ako i samo ako je funkcija s, : I \{a} — R definirana formulom

AN (VRS0

rastuca Va € 1.

U ovom ¢emo trenutku navesti i Gaussov pristup definiranju gama funkcije. Za
x > 0 neka je

Tada je

['(z) = lim Ty, (z).

n—00

Jednostavnim racunom moze se provjeriti da je ova definicija ekvivalentna onoj veé¢
koristenoj u ovom radu. Gaussova definicija olaksat ¢e dokaz Bohr-Mollerupova
teorema (dokaz preuzet iz [1]).

Teorem 2.6 (Bohr-Mollerup). Neka je f: Ry — Ry funkcija sa svojstvima



i) f(1)=

ii) f(z+1) = zf(z),

iii) f je log-konveksna.
Tada je f(z) = T'(z), Vo € Ry.

Dokaz. Neka je n € N te x € (0,1). Prema i) te i7) dovoljno je tvrdnju pokazati
za tako odabrani z. Promotrimo intervale [n,n+1], [n+1,n+1+2z]i [n+1,n+2].
Kako je f log-konveksnain+1<n+1+2z <n+ 2, to je prema Galvanijevom

teoremu
fn+1) & llogf(n%—l—l—x) & ng(n—l—Z)
fn) ~z fn+1) 7 T fln+1)

Prethodni niz nejednakosti moze se koristenjem uvjeta i) te ii) zapisati kao

(x+n)(x+n—1)--zf(x)

n!

log

xlogn < log < zlog(n+1),

sto se dalje moze pojednostavniti tako da se dobije

z(x+1)---(x+n)
nln®

1
0 < log +log f(z) < xlog (1—1——).
n

Prelaskom na limes kada n tezi u beskona¢no te koristenjem teorema o sendvicu
slijedi da je

flz) = Tim — = Iz}

sto je i trebalo pokazati. Q.E.D.

2.2 Svojstva gama funkcije

U ovom ¢emo dijelu navesti i dokazati samo neka svojstva gama funkcije, pri cemu
se fokusiramo na ona svojstva koja ¢e biti koristena u primjenama gama funkcije.
Za dodatna svojstva i dokaze moze se vidjeti npr. [1] i [3].

Teorem 2.7. Vriyed:
Il =1

Dokaz. Prema definiciji gama funkcije vrijedi

u

/ “tdt = lim [ e7'dt = lim (—e_t)
0

u

= lim (1 - e_“) =1,

U— 00

U—00 uU—00
0

Q.E.D.

Teorem 2.8. Vrijed:

['(1/2) = /7.
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Dokaz. Prvo koristimo definiciju gama funkcije te uvodimo supstituciju u inte-

gralu:
ooe_t
I'1/2)= | —dt=
(1/2) o/ﬁ

Zatim promatramo izraz I'>(1/2) koji moZemo zapisati u obliku

T2(1/2) = 4 776—(“2+”2) do du.

oo

— 2/6_“2 du.

0

t = u?

dt = 2udu

Prethodni dvostruki integral moze se rijesiti prelaskom na polarne koordinate sup-
stitucijom u = rcos@, v = rsiné, pri cemu je 0 < r < o0 i 0 < 0 < 7/2, buduéi
da je podrugje integracije prvi kvadrant. Jacobijan je |J| = r pa integral glasi

71'/2 o0

F2(1/2):4//6_T2Td’rd9
00

7'1'/2 o0

:4/ d9/e‘r2rdr
0 0

Kona¢no, kako je e™** > 0, to je '(1/2) > 0 pa mora biti T'(1/2) = /7. Q.E.D.

Teorem 2.9. Vrijed:
[(x+1) =2(x).

Dokaz. Krenemo li od izraza
Mz+1) = /t”e_tdt
0

te pripadni integral rijeSimo prelaskom na limes te koristenjem parcijalne integra-
cije uz u = t* i dv = e~ 'dt¢ dolazimo do

p—0o0

I'(z+1) = lim (—e?p®) + x/tz_le_tdt =),
0
pri cemu limes iS¢ezava zbog dominacije eksponencijalnog ¢lana. Q.E.D.

11



Teorem 2.10. Vrijed:
Iz +1) =z!, Vo € Ny.

Dokaz. Tvrdnja se dokazuje uzastopnom primjenom Teorema 2.9.:
MNz+1)=al(z)=2z(z—l(z—-1)=--=z2(x—1)---1-T'(1) = 2!,

pri ¢emu je u zadnjoj jednakosti iskoristena ¢injenica da je I'(1) = 1. Q.E.D.

Teorem 2.11. I'(0) nije definirano.

Dokaz. Po definiciji je

T ot
o
= / <t
t
0
Kako je prethodni integral nepravi integral u obje granice integracije, prvo oda-
berimo proizvoljan ¢ € (0, 00) tako da integral mozemo zapisati u obliku

= —dt — dt.
/ i +/ i
0 c

Pocetni ¢e integral konvergirati ako konvergiraju oba integrala iz prethodne jed-
nakosti. Stoga promatramo prvi integral. Vrijedi

—t
— dt = lim —dt
5—>O+
1
| u= g dv = 7 dt
du = —etdt v=Int
= lim [etlnt| + /e_t Intdt
e—0t

Sada rac¢unamo prvi limes iz prethodnog racuna te dobivamo

lim e tlnt| = lim <e —e ¢ lne)
e—0t+ e—0t C
e ¢ .
= — lim e ®lne — 0.
(& e—0t
Slijedi da T'(0) nije definirano. Q.E.D.

Sljedeci teorem navodimo bez dokaza zbog njegove slozenosti i Cinjenice da izlazi
izvan okvira ovog rada buduéi da se ne¢emo baviti raznim identitetima koje gama
funkcija zadovoljava, veé¢ njezinim svojstvima i primjenama, dok nam je sam re-
zultat vazan zbog lake analize nultocaka gama funkcije. Dodatno, moze se uociti
kako je domena gama funkcije u sljede¢em teoremu prosirena u odnosu na domenu
kakvu smo do ovog trenutka razmatrali, no opravdanje za takvu domenu moze se
naci u sljede¢em potpoglavlju.

12



Teorem 2.12 (Eulerova produktna formula). Za sve x € R\ Z<o vrijedi

™

D(z)I(1 —z) =

sinmz
Teorem 2.13. Gama funkcija nema nultocaka.

Dokaz. Kada bi postojao x takav da je I'(x) = 0, to bi prema Eulerovoj produktnoj

formuli slijedilo
T

=10

sin T
Sto je ocito nemoguce buduéi da lijeva strana prethodne jednakosti ne moze biti
jednaka 0. Q.E.D.

2.3 Prosirenje gama funkcije na negativne brojeve

Gama funkcija kakvom smo ju definirali na pocetku definirana je za pozitivne vri-
jednosti argumenta, medutim moguce je prosiriti ju koristenjem jednog od pret-
hodno dokazanih identiteta (vidi npr. [3]). Preciznije, koristimo formulu iz Te-
orema 2.9. u obliku

r@g:%mx+n. (3)

Kako gama funkcija prima samo pozitivne vrijednosti argumenta, to je lijeva
strana jednakosti (3) dobro definirana za x > 0, no desna je strana dobro de-
finirana za © + 1 > 0, odnosno = > —1. Stoga mozemo koriste¢i desnu stranu
jednakosti (3) definirati i lijevu stranu. Ovako smo dosli do toga da je ['(z) de-
finirano za © > —1, no to znaci da je desna strana u (3) definirana za * > —2
pa to mozemo iskoristiti kako bi i lijevu stranu definirali za * > —2. Analog-
nim zaklju¢ivanjem mozemo definirati I'(x) za (gotovo) sve negativne vrijednosti
argumenta. Medutim, treba promotriti sto se dogada za x € Zy.

Teorem 2.14. T'(z) nije definirano za x € Z<y.

Dokaz. Kako I'(0) nije definirano, koristenjem (3) uoc¢avamo da je

N—D=j%H®

pa niti I'(—1) nije definirano. Na isti na¢in uo¢avamo da kako je

P(~2) = —T(-1)

to ni ['(—2) nije definirano buduéi da I'(—1) nije definirano. Analogno se zakljucuje
da I'(x) nije definirano ni za koji x € Z<o. Q.E.D.

13



Slika 1: Graf gama funkcije

3 Primjene

3.1 Primjene u vjerojatnosti
3.1.1 Momenti neprekidnih sluéajnih varijabli

Gama se funkcija cesto koristi pri racunanju ocekivanja i varijance neprekid-
nih slucajnih varijabli. Promotrit ¢emo primjere za eksponencijalnu i normalnu
slucajnu varijablu.

Definicija 3.1. Eksponencijalna slu¢ajna varijabla s parametrom A > 0 je slucajna
varijabla s funkcijom gustoce

fx(z) = )\e_A‘”]I{xzo} ().

Izracunat ¢emo ocekivanje £ X i varijancu VarX eksponencijalne slucajne varija-

ble.

EX = /:va //\xe_’\” day —
0

R

t=\x
dt = \dzx

17, 1
0

Kako je VarX = EX? — (EX)? a EX smo upravo izracunali, u ovom ¢emo
sluéaju dodatno racunati samo EX?:




Slijedi da je
9 1 i
VarX = VvV

Definicija 3.2. Normalna slu¢ajna varijabla s parametrima p € Ri o > 0 ima

funkciju gustoée

1 _(z—w)?

fx(@) = —mme T
oV 2w

Ocekivanje normalne slucajne varijable racunamo kao

z— ;,Lz
EX:/fo(a:)dx:/ Y de
R

o 27r
R
t:x_u 1 2
= T = — [(ct+p)e T dt
i = [t
dt = = dz VAR g
@2
:—1 o'/ Zdt—i—,u,/ th
Nirs
R
o0 t2
2 2 = —
:—'u/e T dt = v 2
V2 du =tdt
2u]o Ly p
= — U= —
\/271'0 2 \FO

Varijancu ¢emo u ovome slucaju racunati po definiciji, tj. kao VarX = E(X —
EX)2

1 (z—p)?
VarX = z— u)? z)dz = x—u)le 22 dx
J@—nrsaar=—— [@-p
R R
t=""F
= 7 | = e T dt
=7
dt = —dz QWR
g
[ee) 2
2 /t2—§dt “_%
= e =
V2w du = tdt
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3.1.2 Gama distribucija

Jedna od vaznih distribucija u teoriji vjerojatnosti je gama distribucija. Sluc¢ajna
varijabla X ima gama distribuciju s parametrima o > 0 te 8 > 0 ako je R(X) =
(0,00) i ako ima funkciju gustoée danu izrazom

1
fx(@) = 6oT (a) xa_le_ex]l{:oo} ().

Pisemo X ~ (a, %)-) Parametar o odreduje oblik funkcije gustoce, a parametar

0 odreduje skalu. Slika 2. pokazuje kako se mijenja graf funkcije gustoée gama
distribucije s promjenom parametra o, a Slika 3. kako se mijenja graf s promjenom
parametra 6.

Slika 2: Funkcija gusto¢e gama distribucije s parametrima a € {1,3,6} 1 6 = 2

Slika 3: Funkcija gusto¢e gama distribucije s parametrima o = 21 6 € {2,4,8}

U nastavku je dan primjer kako se gama distribucija moze koristiti u modeliranju
slucajnog pokusa.

Primjer 1. Promatramo problem potrosnje materijala u proizvodnom procesu.
Neka je ta potrosnja slucajan pokus. Svaki se dan u prosjeku potrosi 20 komada,
a svaki se mjesec nabavlja 640 komada potrosnog materijala. Neka je X slucajna
varijabla koja modelira vrijeme koje je potrebno da bi se potrosile zalihe. Ova-

kav proces modelira se gama distribucijom, a mozemo dobiti odgovore na sljedeca
pitanja:

a) Kolika je vjerojatnost da ponestane potrosnog materijala?
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b) Kolika mora biti mjeseéna nabava da bi vjerojatnost nestasice bila 0.017

Slucajna varijabla X ima gama distribuciju s parametrima o = 640 i 0 = 20,
. X ~ (640,2%). Jednostavnim racunom dobije se rjesenje pitanja a) i b).
Vijerojatnost da ponestane potrosnog materijala w ovim wvjetima je 0.057, dok je
potrebno imati 660 komada potrosnog materijala mjesecno kako bi vjerojatnost

nestasice iznosila 0.01. O

3.2 Volumen n-dimenzionalne kugle i elipsoida

Gama funkcija pojavljuje se u formulama za volumen n-dimenzionalne kugle i n-
dimenzionalnog elipsoida. U ovom ¢emo dijelu dokazati formule za volumene oba
navedena objekta. Dodatno, elipsoid ¢emo promatrati u specijalnom obliku. U tu
svrhu prvo definiramo Mahalanobis kvazimetricku funkciju dp; : R® x R"* — R,
izrazom

dM(U,U;S) = (u - U)TS—I(U’ - U),

gdje je S € R™ " pozitivno definitna matrica. Pomoéu Mahalanobis kvazimetricke
funkcije elipsoid mozemo definirati kao Mahalanobis krug:

{zx e R" : dy(x,¢;S) = 7“2},

gdje je ¢ € R" srediste, a r > 0 polumjer. Matrica S odreduje duljine poluosi te
orijentaciju elipse.

Neka je
A O 0
s—yr |’ A_2 / U,
0 0 A

X >0,i=1,...,n,i UTU = UUT =I. Tada je

VdetS(z — TS Yz — ) =2

ekvivalentno s

Y Adg - Al — ) Zuzu?(w — ) =72,
i=1

Prvo ¢emo iskazati i dokazati teorem o volumenu n-kugle. Dokaz koji navodimo
moze se naéi u [9], a drugaciji dokaz koji koristi beta funkciju moze se naéi pri-
mjerice u [2].
Teorem 3.3. Volumen n-dimenzionalne kugle polumjera r jednak je

,rnﬂ_n/2

R CE)
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Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati metodom matematicke indukcije. Bazu indukcije
provodimo za slucajeve n = 11in = 2. U slucaju n = 1 dobivamo

rol/? T/
e )

Iskoristimo li rekurzivnu relaciju gama funkcije I'(z + 1) = «I'(x) iz Teorema 2.9.,

dobivamo da je I'(3) = 1I'(3) = g, pa slijedi

Vi(r) = T\/\/j = Br.
2

Uoc¢imo da se u slucaju jednodimenzionalne kugle radi o duzini ¢ije su krajnje
tocke udaljene od sredista za r pa je jasno kako je formula toéna za n = 1. Ako
dodatno ispitamo i slucaj n = 2, lako dolazimo do

7"27'(' 7"27'(' 2

%(T):@—T—TW,

sto je takoder dobro poznata formula. Prelazimo na korak indukcije. Kako R"
mozemo shvatiti kao R"~2 x R?, to ¢emo koristiti pri izracunu volumena. Tocka
(1,2, ...,x,) element je kugle K, (r) ako i samo ako je

2 2 2 2
v+ x4 T, S

sto je ekvivalentno zapisu

2

2 2 2 2 2
TI+ T+ Ty ST =Ty — Ty

Volumen racunamo kao integral

Valr) = /K o dz; dzsy - - - dx,

- / / dxq -+ dzy_o | dz,—1 dx,,.
Ka(r) Knﬁg( r2—g? 1—x%)

n—

Na unutarnji integral primijenimo pretpostavku indukcije, pri ¢emu polumjer
\/r? — 22_, — 22 nije konstantan u odnosu na vanjski integral pa ga ne mozemo

izvuéi kao konstantu ispred integrala. Slijedi

(n—2)/2
Voilr) = WnT/ (r*—a2_, — :1:,21)(”_2)/2 de, dz, 1.
L5 +1) Jowm

Prelaskom na polarne koordinate prethodni izraz postaje

2 s
(n-2)/2
Va(r) = ———— / do / (r? — £2)(=2/2¢ 4y
r=2+1)J
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Integral po 6 iz prethodnog izraza jednak je 27, a integral po t rijesit ¢emo sups-
titucijom u = r? — t2, §to pomice granice po u od r? do 0 te daje du = —2tdt pa
integral postaje

0 r2

V — —— (n—2)/2 d — n/2 s n.
(") = T2 /“ YT ar(m/2)" ) iT(n/2)
r2
Konacno, primijenimo li rekurzivnu relaciju gama funkcije na izraz u nazivniku
dobivamo
,r,n,ﬂ.n/2

r(2+1)

¢ime je dokaz zavrsen. Q.E.D.

Va(r) =

Nakon sto smo dokazali prethodni teorem, izvest ¢emo formulu za volumen n-
elipsoida. Prvo promatramo jedini¢nu n-dimenzionalnu kuglu sa sredistem c, tj.
skup

(2= (x—c)=1,

¢iji je volumen jednak V,(1).
n-dimenzionalni elipsoid sa sredistem u ¢ i poluosima aq,...,a, mozemo dobiti
kao transformaciju

VdetS(z — c) TSz —c) = 1. (4)

Primijenimo li dekompoziciju matrice S = UTAU, svojstva operatora inverza te
svojstvo simetriénosti ortogonalne matrice U, matricu S~! moZzemo zapisati kao

S—l _ (A_I/ZU)T<A—1/2U).

Definirajmo linearni operator T': R" — R” izrazom T'(z) = A~"?Uz. Sada slijedi
da volumen n-elipsoida mozemo racunati kao

V= (Vaets)" |det (A-20) | Va(1)
= detS |det (A_l/Q)‘ |detU| V(1)

1 7Tn/2

A (2 +1)
m

S LN

TG+ )
Prethodnim smo racunom dokazali sljedeéi teorem:

Teorem 3.4. Volumen n-dimenzionalnog elipsoida V/detS(z —c)TS™Hx —c) =1
jednak je

— K> 1y

T
2



3.3 Problem pakiranja

Jo§ jedna od primjena gama funkcije vezana je uz problem pakiranja (vidi [2]).
Konkretno, pitanje kojim ¢emo se baviti je sto bolje pase: klin kruznog presjeka u
rupu oblika kvadrata ili klin kvadratnog presjeka u kruznu rupu? Ovaj se problem
moze lako matematicki formulirati. Pitamo se $to je veée - omjer povrsine kruga
i povrsine njemu upisanog kvadrata ili omjer povrsine kvadrata i njemu upisanog
kruga? Ovakav problem mozemo promatrati za n-dimenzionalni slucaj. Radi
jednostavnosti, a bez smanjenja opcenitosti, promatrat ¢emo jedini¢nu n-kuglu. U
slucaju jediniéne n-kugle brid njoj opisane n-kocke duljine je 2, dok je brid n-kugli
upisane n-kocke duljine % (buduéi da je dijagonala n-kocke upravo y/n puta dulja
od njenog brida). U nastavku navodimo formule volumena prethodno navedenih
objekata. S V(n) oznacavamo volumen jedini¢ne n-kocke, s V,(n) volumen njoj
opisane n-kocke, a s V;,(n) volumen njoj upisane n-kocke.

/2
V(n) = m> (5)
Vo(n) = 2", (6)
Valn) = = @

Oznacimo s O;(n) omjer volumena (5) i (6) te s Oy(n) omjer volumena (7) i (5).
Dobivamo izraz
O1(n) ™2

Oy(n) 4712 (241)

Koristenjem Stirlingove aproksimacije T'(z) ~ %~ %/?e¢~%/2r moze se pokazati da
01(n)/O5(n) tezi u 0 kada n tezi u beskonacno, tj. za n dovoljno velik, omjer
Os(n) vedi je od Op(n). Numericki se moze pokazati da vrijedi sljededi teorem:

Teorem 3.5. n-kugla bolje pase u n-kocku ako i samo ako je n < 8.
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3.4 Primjene u integralnom racunu

Mnogi integrali mogu se jednostavno rijesiti koristenjem prikladnih supstitucija
koje Ce integral svesti na gama funkciju. U ovom ¢emo dijelu navesti nekoliko
takvih primjera, a jo§ primjera moze se naéi primjerice u [12].

Primjer 2. Odredimo vrijednost integrala
I = / Vze V¥ dz.
0

Uvodimo supstituciju x = 19, §to daje dx = 6t° dt pa integral (uz nepromijenjene
granice integracije) postaje

o0

I, = / e t6t’ dt = 6 / et dt.
0

0

Konacéno, uoc¢imo da je posljednji integral upravo T'(9) = 8! pa slijedi

I, =6-8! =6-40320 = 241920.

Primjer 3. Odredimo vrijednost integrala

oo

I = /mg’e_%s dz.

0

Uvedemo li supstituciju t = 22®, uz dt = 1627 te nepromijenjene granice integra-
cije, dobivamo

£\ %8 1 T NG) NG
bz/(—) e B R 78 _ £/ “hetat— YET(1/2) - by
2 16 (1) 16 16 16
0

Primjer 4. Neka sum,n € R, a > 0. Odredit éemo vrijednost integrala

o0

I3 = /mme_amn dz.

0

Primijetimo da je prethodni integrala poopcenje integrala I, te Iy iz prethodnih
primjera.
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Prvo wvodimo supstituciju t = az™, sto granice integracije ostavlja nepromijenje-
nima. Uz dt = anz™ ' slijedi

0o
1 tl/n m—n-+1 B

0

(o]
m+1
— -1 —t
- 1+m n+1 /t dt
0

1 m+1
= m+1 F ( ) .
na n n

Uocimo da treba postaviti uvjet da je mTH ¢ Z<g kako bi integral kojim je definirana
gama funkcija konvergirao. O

Primjer 5. Neka je b > 0. Zelimo odrediti vrijednost integrala

Uvedemo li supstituciju x = t* uz dox = 2t dt te nepromijenjene granice integracije

dobivamo

Il
[\
ml
[\¥)
S
\8
D
&
o
o~
|
=5
[
Q.
~

:e_2b/e_( dt +e” 2b/
0

—0o0

Kako bismo rijesili prethodna dva integrala, u prvom wvodimo supstituciju t =
—e %, a u drugom supstituciju t = €. Prethodno navedene supstitucije dovest
ce u oba integrala do pomicanja granica integracije od —oo do oco. Dodatno, u
nastavku koristimo

0 _ 0 0 0
sinh § = %, cosh = i.

Nakon supstitucija slijeds
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by=e® / e_b(e_e_e_if’)Qe_e do +e % / e_b(ee_e_.lg)ge_e do

—0o0
oo (e}

o CAb<inh28 _ oAb w2
—e 2b/6 4bsinh 96 6d9+6 2b/e 4bsinh Geede

—0o0 —00
o0

— Qg™ 2 / e~4bsinb?0 o} 9 49,

—00

Posljednja supstituciju koju wvodimo jest u = sinh@ wz koju dobivamo du =
cosh 0 dé te koja nece promijeniti granice integracije pa slijedi

oo o
- - 2 = _ 2
Iy = 2e 2b/e 4 qu = 4e Zb/e 4 Q.
—00 0

Konacno, uo¢imo kako je posljednji integral specijalan slucaj integrala iz Primjera
3. uzm =0, a =4b te n = 2 pa koristenjem formule iz Primjera 4 dobivamo
_92 1 r <1) _ 6_2bﬁ‘

I4:4€

2(4b)172" \ 2 /b

3.5 Laplaceove transformacije

Jos jedna primjena koju ¢emo obraditi, a o kojoj se vise moze naéi u [8], je primjena
gama funkcije kod racunanja nekih Laplaceovih transformacija. Laplaceove tran-
sformacije koriste se pri rjesavanju diferencijalnih jednadzbi kako bi se one svele
na algebarske jednadzbe koje je jednostavnije rijesiti. Za pocetak ¢emo definirati
Laplaceovu transformaciju te navesti nekoliko primjera u kojima se pri ra¢unanju
Laplaceove transformacije pojavljuje gama funkcija.

Definicija 3.6. Neka je dana funkcija f : [0, 00) — R. Ako za funkciju f konver-
gira integral
£ = F(s) = [ f0at, s R
0

onda se funkcija L(f) = F zove Laplaceov transformat funkcije f, a preslika-
vanje L Laplaceova transformacija.

U nastavku navodimo primjere izvoda Laplaceova transformata za tri razlicite
funkcije.
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Primjer 6. Odredimo Laplaceov transformat funkcije f(t) = t"e™, s > a, a € R.

Prema Definiciji 3.6. tmamo

E (tn at — /tn at —s&t dt
0
= / Pl Bl gf
0

Uvodimo supstituciju u = (s — a)t, Sto uz nepromijenjene granice integracije (zbog

s>a)te du= (s —a)dt daje
s 1
0= ) e
s—a s—a
0

= o I(n+1)
n!
" (s—a)t

O

Primjer 7. Odredimo Laplaceov transformat funkcije f(t) = sinwte™, s > a
a€cR.

pi

Prema Definiciji 3.6. itmamo

L (sinwte™) = F(s) = /sin wte e dt
0

1 ; 1 :
A —((s—a)—iw)t dt — — —((s—a)+iw)t dt.
% / c 2 / c
0 0

U prvom integralu wvodimo supstituciju v = ((s —a) —iw)t, Sto daje du =
((s —a) —iw) dt. U drugom integralu uvodimo supstituciju v = ((s — a) + iw)t,
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§to daje dv = ((s — a) + iw) dt. Granice integracije ostaju nepromijenjene u oba
integrala. Slijedi

I 1 f ! Y
F(S)—Zo/e (s—a)—z'wdu 2i (s—a)—l—iwd

1 1 3 1 o

ZZ((s—a)—in/e _(s—a,)—i—iwo/e =

1 1 1

T2 ((s —a)— in(l)  fs—a) +iwr<1)>

1 1 1

:E((s—a)—iw—(s—a)+iw)

:i'(s—a)+iw—[(s—a)—iw]

2i (s —a)? — (iw)?

1 21w

:g.(s—ap—i—uﬂ

w

(s —a)? +w?
U

Primjer 8. Odredimo Laplaceov transformat funkcije f(t) = coswte™, s > a,
a € R.

Prema Definiciji 3.6. itmamo

L (coswte®) = F(s) = /cos wte®e™* dt
0

(eiwt + e—iwt) 6—(s—a)t dt

I
0\8
N —

|
D]

0\8 ‘3\8

(eiwt—(s—a)t+€—iwt—(s—a)t> dt

1 e—((s—a)—iw)t dt + i /e—((s—a)-i-iw)t dt.
2 21
0

U prvom integralu wvodimo supstituciju v = ((s —a) —iw)t, sto daje du =
((s —a) —iw) dt. U drugom integralu uvodimo supstituciju v = ((s — a) + iw)t,
§to daje dv = ((s — a) + iw) dt. Granice integracije ostaju nepromijenjene u oba
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integrala. Slijedi

(s — a)? — (iw)?

2(s —a)

s—a)?+w?
(s —a)

s—a
(s —a)? +w?
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Sazetak

U ovom je radu opisana gama funkcija, kao i njena osnovna svojstva te
odredene primjene. Uvodni dio daje povijesni pregled gama funkcije, dok
su u glavnom dijelu rada navedene definicija te dokazana osnovna svojstva
gama funkcije. Dokazan je i Bohr-Mollerupov teorem, koji daje uvjete pod
kojima je gama funkcija jedinstvena. Posljednji dio rada opisuje odredene
primjene gama funkcije, primjerice primjene u vjerojatnosti i integralnom
racunu.

Kljuéne rijeci: gama funkcija, primjene, integral, vjerojatnost

Abstract

The gamma function is described in this paper, as well as some of her
properties and certain applications. A historical overview of the gamma
function is given in the introductory part of the paper. The main part fo-
cuses on the definition and proofs of some properties of the gamma function.
The Bohr-Mollerup theorem is proved, which states conditions under which
the gamma function is unique. The last part of the paper describes certain
applications of the gamma function, for instance applications in probability
and integral calculus.

Keywords: gamma function, applications, integral, probability
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