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Uvod

Poznato nam je da se razli¢ite grane matematike isprepli¢u: jedna grana mate-
matike nam moze pomoéi u rjesavanju problema iz druge grane, stoga ne ¢udi sto
su kombinatorika i teorija vjerojatnosti, takoder, povezane.

Za pocetak ovog diplomskog rada vratit ¢emo se u povijest i pogledati kada su to
ljudi poceli s istrazivanjem kombinatorike i teorije vjerojatnosti te koji su se znacajni
matematicari takvim problemima bavili. Zatim ¢emo navesti osnove kombinatorike
koje ¢e nam pomoci pri trazenju odgovora na pitanje na koliko se nacina nesto
moze odabrati. Nadalje, osnove teorije vjerojatnosti, klasi¢na definicija vjerojatnosti
1 sama svojstva vjerojatnosti pomoc¢i ¢e nam u daljnjem radu kako bismo mogli
primijetiti povezanost ovih dviju grana matematike. Bavit ¢emo se i uvjetnom
vjerojatnoséu te nezavisnoséu dogadaja. Na raznim zanimljivim primjerima vidjet
¢emo kako se kombinatorni principi primjenjuju na vjerojatnosnim problemima. U
kakvoj su vezi formula ukljucivanja-iskljucivanja i Sylvesterova formula? Kolika
je vjerojatnost da ne dobijete niti jednu jaku kartu, a kolika da odaberete robu s
greskom? Kako nam kombinatorika pomaze u tome? To su samo neka od pitanja

na koja ¢emo pronaci odgovor u ovom diplomskom radu.



1 Povijesni pregled

Ljudi su oduvijek iskusavali svoju sre¢u pa nije ni ¢udno da se iz zanimanja za
igre na sre¢u rodila kombinatorika. Sve je pocelo kockicom, ali ne kockicom koju
znamo u danasnjem obliku. Prvi dokazi o igrama na srecu su bili astragaloi koji
datiraju oko 3500. godine prije Krista [3]. To su bile posebne kosti ov¢jih papaka
koje su imale dvije zaobljene plohe i cetiri kvadrata gotovo jednakih veli¢ina. Tada
su se ljudi kladili na ¢etiri moguca ishoda, to jest na koju ¢e od cetiri kvadratne plohe
pasti kockica. Astragaloima su se sluzili i Egipé¢ani, Babilonci i Rimljani koji su strast
prema kocki naslijedili od Etruscana. Igre na sreéu bile su popularne i u drevnoj
Kini i Indiji. Indijski matematicari su rjesavali razlicite probleme vjerojatnosti u

religiozne svrhe te su jedni od prvih koji su se bavili permutacijama i kombinacijama.

Liber de ludo aleae ili Knjiga o bacanju kocke autora Girolama Cardana nastala
je u 16. stolje¢u iako je objavljena tek 87 godina nakon njegove smrti 1663. godine.
Osim problema rac¢unanja vjerojatnosti dobitka, Cardano pise i o tome kako varati.
Dakle, u ovom djelu se radi o kombinatornoj vjerojatnosti, a takoder se moze pronaci
i klasicna definicija vjerojatnosti. Ipak, nastanak teorije vjerojatnosti smjesta se u
17. stoljece uspostavljanjem temelja kombinatorne teorije vjerojatnosti u dopisiva-
nju Blaisea Pascala i Pierrea de Fermata, a njihove rezultate nastavlja Christiaan
Huygens. Blaise Pascal se matematikom bavio iz hobija, a 1654. godine obratio mu
se kockar Chevalier de Méré s dva problema. Prvi problem je bio isplati li se kladiti
da ¢e u 24 bacanja para kockica barem jednom pasti par Sestica, a drugi problem
bio je kako raspodijeliti uloge u slucaju prijevremeno prekinute igre na sre¢u u ko-
joj nema nerijesenog ishoda te je pobjednik onaj koji prvi pobijedi u odredenom
broju krugova. Ti problemi izazvali su komunikaciju izmedu Pascala i de Fermata
zbog koje je doslo do uspostavljanja teorije vjerojatnosti. Vise o ovim problemima
i rjeSenjima problema ¢itatelj moze procitati u [2]. Huygens na temelju njihovih
rezultata objavljuje knjigu De ratiociniis in ludo aleae 1657. godine, a to je prva
matematicka knjiga o vjerojatnosti u povijesti.

Vazno je spomenuti i knjigu Ars conjectandi Jacoba Bernoullija, objavljenu
1713., koja se smatra i prvim kompletnim pregledom teorije vjerojatnosti te njime
teorija vjerojatnosti postaje zasebna matematicka disciplina. Ars conjectandi se sas-
toji od cetiri dijela, a u njoj se nalazi prva teorijska diskusija vjerojatnosti kao broja
izmedu nula i jedan. U spomenutoj knjizi, ¢itatelj moze pronadi i filozofski pristup

vjerojatnosti, definiciju vjerojatnosti a priori i a posteriori te jos neke vjerojatnosne



pojmove kao S§to su npr. pojam ocekivanja, Bernoullijev pokus, Bernoullijeva dis-
tribucija, suvremeni pojmovi permutacija i kombinacija, primjena kombinatorike na
vjerojatnosne probleme u igrama na srecu i slicno. Bernoulli nije uspio dovrsiti svoje
djelo, ali je njegove rezultate nadopunio i pojednostavio Abraham de Moivre koji
prvi daje klasi¢nu definiciju vjerojatnosti kao omjer broja povoljnih i broja moguéih
ishoda. Njegovo glavno djelo je The Doctrine of Chances: A method of calculating
the probabilities of events in play [5] objavljeno 1711. godine.

Postoje i mnogi drugi matematicari koji su pridonijeli razvoju kombinatorike
i teorije vjerojatnosti, a neki od njih su: Daniel Bernoulli, Thomas Bayes, Jean
D’Alembert, Pierre-Simon Laplace te Siméon-Denis Poisson [2].

2 Osnovni principi kombinatorike

Cesto se susreéemo s problemima odredivanja broja elemenata nekog skupa,
odnosno prebrojavanja nekog konacnog skupa ili njegovog podskupa. Svaki takav
problem postavlja nam pitanje na koliko se nacina nesto moze odabrati te nam pri
odgovoru mogu pomoéi osnovni kombinatorni principi. Kod mnogih kombinator-
nih problema, rjesenje je zasnovano na dvama osnovnim principima prebrojavanja:

princip sume i princip produkta, te ¢emo ih u nastavku detaljnije obraditi.

1. Princip sume

Neka su S7 i S3 konaéni medusobno disjunktni skupovi. Tada je njihova unija
S1 U Sy takoder konacan skup [7] te je ocito

k’(Sl U SQ) = k’(Sl) + k(SQ)

Dokaz prethodne jednakosti mozemo provjeriti i na prste, no u nastavku
citatelj moze vidjeti iskaz i dokaz Principa sume, gdje ¢emo pokazati da se
prethodna jednakost moze poopéiti i na n skupova.

Teorem 2.1 (Princip sume) Neka su skupovi Sy, So, . . ., S, konacni i medusobno
disjunktni. Tada je 1 skup S1 U Sy U---US, takoder konacan i vrijedu:

k(S1USyU---US,) =k(S1) + k(S2) + - - - + k(Sh).

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti metodom matematicke indukcije.



BAZA INDUKCIJE

Znamo da za n = 2 tvrdnja
k(S U S2) = k(Sy) + k(S2)
vrijedi za konac¢ne, medusobno disjunktne skupove Sy i Ss.

PRETPOSTAVKA INDUKCIJE

Pretpostavimo da za n ={,] > 2 vrijedi
k(51 USeU---U Sl) = k(Sl) + k’(Sz) R k(Sl),
pri cemu su skupovi Sp, .59, ..., S konacni i medusobno disjunktni.

KORAK INDUKCIJE
Dokazimo da tvrdnja vrijedi za n = [ + 1.

Pretpostavimo da su skupovi 51, So, . .., S}, S;11 konaéni i medusobno disjunk-
tni. Za pocetak, primijenimo bazu indukcije jer je skup S;y;1 konacan i disjun-
ktan sa svakim od skupova Si, 5, ...,S;, a prema pretpostavci indukcije je
skup S;USyU---U.S; konacan pa i disjunktan sa skupom Sj+1. Stoga vrijedi:

E(SiUSyU---USUS 1) =k(S1USyU---US)) + k(Si11).
Sada po pretpostavci indukcije slijedi:

k(Sl USsUJ---UJS U Sl-i—l) = ]C(Sl) + k(SQ) e k(Sl) + k(Sl—I—l)-

. Princip produkta

Ako su 57 i 95 konacni skupovi, onda je i Kartezijev produkt S; x Sy konacan
skup [7] 1 vrijedi
k(S1 x Sg) = k(S71) - k(Ss).

Kao i princip sume, princip produkta mozemo poop¢iti matematickom induk-

cijom te stoga vrijedi sljedece:



Teorem 2.2 (Princip produkta) Neka su Sy, Sy, ..., Sy konacni skupovi. Tada
je Kartezijev produkt S; x Sy x - -+ x Sy, takoder konacan skup @ vrijedi

k(Sy % Sy X - X Sm) = k(S1) - k(S2) - ... k(Sp).

Dokaz. Kao i kod principa sume, i princip produkta dokazujemo metodom
matematicke indukcije. Dokaz ¢emo provesti za m = 2, a ostalo se dokazuje

analogno kao i za princip sume.
Neka je, na primjer, Sy = {1, x9,..., 2} 1 So = {vy1,¥y2,...,Yyn}. Tada znamo
da je k(Sy) =11 k(S5) = n. Uocimo sada
Sh X Sg = {(zs,9;) - : € S1,y; € Sa}
=4 ptn) 8 F= LB s b= L, i 0}
= {('Tla y1)7 (mlva)a ceey (xhyn)v
(x27 y1)7 <$27 y2>7 ey (‘T27 yn)7

Zakljucujemo
k(S1 x S2) =1-n=Ek(S1) - k(Ss).

Ovaj princip ¢esto formuliramo i na sljedeé¢i nacin:

Teorem 2.3 (Teorem o uzastopnom prebrojavanju) Neka su Ay, Ag, ..., An
konacni skupovi i neka je T C Ay x Ay X -+ xX A, skup uredenth m-tork:
(a1, as,...,an) definiranih na sljedeéi nacéin: prva komponenta a; moze se bi-
rati na ki razlicitth nacina; za svaku vec izabranu prvu komponentu, drugu

komponentu as mozZemo birati na ko razlicitih nacina itd. Za svaki izbor kom-

ponenata ay, as, . . ., Gy_1, m-tu komponentu a,, mozemo birati na k,, razlicitih
nacina. Tada skup T ima ky - ko - ... - ky, elemenata, odnosno k(T) = ky - ko -
s K.

Dokaz. Ovaj teorem, takoder, dokazujemo metodom matematicke indukcije.
Kod baze indukcije uzimamo da je m = 2, a ta tvrdnja vrijedi upravo zbog



principa produkta, tj. ako smo a; odabrali na k; na¢ina i ay na ky nacina
tada je k(T) = ky - ko. Nadalje, kod pretpostavke indukcije pretpostavljamo
da tvrdnja vrijedi za m — 1, tj. odabiremo a; na k; nacina, as na ke nacina,
..., Gpm_1 Na k,,_1 nacina te iz toga slijedi k(T) = ky - ko - ... ky_1. Na kraju,
uz pomo¢ baze i pretpostavke indukcije, u koraku indukcije lako dokazujemo
dajezaT C Ay X Ay X -+ X A,

BIT) =k k...« Ey.
O
Primjer 2.1 U jednom plesnom klubu od 20 osoba trebamo odabrati predsjed-

nika, potpredsjednika, tajnika i blagajnika (tako da niti jedna osoba ne bude

dva puta odabrana). Na koliko nacina to mozemo napraviti?

Rjesenje Za pocetak biramo predsjednika pa njega mozemo odabrati na 20
nacina, budu¢i da nijedna osoba jos nije dobila niti jednu ulogu. Zatim,
budué¢i da je predsjednik izabran, potpredsjednika mozemo odabrati na 19
nacina, tj. od preostalih 19 osoba. Nadalje, tajnika mozemo odabrati na 18
nacina, a zatim blagajnika na 17 nacina. Sada, prema teoremu o uzastop-
nom prebrojavanju, ukupan broj nacina na koje mozemo provesti ovaj izbor
je 20-19-18 - 17 = 116280.

U nastavku ¢emo spomenuti teoreme koji ¢e nam pomoci pri prebrojavanju konac¢nih

skupova te samim time i u rjesavanju kombinatornih problema.
Teorem 2.4 Ako su A i B konacni skupovi (ne nuzno disjunktni), tada vrijedi
kE(AUB) =k(A)+ k(B) — k(AN B). (1)
Dokaz. Uniju skupova A i B mozemo zapisati na sljedeé¢i naé¢in:
AUB=AU(B\ A),
a kako su ti skupovi medusobno disjunktni, prema principu sume slijedi
kE(AUB) =k(A) + k(B\ A). (2)

Nadalje, ako B zapisemo kao uniju dva medusobno disjunktna skupa B = (B\ A)U
(AN B), ponovo prema principu sume slijedi

k(B) = k(B\ A) + k(AN B). (3)

Sada iz (2) i (3) slijedi trazena jednakost. O



Generalizacijom prethodnog teorema dolazimo do sljedece bitne tvrdnje:

Teorem 2.5 (Formula uklju¢ivanja - iskljucivanja) Ako su Ay, Asg, ..., Ay konaéni

skupovi, tada vrijedi

k(OAJzik(AQ— > k(AN A

1<i<j<m

+ > k(AiﬂAjﬂAk)—---+(—1)m+1k<ﬁAi>.

1<i<j<k<m

(4)

Prethodni teorem se dokazuje metodom matematicke indukcije, analogno kao
i Sylvesterova formula koju ¢emo u daljnjem tekstu dokazati, stoga ovaj dokaz u

nastavku ne provodimo.

Napomena Za konaéne skupove A i B, takve da je A C B, vrijedi
k(B\ A) = k(B) — k(A). (5)
Iz prethodne formule i jednakosti (3), za proizvoljne kona¢ne skupove, slijedi
k(B\ A) =k(B) — k(AN B). (6)

Primjer 2.2 U nekom plesnom klubu ima 50 plesaca. 30 plesaca se natjece u ka-
tegoriji jazz dance-a, 16 u kategoriji break dance-a, dok ih 15 ne ide na natjecanje.
Koliko se plesaca natjece u obje kategorije? Koliko se plesaca natjece samo u kate-

goriji jazz dance-a?

Rjesenje Oznacimo s P skup svih plesac¢a u plesnom klubu, s J skup plesaca koji se
natjecu u kategoriji jazz dance-a, s B skup svih plesaca koji se natjecu u kategoriji
break dance-a, a s N skup svih plesaca koji ne idu na natjecanje. Sada imamo:

BP) =60, k0T = B0, E(B) = 16, k(N) = 15
Skupovi JU B i N su disjunktni te vrijedi P = (JUB)UN. Iz principa sume slijedi
kE(P)=k(JUB)+ k(N),

stoga je
kld U B)= k(P)— EN) =80—15 = 35.



Skup JN B predstavlja skup svih plesaca koji se natjecu u obje kategorije, jazz dance
i break dance. Njihov broj odredit ¢emo pomocu formule dane u Teoremu 2.4.
Sada je

k(JNB) =k(J)+k(B) —k(JUB) =30+ 16 — 35 = 11.

Nadalje, kako bismo dobili broj plesaca koji se natjece samo u jazz dance kategoriji
trebamo naéi k(J '\ B), a to ¢emo, pomocu jednakosti (6), napraviti na sljedeé¢i nacin

k(J\ B) = k(J) — k(JNB) =30 — 11 = 19.

Kombinatorni zadaci postavljat ¢e nam pitanje odredivanja broja nacina na
koji se neki objekti mogu razmjestiti po nekom zadanom pravilu. Razni problemi
mogu zahtijevati da taj razmjestaj bude ureden ili neureden, s ponavljanjem ili bez
ponavljanja. Za rjeSavanje tih problema koristimo varijacije, permutacije i kom-

binacije koje ¢emo definirati u nastavku, a o kojima ¢itatelj moze vise procitati u

[6].

2.1 Varijacije

Definicija 1 Neka je A n-clani skup @ neka je r € N takav da je r < n. Varijacija r-
tog razreda u skupu A je svaka uredena r-torka (ay, as, ..., a,) éije su sve komponente

ai, as, ..., a, medusobno razliciti elementi skupa A.

Sa V}L(r) oznacavat ¢emo broj svih varijacija r-tog razreda u n-clanom skupu.
Kako komponente moraju biti razli¢ite, prvu mozemo odabrati na k; = n nacina
te nakon sto smo odabrali tu komponentu, preostaje nam jos n — 1 izbora, stoga
drugu komponentu mozemo odabrati na ko = n — 1 nacina, .... Ako smo odabrali
J komponenata, j < r, tj. odabrani su ai,as,...,a;, sljedecu komponentu a;i;
mozemo odabrati na kjy; = n — j nacina. Sada primjenom teorema o uzastopnom
prebrojavanju slijedi da je ukupan broj izabranih r-torki jednak

VO =k ky-... - kp=n(n—1)----- (n—r+1).

n
Ovu definiciju ilustrirat ¢emo sljede¢im primjerom.

Primjer 2.3 Na koliko nacina mozZemo napraviti sendvi¢ ako mozZemo odabrati
tri sastojaka (imajuci na umu da ne moZemo dva puta odabrati isti sastojak) od

ponudenih osam: sunka, majoneza, ajvar, salata, kiseli krastavci, kukuruz, sir, senf?



Rjesenje Nas zapravo zanima broj varijacija bez ponavljanja tre¢eg razreda u 8-

¢lanom skupu, a to ¢emo izracunati na sljedec¢i nacin

Ve =8-7-6=336.

2.1.1 Varijacije s ponavljanjem

Definicija 2 Neka je A skup od n elemenata © neka je r € N. Varijacija s ponavlja-
njem r-tog razreda u skupu A je svaka uredena r-torka elemenata iz skupa A (¢lanovi

te r-torke mogu biti medusobno jednaki, moze biti r > n).

Broj svih varijacija s ponavljanjem u n-clanom skupu A oznacit ¢emo s 7408

Primjenom principa produkta slijedi

V) = k(Ax Ax - x A) = [k(A)]" =n".

r-puta

Primjer 2.4 Na koliko nacina mozZemo smasliti pin za mobitel ako znamo da nam

je za pin potrebno 4 znamenke?

Rjesenje Znamo da za jednu znamenku pina mozemo odabrati bilo koju od 10 zna-
menki (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) te je trazeni broj nac¢ina

Vi = 10* = 10000.

2.2 Permutacije

Definicija 3 Permutacija u n-clanom skupu A je svaka varijacija n-tog razreda u

skupu A.

Dakle, mozemo zakljuciti da je permutacija u n-clanom skupu A svaka uredena

n-torka iz A x A x --- x A ¢ije su komponente medusobno razlicite.

n-puta
Ako sa P, oznacimo broj svih permutacija u n-¢lanom skupu, tada vrijedi

P,=V™ —nn-1)...2-1=nl

Primjer 2.5 Na pocetku koreografije 6 plesacica ulazi na pozornicu, u redu, jedna

iza druge. Na koliko nacina plesacice mogu stajati u redu za ulazak na pozornicu?

Rjesenje Trazimo broj svih permutacija u 6-clanom skupu, a to je

P; = 6! = 720.



2.2.1 Permutacije s ponavljanjem

Neka je A skup od n elemenata od kojih su k; medusobno jednaki, ks medusobno
jednaki, ..., k. medusobno jednaki i k; + kg + - - - + k. = n. Permutacija s ponav-
ljanjem nad skupom A je bilo koja uredena n-torka elemenata iz skupa A.

Oznacimo li s PFvF2-kr) ukupan broj permutacija s ponavljanjem (broj svih
permutacija od n elemenata od kojih je k; jedne vrste, ky druge vrste, ..., k. r-te

vrste), vrijedi

p(kthr“zkr) —
n

Primjer 2.6 Na koliko nacina moZemo podijeliti kostime za koreografiju za 14 djece,

ako tmamo 5 plavih kostima, 5 crvenih i 4 Zutih?

Rjesenje Na raspolaganju nam je 5 plavih kostima, 5 crvenih kostima i 4 zutih koje
mozemo podijeliti djeci, stoga govorimo o permutacijama s ponavljanjem, pa ¢emo

ukupan broj izracunati na sljedeci nacin

14!
5!« 51+ 4!

]3(5,574)

- = 252252.

2.3 Kombinacije

Definicija 4 Neka je A n-clani skup ¢ v € N, r < n. Kombinacija r-tog razreda u
skupu A jest svaki r-clant podskup od A.

Broj svih kombinacija r-tog razreda u n-clanom skupu oznacavat ¢emo s c

racunamo ga na sljede¢i nacin

Cff):(n) nn—1)...(n—r+1) Al

r! (n—r)-rl’

Primjer 2.7 Na koliko se nacina od 15 ljudi mogu napravite dvije skupine, jedna od
7 i jedna od 8 ljudi?

Rjesenje Trazimo broj svih kombinacija 7-og razreda u 15-¢lanom skupu, a to je,
prema prethodnoj formuli, jednako

" 15 B 15! -
Cis —<7)—8!'7!—6435.
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2.3.1 Kombinacije s ponavljanjem

Definicija 5 Neka je A n-clani skup i r € N. Kombinacija s ponavljanjem r-tog
razreda u skupu A je svaka neuredena r-torka (ay,aq, ..., a,) (u kojoj elementi mogu

biti medusobno jednaki) elemenata iz skupa A.

Broj svih kombinacija s ponavljanjem r-tog razreda u n-¢lanom skupu oznacavat

o _ n+r—1
n r 8

Primjer 2.8 Zelimo napraviti buket od 7 cvjetova za osobu koja ée diplomirati, a

éemo s OV 1 vrijedi

u ponudi su nam ruze, ljljant © orhideje. Na koliko nacina mozZemo napraviti taj
buket?

Rjesenje Buduédi da imamo tri vrste cvijeca, slijedi da je n = 3, a trebamo napraviti

buket od 7 cvjetova pa je r = 7. Stoga je

) 3471
C§7)=(+7 ):36.

3 Vjerojatnosni prostor i klasi¢cna definicija vje-
rojatnosti

Teorija vjerojatnosti je matematicka disciplina koja je lako primjenjiva u sva-
matematike, najvise zbog svoje primjene u igrama na srec¢u. U nastavku ¢emo
navesti neke osnovne pojmove iz teorije vjerojatnosti koje ¢emo kasnije koristiti u
rjeSavanju zanimljivih primjera.

Za pocetak spomenimo pokus (eksperiment) i njegov ishod (realizacija pokusa),
a to su pojmovi koji su nam intuitivno jasni. Ono §to treba utvrditi prije samog
izvodenja pokusa jest skup uvjeta tog pokusa te sto su moguéi ishodi jer ako se
to ne utvrdi moze doéi do razlic¢itih pogleda na ishode pokusa (npr. netko moze
kao ishod gledati pobjedu/poraz u igri dok netko kao ishod gleda trajanje igre).
Elementarni dogadaj je svaki moguéi ishod jednog izvodenja slucajnog pokusa i

njega ¢emo oznacavati s w.

Definicija 6 Prostor elementarnih dogadaja (skup elementarnih dogadaja) slucajnog

pokusa je skup €, sa svojstvom da svakom ishodu pokusa odgovara tocno jedan ele-
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ment tog skupa i obratno, da svakom elementu skupa €2 odgovara toéno jedan moguci

wshod promatranog pokusa.

Definicija 7 Dogadaj je svaki podskup prostora elementarnih dogadaja pridruZenog

danom slucajnom pokusu.

Kod slu¢ajnih pokusa ne mozemo predvidjeti ishod te ako vise puta ponovimo
pokus uzastopni rezultati ¢e se razlikovati, budué¢i da ishod ovisi o mnogo faktora
koje ¢esto ne mozemo niti odrediti niti na njih utjecati. Tu se javlja teorija vje-
rojatnosti koja nam omogucava da odredimo stupanj moguc¢nosti pojave slucajnog
dogadaja te da odlucimo koji je dogadaj vjerojatniji.

Pokusi mogu biti razliciti, a posebno su nam zanimljivi oni kod kojih je pros-
tor elementarnih dogadaja konacan, a svaki pojedini ishod jednako mogué, jer nas
upravo takvi pokusi dovode do klasiéne definicije vjerojatnosti.

Definicija 8 Neka je Q2 neprazan konacan skup, to jest Q # () i
k() < oo. Ako su svi ishodi u konacnom skupu elementarnih dogadaja € jednako
moguci, vjerojatnost da se realizira dogadaj A C () jednaka je kvocijentu broja ele-

menata skupa A i broja elemenata skupa €2, to jest

P(A) = k(A)  brojg povoljnih elementarnih dogadaja za A

k(Q)  broj svih mogucih elementarnih dogadaja

Kako bismo mogli definirati vjerojatnost i vjerojatnosni prostor u opcéenitom
smislu, za proizvoljni prostor elementarnih dogadaja €2, potrebna nam je sljedeca
definicija (vidi [1]).

Definicija 9 Neka je Q # (. Familija skupova F koja sadrzi podskupove skupa €

naziva se o-algebra ako zadovoljava sljedeca svojstva:
1. 0 e F,
2. ako je A € F onda je i A® € F,

3. ako je dana familija skupova (A;,i € I),I C N iz F onda je njihova unija
takoder iz F, tj. |J A; € F.
i€l
Definicija 10 Neka je Q2 # (0 skup elementarnih dogadaja i F o-algebra na njemu.
Funkcija P : F — R je vjerojatnost na §2 ako zadovoljava sljedeca svojstva:
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1. P(A)>0,YA € F,
2. P(Q) =1,

3. ako je dana familija medusobno disjunktnih skupova (A;,1 € I) iz F onda je

P(UAZ) = P(A).

iel iel
Prethodna svojstva nazivaju se aksiomi vjerojatnosti.

Definicija 11 Uredena trojka (Q,F,P) skupa Q # 0, o-algebre F na njemu i

vjerojatnosti P : F — R naziva se vjerojatnosni prostor.

3.1 Osnovna svojstva vjerojatnosti

Aksiomi vjerojatnosti imaju za posljedicu neka svojstva vjerojatnosti koja ¢emo
u nastavku iskazati jer ¢e nam biti potrebna prilikom rjesavanja i boljeg razumije-

vanja zadataka.
Teorem 3.1 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Tada vrijedi:

1. Vjerojatnost suprotnog dogadaja
Neka je A € F dogadaj i A € F njemu suprotan dogadaj. Tada je

P(A%) =1 — P(A).

Dokaz. Znamo da su skupovi A i A® disjunktni, to jest AN A = (. S druge
strane, AU A® = Q, a po drugom aksiomu vjerojatnosti je P(Q2) = 1, stoga je
P(AU A®) = 1. Sada, prema treéem aksiomu vjerojatnosti, vrijedi

P(AUA®) = P(A)+ P(A) =1
iz Cega slijedi trazena jednakost. 0J

2. Vjerojatnost praznog skupa (nemoguceg dogadaja)

P(®) =0.
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Dokaz. () = QF pa koristeéi prethodno svojstvo dobivamo

P@) =P =1-P(Q)=1-1=0.

3. Monotonost vjerojatnosti

Neka su A, B € F dogadaji takvi da je A C B. Tada vrijeds

P(A) < P(B).

Dokaz. Kako je A C B, B mozemo zapisati kao B= AU (B \ A) (Slika 1.).
B

Slika 1.
Buduéi da smo B zapisali kao uniju dva disjunktna skupa, primjenom treceg

aksioma vjerojatnosti dobivamo
P(B)=P(AU(B\ A))=P(A)+ P(B\ A).
Kako je prema prvom aksiomu vjerojatnosti P(B\ A) > 0, vrijedi da je
P(A)+ P(B\ A) > P(4)

Sto nam upravo daje trazenu nejednakost.

Iz prethodnog rac¢una mozemo zakljuciti da za dva dogadaja A i B, za koje
vrijedi A C B, vjerojatnost dogadaja B\ A racunamo kao

P(B\ A) = P(B) — P(A). (7)

4. Vjerojatnost unije dva dogadaja
Ako su A, B € F ne nuzno disjunktni dogadaji, tada je

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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Dokaz. Kao sto mozemo vidjeti na Slici 2., A U B mozemo zapisati kao uniju

disjunktnih skupova na sljede¢i nacin

AUB = (A\B)U(ANB)U(B\A)=(A\(ANB))U(ANB)U(B\(ANB)).

Slika 2.
Prema treéem aksiomu vjerojatnosti i svojstvu (7), koje mozemo primijeniti
zbog ANBC Ai AN B C B, slijedi
P(AUB)=P(A\(ANB))U(ANB)U(B\(ANB))
P(A)— P(ANB)+ P(ANnB)+ P(B)— P(ANB)
=P(A)+ P(B)— P(ANnB).

. Prebrojiva ili o-subaditivnost

Neka je (A;,i € 1), I CN familija dogadaja iz F. Tada vrijedi

P(UAZ-) <> P(4).

i€l i€l

. Neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na rastucu familiju dogadaja

Neka je (A,,n € N) rastuéa familija dogadaja iz F, 1j.

A CAC...CA,C.... Tada vrygeds
P( LEJNAn) = lim P(4,).

. Neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na padajucu familiju dogadaja

Neka je (A,,n € N) padajuca familija dogadaja iz F, tj.

A1 DA D...D2 A, D.... Tada vrijedi
P( Q\IAH) = lim P(4,).

Dokazali smo prva cetiri svojstva buduéi da ¢e nam biti potrebna u daljnjim

primjerima, dok dokaze ostalih svojstava ¢itatelj moze pronaci u [1].
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3.2 Uvjetna vjerojatnost

Svakom dogadaju, u skladu s klasicnom definicijom vjerojatnosti, pridruzili smo
njegovu vjerojatnost koja je potpuno odredena i ne mijenja se u postavljenom pro-
blemu. No, sto ako promatramo vjerojatnost nekog dogadaja uz dodatne informacije
o realizaciji slu¢ajnog pokusa? Kako bismo odgovorili na ovo pitanje uvodimo pojam

uvjetne vjerojatnosti.

Definicija 12 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i B € F dogadaj takav da
je P(B) > 0. Uvjetna vjerojatnost uz dani dogadaj B je funkcija Pg : F — [0,1]

definirana izrazom
P(ANB)
Pg(A) = ————
za svaki A € F.

Dokazimo da je ova funkcija vjerojatnost, tj. da zadovoljava aksiome vjerojat-

nosti.

1. U definiciji je B takav da je P(B) > 0, a kako je P vjerojatnost, vrijedi
P(AN B) >0 iz ¢ega slijedi da je Pg(A) > 0.

P(QNB) P(B)
PO ="pE ~Pm "

3. Neka je dana familija medusobno disjunktnih skupova (A;,7 € I) iz F.
Tada je

()20 _(yees)

pd P(B) B P(B)
> P(4; N B)
iel })<f1ir113)
== Fm =X pm = A

i€l iel

O

Budu¢i da govorimo o uvjetnoj vjerojatnosti, javlja nam se i pojam nezavisnosti
dogadaja. Taj pojam nam je intuitivno jasan, npr. ako dva gimnasticara izvode
istu vjezbu, uspjesnost izvedbe vjezbe jednog gimnasticara ne ovisi o uspjesnosti
izvedbe drugog. Sada ¢emo taj intuitivno jasan pojam zapisati i u matematickom
obliku.
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Definicija 13 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Kazemo da su dogadaji A i
B nezavisni ako vrijedi

P(ANnB)=P(A)- P(B).
Ovu definiciju mozemo i generalizirati na proizvoljnu familiju dogadaja.

Definicija 14 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. KazZemo da je proizvoljna
familija dogadaja (A;,i € I),I C N nezavisna ako za svaki konacan skup indeksa

{i1,99,...,in} C I vrijedi

Sada mozemo primijetiti da ako imamo dva nezavisna dogadaja A i B, prema

definiciji nezavisnosti i uvjetne vjerojatnosti vrijedi
P(ANnB)=P(A)- P(B),

iz Cega slijedi
Py(A) = P(;l(g)B) _ P(fg(';)w) — P(A).

Stoga, mozemo zakljuciti da ako su dva dogadaja nezavisna, realizacija dogadaja A

nece ovisiti o realizaciji dogadaja B.

4 Primjena kombinatornih principa na vjerojat-
nosne probleme

Vjerojatnost smo definirali klasicnom definicijom u kojoj pretpostavljamo da
su svi ishodi u konacnom nepraznom skupu elementarnih dogadaja jednako moguci
te vidimo da je vjerojatnost jednaka kvocijentu broja povoljnih i broja svih mogucih
dogadaja, a ti brojevi zapravo predstavljaju kardinalne brojeve odgovarajuc¢ih sku-
pova. Stoga, mozemo zakljuciti da ¢e se racunanje vjerojatnosti (u slucéaju kada
mozemo primijeniti klasiénu definiciju vjerojatnosti) svesti na prebrojavanje eleme-
nata skupova za Sto ¢e nam koristiti kombinatorni principi koje smo upoznali. Za

pocetak, prisjetimo se principa sume

k(S USyU---US,) = k(Sy) + k(Sa) + - - + k(Sy),
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gdje su dani skupovi konaé¢ni i medusobno disjunktni. Ako pretpostavimo da su nasi
skupovi zapravo dogadaji koji se medusobno iskljucuju, te da je Si,95,...,5, C Q
(pri éemu je 2 neprazan, konacan skup elementarnih dogadaja) kada prethodnu
jednakost podijelimo s k(€2) dobivamo

E(StUSyU---US,)  Ek(Sy) + k(S2) + -+ k(S,)

) )
_ k(S1) | Kk(S2) k(Sn)
OO

te iz klasi¢ne definicije vjerojatnosti slijedi

sto je upravo treci aksiom vjerojatnosti u slucaju konacnog broja dogadaja.

Kao sto smo i vidjeli, prethodna jednakost vrijedi u slucaju kada imamo konacne,
medusobno disjunktne skupove. Ako se ne radi o medusobno disjunktnim skupo-
vima, tada mozemo primijeniti Teorem 2.4 u kojem imamo konacne, ne nuzno di-
sjunktne, skupove. Ako na skupove A i B, iz spomenutog teorema, gledamo kao na
elemente iz neke o-algebre na €2 te ako jednakost (1) podijelimo s k(2) dobivamo

KAUB) k(A k(B) k(ANB)

)R TR TR

sto je prema klasicnoj definiciji vjerojatnosti ekvivalentno s
P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANnB)

¢ime dobivamo cetvrto svojstvo vjerojatnosti. Takoder, jednakost (7), dobivenu u
dokazu svojstva monotonosti vjerojatnosti, mozemo dobiti i iz jednakosti (5) dije-
ljenjem svakog clana s k(£2) kao sto je prethodno opisano, uz veé¢ spomenutu pret-
postavku o konaé¢nosti nepraznog skupa (2.

Nadalje, na isti nacin kao sto smo generalizirali tvrdnju Teorema 2.4 na for-
mulu ukljucivanja-iskljuc¢ivanja, mozemo generalizirati svojstvo vjerojatnosti unije
dva dogadaja na vjerojatnost unije kona¢no mnogo dogadaja, kako bismo dobili

takozvanu Sylvesterovu formulu.

Teorem 4.1 (Sylvesterova formula) Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i
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{A1, Ay, ..., An} € F konacna familija dogadaja. Tada vrijedi

P(OA@-) :i:P(A,-)— Y. PlAin4;)

1<i<j<n
+ Z PAINA;NA) —- -+ (—1)”+1P<ﬂAi>.
1<i<j<k<n i=1
Dokaz. Sylvesterovu formulu dokazat ¢emo metodom matematicke indukcije. Za
n = 1 imamo P(A;) = P(A;) sto ocito vrijedi. Za n = 2 tvrdnja vrijedi $to smo
dokazali u Teoremu 3.1 kao tvrdnju o vjerojatnosti unije dva dogadaja. Za n = 3
uzet éemo A, Ag, Az € F te neka je B = A; U Ay. Sada vrijedi
P(A1UAsUA3) = P(BU A3) = P(B) + P(A3) — P(BN A3)
= P(A; U A) + P(A3) — P((A; U Ag) N Aj3)
= P(A;) + P(A2) — P(A1 N Ay) + P(A3)
— P((AiNA3) U (AN As))
= P(A;) + P(As) — P(A1 N As) + P(A3)
— (P(A1NA3)+ P(AsNA3) — P(ATNA3N Ay N A3))
— P(A1) + P(As) + P(A;) — P(A1 N Ag) — P(A; N Ay)
— P(A; N A3) + P(A; N Ay N A3),
¢ime smo dokazali Sylvesterovu formulu za n = 3.

Pretpostavimo sada da Sylvesterova formula vrijedi za sve familije od n — 1
dogadaja. Nadalje, neka su Aq, Ag, ..., A, € F te neka je

n—1
B=|JA, Ci=ANA, i=12,...,n—1

i=1

p( ) p(<UA>UA>:p<BuAn> o

Sada imamo

= P(B) + P(BNA4,).
Bududi je
n—1 n—1
P(B) = P( U Ai> =Y PA)- ) PANA)
i=1 i=1 1<i<j<n—1

1<i<j<k<n—1
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te
n—1 n—1
P(BNA,) = P<< U A,-) mAn> = P( U(AmAn)>
i=1 i=1
n—1 n—1
i=1 i=1 1<i<j<n—1
n—1
+ ) P(Cijka)—---Jr(—l)"P(ﬂa-)
1<i<j<k<n—1 i=1
n—1
=Y PANA)— ) PANANA,)
i=1 1<i<j<n—1
+ ) P(AimAijkﬂAn)—---+(—1)”P<ﬂAi>,
1<i<j<k<n—1 i=1
uvrstavanjem u (9) upravo dobivamo Sylvesterovu formulu. O

Sylvesterova formula korisna je za rjesavanje razlicitih vjerojatnosnih problema

te ¢emo je u nastavku ilustrirati na nekoliko zanimljivih primjera.

Primjer 4.1 U vecini kartaskih igara, korisne (jake) karte su A (as), K (kralj), Q
(dama), J (decko). Ako dijelimo 52 karte na 4 igraca, kolika je vjerojatnost da u

jednom dijeljenju neki igra¢ ne dobije niti jednu korisnu kartu?

Rjesenje Odredit ¢emo prvo k(Q2). Kako dijelimo 52 karte na 4 igraca, svaki igrac
¢e dobiti slucajno podijeljenih 13 karata.

52
k(Q) =¥ = (13).

Ono s§to se od nas trazi u zadatku je da odredimo vjerojatnost da neki igrac¢ nije

dobio niti jednu korisnu kartu. Kako to moze biti bilo koji od nasih cetiri igraca,
4

mi ¢emo traziti P ( U Ai), gdje je A; = {i-ti igra¢ nema niti jednu korisnu kartu}.
i=1

Nasu trazenu vjerojatnost ¢emo izracunati upravo koriste¢i Sylvesterovu formulu

p<gAi>:gP(Ai)— > P(Ain4;)

1<i<j<4

+ ) P(AiNA;jNAp) — P(ANAyNAsnAy)

1<i<j<k<4
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Korisnih karata ima 16, a kako je 52 — 16 = 36 imamo sljedece

36
KA = Cy” = (13)2- =1,2,3,4,

pa dobivamo

Kako bismo izracunali P(A; N A;) moramo znati da u ovom slucaju ni igra¢ 4 ni

igrac 7 nisu dobili korisne karte pa je

36\ (23
P(AiﬂAj):%-%, zasvaki 1 <i<j <4

(s) (i)
Kada pogledamo dogadaj A;NA;N A, shvacamo da je on nemogud, jer u tom slucaju
imamo 3 igraca koja trebaju dobiti 3 - 13 = 39 karata koje nisu korisne, dok mi na
raspolaganju imamo njih 36. Prema Teoremu 3.1, tvrdnji o vjerojatnosti nemogudéeg
dogadaja, je P(A; N A; N Ag) =0, Sto ¢e vrijediti i za dogadaj A3 N Ay N Az N Ay.

Dakle, sada je

' (1) . (3)  (3)

P(UAZ) 4 P(A) —6-P(A N Ay —4- 38 g ) L) g 15
i=1 (13) (13) (13)

Primjer 4.2 Na jednom skolskom natjecanju iz granicara natjecu se 4 ekipe od kojih

se svaka sastoji od pet ucenika i to tri osmasa i dva sedmasa. Od svih sudionika

natjecanja slucajno odaberemo 6 ucenika. Kolika je vjerojatnost da
(a) medu izabranim ucenicima su toc¢no dva osmasa?
(b) medu izabranim ucenicima je barem jedan ucenik iz svake ekipe?

Rjesenje I u jednom i u drugom slucaju ée nam biti potreban prostor elementarnih
dogadaja, a ovdje je to Q = {svi 6-clani podskupovi skupa od 20 elemenata}. Stoga
je k(Q) = (260). Trazene dogadaje oznacit ¢emo s

A = {medu izabranim uéenicima su toc¢no dva osmasa}

B = {medu izabranim ucenicima je barem jedan ucenik iz svake ekipe}.

Kako bismo izracunali vjerojatnost dogadaja A moramo odrediti kardinalni broj tog
skupa. Buduéi da imamo 3-4 = 12 osmasa i 2-4 = 8 sedmasa, a biramo 6 ucenika od
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kojih zelimo da budu toéno dva osmasa k(A) = (122) : (i). Sada mozemo izrac¢unati

vjerojatnost primjenjujuéi klasi¢nu definiciju vjerojatnosti

b(4) _ (5) - ()
PlA) = =227 ~0.1192.

Q) (F)
Dogadaj B prikazat ¢emo na sljede¢i nacin:
ako oznacimo s
B; = {medu izabranim ucenicima je barem jedan ucenik iz i-te ekipe},i =1,2, 3,4,
onda je

B:BlﬂBgﬂBgﬂB4.
Dakle,
P(B) = P(B1N By N B3N By).
Kako nam je, u ovom slucaju, lakse raditi sa suprotnim dogadajima, promotrimo
sljedec¢i dogadaj:
BY = {medu izabranim ucenicima nema niti jednog iz i-te ekipe}.
Sada ¢emo imati
P(B) = P(B, N B,N B3N By) = P((BY U BS U BS U BS)°). (10)

Koristeci svojstvo vjerojatnosti suprotnog dogadaja iz Teorema 3.1, dobivamo sljedece

P(BSUBSUBSUBS)) =1-P(BSUBS UBS UBY), (11)

sto je prema Sylvesterovoj formuli
P(BS U BS U BS U BS) = P(BY) + P(BS) + P(BS) + P(BS) — P(BS n BE)
— P(Bf nBE) = P(Bf n.BY)— P(BSE N BY)
—P(B{NBS) - P(BSNBSY+P(BSNBENBS) (12)
+ P(BS N BE N BS) + P(BS N BS N BS)
— P(B¢ n BS n BS n BY).
Kada (11) i (12) uvrstimo u (10) dobivamo da je vjerojatnost dogadaja B
P(B) =1— P(Bf) — P(B5) — P(B§) — P(Bf) + P(Bf N BY)
4+ P(BS N BS)+ P(BS N BS) + P(BS N BS) 4 P(BS N BY)
1+ P(B. 1By —P(BY 0B n BY) = P(BY N.BS A BY)
—P(B N8 mBY4+ P(B; MBS m.BS N

(13)
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Sada treba izracunati sve vjerojatnosti koje su nam potrebne kako bismo izracunali
vjerojatnost trazenog dogadaja. Buduéi da zelimo odabrati Sest ucenika, a da pri
tome niti jedan od tih Sest nije iz i-te ekipe,

o= (o) (5) = ()

15
P(Bf)z(%o),i:1,2,3,4.
s

Nakon toga, trazimo vjerojatnost dogadaja BY N B]C,i # j, to jest zelimo odabrati

pa je

Sest ucenika tako da niti jedan nije iz i-te ekipe i niti jedan nije iz j-te ekipe pa je

10 10 10
KB NB;) = (o) ' (6) - (6)”"j:1’273v47i#j,

k(BE N B¢ e
BBl i) = ( ];(g) 0 _ E;‘O;.

Nadalje, vidimo da je dogadaj B¢ N BJC N BS nemogué jer u nasem izboru od Sest

ucenika ne bi trebao biti niti jedan ucenik iz 3 ekipe, sto nam ostavlja 20 — 15 =5
ucenika od kojih bismo trebali izabrati 6, a to je nemoguce. Prema vjerojatnosti
nemoguceg dogadaja iz Teorema 3.1 slijedi P(Bf N BS N BY) = 0,1 # j # k,i,5,k =
1,2,3,4. Ocito je da ¢e i dogadaj B N BS N BS N B§ biti nemogué pa ¢e i njegova
vjerojatnost biti jednaka 0.

Nakon §to sve izracunato uvrstimo u (13), dobivamo

(15) (10)
_ 6 6 -
PiB) —1—4-m+6-m—3-0+0~0.51599.
6 6
Sljede¢im primjerom pokazat ¢emo kako odrediti vjerojatnost da slucajnim oda-
birom vise proizvoda uzmemo nekoliko neispravnih. Taj primjer poznat je i pod

nazivom kontrola kvalitete.

Primjer 4.3 Pretpostavimo da u kutiji imamo 600 Tamagotchi igracaka, od kojih je
3% meispravno. Kolika je vjerojatnost da smo sluc¢ajnim odabirom 30 igracaka uzeli

toéno tri neispravne igracke?

Rjesenje U kutiji imamo 3% neispravnih igracaka, sto znaci da je od njih 600, 18

neispravnih. Mi slu¢ajno odabiremo 30 igracaka, a buduéi da nas zanima kolika
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je vijerojatnost da su tocno tri neispravne, nije nam vazan raspored. Stoga su svi
mogudi ishodi naseg izvlacenja zapravo 30-¢lani podskupovi skupa od 600 elemenata,
odnosno nas prostor elementarnih dogadaja ¢e biti

Q = {sve kombinacije 30-0g razreda skupa od 600 elemenata}.

To znaci da je k() = (63000). Neka je sada A C Q, gdje je

A = {izmedu 30 slucajno odabranih igracaka tocno su 3 neispravne}

te trebamo nadéi k(A). Budué da nam je poznato da je 18 igracaka neispravnih,

znamo da ¢emo 3 neispravne odabrati izmedu tih 18, a to mozemo uciniti na (138)

nacina. Kako smo odabrali 3 neispravne, ostaje nam odabrati 30 — 3 = 27 igracaka

582
27

imamo da je k(A) = (138) (52872). Na kraju, vjerojatnost da smo slucajnim odabirom 30

igracaka uzeli tocno 3 neispravne je, prema klasi¢noj definiciji vjerojatnosti, jednako

izmedu 600 — 18 = 582 ispravne igracke sto mozemo uciniti na ( ) nacina. Sada

P(4)= "4 _ () o) ~ 0.0458.
Dok T

Ovaj primjer mozemo i poopéiti: pretpostavimo da imamo skup od n proizvoda
medu kojima je i neispravnih ili oste¢enih (Skart roba). Kolika je vjerojatnost da
izmedu m slucajno odabranih proizvoda iz tog skupa bude tocno j neispravnih?
(Jasno nam je da je m <nij <i).

Kao i u prethodnom primjeru, moguéi ishodi ovog pokusa su svi m—clani pod-
skupovi skupa od n elemenata pa je jasno da ih ima (771) Sada trebamo saznati
koliko je medu njima podskupova koji sadrze tocno j neispravnih. Taj broj ¢emo
dobiti tako da prvo izaberemo proizvoljnih j od ¢ neispravnih, a zatim ih kombini-
ramo sa m — J koje smo odabrali od n — ¢ ispravnih proizvoda. Prvi izbor mozemo
napraviti na (;) dok drugi mozemo napraviti na (;‘:J) nacina. Prema teoremu o

uzastopnom prebrojavanju i definiciji vjerojatnosti, trazena vjerojatnost je

() (my)
Nacin zakljuc¢ivanja, opisan iznad, mozemo primijeniti i na sljede¢em primjeru.
Primjer 4.4 U Sesiru imamo n kuglica: ny kuglica jedne boje, ns kuglica druge boje,
.., Ny kuglica m-te boje. Pri tome je ny +ng + - - -+ n,, = n te 1z Sesira 1zvlacimo
k kuglica. Kolika je vjerojatnost da je medu k izvucenih kuglica ky kuglica prve boje,
ko druge boge, ..., k,, m-te boje s tim da je ky + kg +---+k,, = k?
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Rjesenje Ocito je k(1) = (}), a ako nas trazeni dogadaj oznatimo s A, primjenom

teorema o uzastopnom prebrojavanju dobivamo

k(A) = <Z> . (@ ..... (Z:)

Pogledajmo u nastavku jos jedan zanimljiv primjer, poznatiji kao De Méréov
paradoks.

Primjer 4.5 (De Méréov paradoks) Igra se sastoji od bacanja triju igraéih kockica.
Promatramo dva dogadaja: ukupan zbroj brojeva na kockicama je 11 1 ukupan zbroj

brojeva na kockicama je 12. Oznacimo ih ovako:
Ay = {ukupan zbroj brojeva je 11}
Ay = {ukupan zbroj brojeva je 12}.
De Méré je razmisljao da bi se oba dogadaja trebala pojavljivati podjednako puta, jer
se Ay pojavljuje u tocno 6 slucajeva, isto kao © dogadaj As:
A, = {(6,4,1),(6,3,2),(5,5,1),(5,4,2),(5,3,3),(4,4,3)}
Ap = {16,5; 1}, (6,4, 2}, (6,3,8), 15,5, 2}, (5,4, 3], (4,4, 4)}
No, promatranjem 1 biljeZenjem rezultata primijetio je da se dogadaj Ay pojavljuje
vise puta nego As. Gresku u njegovom razmisljanju uocio je Pascal. Zakljucio je da
svi ishodi koje je De Méré uocio ipak nisu jednako vjerojatni.
U ovom pokusu prostor elementarnih dogadaja je

Q={(,4,k) 4,4, k=1,2...,6}
stoga je k(Q) = V@ = 6% = 216. Kada gledamo dogadaje Ay i As, vidimo da

mogucnostt da ce na tri kocke pasti razliciti brojevi ima Ps = 6, mogucnosti da
¢e na duvije kocke pasti isti brojevi ima P?fz’l) = 3, a mogucnost da na sve tri kocke

padnu isti brojevi je samo jedna. Prema tome zakljucujemo
k(A))=6+6+3+6+3+3=27

k(A2) =6+6+3+3+6+1=25.
Uocavamo da je k(A1) > k(As) pa je samim time i P(Ay) > P(A3).
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Kombinatoriku i teoriju vjerojatnosti mozemo primjenjivati i u drugim po-
dru¢jima, kao na primjer u fizici. U tome ¢e nam pomoci primjer razdiobe kuglica

po kutijama.

Primjer 4.6 (Razdioba kuglica po kutijama) Na slu¢ajan nacin radimo razdiobu
r kuglica v n kutija. Kutije cemo oznaciti s ai,aq, ..., a,. Svaku kuglicu moZemo
staviti u jednu kutiju, stoga éemo svaki ishod naSeq pokusa razdiobe r kuglica u
n kutija oznaciti r—torkom (a;,, iy, ..., a; ), gdje a; oznacava kutiju u koju smo

smjestili k—tu kuglicu, za k =1,2,...,r. MoZemo promatrati nekoliko mogucénosti:

e u svakoj kutiji moZe biti proizvoljno mnogo kuglica, tada uw r—torci moze biti

jednakih elemenata

e u svakoj kutiji ne moze biti vise od jedne kuglice, tada su u r—torci elementi

razlicits
e kuglice medusobno razlikujemo, tada je r—torka uredena

o kuglice ne razlikujemo medusobno, tada je r—torka neuredena.
Pogledajmo sada sljedece slucajeve i njihovu primjenu:

1. Ako u svakoj kutiji moZe biti proizvoljno mnogo kuglica @ kuglice razlikujemo,
ukupan broj mogucéih razdioba r kuglica u n kutija bit ce jednak broju svih
varijacija s ponavljanjem, tj. Vn(r) =3,

U fizici, kutije mozemo interpretirati kao energetske nivoe, a kuglice kao cestice.

Mazwell-Boltzmannova hipoteza kaze da su sve razdiobe jednako vjerojatne [4].

2. Ako u svakoj kutiji moze biti proizvoljno mnogo kuglica i kuglice ne razliku-
jemo, ukupan broj mogucih razdioba r kuglica u n kutija je jednak broju svih

kombinacija s ponavljanjem r—tog razreda u skupu od n elemenata, odnosno

broj svih ovakvih razdioba jednak je c = ("+:_1).
Ako imamo istu interpretaciju iz fizike kao i u prethodnom slucaju, tada nam

Bose-FEinsteinova hipoteza govori da su sve te razdiobe jednako vjerojatne.

3. Ako je r < n, svaka kutija moZe primiti najvise jednu kuglicu 1 kuglice ne
razlikujemo, tada je ukupan broj razdioba jednak broju svih kombinacija r—tog

razreda u n—clanom skupu, odnosno taj broj je C'T(LT) = (:)

Opet s istom interpretacijom iz fizike kao w prethodna dva slucaja, Fermi-

Diracova hipoteza turdi da su sve ovakve razdiobe jednako vjerojatne.
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4. Ako je r < n, svaka kutija moZe primiti najuvise jednu kuglicu i kuglice razli-
kujemo, tada je broj svih razdioba jednak broju svih varijacija r—tog razreda u

n—clanom skupu, to jest v = nn—1)...(n—r+1).

Mmnogi problemi mogu se svesti upravo na razdiobu r kuglica u n kutija kao na pri-
mjer: mjerenje kozmickog zracenja (Griegovi brojaci su kutije, a Cestice koje padaju
na brojace su kuglice), bacanje r igracéih kockica (razdioba r kuglica un = 6 kutija),

bacanje simetricnog novéi¢a r puta (razdioba r kuglica u n = 2 kutije)...

Jos jedan zanimljiv primjer koji se moze primjenjivati na razlicite pokuse je

slican prethodnom primjeru, no u ovom slucaju izvlacimo kuglice iz kutije.

Primjer 4.7 U kutiji imamo n razlicitih kuglica (kuglice smo oznacili brojevima)
1 1z te kutije slucajnim odabirom biramo r kuglica. Uuvjeti mogu biti razliciti, a mi

c¢emo promotriti neke moguénosti:

1. Izabiranje s vracanjem i uredajem. Kuglice 1zvlacimo tako da izvucemo kuglicu,
zabiljezimo njenu oznaku te ju vratimo u kutiju i to ponavljamo r puta. Rezul-
tat naseg pokusa je uredena r—torka (ay, as, . ..,a,) u kojoj svaki a; oznacava
kuglicu koja je izvucena u j—tom izvlacenju, j = 1,2, ..., r. Stoga zakljucujemo
da se ovdje radi o varijacijama s ponavljanjem r—tog razreda u n—clanom

skupu pa je ukupan broj razlicitih jednako vjerojatnih ishoda jednak v =,

2. Izabiranje bez vracanja i s uredajem. Slucaj u kojem izvlacimo kuglicu @ ne
vrac¢amo ju u kutiju, ali © dalje biljezimo redoslijed izvlacenja. Rezultat ovog
pokusa su uredene r—torke ciji se elementi medusobno razlikuju. U ovom
slucaju mora biti v < n jer ne moZemo izvuci vise kuglica nego sto th je
u kutiji. Broj svih razlicitih jednako vjerojatnih ishoda bit ée jednak broju
varyjacyja r—tog razreda n—clanog skupa, stoga ih ukupno ima
Vi =nn—1)...(n—r+1).

3. Izabiranje bez vracanja i bez uredaja. U ovom slucaju kuglice izvlacimo, ali th
ne vracamo u kutiju i nije nam bitan redoslijed kojim izvlacimo kuglice. Ovaj
slu¢aj mozZemo poistovjetiti s time da odjednom izvucemo r kuglica. OCcito je
da je r < n, a rezultat pokusa ce biti r—clani podskup n—clanog skupa, pa ce
broj razlicitih jednako vjerojatnih ishoda biti jednak broju kombinacija r—tog

razreda n— clanog skupa, odnosno o = (:f)
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4. Izabiranje s vracanjem i bez uredaja. U zadnjem slucaju koji cemo promatrata,
kuglice nakon svakog izvlacenja vracamo u kutiju ¢ nije nam bitan redoslijed
kojim smo izvukli kuglice, ve¢ nam je bitno koje kuglice smo izvukli. Ovdje ce
rezultat pokusa biti neuredena r—torka u kojoj se elementi mogu i ponavljat.
Stoga nam je jasno da se ovdje radi o kombinacijama s ponavljanjem r—tog

razreda u n—clanom skupu pa je broj razlicitih jednako vjerojatnih ishoda jed-
nak 617(17") _ (n-l—r—l) !

r

4.1 Primjeri koji povezuju kombinatoriku i uvjetnu vjero-
jatnost

Preostaje nam pokazati na koji na¢in mozemo povezati kombinatoriku i uvjetnu

vjerojatnost, a to ¢emo ilustrirati sljede¢im primjerima.

Primjer 4.8 Slucajan pokus se sastoji od bacanja dvije simetricne igrace kockice.

Dogaduaji koje cemo promatrati su definirani na sljedeci nacin:
A = {na prvoj kockici je pao broj 2}

B = {suma brojeva na obje kockice je 6}.

Kolika je vjerojatnost dogadaja A ako nam je poznato da se realizirao dogadaj B?

Rjesenje Nas skup elementarnih dogadaja bit ce:

Q={(,j):4,j€{1,2,...,6}}

pa je k(2) = 6 - 6 = 36. Zapisimo sada matematicki nase dogadaje:
A= {(ij) tJe {1’ 2,... 76}} = {(27 1>’ (27 2)7 (27 3)7 (274)7 (27 5)7 (2a 6)}

B={(,7):i,5€{1,2,...,6} Ai+j=6} ={(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(51)}.

Buduéi da je kod dogadaja A poznato da je uvijek na prvoj kockici 2, jasno nam je
da je k(A) = 6, dok je kod dogadaja B poznato da je suma brojeva na kockicama
6 pa imamo k(B) = 5. Kao sto vidimo, prebrojavali smo elemente skupova i dobili
kardinalne brojeve tih skupova. Iz formule za izracunavanje uvjetne vjerojatnosti

(8) vidimo da ¢e nam biti potreban skup

ANB={(2,5):5€{1,2,....,6}Ni+j=6}={(2,4)}
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te je ocito k(AN B) = 1. Sada, prema klasi¢noj definiciji vjerojatnosti, ra¢unamo

k(ANB)

P(ANB) _kANB) 1,

P(B) k_(% k(B) 5

Pp(A) =

_ K
k(

~— | =

Ono sto mozemo zakljuéiti iz ovog primjera jest da se racunanje uvjetne vjerojatnosti
moze svesti na racunanje kardinalnih brojeva odgovarajuc¢ih skupova te samim time
i formulu uvjetne vjerojatnosti (u slucaju kada vrijede pretpostavke dane u klasi¢noj

definiciji vjerojatnosti) mozemo zapisati kao

k(AN B)

Pgp(A) = “KB)

sto slijedi direktno iz (8) i klasi¢ne definicije vjerojatnosti.

Primjer 4.9 Jedan plesni klub treba odraditi nastup s 20 plesaca, no zbog godisnjih
odmora, imaju samo 15 plesaca, stoga odluce posuditi plesace iz drugog plesnog kluba.
U drugom plesnom klubu tma 20 plesaca, 7 muskaraca i 13 Zena, te su svi plesaci
spremnt pomoci. Voditelj kluba nasumicno odabire plesace. Ako znamo da su svi

odabrani plesaci istog spola, kolika je vjerojatnost da su svi muskarci?

Rjesenje Buduci da odabiremo 5 plesaca iz drugog kluba od njih 20, vrijedi
E(Q) = (250). Ono $to znamo je da su svi odabrani plesaci istog spola, a zanima nas
kolika je vjerojatnost da su svi muskarci te ¢emo definirati sljedece dogadaje

A = {odabrani plesaci su muskarci}

B = {odabrani plesaci su istog spola}.

Mozemo primijetiti da je A C B pa prema svojstvu monotonosti vjerojatnosti iz
Teorema 3.1, zaklju¢ujemo da ée biti P(A) < P(B) $to mozemo i pokazati.
Ocito je

odnosno
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Trazimo vjerojatnost da su odabrani plesac¢i muskarci, pod uvjetom da su svi oda-

brani plesaéi istog spola. Dakle,

P(AnB) P(A) . |
Pg(A) = = C B
B( ) P(B) P(B)7JerJeA— )
iz cega slijedi »
k(A 7
M _ k(A ()
Pp(A) = 22 _ = ~ 0.0161.
W FB) () + ()

Primjer 4.10 U Tromagijskom turniru sudjeluju tri carobnjaka iz tri razlicite skole.
Jednako je vjerojatno da su odabrani ucenici ili ucenice 1 biljezimo redoslijed oda-
bira zbog poretka izvrsavanja zadataka. Jesu li sljedeca dva dogadaja nezavisna:

A ={odabrana je barem jedna ucenica}, B ={odabrane su dvije ucenice i ucenik}?

Rjesenje Za pocetak, odredimo €2, gdje ¢emo s b oznaciti ucenika, a s g ucenicu.
Q= {(b,b,b), (b,b,9), (b, g,b), (g,0,0), (0,9, 9), (9,,9), (9, 9.b), (9,9, 9)}, k(©2) = 8
Znamo da ¢e dogadaji A i B biti nezavisni, ako vrijedi
P(ANnB)=P(A)- P(B).
Kako je
A={(bb,9),(b,9,b),(g,b,b), (b, 9,9), (9,6, 9),(9,9,0), (9,9, 9)}, k(A) = 7

B={(b,9,9),(9,b,9),(g9,9,b)},k(B) =3
ANnB={(b,g,9),(9,b,9),(9,9,0)},k(ANB) =3,

prema klasi¢noj definiciji vjerojatnosti racunamo sljedece

k(A) 7
W=k@ s
_k(B) 3
PE = %0) s
P(ANB) = k(;j(g)B) — g

Sada vrijedi
3 21
P(ANDB) = ¢ # &1 =P(4)- P(B),

¢ime smo pokazali da dogadaji nisu nezavisni.
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Zakljucak

Ljudi su se oduvijek bavili kombinatorikom i teorijom vjerojatnosti, a vidjeli
smo koliko su se te dvije grane matematike razvile od koristenja u igrama na sreéu
do rjesavanja vjerojatnosnih problema koji su primjenjivi na razli¢ite situacije u
zivotu. Na osnovu razlic¢itih definicija, teorema i svojstava povezali smo kombinato-
riku i teoriju vjerojatnosti te smo rijesili mnoge zanimljive vjerojatnosne probleme uz
koristenje kombinatornih principa. Sada, na primjer, znamo da koriste¢i definiciju
klasicne vjerojatnosti mozemo do¢i od formule ukljucivanja-iskljucivanja do Sylves-
terove formule. Vjerojatnost da ne dobijemo niti jednu jaku kartu je zaista mala,
dok ¢emo, ako odaberemo 30 igracaka, morati malo vise paziti kako ne bismo uzeli
3 neispravne. Zadatak kombinatorike u tome je da nam pomogne pri prebrojavanju
svih mogu¢ih dogadaja u odredenom problemu. Na kraju mozemo zakljuciti kako

kombinatorika zaista ima veliku primjenu u razli¢itim vjerojatnosnim problemima.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu opisujemo primjenu osnovnih principa kombinato-
rike u teoriji vjerojatnosti. U prvom poglavlju dan je povijesni pregled kombinato-
rike i teorije vjerojatnosti te su naznaceni samo neki od vaznih matematicara koji
su doprinijeli njihovom razvoju. Nadalje, u drugom poglavlju opisani su osnovni
kombinatorni principi, te smo na raznim primjerima ilustrirali navedene definicije.
Treé¢e poglavlje donosi nam vjerojatnosni prostor, klasiénu definiciju vjerojatnosti,
njena osnovna svojstva te uvjetnu vjerojatnost. Sve to bit ¢e potrebno kako bismo
u cetvrtom poglavlju primijenili kombinatorne principe na vjerojatnosne probleme
kroz niz razlic¢itih zanimljivih zadataka.

Kljuéne rijec¢i: kombinatorika, teorija vjerojatnosti, varijacije, permutacije,

kombinacije, klasi¢na definicija vjerojatnosti, uvjetna vjerojatnost.
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Summary

In this paper we describe the applications of the basic principles of the com-
binatorics in probability theory. The first chapter provides a historical overview of
combinatorics and probability theory and outlines some of the important mathema-
ticians who have contributed to its development. Furthermore, the second chapter
describes the basic combinatorial principles and we applied given definitions to vari-
ous examples. Chapter three brings us the probability space, the classical definition
of probability, its basic properties and the conditional probability. All of this will be
necessary in chapter four to apply combinatorial principles to probabilistic problems
through a number of different interesting tasks.

Keywords: combinatorics, probability theory, variations, pemutations, com-
binations, classical definition of probability, conditional probability.
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