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1 Uvod

Bududi da su se sve prirodne znanosti kroz povijest razvijale iz ¢ovjekove potrebe za
opisivanjem prirodnih fenomena i pojava, tako se i geometrija razvila iz potreba mje-
renja zemljiSta, volumena, opisivanja nebeskih tijela i slicno. Danas je ona isprepletena
s mnogim drugim matematickim disciplinama kao $to su algebra, analiza i topologija.
Do 19. stoljeca euklidska geometrija je bila sasvim dovoljna za opisivanje prirode. Tada
se, razvojem apstraktnog matematickog misljenja, otkriva da dotadasnja geometrija ne
opisuje u potpunosti oblike poput munja, drveéa, pahuljica, no i raznih sustava ljudskog
tijela. ITako su mnogi matematicari sudjelovali u razvoju fraktalne geometrije, njihovi
radovi nisu bili priznati te su njihova razmatranja bila potkopana jer su se neki od nji-
hovih rezultata suprotstavljali rezultatima dotadasnje matematike. Tek je u 20. stolje¢u
Benoit Mandelbrot objavio poznatu knjigu Fraktalna geometrija prirode u kojoj objedinjuje
rezultate mnogih matematicara te njih prosiruje i opisuje velike moguénosti novonastale,
takozvane fraktalne geometrije.

Ovaj je rad pisan prateci kronoloski razvitak fraktala. U prvom poglavlju je opisana
prvotna ideja fraktala te funkcije i krivulje iz kojih su se razvili. Trece, ¢etvrto i peto
poglavlje opisuju karakterizaciju fraktala te njihove osnovne podjele. Takoder se opisuje
konstrukcija klasi¢nih fraktala. U Sestom poglavlju je opisana fraktalna dimenzija te Sto
ona predstavlja u terminima dimenzije. U zadnjem poglavlju se predstavlja moderan
pristup fraktalnoj geometriji te u kojim se sve poljima ona moZze primjenjivati.



2 Povijest fraktala- pojava ¢udoviSnih funkcija

Euklidska geometrija je bila osnova matematike do 19. stolje¢a kada se javila potreba
i Zelja za razumijevanjem prirodnih oblika i pojava koje se njome ne opisuju dovoljno
precizno. Iz tih teznji se razvila fraktalna geometrija. Prvu je funkciju ¢iji bi graf danas
mogli smatrati fraktalom definirao Karl Weierstrass 1872. godine. Generalizirani slucaj
Weierstrassove funkcije glasi:

C(x) =) _ b'cos(a"mx) a,beR.

n=1

Weierstrass je definiranjem ove funkcije potresao temelje dotadasnje matematike. De-
tinirana funkcija je neprekidna, no nije derivabilna ni u jednoj tocki.
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Slika 2.1: Promjena grafa Weierstrassovih funkcija prema broju funkcija u sumi za a = 8§,
b =10.9.

U to se vrijeme kreiranje takvih funkcija smatralo nepotrebnim i da im je jedina
svrha opovrgavanje rezultata velikih matematic¢ara. Zbog toga su ih matematicari nazvali
¢udovisnim funkcijama.



2.1 Krivulje koje popunjavaju ravninu

Nakon objave Weierstrassove funkcije, mnogi su matematicari razmatrali pitanje de-
finiranja funkcija beskona¢nim sumama ili iteracijama. Time su dosli do takozvanih
krivulja koje popunjavaju ravninu. Rije¢ je o krivuljama definiranim iterativnim pos-
tupkom ili funkcijom ¢ija slika ili graf u beskonac¢noj iteraciji u potpunosti popune lik
unutar kojeg su definirane. Dimenzija lika kao takva nije odgovarala za krivulje poput
ovih, iz razloga $to jednodimenzionalna krivulja u potpunosti formira pripadni dvo-
dimenzionalni lik. Ista se tvrdnja moZe poop¢iti i na vezu dvodimenzionalnih likova
i trodimenzionalnih tijela. Time su matematicari otkrili da dimenzija objekta ne mora
nuzno biti cjelobrojna.

2.1.1 Peanova krivulja

Prvu krivulju koja popunjava ravninu je
1890. otkrio Guiseppe Peano. Baza Pe-

anove krivulje je segment. Dani se seg-

ment dijeli na tri dijela te se nad sredis-

njim dijelom konstruira kvadrat na obje

strane. Opisani postupak se nastavlja nad

svakim segmentom novog oblika. Zbog [ 1

manjih razlika u konstrukcijama, mnogo

se i drugih krivulja koje popunjavaju rav-

ninu nazivaju Peanovim krivuljama.

Slika 2.2: Peanova krivulja

2.1.2 Hilbertova krivulja

Ubrzo nakon opisivanja konstrukcije Peanove krivulje, 1891. godine David Hilbert
je konstruirao tzv. Hilbertovu funkciju. Hilbertova funkcija je neprekidna i bijektivna
funkcija ¢ija je slika poznata pod nazivom Hilbertova krivulja. Hilbertova krivulja je
jednodimenzionalna, no ima svojstvo da u potpunosti pokriva dvodimenzionalan pros-
tor, odnosno u njenom najpoznatijem obliku, kvadrat. Njezinu konstrukciju zapoc¢injemo
pocetnim oblikom koji nalikuje na spajalicu koja se kopira i rotira Cetiri puta te se krajevi
kopija spoje duzinom. Isti postupak se ponavlja novonastalim likom. Zavrsna se krivu-
lja dobije ponavljanjem opisanog procesa beskona¢no mnogo puta. Prva cetiri koraka
konstrukcije Hilbertove krivulje su prikazana na slici 2.3.



Zbog malog interesa matematicke za-

jednice za proucavanje fraktala radovi

mnogih matematicara nisu bili poznati
dok ih nije objavio Benoit Mandelbrot. On
je 1960. sve poznato o fraktalima izvu-

¢eno iz radova Gastona Julie, Helga von

Kocha, Wactawa Sierpifiskog, Pierra Fa-

TR L HEAFAEraE]  toua, Felixa Hausdorffa i Paula Lévya uje-
T [" | "] | Lo f e ]U'"L] dinio pod zajedni¢kim imenom fraktala.
anlbms Bl unlllinn I s i

e el s e PHEE A R
T 1L LA T
1t (e e R

[“1—| I—l"'l ‘.JhrJ"l:‘JETT-’]E!
ENRREEREEEREEE AT =T A

Slika 2.3: Konstrukcija Hilbertove krivulje

21.3 Drugi primjeri krivulja koje po-
punjavaju prostor

Najpoznatiji kasniji primjeri krivulja koje popunjavaju prostor su Levyjeva krivulja i
zmajolika krivulja. Pocetni lik Levyjeve krivulje je segment koji se u drugoj iteraciji
zamijeni krakovima kuta koji stoje pod kutom od 7. Zmajolika krivulja je otkrivena tek
1967. godina, crta se pomocu sustava rekurzivnih funkcija.
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(a) Levyjeva krivulja (b) Zmajolika krivulja

Slika 2.4: Primjeri krivulja koje popunjavaju prostor



3 Karakterizacija

Benoit Mandelbrot u svojoj knjizi Fraktalna geometrija prirode iz 1982. kaze:

"Oblaci nisu sfere, planine nisu stosci, obale nisu krugovi, kora nije glatka niti munja putuje u
ravnoj liniji."!

Da bismo precizno opisali prirodne elemente potrebno je uvesti pojam fraktala, no
bududi da postoji mnogo razlicitih vrsta fraktala, nemoguce je za njih dati jedinstvenu
definiciju. Medutim, svi dijele odredene karakteristike. Najbitnije od tih karakteristika
su samosli¢nost, hrapavost i beskona¢na kompleksnost.

3.1 Fraktali su hrapavi

Benoit Mandelbrot je uveo pojam hrapavosti fraktala pitanjem koliko je duga obala Ve-
like Britanije. Kada bismo mjerenje proveli na karti s odredenim mjerilom, mogli bismo
izmjeriti duljinu nacrtane linije te uvecati za dano mjerilo. Medutim, kada bismo pono-
vili ovo mjerenje na drugoj karti manjeg mjerila, dobili bismo ve¢u duljinu. Razlog tome
je taj Sto ¢e veca karta sadrzavati viSe detalja, viSe poluotoka, otoka, stijena i kamenja
Cije ¢e obale takoder biti uklju¢ene u mjerenje. Koliku god kartu uzeli, nikada neéemo
vidjeti male procijepe, izbocine i utore kao Sto bismo vidjeli, primjerice, kada Setamo
obalom. Mozemo i¢i i dalje od toga, Setajuc¢i obalom neéemo primijetiti, primjerice, ma-
nje nepravilnosti u pijesku. Sve veéim uvecavanjem dobivamo da je obala beskonacno
duga i iz tog razloga pri ovakvim mjerenjima moramo postaviti odredene uvjete fizickih
granica.

3.2 Fraktali su sami sebi sli¢ni i beskonaéno kompleksni

Pojednostavljeno receno, fraktali su oblici sa svojstvom da im je svaki dio sli¢an cje-
lini. U prirodi, primjerice, moZemo promatrati stablo pri ¢emu je svaka grana kopija
cijelog drveta. Struktura je slicna sama sebi ukoliko je podlegla transformaciji u kojoj su
proporcije strukture promijenjene za isti faktor skaliranja. Fraktali nastali samosli¢nim
transformacijama su tzv. pravi fraktali. To znaci da koliko god uve¢amo sliku, vidjet
¢emo predmet koji je isti kao neuvecana slika. Ovo svojstvo dovodi do zaklju¢ka da mo-
Zemo uvecavati objekt po volji puta i u svakom koraku dobijati sve kompleksniju sliku.
Iako naizgled nevjerojatno, ovo je klju¢ razumijevanja prirodnih fenomena.

leng. "Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines are not circles, and bark is not
smooth, nor does lightning travel in a straight line."- B. Mandelbrot (The Fractal Geometry of Nature
(1982))



4 Podjela fraktala prema stupnju samosli¢nosti

Fraktale dijelimo prema stupnju samosli¢nosti i prema nacinu konstrukcije.

Prema stupnju samosli¢nosti fraktale dijelimo na potpuno samosli¢ne fraktale, kvazi
samosli¢ne fraktale i staticki samosli¢ne fraktale.

Potpuno samosli¢ni fraktali sadrZe kopije sebe koje su sli¢ne cijelom fraktalu. U
ovim fraktalima razlikujemo bazu i motiv. I baza i motiv su geometrijski oblici sastavljeni
naj¢esée od duZzina. Potpuno samosli¢an fraktal nastaje beskona¢nim nadomjestavanjem
baze oblikom motiva. Najpoznatiji potpuno samosli¢ni fraktali su Kochova krivulja,
Sierpinskijev trokut, Cantorov skup, ¢ije su konstrukcije detaljno prikazane u poglavlju
5, te Hilbertova krivulja ¢ija je konstrukcija prikazana u prvom poglavlju (Slika 2.3).

Kvazi samosli¢ni fraktali su fraktali koji sadrze umanjene kopije sebe koje nisu
slicne cijelom fraktalu ve¢ se pojavljuju u promijenjenom obliku. Ti se fraktali takoder
nazivaju i kaoti¢ni fraktali a najpoznatiji od njih su Mandelbrotov i Julijev skup koje ¢u
detaljno opisati u poglavlju 5.

Staticki samosli¢ni fraktali su fraktali koji ne sadrze kopije samoga sebe, no medu-
tim neke njegove osobine kao S$to je fraktalna dimenzija, objasnjena u poglavlju 6, ostaju
iste. Najpoznatiji primjer staticki samosli¢nog fraktala je Perlinov Sum (Slika 4.1). Perli-
nov Sum je funkcija za generiranje koherentnog Suma u prostoru. Koherentan Sum znaci
da se Sum izmedu bilo koje dvije tocke u prostoru mijenja glatko. Zbog nasumicnosti
i glatkoce slike funkcije naj¢eSée se koristi u racunalnoj grafici za prikazivanje razlicitih
tekstura.

(a) Dvodimenzionalni Perlinov Sum (b) Virtualni pejzaz generiran pomocu Perli-
novog Suma

Slika 4.1: Perlinov Sum i njegove primjene



5 Podjela fraktala prema nacinu konstrukcije

Prema nacinu konstrukcije razlikujemo fraktale nastale iteracijom generatora, susta-
vom iteriranih funkcija i iteriranjem formule.

5.1 Fraktali nastali iteracijom generatora

Konstrukciju fraktala nastalih iteracijom generatora zapocinjemo oblikom koji se na-
ziva bazom fraktala. Svaki dio baze se tada zamijeni drugim oblikom kojeg nazivamo
motivom. Postupak nastavljamo na novonastalom obliku. Najpoznatiji fraktali nastali
iteracijom generatora su Cantorov skup, Cantorov labirint, Cantorova prasina, trokut
Sierpinskog te Kochova pahulja.

5.1.1 Cantorov skup

Cantorov skup je skup tocaka segmenta [0, 1] nastale uzastopnim dijeljenjem segmenta
te uklanjanjem sredis$njeg dijela. U prvoj iteraciji segment dijelimo na tri dijela i ukla-
njamo srednji dio, odnosno ukljanjamo (1,%). U drugoj iteraciji preostala dva dijela
dijelimo na tri dijela te uklanjamo njihove sredisnje dijelove. Postupak nastavljamo be-
skona¢no mnogo puta. 1z konstrukcije je o¢ito da je Cantorov skup samosli¢an bez obzira

na uvecanje.

0 1/9 2/9 13 2/3 7/9 8/9
= [ ] [ ] [ ]
[ R . [ [ = =

Slika 5.1: Konstrukcija Cantorovog skupa

Dvodimenzionalni ekvivalent Cantorovog skupa se naziva Cantorova prasina.

Slika 5.2: Konstrukcija Cantorove prasine



5.1.2 Trokut i tepih Sierpinskog

Trokut Sierpiniskog je jedan od najpoz-
Njega je 1915. go-
dine opisao poljski matematicar Wactaw

natijih fraktala.

Sierpiniski. Konstrukciju trokuta Sierpin-
skog zapocinjemo jednakostrani¢nim tro-
kutom. U drugom koraku pocetnom tro-
kutu odredimo polovista te ta polovista
spojimo. Na taj smo nacin pocetni trokut
podijelili na cCetiri sukladna trokuta. Zavr-
S$ni oblik drugog koraka dobivamo izbaci-
vanjem srediSnjeg trokuta. Trokut Sierpin-
skog dobivamo ponavljanjem ovog pos-
tupka beskona¢no mnogo puta.

Ovaj je fraktal posebno zanimljiv zbog

Slika 5.3: Trokut Sierpinskog

toga Sto mu je opseg beskona¢no velik, a povrsina jednaka 0. Ukoliko je stranica pocet-
nog trokuta duljine 4, a njegova povrsina Py, opseg trokuta Sierpifiskog u k-tom koraku

: I 3k+1
1ZN0S1

a, a povrsina (3)*Py $to vodi do zakljucka da je:

2k
3k—|—1
O=Ilim —a=c
k—o0 2k
3
P = lim (5)*P, = 0.
dim ()" Po

Slika 5.4: Tepih Sierpiniskog

10

Waclaw Sierpiriski je 1916. opisao i
drugi fraktal poznat pod nazivom tepih
Sierpiniskog. Konstrukcija tepiha Sierpin-
skog zapocinje kvadratom koji se podijeli
na devet sukladnih kvadrata te se srediSnji
izbacuje. Postupak se ponavlja nad preos-

talih osam kvadrata.



5.1.3 Mengerova spuzva

Mengerova spuzva je trodimenzionalni
fraktal kojeg je 1926. godine opisao aus-
Svaka
strana Mengerove spuzve je tepih Sierpin-
skog, a dijagonale strana Cantorovi sku-

trijski matematicar Karl Menger.

povi. Konstruira se na nacin da se po-
¢etna kocka podijeli na 27 manjih kocki
pri ¢emu se izbacuje sredisSnja kocka po-
¢etne kocke i sredisnja kocka svake strane.
Postupak se beskonatno mnogo puta po-
navlja nad svakom od manjih kocki.

5.1.4 Kochova pahulja

Slika 5.6: Kochova pahulja

Slika 5.5: Mengerova spuzva

Kochova pahulja je jedan od najranije
opisanih fraktala. Temelji se na Kochovoj
krivulji koju je 1904. godine opisao Sved-
ski matemati¢ar Helge von Koch. Pocetni
oblik Kochove pahulje je jednakostrani¢ni
trokut. Svaka stranica danog trokuta se
tada podijeli na tri dijela te se nad sredis-
njim dijelom konstruira jednakostranican
trokut. Duljine stranica konstruiranog tro-
kuta su tada tre¢ina duljine pocetnog tro-
kuta. Stranica konstruiranog trokuta koja
lezi na pocetnom trokutu se tada ukloni.
Kochovu pahulju dobijemo ponavljanjem
opisanog procesa nad preostalim strani-
cama.

Slika 5.7: Kochova krivulja

11



5.2 Kochove plohe

Kochova ploha je trodimenzionalni ekvivalent Kochove krivulje. Konstrukciju zapoci-
njemo trokutom koji se povezivanjem sredisnjica dijeli na Cetiri sukladna trokuta. Nad
srediSnjim se trokutom tada konstruira tetraedar te se postupak ponavlja nad svakim od
postojecih trokuta. Postoji mnogo varijacija Kochovih ploha, ovisno o poc¢etnom obliku.

(a) Pocetni oblik trokut (b) Pocetni oblik kvadrat

Slika 5.8: Kochove plohe

5.2.1 Pitagorino stablo

Tradicionalno Pitagorino stablo je fraktal nastao rekurzivnim crtanjem kvadrata. Kons-
trukcija Pitagorinog stabla zapocinje kvadratom. Tada se nad gornjom stranicom kva-
drata konstruira pravokutni trokut kome je stranica kvadrata hipotenuza. U drugoj se
iteraciji nad katetama pravokutnog trokuta konstruira kvadrat. Iterativni postupak se
ponavlja beskona¢no mnogo puta. Pitagorino stablo se takoder moze konstruirati na
nacin da se nad gornjom stranicom, umjesto dva kvadrata, konstruira viSe njih. Zbog
toga se Pitagorina stabla koriste pri vizualizaciji hijerarhijskih podataka.

(a) Klasi¢no Pitagorino stablo (b) Varijacija Pitagorinog stabla

Slika 5.9: Pitagorina stabla

12



5.3 Sustav iteriranih funkcija (IFS)

IFS (Iterated Function System) je konacan skup funkcija definiranih na metrickom
prostoru. Te funkcije su rotacija, translacija, kontrakcija i zrcaljenje. IFS teoriju je pred-
stavio i razvio australski matematic¢ar John Hutchinson 1981. godine. Ubrzo zatim,
Michael Barnsley uvodi Collage teorem koji je postavio osnovu za pretvaranje prirodnih
slika u IFS. On kaZe da se svaka slika moze aproksimirati sustavom iteriranih funkcija s
definiranom vjerojatnoséu djelovanja danih funkcija bez obzira na pocetni skup tocaka.
U dvije dimenzije afina transformacija ima oblik:

Xyppd = 8%y +byy 42

Yny1 =Cxn+dyn+ f

Koeficijenti a,b,c,d, e, f, p predstavljaju IFS kod pri ¢emu p predstavlja vjerojatnost pri-
mjenjivanja pripadne funkcije. Izabir pocetnih to¢aka ne utjece mnogo na izgled fraktala.
Fraktal nastao pomocu IFS u pravilu zahtijeva viSe transformacija pa za konstrukciju Ja-
vorovog lista koristimo cetiri transformacije ¢iji su koeficijenti dani u tablici 1.

a b c d e f p
0.14 | 0.01 | 0.00 | 0.51 | -0.08 | -1.31 | 0.1
043 | 0.52 | -045|0.50 | 1.45 | -0.75 | 0.35
045 |-094 | 047 | 047 | -1.62 | -0.74 | 0.35
-0.15| 0.28 | 0.26 | 0.24 | 0.00 | 0.07 | 0.20

Tablica 1: Koeficijenti za IFS konstrukciju Javorovog lista

Slika 5.10: Javorov list

13



Najpoznatiji IFS fraktal je Barnsleyeva paprat
nazvan po britanskom matemati¢aru Michaelu Bar-
nsleyu koji ga je prvi put opisao u knjizi Frac-
tals Everywhere. Paprat je jedan od osnovnih pri-
mjera samosli¢nih skupova. Kao i Trokut Sierpin-
skog, Barnsleyeva paprat pokazuje kako se pre-
divne strukture mogu izgraditi uzastopnim ponav-
ljanjem matematickih formula. Barnsleyev rad je
inspirirao mnostvo matematicara i grafickih dizaj-
nera koji su pokusali imitirati prirodu matematic-
kim modelima jer je koristio fraktale za modeliranje
Sirokog spektra fenomena u znanosti i tehnologiji
ali najviSe u strukturama biljaka. Konstrukciju Bar-
nsleyeve paprati zapoc¢injemo s Cetiri osnovna lika
te na njih primjenjujemo Cetiri transformacije. Tran-

sformacije se biraju nasumicno s razlic¢itim vjerojat-

nostima Cije su vrijednosti dane u tablici 2. Koefi- g4 - 517 Barnsleyeva paprat

cijenti za konstrukciju Barnsleyeve paprati su dani
u tablici 2.

a b c d e f P
0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.16 | 0.00 | 0.00 | 0.01
0.85 | 0.04 | -0.04 | 0.85 | 0.00 | 1.60 | 0.85
0.20 | -0.26 | 0.23 | 0.22 | 0.00 | 1.60 | 0.07
-0.15 | 0.28 | 0.26 | 0.24 | 0.00 | 0.44 | 0.07

Tablica 2: Koeficijenti za IFS konstrukciju Barnsleyeve paprati

Manjom promjenom koeficijenata, mogu
se kreirati varijacije paprati. Te varijacije
se nazivaju mutantske varijacije paprati.
Ocigledno, IFS fraktali iznimno dobro opi-
suju prirodne oblike. Iz tih su razloga ovi

nalnoj grafici i umjetnosti.

Slika 5.12: Varijacija Barnsleyeve paprati
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Druga vrsta transformacija koja se moze koristiti za konstruiranje IFS fraktala se na-
ziva Moebiusova transformacija. Najpoznatiji Mobiousov fraktal je Apollonijeva mreZa.
Apolonije iz Perge je bio veliki gréki matematicar koji je Zivio u 3. i 2. st. pr. Kr. On
je navodno bio prvi matematicar koji je ozbiljno razmatrao pitanje crtanja kruznice koja
dodiruje tri ve¢ zadane kruznice. Vec¢ina njegovih knjiga je nestalo, medutim jedna koja
je opstala- Conic Sections je bila prva knjiga u kojoj je su proucavane elipse, hiperbole
i parabole. Apolonije je prvi koji je rijeSio probleme crtanja kruZznice koju istovremeno
tangiraju tri pravca, dva pravca i kruZznica, dvije kruZnice i pravac te tri kruZznice. Nje-
govi su rezultati izgubljeni te je navedeni problem ostao poznat pod nazivom Apoloni-
jev problem. Njega je u 17. stolje¢u, iako neto¢no dokazao, ispravno rijesio francuski
matematicar i filozof René Descartes. Apollonijeve mreZe se geometrijski konstruiraju
rekurzivnim popunjavanjem praznina izmedu kruznice tako da se svake dvije dodiruju
u jednoj tocki. Razlicite Apolonijeve mreZe moZemo dobiti postavljanjem krugova razli-
¢itih radijusa i poloZaja ili ponavljanjem postupka nad novokonstruiranim kruZnicama.

Slika 5.13: Varijacije Apolonijeve mreZe
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5.3.1 Lindenmayer sustavi

Lindenmayer sustave, ili krace L- sustave je 1968. razvio biolog Aristid Lindenmayer da
bi opisivao rast organizama. Pocetni testni subjekt je bila alga Anabaena Catenula koja
formira dugacke niti perli. Tehnika koju je razvio Lindenmayer je iznimno fleksibilna i
snazna te se moZe koristiti za modeliranje razli¢itih objekata, uklju¢ujudi fraktale. Jed-
nostavno receno, L- sustav je metoda za kreiranje niza objekata prema odredenom skupu
pravila koja opisuju kako se odredeni objekti u nizu zamjenjuju s drugim objektima. Na
jednostavnom primjeru, ukoliko konstruiramo niz koji se sastoji od 01i 1, s pravilom da
0 mijenjamo za 1, a 1 mijenjamo s 01, tada kreiramo niz:

0,1,01,101,01101,10101101, ...

Ukoliko za pocetni oblik odaberemo
ravnu liniju, s F oznacimo kretanje po

/ objektu, s + oznac¢imo odmak za kut wis
\ — ozna¢imo odmah za kut —a tada pravi-
lom F — F[+F|F|[—F]F kreiramo jednos-
tavan razgranjan oblik. Postupak nastav-
ljamo nad svakom linijom na novonasta-
lom liku.
Slika 5.14: Oblik dobiven pravilom F —
F[+F]F[-F]F

2 ;}/ 2
Ny

/;

“:J\ {; _.\," /r
\Q |

\ -
\ N
N

@n=2 (b)n=23 (cpn=4

Slika 5.15: Oblici dobiveni iteracijom pravila F — F[+F]F[—F]F
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5.4 Fraktali nastali iteriranjem funkcije

Najpoznatiji fraktali nastali iteriranjem funkcije su Mandelbrotov skup i Julijevi sku-
povi. lako su Pierre Fatou i Gaston Julia proucavali Julijeve skupove jos pocetkom 20.
stoljeca, ti radovi nisu objavljivani niti im je struktura detaljno proucavana zbog nedos-
tatka racunala u to vrijeme. Kada je Benoit Mandelbrot poceo proucavati Sum koji je
ometao prijenos zvuka preko telefonskih linija, primijetio je da Sum dolazi u valovima,
ponekad je Sum bio izrazito jak, a ponekad ga uopce nije bilo. Htio je na neki nacin
modelirati taj Sum vizualiziranjem podataka. Primijetio je da taj Sum ima svojstvo sa-
mosli¢nosti. Ovaj fraktal danas znamo pod nazivom Cantorova prasina.

5.4.1 Mandelbrotov skup

Mandelbrotov skup je skup svih kompleksnih brojeva koji imaju odredeno svojstvo.
Mandelbrotov skup je jedan od poznatijih fraktala u podru¢jima izvan matematike zbog
mogucnosti vrlo lijepog predocavanja. On je takoder vrlo bitan u poljima kompleksne
dinamike i teoriji kaosa kao i u fraktalnoj geometriji. Precizno definirano, Mandelbrotov
skup je skup svih toc¢aka ¢ € C takvih da za zp = 0 vrijedi

Jim v o

pri cemu je z, 11 = z2 +c.
Najjednostavniji geometrijski prikaz Mandelbrotovog skupa jest da toc¢ku koja se na-
lazi u skupu obojamo u crno, a to¢ku koja nije u skupu obojamo u bijelo.

Slika 5.16: Mandelbrotov skup
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Da bismo prikazali Mandelbrotov skup na umjetnic¢ki privla¢niji nacin, potrebna nam

je funkcija bojanja. Najc¢es¢a funkcija bojanja boja toc¢ke izvan Mandelbrotovog skupa,
tzv. auru skupa, a sam skup prikazuje u jednoj boji, najceS¢e crnoj. Najces¢i algoritam

za bojanje aure skupa se zove escape time algoritam. Algoritam se bazira na vrijednosti

n, broju potrebnih iteracija potrebnih da z, izade izvan ruba skupa. Svakom se pikselu

dodijeljuje boja koja odgovara broju n.

Slika 5.17: Mandelbrotov skup uz funkciju bojanja

Slika 5.18: Pupoljak karakteristitnog broja 2

18

Jedno od najistaknutijih svojstava Man-
delbrotovog skupa je to da mu rub tvori
fraktal, a unutrasnjost mu je omedena
glavnom kardioidom s nekoliko pupo-
ljaka. Linije koje se nadovezuju na pu-
poljke se nazivaju antene Mandelbrotovog
skupa. Svaki pupoljak ima svoj karakteris-
ti¢ni broj koji se oznacava kao razlomak 5,
pri ¢emu g oznacava period pupoljka od-
nosno broj grana koje proizlaze iz glavne
antene, ukljucujuéi glavnu antenu. Uko-
liko suprotno od kazaljke na satu brojimo
antene pupoljka pocevsi od glavne antene,
p je pozicija najkrace grane.



Slika 5.19: Pojava Fibonnacijevih brojeva kao

perioda pupoljaka Mandelbrotovog skupa

Postoji nekoliko izuzetnih svojstava
Mandelbrotovog skupa vezanih uz karak-
teristicne brojeve pupoljaka. Za jedno od
spomenutih svojstava potrebno je uvesti
Fareyev zbroj. Fareyev zbroj je opera-
cija koja dva razlomka zbraja tako da se
zasebno zbrajaju brojnik i nazivnik bez
odredivanja zajedni¢kog nazivnika. Koris-
te¢i Fareyev zbroj za karakteristicne bro-
jeve osnovnih pupoljaka moguce je kons-
truirati bilo koji element skupa racional-
nih brojeva. Drugo zanimljivo svojstvo je
pojava Fibonaccijevih brojeva kod perioda
pupoljaka. Za bilo koja dva pupoljka vri-

jedi da je suma njihovih perioda jednaka periodu najve¢eg pupoljka izmedu njih. Ta-

koder, kretajuti se po glavnoj kardioidi i uzimajudi period sljedeceg najveceg pupoljka,

generira se skup prirodnih brojeva. Takoder je izuzetno zanimljiva beskona¢na komplek-

snost i kvazi samosli¢nost Mandelbrotovog skupa koja se do neke razine moZe primijetiti

na slici 5.20.

(@) (b)
(©) (d)

Slika 5.20: Uvecani prikazi razli¢itih dijelova Mandelbrotovog skupa
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Slika 5.21: Buddhabrot

Razlitite funkcije bojanja mogu na
fascinantne nacine djelovati na ispis Man-
delbrotovog skupa. Posebni prikaz Man-
delbrotovog skupa, Buddhabrot skup, je
prvi put objavila Melinda Green 1993.
Umjesto odabira pocetnih to¢aka u kom-
pleksnoj ravnini, pocetne tocke se odabiru
nasumicno. Tada se svaka pocetna tocka
iterira Mandelbrotovom funkcijom da bi-
smo testirali nalazi li se ona unutar Man-
delbrotovog skupa ili ne. Za novu itera-
ciju dolaze u obzir samo tocke za koje ni-
smo sigurni jesi li unutar Mandelbrotovog
skupa ili ne. Prilikom nove iteracije, po-
vecava se broja¢ za svaki piksel. Nakon

mnogo iteracija, slika se boja sukladno s distribucijom vrijednosti brojac¢a po pikselima.

Rezultat je slika gustoce pri ¢emu su najsvjetliji dijelovi regije gdje |z, | najsporije raste

prema beskonac¢nosti.

5.4.2 Julijevi skupovi

Julijevi skupovi, nazvani po Gastonu Juliji- poznatom francuskom matematicaru, su

usko vezani uz Mandelbrotov skup zbog toga $to su definirani pomocu iste formule. Ju-

lijev skup je skup svih totaka z, kompleksne ravnine za koje je niz (|zn|), z» =22 | +¢,

konvergira nekoj tocki pri ¢emu je ¢ kompleksan broj koji odreduje specifican Julijev

skup. Julijev skup se moze pojaviti u dva osnovna oblika- moZe biti povezan i nepove-

zan. Konstanta c se nalazi u Mandelbrotovom skupu ako i samo ako je pripadni Julijev

skup povezan.

(@) c=0.6

(b) ¢ = —0.5— 0.56i

Slika 5.22: Promjena Julijevog skupa za razli¢it izbor konstante ¢

20



Za svaki izbor konstante ¢ € C Julijev skup je neprazan, kompaktan centralno si-
metrican skup s obzirom na ishodiste. Za svaku realnu konstantu c Julijev skup koji
pripada toj konstanti je takoder osnosimetri¢an s obzirom i na x i na y os.

Definicija 1 Skup je potpuno nepovezan ukoliko za svake dvije tocke tog skupa postoji okolina
koja sadrZi jednu tocku i ne sadrZi drugu.

Jedno od najzanimljivijih svojstava Julijevog slupa je taj sto je Julijev skup ili povezan ili
potpuno nepovezan.

»
o, ”ﬁw‘\
‘} .‘\g ’@
O @p{%

@) ¢ = 0.37 + 0.16i (b) ¢ = —0.223 + 0.745 (c) c = —0.1 4+ 0.651i

(d) c = —0.96+0.3i (€) c = —0.7 — 0.2i

Slika 5.23: Promjena Julijevog skupa za razicit izbor konstante c

Mnogo nepovezanih Julijevih skupova ima strukturu nalik na Cantorov skup ili Can-
torovu prasinu kao npr. Julijev skup koji pripada konstanti ¢ = 1.

21



5.4.3 Cudni atraktori

Nepredvidljivo ponaSanje sustava se oduvijek nazivalo kaoti¢nim te je provociralo ma-
$tu znanstvenika i umjetnika. Cudni atraktori su se prvi put pojavili 1971. u radu pod
nazivom O prirodi turbulencije Davida Ruellea i Florisa Takensa. Neki ljudi preferiraju
naziv kaoti¢ni atraktor, jer to $to se ¢inilo ¢udno u vrijeme kada je otkriveno je sada
uvelike razjasnjeno. JednadZzbe koje predstavljaju kaos imaju rjeSenja koja su nestabilna,
ali ograni¢ena. To znaci da se nikada ne stabiliziraju oko jedne tocke niti ponavljaju
odredeni uzorak, ali ni ne odska¢u u beskonac¢nost. Na drugi nacin to moZemo reéi da
su tocke lokalno nestabilne, ali je sustav globalno stabilan. U slucaju kojeg ¢emo pro-
matrati, poetni uvjeti su vezani uz poseban tip atraktora koji se naziva ¢udni atraktor,
koji nije niti tocka niti ¢ak konacan skup tocaka, ve¢ kompliciran geometrijski objekt s
odredenim svojstvima. Dakle, matematicka rjeSenja kaoti¢nih procesa proizvode ¢udne
atraktore. Konstrukciju zapo¢injemo koordinatama inicijalne tocke te svaku idu¢u tocku
odredujemo upotrebom danih formula. Najpoznatiji atraktor je Lorenzov atraktor odre-
den jednadZbama:

dx
E—U(y—x)
dy _
5 = -2~y
dz
szy—ﬁz

Slika 5.24: Lorenzovi atraktori
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6 Fraktalna dimenzija

Intuitivno dimenziju nekog objekta shvacamo kao broj realnih brojeva potrebnih kako
bismo identificirali svaku tocku na promatranom objektu. Razvojem matematike, od-
nosno pojavom prvih krivulja koje popunjavaju prostor kao sto je Hilbertova krivulja ili
Peanova krivulja takva definicija nije bila dovoljno dobra. Obje krivulje se sastoje od
duzina, dimenzije 1, koje popunjavaju dio ravnine, dimenzije 2. Upravo njihove kons-
trukcije su pokazale da se dimenzija objekta moZe promijeniti neprekidnim preslikava-
njem i time se suprotstavljale intuitivnoj definiciji dimenzije. Otprilike u isto vrijeme,
Georg Cantor je definiranjem bijekcije izmedu pravca i ravnine pokazao da pravac i rav-
nina imaju istu kardinalnost. Iz ovih rezultata i Henri Lebesgueovog pristupa problemu
razlikovanja euklidskih prostora razli¢itih dimenzija, Felix Hausdorff je formulirao eg-
zaktan nacin mjerenja skupa. To znadi da je prije mjerenja skupa potrebno odrediti
prikladnu mjeru. Na primjer, ukoliko promatramo interval (a,b) C R:

¢ U smislu kardinalnosti, ima mjeru oo (s obzirom na dimenziju 0)
¢ U smislu duljine, ima mjeru b — a (s obzirom na dimenziju 1), a

* U smislu povrsine, ima mjeru 0 (s obzirom na dimenziju 2).

Hausdorffova ideja je bila na¢i vrijednost u kojoj se mjera mijenja iz beskona¢nosti
do 0. Takoder je u ovoj ideji bio problem definirati mjeru na nacin da joj je vrijednost
jedinstvena.

6.1 Zahtjevi za dobru definiciju dimenzije

Postoji mnogo razli¢itih dimenzija, uklju¢ujuéi topolosku, Hausdorffovu, dimenziju
samosli¢nosti, box-counting dimenziju, euklidsku i druge. U ovisnosti o danom pro-
blemu, nekad je korisnije promatrati problem u drugacijoj dimenziji. Prije definiranja
razli¢itih dimenzija potrebno je odrediti zahtjeve koji su poZeljni za svojstva dimenzije.
Intuitivno, moZemo ocekivati da ¢e dimenzija objekta biti povezana s njegovom mjerom.
Na primjer, kada je objekt skaliran za faktor 2, mjera segmenta bi se povecala za 2! = 2,
mjera pravokutnika za 22 = 4, a mjera paralelepipeda za 23 = 8 pri ¢emu eksponent u
danim jednakostima smatramo dimenzijom objekta. Preciznije:

dim(F) = 710%”1(1?)
lo 25

pri ¢emu je Ap(F) promjena u mjeri F pri skaliranju za faktor %.
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Da bismo odredili neke zahtjeve definicije dimenzije, definiramo potrebne pojmove.

Definicija 2 Topoloska mnogostrukost M dimenzije n, dimM = n, je topoloski prostor M koji
zadovoljava iduce uvjete:

* M je Hausdorffov tj. za svaki par tocaka p,q € M postoje disjunktni otvoreni podskupovi
UV CMtakvidajep e U,qeV;

* Postoji prebrojiva baza za M

* M je lokalno euklidski dimenzije n, tj. za svaki tocku iz M postoji okolina koja je home-
omorfna otvorenom podskupu od R"

Definicija 3 Za funkciju f : E — R"™, E C R" kaZemo da je Lipschitz neprekidna s konstantom
L > 0 ukoliko za svaki x,y € E vrijedi:

1f () = fFWI < Lifx = yll-

Neki zahtjevi za dimenziju:
1. Ukoliko je F bilo koja n-dimenzionalna mnogostrukost, tada je dimF = n.
2. Za otvoren podskup F C R" vrijedi dimF = n.
3. Ukoliko je F prebrojiv, vrijedi dimF = 0.
4. Ukoliko je E C F = dimE < dimF.
5. dim(E UF) = max(dimE, dimF).
6. dim(J;2, F;) = max;{dimF;}.
7. Ukoliko je f : E C R" — R™ Lipschitzova, tada je dimf(E) < dim(E) .
Prva tri svojstva na popisu zahtjeva su formalizacije povijesnih ideja koje su matema-
ticari iznijeli koje osiguravaju da je klasi¢na definicija o¢uvana.
6.2 Dimenzija Sestara

Motivacija za novi koncept dimenzije je proizasla iz poznatog rada "Koliko je duga
obala Britanije?" ve¢ spomenutog pri razmatranju svojstva hrapavosti fraktala. Bit ovog
problema je ta $to se duljina obale povecava eksponencijalno profinjenjem mjere koju ko-
ristimo. Npr. kada bismo pokusali izmjeriti glatku krivulju kao Sto je kruZnica promjera
1000 kilometara, dobili bismo podatke sli¢cne podacima prikazanima u Tablici 3. MoZemo
primijetiti da se ukupna duljina stabilizira oko 3141 kilometara Sto je i priblizno to¢na
udaljenost.
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p- razmak Sestara | n- broj zareza Sestarom | Ukupna duljina
500.00 km 6 3000 km
259.82 km 12 3106 km
131.53 km 24 3133 km
65.40 km 48 3139 km
32.72 km 96 3141 km

16.36 km 192 3141 km

Tablica 3: Podaci dobiveni mjerenjem duljine kruZnice pomocu Sestara

Ukoliko promotrimo podatke dobivene na isti nacin dane u tablici 4, medutim nad
kartom Britanije, primjetit ¢emo da se ovdje duljina ne stabilizira ve¢ se konstantno
eksponencijalno povecava.

p- razmak Sestara | Ukupna duljina
500.00 km 2600 km
100 km 3800 km
54 km 5770 km
17 km 8640 km

Tablica 4: Podaci dobiveni mjerenjem duljine obale Britanije pomocu Sestara

Zbog velikih veli¢ina koje se mjere i malih duljina razmaka Sestara, ovakve podatke
je prikladno prikazati pomoc¢u log/log grafa.

Pravac koji najbolje opisuje podatke za
obalu ima nagib priblizno 0.36, dok je pra- s
vac koji opisuje podatke za kruZznicu hori- &
zontalan pravac. Ukoliko analiticki Zelimo , |
pronadi vezu izmedu [ i p, moZemo zapi- e
sati:

1
log(l) =dlog—+b

P og (11p)
OanSHO, 2 328 2s 24 22 2 -8 As -l -2 1 08

I =cp

ot vl Koomatanitii @ Tk s il Slika 6.1: log/log graf za obalu i kruznicu

obale Britanije vrijedi:
1

I e 1036

Iz ¢ega moZemo zakljuciti da ukoliko razmak Sestara p — 0, ] — oo, odnosno da je prava
duljina obale u nekom smislu beskonacna.
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Ovi se rezultati odnose na teorijski smisao karte zbog toga Sto je preciznost praktic-
nog mjerenja uvijek uvjetovana rezolucijom i veli¢inom. Iako ovo pravilo nema praktic-
nih primjena za mjerenje duljina, ono nam daje druge bitne podatke poput kompleks-
nosti krivulje. Neka je D = 1 4 d mjera kompleksnosti. Tada je kompleksnost kruznice
jednaka 1, a za veéinu obala izmedu 1 i 2 te ove vrijednosti intuitivho moZemo povezati
s dimenzijom. Prosirujudi ovu ideju odredivanja dimenzije na fraktal odrediti ¢emo di-
menziju Kochove krivulje. Neka je razmak Sestara p = % kao i u konstrukciji u k-tom

koraku.
Razmak Sestara | Ukupna duljina

1 4

3 3

1 16

9 9

1 4

3 (3)"

Tablica 5: Podaci dobiveni mjerenjem duljine Kochove pahulje pomo¢u Sestara

Preko jednakosti I = -1 dolazimo do toga da je d = 0.26 odnosno traZena dimenzija
D = 1.26. Bududi da je dimenzija Kochove pahulje manja od dimenzije koju smo odredili
za obalu Britanije, mozemo zakljuciti da je obala razvedenija, odnosno kompleksnija je.

Iz pokazanog moZemo zakljuciti da, iako mjera kao Sto je duljina moZe biti besko-
nacna ili nedefinirana za fraktale, moguce je definirati mjeru za stupanj kompleksnosti.
Dimenzija Sestara je jedna od dimenzija kojom moZemo izraziti traZeno.

(@) p =100 km (b) p =50 km

Slika 6.2: Aproksimacija duljine obale Velike Britanije
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6.3 Dimenzija samosli¢nosti

Nakon mjerenja duljine Kochove krivulje Sestarom, ocito je da svojstvo samosli¢nosti
daje druge mogucénosti mjerenja na direkiniji nac¢in. Kao i sve samosli¢ne krivulje, Koc-
hova krivulja se moZe prikazati kao unija smanjenih kopija same sebe za faktor s = 3.
Promotrimo prvo liniju, kvadrat i kocku. Ukoliko liniju skaliramo za faktor s = 1, u
pocetni oblik mozemo smjestiti 3 dijela, ukoliko ju skaliramo za faktor s = £, tada u
pocetni oblik moZzemo smijestiti 6 dijelova. Ukoliko kvadrat skaliramo za s = 3, tada u
pocetni oblik moZemo smjestiti 9 umanjenih dijelova, ukoliko ga skaliramo za faktor i
tada u pocetni oblik moZemo smijestiti n> umanjenih dijelova. Na sli¢an na¢in moZemo
zakljuiiti da i ukoliko kocku skaliramo za faktor i, u pocetni oblik éemo modi smjestiti

3

n” umanjenih kocki. Odavdje je ocita relacija:

T
pri ¢emu je a broj skaliranih dijelova koji stanu u pocetni oblik, a s faktor skaliranja.
Ukoliko reduciramo n-dimenzionalni euklidski prostor za faktor k, tada ¢e u svakom
linearno nezavisnom smjeru objekt u tom prostoru biti smanjen za faktor k. Tada u
svakom smjeru, objekt moZe upasti u sebe ¢ puta. To se dogada n puta, ¢&ime dobijamo
a = 7. Promotrimo sada ovo za Kochovu krivulju. Ukoliko se Kochova krivulja skalira
za faktor 1, u sebe moZe upasti 4 puta. Prema tome, iz a = S% dobivamo

_ log(4) N
D= log(3) ~ 1.26

Sto se poklapa s dimenzijom Sestara Kochove krivulje.

Iz ovih rezultata moZemo zakljuciti da je dimenzija samosli¢nosti u srzi isto $to i
dimenzija Sestara. Dalje iz tog zaklju¢ujemo da se dimenzije vrlo nepravilnih objekata
mogu izra¢unati pomoéu dimenzije Sestara. Odnosno, vrlo nepravilne objekte smatramo

samosli¢nima.
Fraktal Faktor skaliranja | Broj dijelova | Dimenzija samosli¢nosti
Cantorov skup + 2n 0.609
Trokut Sierpinskog . < 1.5850
Tepih Sierpinskog L 8" 1.8928
Mengerova spuzva + 20" 2.7268
Peanova krivulja L 9" ;.

Tablica 6: Dimenzije samosli¢nosti klasi¢nih fraktala
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6.4 Box-counting dimenzija

Dosada smo dimenziju odredivali fraktalima koji su sastavljeni od jedne linije, medu-
tim, isti se postupak ne moze primjenjivati za odredivanje dimenzije nepravilnih, rastr-
kanih fraktala u kojima se ne primjecuje dovoljan stupanj samosli¢nosti. Umjesto toga,
potrebno je definirati novi nacin odredivanja dimenzije koji je primjenjiv i kod spomenu-
tih fraktala. Za takve potrebe postoji Box-counting dimenzija. Ova je metoda odredivanja
dimenzije primjenjiva u generalnim slucajevima bez uvjeta samosli¢nosti ili povezanosti
te je kao takva vrlo korisna u prakti¢nim primjenama.

Box-counting dimenzija se odreduje na nacin da se objekt kojemu Zelimo odrediti
dimenziju postavi u mreZu linija koje tvore kvadrate stranice . Broj kvadrata koji po-
krivaju odnosno sadrze dio fraktala se oznacuje s N;. Nakon odredivanja N; potrebno
je odrediti log/log graf pri ¢emu na y osi postavljamo vrijednosti log(N;) a na x os
postavljamo vrijednosti log(}) te oznagimo tocke pripadnih vrijednosti. Nagib pravca
koji najbolje opisuje dobivene tocke predstavlja dimenziju fraktala. Odnosno, za neku
konstantu b vrijedi:

1
log(Ns) = Dlog(g) +b

Ovim postupkom za samo jednu promjenu vrijednosti 4 dobivamo da je dimenzija obale
Velike Britanije D ~ 1.31 Sto je priblizno jednako vrijednosti 1.36 koju smo dobili za
dimenziju Sestara.

6.5 Hausdorffova dimenzija

Hausdorffova dimenzija daje sveobuhvatnu definiciju fraktalne dimenzije i mozZe se ko-
ristiti kao mjera za metricke prostore. Kao takva mozZe se koristiti samo za metricke
prostore jer koristi koncepte kao sto su duljina i volumen. Ovo je shvac¢anje dimenzije,
iako vrlo bitno s teorijskog stajalista, teSko upotrebljivo za prakti¢ne probleme.

Definicija 4 Udaljenost izmedu bilo koje dvije tocke x,y € A C R" jednaka je

d(x,y) =4 | é(xi —i)?

Definicija 5 Dijametar skupa U C R" se definira kao
diam U = sup{d(x,y) : x,y € U}

Definicija 6 Otvoreni pokrivac skupa A C R" je prebrojiva familija otvorenih skupova u R"
¢ija unija sadrZi A.
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Oznacimo li s hi(A) izraz:
h(A) = inf{)_ diam(U;)° : {U, Uy, ..} otvoreni pokriva¢ skupa A takav da je diam U; < €}
i=1

Pustajuci e — 0 dobivamo Hausdorffovu mjeru skupa A:

15(A) = im ES(A)

e—0

Za odredivanje Hausdorffove mjere skupa potrebno je, dakle, pronaci pokrivac skupa
kome je suma dijametara elemenata minimalna. Za IR” ovo je ekvivalentno pokrivanju
skupa s n-dimenzionalnim kuglama. Hausdorff je takoder dokazao da za t > s ukoliko
je h*(A) < oo tada je h'(A) = 0. Nadalje, postoji n € R, n # 0,0 takav da:

co, zas < dimg(A)
h*(A) =< n, s=dimy(A)
0, zas>dimpg(A)

pri ¢emu je dimp (A) Hausdorffova dimenzija skupa A.

h¥(A)

dimp(A)

Slika 6.3: Graf Hausdorffove mjere

Da bismo razvili intuitivnije razumijevanje Hausdorffove dimenzije, promotrimo kri-
vulju u R duljine L. Cilj je pokriti danu krivulju s kuglama tako da je suma dijametara
potenciranih na s minimizirana. Pretpostavimo da je moguce da su dijametri svih kugli
pokrivaca jednaki te ga oznagimo s J. Broj kugli u pokrivacu ¢e tada iznositi %. Tada je
za 6 < € Hausdorffova mjera dana izrazom:

K(A) = 50 = 16

W (A) = lim Lot
_)
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Odnosno:
oo, zas<l1

FPA)=< L, zas=1
0, zas>1
Prema tome, vrijedi da je dimy(A) = 1. Promotrimo sada kvadrat stranice duljine L.

Pretpostavimo da postoji pokrivac koji se sastoji od prebrojivo mnogo kugli. Tada suma
povrsina kugli mora biti jednaka L2, odnosno

N

o

Bt = A
i= 4
Neka je s = 2 o¢ekivana dimenzija.
4 4
W?(A) = lim =12 = = L?
e—~07T 7T

Buducdi da je h?(A) # 0, o slijedi da je dimy(A) = 2.

6.6 Veza izmedu dimenzija

Hausdorffova dimenzija je snazno vezana uz dimenziju samosli¢nosti. Ukoliko je F C R"
i A > 0 tada vrijedi:
h*(AF) = A°h*(F)

pri ¢emu je AF = {Ax : x € F}. Odnosno, ukoliko pove¢amo fraktal za faktor A, s-
dimenzionalna Hausdorffova mjera se poveca za A°. Uzmimo da je s = D pri ¢emu je D
Hausdorffova dimenzija,
WP(F) 1
BQE) ~ AP
Ukoliko A promatramo kao faktor smanjivanja, D-dimenzionalna Hausdorffova di-
menzija ¢e dati D- dimenzionalan volumen skupa, odnosno, % je broj kopija sma-
njenog skupa koje moze stati u originalni skup. Prema tome je a = A% dimenzija samos-
licnosti skupa E.
Hausdorffova dimenzija takoder moze opravdati box-counting dimenziju, iako se ne
poklapaju za sve skupove. Box-counting dimenzija izbjegava problematiku odredivanja
najmanjih dijametara skupa te za pokriva¢ uzima skup kvadrata duljine .
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7 Primjena fraktala i teorije dimenzije

Kao sto je ranije spomenuto, fraktalna se geometrija razvila iz teZnje za razumijeva-
njem i opisivanjem prirodnih fenomena. Buduéi da je priroda kroz godine evolucije
razvila savrSene ekoloske sustave koji su optimalni u stvaranju energije i iskoristava-
nju resursa kojima raspolazu, ljudi pokusavaju imitirati prirodne pojave u svom Zivotu,
arhitekturi i tehnologijama poput racunalne grafike i raznih uredaja. Mnoge ideje za
moderne tehnologije su se razvile iz prirodnih izvora zbog sve veée potrebe za minimi-
zacijom prostora i optimizacijom brzine. Takoder, zbog toga sto je ljudsko tijelo u sustini
prirodna tvorevina, mnogi ljudski organi su fraktalne prirode te to vodi do mnogih po-
tencijalnih primjena fraktala u medicini, biologiji i patologiji. Zbog sustinski jednostavne
implementacije no kompleksnog rezultata, fraktali su nasli svoju primjenu i u kriptogra-
tiji te financijskim znanostima.

7.1 Fraktalna priroda geografskih fenomena

Fraktali su klju¢ni geografski alati za mjerenje i modeliranje. Leonardo da Vinci je
ve¢ u 15. stolje¢u zamijetio samosli¢no grananje rijeka. Sli¢no kao krvozilni sustav u
tijelu, planet Zemlja ima fraktalnu mreZu rijeka. Obrasci rije¢nih korita se formiraju
rije¢nim tokom te erozijom tijekom vremena. Fascinantno svojstvo rijecnih mreza je
to da skupljaju velike koli¢ine vode s vrlo velike povrSine zemlje te ju pohranjuju u
kompresirano podrugje.

=

(a) Bruce D. Malamund, Kings College London- (b) Brian Fessler, Lunar and Planetary
rije¢na mreZa u Kini Institute- korito drevne rijeke na Marsu

Slika 7.1: Fraktalna priroda rijecnih korita

Drugi prirodni fenomen fraktalne prirode su munje. Munje, zbog svoje prirode da
umjesto traZenja najkraceg puta, traZe najbrzi put praznjenja. Iz tog razloga prate kaoti-
¢an, nazubljen put. Grmljavina je zvuk nastao prezagrijavanjem zraka koji prati fraktalni
uzorak munje. Ukoliko drvo premaZemo zasi¢enom otopinom sode i vode te kroz dva
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¢avla zabijena na krajevima daske provedemo struju, na drvu ¢e se pojaviti uzorak nalik
na munju. Takvi se uzorci nazivaju Lichtenbergove figure ili Lichtenbergovi fraktali.

Jef Duncari : e e s s

(@) Jef Duncan- munja u Albequerque, Meksiko (b) Lichtenbergov fraktal
Slika 7.2: Fraktalna priroda elektriciteta
Takoder, temeljeno na Benoit Mandelbrotovom istraZivanju, moZe se pokazati da se

distribucija kisnih oblaka u Zemljinoj atmosferi moze fraktalno modelirati. MozZe se
pokazati i da sami oblaci, kao i mnoge druge prirodne pojave imaju fraktalnu strukturu.

(b) Led na staklu
g TPy

(d) Ananas (e) Aloe vera (f) Romanesco brokula

Slika 7.3: Fraktali u prirodi
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7.2 Fraktalna geometrija u arhitekturi

U danasnje je vrijeme, viSe nego ikada, naglasena ne samo funkcionalnost ve¢ i dizajn
prostora u kojima zZivimo i radimo. Takoder, iznimno je bitna iskoristivost prostora i
materijala kojima raspolaZzemo, efikasnost i energetska uc¢inkovitost. Ljudi su u gradnji
svojih nastambi pribjegavali masivnim, pravilnim oblicima i u tom su procesu nastajale
glomazne zgrade i kuce pravilnih, euklidskih oblika. Promatraju¢i poblize prirodu i
zivotinjske nastambe, ljudi su primijetili ljepotu matematickih oblika te veliku efikasnost
pri o¢uvanju energije i manjem utroSku materijala.

Arhitekti prostora Europe su vedi-
nom pribjegavali rjeSenjima koje uklju-
¢uju ravne linije, stabilnost i masivnost pri
¢emu su gubili na efikasnosti te koristili
velike koli¢ine materijala. Medutim, dola-
skom u Afriku su primijetili drugacije nas-
tambe. Vecina drevnih africkih nastambi
prikazuju komplicirana fraktalna svojstva.
Europljani su takav nacin gradnje smatrali
primitivnim. Jedan od primjera africke
fraktalne gradnje se nalazi u juznoj Zam-

biji poznat pod nazivom "Ba-lla". Indij-
Slika 7.4: Tlocrt nastambe Ba- lla S_k i gt gr:adn] cJen St i} REENEE /c.1s-
tim, ravnim linijama u gradnji. Vedina

hramova se sastojala od kula od kojih se

svaka sastojala od vlastitih kula.

(b) Kandariya Mahadeva hram, Khajuraho

Slika 7.5: Indijska arhitektura
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U Europi i Americi, osim katedrala u gotickom razdoblju, fraktalna arhitektura tek
nalazi svoje mjesto u modernom okruzenju.

(c) Bates Smart, Federation Square, Melbourne (d) Elytra Filament Paviljon, Roland Halbe

Slika 7.6: Moderna arhitektura

7.3 Fraktali koriSteni u medicini i fiziologiji

Pogreske u modeliranju ljudskih funkcijskih karakteristika su dosle do izrazaja u dru-
goj polovici 20. stolje¢a kada je Edwald Weibel predstavio ideju da su ljudska tijela
fraktalnog dizajna. Takoder je pokazao da je fraktalni dizajn strukturno i funkcionalno
ucinkovit jer koristi vrlo malo energije da bi se odrZavao. 1z te tvrdnje nije iznenadujuce
da se fraktalne strukture nalaze posvuda u prirodi. Fizi¢ki sustavi kao stabla krvnih sta-
nica, plu¢a, DNK, otkucaji srca pokazuju odredene fraktalne karakteristike. U Zivu¢im
organizmima moZemo promatrati tri vrste fraktala: geometrijski, statisticki i dinamicki.
Geometrijske fraktale moZemo pronadi u strukturi pluca sisavaca, arterijskim i venskim
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sustavima. Statisticki fraktali odreduju svojstva distribucije intervala u otkucajima srca

sisavaca, disanju, hodanju i ispaljivanju neurona. Dinamicki fraktali opisuju nelinearna

dinamicka svojstva mreZa koje provode odredene operacije u to¢no odredenim vremen-

skim razmacima. Potpuno samosli¢ne strukture egzaktno matematicki ne postoje vec

se samosli¢nim objektima smatraju figure koje pokazuju samosli¢nost na vise, medutim

konacno, razina.

Slika 7.7: Prikaz ljudskih pluc¢a s prikaza-
nim krvnim zilama na desnoj strani, Ewald

Weibel

Bitne strukture srca- koronarni sustav,
HisPurkinje sustav i sr¢ane niti pokazuju
fraktalne karakteristike. Prikazana struk-
tura srca omogucuje minimalni gubitak
energije pri trenju. Prema tome, nelinear-
nost ljudskih sastavnih dijelova je kljucan
Gubi-
tak te nelinearnosti ili povecanje komplek-

dio normalne fizioloske funkcije.

snosti strukture sustava, odnosno smanje-
nje dimenzije iste, upucuje na odredene
bolesti promatranih sustava. Starenje or-
ganizma takoder utje¢e na gubitak kom-
pleksnosti. BioinZinjeri su proucavanjem
fraktalnih struktura istrazili spektar mo-
gucnosti 3D- printanja zamjenskih organa.

Najintuitivniji geometrijski fraktal u
nasem tijelu su pluéa. Pluc¢a imaju ti-
pi¢nu razgranatu strukturu. Grane vari-
raju u duljini i promjeru te nakon odrede-
nog broja generacija grananja zavrSavaju
alveolama. U prosjeku, pluéa odraslog
¢ovjeka imaju 23 generacije grananja pri
¢emu su zadnjih 8-10 alveole. Isti uzo-
rak prikazuje i plu¢na arterija koja u pro-
sjeku ima 28 generacija grananja. Mjere-
nja su pokazala da opisana grananja i nji-
hova struktura maksimalno smanjuju ot-
por protoka u granama, pruZaju uvjete

za miran i jednoli¢an protok te optimalne

uvjete za mijeSanje zraka i krvi.

Slika 7.8: Prikaz krvnih Zzila unutar srca,
Hans van Beek i James B.Bassingthwaighte,
Sveuciliste u Washingtonu
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Nadalje, od prakti¢nih primjena fraktalne dimenzije izdvajaju se izuzetne primjene
u neinvazivnoj karakterizaciji zlo¢udnosti tumora, takoder pruzaju brzu i iskoristivhu
metodu mjerenja nepravilne distribucije kolagena u jetri. Nadalje, neuronska je mreza
promatrana kao fraktal, takoder se pretpostavlja da je cijeli mozak fraktalne strukture te
da se takav razvio kao produkt evolucije. Na slican nacin se promatraju stanice. Iako se
prednosti fraktalne geometrije tek pocinju proucavati, u medicini postoji velik potencijal
za rast. U buducnosti ¢e fraktalna geometrija i procesiranje slika te modeliranje poma-
gati pri klasificiranju razli¢itih bolesti, razlikovanju izmedu benignih i malignih stanica,
odredivanju teZine bolesti i sli¢no.

7.4 Fraktali u ra¢unalnoj grafici

Racunalna grafika je sveprisutna u danasnjoj tehnologiji. Modeliranje i renderiranje
realnih prirodnih figura i terena se najvise koristi u rac¢unalnim igrama, no prisutno je
i u razlic¢itim programima za modeliranje te simuliranje, profesionalnim arhitektonskim
i inZenjerskim softverima. Fraktalno modeliranje pruza mogu¢nost brzog i realisticnog
modeliranja prirodnih pojava. Kroz rad se moze vidjeti nekoliko primjera kao Sto je
modeliranje oblaka i planina pomoc¢u Perlinovog Suma (Slika 4.1), modeliranje drveca i
grmova. Zbog realisti¢nosti, no i brzine kojom bismo Zeljeni generirati razlicite teksture,
pogodno je koristiti ra¢unalni program koji razvija traZenu strukturu od pocetnog jed-
nostavnog lika Sto je to¢no to Sto se postiZe fraktalnom geometrijom. Tako se danas u
racunalnoj grafici fraktalna geometrija koristi za generiranje razlic¢itih tekstura tla, vo-
denih tijela i njihovih gibanja, oblaka, rijeka, kretanja fluida, vegetacije, koZe i krzna i
slicno.

Slika 7.9: Generiranje grafickih terena pomocu fraktala
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7.5 Fraktalni uredaji

Cesto se u Zivotu susre¢emo s problemima za koje je priroda ve¢ nala rjedenje. Iz
tih se razloga fraktalne strukture sve vise implementiraju u inZenjerstvu te uklju¢uju u
razlicite tehnoloske uredaje. Zbog njihovog oblika i efikasnosti, uredaji mogu biti manji
i kompaktniji.

Kako ratunala postaju sve manja i
brza, generalno proizvode vise topline sto
moZe dovesti do neZeljenih komplikacija.
InZinjeri na sveucilistu u Oregonu su ra-
zvili fraktalni uzorak koji se ugravira na
silikonski ¢ip te time dopusta rashladnoj
tekudini da se uniformno rasporedi preko
povrsine Cipa te ga time maksimalno ras-
hladuje.

Slika 7.10: Fraktalno rjeSenje dizajna ¢ipova
za izmjenu topline
Druga Cesta uporaba fraktala je dizajniranje antena. Fraktalna antena koristi samos-
lican dizajn zbog maksimiziranja duljine materijala pri minimiziranju povrsine. Pri di-
zajnu antena za mobilne uredaje koriste se klasi¢ni geometrijski fraktali poput trokuta
Sierpinskog ili Kochove pahulje.

Slika 7.11: Primjena fraktala u dizajnu antena
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8 Sazetak

Od pocetka razvijanja znanosti, ljude je fascinirao svijet oko njih i pojasnjavanje na¢ina
na koji on funkcionira. Iako su s pocetkom uvodenja teorije dimenzije- dimenzije koja bi
pobliZe opisivala prirodni svijet, matematicari naisli na velik otpor tadasnje matematicke
zajednice, fraktalna geometrija je nasla svoje mjesto u modernom svijetu. Fraktali nam
omogucuju lako modeliranje razli¢itih prirodnih fenomena, kako prirode, tako i struk-
ture ljudskog i Zivotinjskog tijela. Zbog prirode fraktala, narocito toga Sto se racunalno
iznimno lako generiraju, fraktali uvelike olakSavaju modeliranje svijeta. Priroda, nastala
milijunima godina evolucije, pronasla je nac¢ine optimizacije svojih funkcija sto ljudi i da-
nas pokusSavaju otkriti. Fraktalna geometrija nam pomaze stvoriti most izmedu prirod-
nih struktura i elektronickih uredaja ¢ije performanse Zelimo optimizirati. Iz fraktalne
geometrije se takoder razvila i fraktalna dimenzija, novi na¢in promatranja prirodnih
fenomena. Ova otkri¢a u nedavno vrijeme su otvorila vrata mnogim moguc¢nostima.

Kljuc¢ne rijeci: fraktali, fraktalna dimenzija, teorija dimenzije, primjena
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9 Summary

From the beginnings of exploring science, people were fascinated by the world aro-
und them as well as explaining the way in which it functions. Even though people who
started studying new dimension theory came to resistance of mathematical community,
fractal geometry found its place in modern world. Fractals give us a way of easier
modelling different natural phenomena, nature as well as human and animal bodies.
Because of the fractal nature, especially they are easily computer generated, they are
used for easy world modelling. Nature originated from millions of years of evolution,
found ways for optimization for its functions which people to this day try to recreate.
Fractal geometry gives a bridge between natural structures and electronic devices whose
performances we want to optimize. Fractal geometry was also the ground for develop-
ment of fractal dimension, new way of observing natural phenomena. These discoveries
recently opened the door to many possibilities.

Key words: fractals, fractal dimension, dimension theory, application
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10 Zivotopis

Rodena sam 15.8.1994. u Vinkovcima. Spajanjem interesa prema matematici i umjet-
nosti, 2009. upisujem se u Tehni¢ku Skolu Rudera Boskovic¢a u Vinkovcima i 2013. stje-
¢em zvanje arhitektonskog tehni¢ara. Nakon zavrSene srednje Skole 2013. upisujem
SveuciliSni nastavnicki studij matematike i informatike na Odjelu za matematiku.

40



Literatura

[1] S. Avalos- Bock, Fractal Geometry: The Mandelbrot and Julia Sets, Chicago, 2009.

[2] I Bodis, Fraktali, Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku, Diplomski rad, Osijek
2012

[3] C. A. Boiangiu, Fractal Objects in Computer Graphics, Polytechnic University of Buc-
harest, 2015

[4] E de Comite Circle Packing Explorations, Bridges 2013: Mathematics, Music, Art,
Archi-tecture, Culture, 2013

[5] B. Fredriksson, An introduction to the Mandelbrot set, The Royal University of Techno-
logy, 2015

[6] M. Green, The Buddhabrot Technique, url: http://superliminal.com/fractals/
bbrot/bbrot.htm

[7] J. Kitchley, Fractals in architecture, Thiagarajar College of Engineering, 2003

[8] B. B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature, W.H. Freeman and Company, New
York, 1983.

[9] M. J. Turner, The origins of fractals, De Montfort sveuciliste, 1998.

[10] E. Pearse, An introduction to dimension theory and fractal geometry: fractal dimensions
and measures Cornell Universiy, 2005.

[11] J. C. Sprott, Strange Attractors: Creating Patterns in Chaos University of Wisconsin-
Madison,2000.

[12] J. Sturmberg, B. J. West, Fractals in Physiology and Medicine The Drug Prescription
Process: A Network Medicine Approach, str. 171-192, 2013

41



