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Metric and topological spaces

Sazetak

Cilj ovog rada je prouciti osnovna svojstva i rezultate koji se odnose na metricke
i topoloske prostore. U prvom dijelu rada obja$njava se euklidski prostor te osnovne
definicije i svojstva koji su potrebni za daljnju analizu prostora. U radu se obraduju
otvoreni i zatvoreni skupovi u metrickom i topoloSkom prostoru, nizovi u metrickom
prostoru, neprekidna preslikavanja u metrickom i topoloskom prostoru te povezani
prostori.

Kljuéne rijeci
Euklidski prostor, metri¢ki prostor, topoloski prostor, otvoren skup, zatvoren skup, otvorena kugla,
Cauchyev niz, potpun prostor, povezan prostor

Abstract

The aim of this bachelor’s thesis is to consider fundamental properties and results
concerning of metric and topological spaces. It will be defined the Euclidean space,
fundamental definitions and properties which are required for further analysis of the
space. Also, in this bachelor’s thesis the open and closed sets in metric and topological
space, sequences in metric space, continuous functions in metric and topological space
and connceted spaces it will be presented.

Keywords
Euclidean space, metric space, topological space, open set, closed set, open ball, Cauchy sequence,
complete space, connected space



Sadrza]
1 Euklidski prostor

2 Metricki prostor

21 Obvorenl SEUPOTE « . v o « o0 05 s ba sw s e e e me w e s e G
2l ZAlvorenl BBHPOVE : s s 5 5 : s s E R s 5@ B E Y 4 B eE P& B EE §EEE G §
2.3 Nizovi u metrickom prostoru . . . . . . .. ..o

231 Potpuni metricli proalori- « « s « s 06 598 05 88 @ 55 388 58 8 s
24 Neprokidnspreplilepmnis « - « s 0 6c 1o s et tadvs v was oa@es o0

3 Topoloski prostor

3.1 Hausdorffov prostor . . . . . . . . . ...
3.2 Okolina, interior i zatvara¢ skupa . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
3.3 Neprekidna preslikavanja . . . . . . . . . ... 0oL
3d Povezmaml PResBOEL . . « o o 0 « w 5w s v m 5 me nm B e mew w s m s e s

3.4.1 Povezanost putevima . . . . . . .. ...

oo ot Ot



1 Euklidski prostor
Sa R"™ se oznacava skup svih uredenih n-torki (zy, s, ...,x,) realnih brojeva. Neka su
x,y € R™ takvi da je
z=(T1,%2, -, Zn) 1Yy = (Y1,Y2,---,Yn)
i neka je A € R. Tada su definirane sljedece operacije:

'T—i_y = (x1+y1ax2+y27"'7xn+yn)
A = (Axg, Az, ..., Axy,)
(zly) = 1 y1+ T2 Yo+ +Tn-Yn

loll = /a3 +aB+--+a

Skalarno mnozenje (z|y) : R" x R" — R ima sljedeca svojstva:

—_

(z]y) > 0 (pozitivna semidefinitnost)
(z]z) = 0 & x = 0 (pozitivna definitnost)
(z]y) = (y|z) (simetricnost)

(x +y|z) = (z]z) + (y|#) (aditivnost u odnosu na prvu varijablu)

U 0

. (Az|y) = M=z]y) (homogenost u odnosu na prvu varijablu)

Vektorski prostor (R", +, -) zajedno sa skalarnim mnozenjem (z|y) zove se n-dimenzionalni
Euklidski prostor.
Norma ||z|| : R®™ — R definirana pomocu skalarnog produkta ||z|| := \/(x|z) ima sljedeca
svojstva:

L. ||z|| > 0 (pozitivna semidefinitnost)

2. ||z|| =0 < 2 = 0 (pozitivna definitnost)

3. [|Az|| = |A|||z]] (homogenost)

4. ||z + y|| < |lz]| + |ly|| (nejednakost trokuta)

Prva tri svojstva se mogu jednostavno dokazati koristeéi definiciju norme, a dokazat ¢emo
nejednakost trokuta. Za dokaz toga, potrebna nam je Buniakowsky-Cauchy-Schwarz (skraceno
BCS) nejednakost, koja glasi:

|@ly)] < ll=lllly]

Krenemo od kvadrata norme vektora x + y i raspisujemo jednakost uz primjenu svojstva
apsolutne vrijednosti i BCS nejednakosti:

(z +ylz +y)

(z]z) + 2(z(y) + (yly)
(z]z) + 2[(z|y)| + (yly)
2 ]” + 2]z [yl + ly*
(Nl + lylh?,

odakle slijedi nejednakost ||z + y|| < ||z]| + ||y]l-

I+ ylI*

%
%



Euklidska udaljenost dviju tocaka = i y iz R se definira kao Euklidska norma
d(z,y) := ||z — y|| vektora z — y i ima sljedeca svojstva:

Ova navedena svojstva euklidske udaljenosti se koriste za definiciju pojma metrickog prostora
o kojem govori sljedece poglavlje.



2 Metricki prostor

Definicija 2.1 Neka je X #0 id: X x X — R funkcija koja zadovoljava sljedeca svojstva:

1. d(z,y) >0

2 dg,y)=0<s=yg

3. d(z,y) = d(y,z)

4. d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

Kazemo da je d funkcija udaljenosti, odnosno metrika na skupu X. Tada se uredeni par
(X, d) naziva metricki prostor.

Skup R je metri¢ki prostor s funkcijom udaljenosti d koja je definirana s d(z,y) = ||z —y||,
za svaki z,y € R. Slicno, skup C je metricki prostor s funkcijom udaljenosti d koja je
definirana s d(z,w) = ||z — w||, za svaki z,w € C. Euklidski prostor R" je metricki prostor s
Euklidskom funkcijom udaljenosti d koja je definirana s

d(z,y) = ||z =yl =

za svaki z,y € R".

2.1 Otvoreni skupovi

Definicija 2.2 Neka je (X,d) metricki prostor, ©o € X i r realan nenegativan broj.
Skup K(xzg,r) = {& € X : d(z,x) < r} je otvorena kugla sa sredistem u xg
radijusa r.

Primjer 2.1 Primjer: otvorenth kugla u razlicitim dimenzijama:

a) X =R
K(zg,r)={z €R: |z —zo| <r} = (xg—r,x0+7)

b) X =R
K(zg,r) ={z € R:d(z,xz0) <1},

§to predstavlja krug sa sredistem u tocki xq € R? radijusa r.

Definicija 2.3 Skup V' C X wu metrickom prostoru (X, d) je otvoren ako se oko svake nje-
gove tocke moze opisati otvorena kugla koja je cijela sadrzana u skupu V', tj. ako
(Vzo € V)(3r > 0)K(zo,7) C V.

Napomena 2.1 Prazan skup je po definiciji otvoren skup.

Lema 2.1 Otvorena kugla K(xy,r) iz metrickog prostora (X, d) je otvoren skup.



Dokaz: Neka je yg € K(zg,7). Treba pokazati kako postoji 6 > 0 takav da vrijedi
K(yg,0) € K(zg,r). Prema odabiru tocke yo vrijedi da je d(yg,xg) < r i definira se
0 :=r —d(yy, o). Za x € K(yo,0) vrijedi:

d(x, z9) < d(z,90) + d(yo, To) < 0 + d(yo, To) = r — d(yo, To) + d(yo, To) =7

Iz toga slijedi da je z € K(zo,7), tj. K(yo,6) C K(zo,7), $to znaci da je K(xg,r) otvoren
skup.

Propozicija 2.1 Neka je U familija svih otvorenih skupova iz metrickog postora (X, d).
Tada vrijeds sljedece:

1. Unija svake familije clanova iz U je ¢lan iz U
2. Presjek konacno mnogo clanova iz U je ¢lan 1z U

3. 01X suizl

Dokaz:

1. Treba pokazati da ¢e unija otvorenih skupova biti otvoren skup.
Neka je V' unija svih otvorenih skupova iz U i neka je x € V. Tada je x element nekog
otvorenog skupa W iz U. Nadalje, postoji 6 > 0 takav da je K(z,0) CW,aW CV
pa je K(z,0) C V. Iz toga slijedi da je V' otvoren skup.

2. NekajeV=VinVeon---NVe, ke NiV;,Vs,..., Vi elUiz eV. Tadajex € V;
i postoje pozitivni realni brojevi d;,ds, ..., takvi da K(z,6;) C V, za j =1,...,k.
Neka je § = min{dy, ds,...,0x}. Tada je § > 0. Zbog toga je K(z,0) C K(z,0;) CV
za svaki j. Iz K(z,0) C V slijedi da je V' otvoren skup.

3. Prema napomeni 2.1 prazan skup 0 je otvoren skup.
Skup X je otvoren jer je svaka otvorena kugla oko tocke z € X sadrzana u X.

Primjer 2.2  a) Skup {(z,y,2) € R®: (z—1)*+ (y—2)*+2% > 9Az > 1} je otvoren skup
jer je dobiven presjekom otvorene kugle radijusa 3 oko tocke (1,2,0) i otvorenog skupa
{(z,y,2) e R®: 2z > 1}.

b) Skup {(z,y,2) € R® : (x +2)>+ (y — 1)> +2%2 > 4V z > 1} je otvoren skup jer
je dobiven unijom otvorene kugle radijusa 2 oko tocke (—2,1,0) i otvorenog skupa
{(z,y,2) e R®: 2z > 1}.

Definicija 2.4 Neka je (X, d) metricki prostor i x € X. Skup N C X je okolina tocke z
u X ako postoji § > 0 takav da je K(x,6) C N.

Direktno iz te definicije slijedi da je skup V' C X otvoren ako i samo ako je V' okolina svake
tocke v € V.



Definicija 2.5 Neka je A C X. Tocka v € A je unutarnja tocka skupa A ako postoji
otvorena okolina N tocke x sadrzana u A.

Definicija 2.6 Interior (nutrina) skupa A je skup svih unutarnjih tocaka, tj.
IntA={x € X:3IN C X, N otvoren,z € N C A}
Neka je (X, d) metricki prostor i A, B C X. Interior skupa ima sljedeéa svojstva:
1. IntAC A
2. IntX =X
3. AC B= IntA C IntB
4. Skup A je otvoren ako i samo ako je IntA = A.
5. Int(IntA) = IntA

6. Int(ANB) =IntANIntB



2.2 Zatvoreni skupovi

Definicija 2.7 Neka je (X,d) metricki prostor. Skup F C X je zatvoren ako je X\A
otvoren skup.

Primjer 2.3 Primjer: zatvorenih skupova:

a) U (X,d) svaki jednoclani skup F = {x¢} je zatvoren.
Treba pokazati da je F© = X\F = X\{zo} otvoren. Neka je yo € X\{zo} proizvoljna

tocka. Definira se
1
= =d
r 9 (‘TanO)

i vrijedi da je r > 0. Treba provjeriti vrijedi li K(yo,r) C X\{xo}.
Za proizvoljnu tocku z € K (yg,r) vrijedi: d(xg,yo) < d(zg,2) + d(z,yo)
Iz toga slijedi:

d(zo,z) > d(xo,y0) — d(yo,2) > d(zo,yo) — 7
1 1
= d(xo,y0) — §d($0>yo) = §d(1‘oyyo) >0

= z # x0,Vz € K(yo,7) = K(yo,7) C X\{z0}
Skup X\{zo} je otvoren, tj. F = {xq} je zatvoren.

b) Segment [a,b] C R je zatvoren.

¢) K(xg,r) = {z € R" : d(x,2¢) < r} je zatvoren. Taj skup se naziva zatvorena kugla
sa sredistem u tocki xg € R™ radijusa r.

Propozicija 2.2 Neka je U familija svih zatvorenih skupova iz metrickog postora (X, d).
Tada vrijeds sljedece:

1. Unija konacno mnogo clanova iz U je ¢lan iz U

2. Presjek svake familije clanova iz U je clan iz U

3. 01X suizld

Dokaz ove tvrdnje slijedi iz propozicije 2.1, De’Morganovih zakona i definicije zatvorenog
skupa.

Definicija 2.8 Neka je (X,d) metricki prostor i F C X. Zatvaraé F od F je presjek svih
zatvorenth podskupova od X koji sadrze skup F.

Zatvara¢ jos oznacavamo s ClF.

Iz propozicije 2.2 slijedi da je zatvara¢ F od F' takoder zatvoren skup u X. Nadalje, neka
je F bilo koji zatvoren skup u X i A C F, onda jei A C F.
Zatvara¢ F' od F' je najmanji zatvoren podskup od X koji sadrzi F'.



Neka je (X, d) metricki prostor i F, H C X. Zatvara¢ skupa ima sljedeca svojstva:
1. FCCIF
2. CIX =X
3. FCH=CIF CCIH
4. Skup F' je zatvoren ako i samo ako je C1F" = F'.
5. CI(CIF) = CIF
6. CL(FUH)=CIFUCIH

Definicija 2.9 Neka je (X, d) metricki prostor i A C X. Skup A je omeden/ograniéen
ako postoji tocka o € X i r > 0 takvi da je A C K(zo,7).



2.3 Nizovi u metrickom prostoru

Niz u skupu X # () je svaka funkcija z : N — X. Vrijednost z(k), k € N, naziva se opéi
¢lan niza i oznacava se s x;. Niz 2 : N — X se oznacava s ().

Definicija 2.10 Neka je (xy) niz u metrickom prostoru (X, d). Niz (xy) konvergira prema
tocki xy € X ako za svaki e > 0 postoji kg € N takav da za svaki k > kg vrijedi d(xy, o) < €.
Tocka zq se zove limes ili graniéna vrijednost niza (vy) i oznacava se s klim .

—00

Limes ako postoji, onda je on jedinstven, a to upravo dokazuje sljedec¢i teorem:

Teorem 2.1 Neka je (x)) niz u metrickom prostoru (X,d). Ako on konvergira, limes je
jednistven.

Dokaz: Neka je zy = klim xp,. Treba pokazati kako niti jedna druga tocka 7y € X\{z} ne
—00

moZe biti limes. Neka je € = 1d(zo, %y). Prvo treba pokazati da se otvorene kugle K (z,¢)
i K(Zo,€) ne sijeku. Neka je v € K(xg,¢). Tada je d(z,z) < €. Zbog nejednakosti trokuta
slijedi da je

d(x,Zy) > d(zg, Tg) — d(zg,x) >2e —c=¢
= K(zg,€) N K(2g,¢) = 0.
Prema definiciji limesa postoji ky € N takav da je xp € K(xg,¢), za svaki k > ky. Iz toga
slijedi da z), ¢ K (7o, ¢), Sto znaci da 2 nije limes.

Teorem 2.2 Neka je (X,d) metricki prostor. Skup F' C X je zatvoren ako i samo ako za
svaki niz (xy) iz F koji konvergira v X ima limes u F.

Dokaz: Neka je F' zatvoren skup i neka je (zj) niz u F' koji konvergira prema tocki zg € X.
Treba pokazati da je xy € F. Pretpostavimo da x4 nije iz F, tj. da je o € X\ F. Skup X\ F
je otvoren pa postoji € > 0 takav da je K(xg,¢) C X\F. Kako niz (z3) konvergira prema
xg, postoji ky € N takav da je x € K(xg,e) C X\ F za svaki k > ko, sto je u kontradikciji s
pretpostavkom da je (zx) niz u F.

Obratno, pretpostavimo da F' C X sadrzi limese svih konvergentnih nizova iz F i da
F nije zatvoren skup, tj. da X\F nije otvoren. Tada postoji tocka zy € X\F takva da
Vr > 0 vrijedi da K(zo,r) N F # 0. Zamjenjujuéi r redom s 1,k € N, dolazimo do tocaka
x, € K(zo,7) N F. Niz (zx) je niz u F. Vrijedi da je d(zo, zx) < 3, tj. zx — 2o € X\F, §to
je u kontradikciji s pretpostavkom da [F' sadrzi limese svih svojih konvergentnih redova pa
je F' zatvoren skup.

Definicija 2.11 Neka je (x)) niz u metrickom prostoru (X, d). Niz je omeden ako postoji
zg € X ir >0 takav da je {zy : k € N} C K(z,7).

Definicija 2.12 Neka je (X, d) metricki prostor, vq € X i (zy) niz u X. Tocka xq je tocka
gomilanga ili gomiliste niza (vy) ako svaka otvorena okolina tocke xy sadrzi beskonacno
mmnogo clanova tog niza.

Napomena 2.2 Za gomiliste niza vrijedi:
a) Gomiliste podniza je © gomiliste niza.

b) Konvergentni niz u metrickom prostoru ima samo jedno gomiliste i to je njegov limes.
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2.3.1 Potpuni metricki prostori
Definicija 2.13 Neka je (z1) niz u metrickom prostoru (X,d). Niz (z) je Cauchyev niz
ako za svaki € > 0 postoji kg € N takav da je d(zk, zm) < €, za sve k,m > k.

Radi jednostavnosti, Cauchyev niz se skra¢eno oznacava C-niz.

Primjer 2.4 Neka je (z) = 77,k € N niz u X =R. Pokazimo da je C-niz.
Neka su k,m € N. Bez smanjenja opcenitosti neka je m > k. Tada vrijedi:

1 1

k2  m?

1 1 1

e Rl

|5Ek - xm| =

Neka je € > 0. Odabire se ky € N takav da je ko > \/ig Tada za sve k,m € N vrijed: da je
1

|zg — &m| < €. Niz (z3) = 5z je C-niz.
Teorem 2.3 U metrickom prostoru (X, d) vrijedi:

1. Svaki konvergentan niz je C-niz.

2. Svaki C-niz je omeden.

Dokaz:

1. Neka je klim xr = xg. Po definiciji limesa tada za svaki € > 0 postoji ky € N takav da
—00

je d(zy, ) < § za svaki k > ko. Zato za sve k,m > ko, koriste¢i nejednakost trokuta
se dobije:

d(xk, Tm) < d(zk, 20) + d(T0, Tm) < g 4+ —=¢

<
2
Slijedi da je niz (zj) C-niz.

2. Neka je (zx) C-niz. Specijalno za e = 1, postoji ky € N sa svojstvom da je d(zy, zx,) < 1
za sve k > ky. Neka je

M = maz{l,d(z1, Tk, ), d(Z2, Thy ), - - - » A(Thg_1,Tko) } + 1

Tada su svi ¢lanovi niza (xy) sadrzani u otvorenoj kugli K (xy,, M), §to znaci da je niz
omeden.

Definicija 2.14 Metricki prostor (X, d) je potpun ako svaki Cauchyjev niz iz X konvergira
prema nekoj tocki iz X.

Potpun normiran vektorski prostor zove se Banachov prostor, a potpun unitaran vektorski
prostor Hilbertov prostor.

11



Teorem 2.4 Neka je (X,d) potpun metricki prostor. Skup F C X je zatvoren ako i samo
ako je (F,d) takoder potpun metricki prostor.

Dokaz: Neka je FF C X zatvoren skup. Treba pokazati da proizvoljan C-niz (xy) iz F
konvergira prema nekoj tocki iz F'.
Kako je FF C X, niz (xj) je C-niz i u X, a zbog potpunosti prostora (X,d), postoji tocka
zg € X prema kojoj niz (z) konvergira. Zbog zatvorenosti skupa F', prema teoremu 2.2 je
xg € F. C-niz (zy) konvergira u (F,d) pa je (F,d) potpun metricki prostor.

Obratno, neka je (F,d) potpun metricki prostor. Zbog teorema 2.2 dovoljno je pokazati
da svaki niz (z) iz F' koji konvergira ima limes u F.
Neka niz (zy) iz F konvergira prema zy € X. Tada prema teoremu 2.3 (z) je C-niz i
zbog potpunosti prostora (F,d), postoji tocka £y € F prema kojoj on kovergira. Zbog
jedinstvenosti limesa @y = zy. Skup F' je zatvoren skup.

Primjer 2.5 Primjer: potpunih metrickih prostora:
a) Segment |a,b] je potpun metricki prostor prema prethodnom teoremu.

b) Euklidski prostor (R",d) je potpun. (vidi [4, str. 43])

12



2.4 Neprekidna preslikavanja

Definicija 2.15 Preslikavanje f : D C R — R je neprekidno u tocéki xo € D ako za
svaki realan broj € > 0 postoji realan broj 6 > 0 takav da je |f(z) — f(xo)| < € za svaki
T e <(IJO + 0,19 — 5> mBD, 4.

(Ve > 0)(35 > 0)(Vx € D)|z — 20| <6 = |f(x) — f(xo)| < e

Pomoéu Euklidske metrike d na R prosiruje se pojam neprekidnosti na preslikavanje
metrickih prostora:

Definicija 2.16 Neka su (X, d,) i (Y,d,) metricki prostori, D C X i f: D =Y preslika-
vanje. Preslikavanje f je neprekidno u tocéki xy € D ako za svaki realan broje > 0 postoj
realan broj § > 0 takav da je d,(f(x), f(z0)) < € za svaki v € D za koji je d,(x,x0) <9, tj.:

(Ve > 0)(F0 > 0)(Vx € D)dy(z,z0) < 6 = dy(f(z), f(z0)) <€

Uoc¢imo da je preslikavanje f: D C X — Y je neprekidno u tocki zp € X ako za svaki
e > 0 postoji 6 > 0 takav da je f(K,(zo,6) N D) C K,(f(xo),€). Zbog toga vrijedi sljededi
teorem:

Teorem 2.5 Neka su (X,d,) i (Y,d,) metricki prostori, D C X i f : D =Y preslikavange.
Preslikavanje f je neprekidno u tocki xo € D ako v samo ako za svaku otvorenu okolinu V
tocke f(xo) postoji otvorena okolina U tocke xy takva da je f(UND) C V.

Dokaz: Neka je f neprekidno u tocki zp € D, a V otvorena okolina tocke f(zg). Kako
je skup V' otvoren, prema definiciji postoji € > 0 takav da je Ky,(f(zo),e) € V. Zbog
neprekidnosti preslikavanja f, postoji 6 > 0 takav da je dy(f(x), f(xo)) < € za svaki x € D
za koji je dy(z,zo) < 4. Iz toga slijedi: f(D N Ky(xo,d)) C Ky(f(zo),e) CV.

Ako je skup U := K,(xg,6), slijedi da je f(UND) C V.

Obratno, neka je ¢ > 0. Kako je V := K (f(x),€) otvorena okolina tocke f(xp) u V,
prema pretpostavci teorema slijedi da postoji otvorena okolina U tocke zy u X takva da je
fUNV) CV. Zbog otvorenosti skupa U, postoji § > 0 takav da je K,(x¢,d) C U. Zato
je f(Kz(zo,6) NU) C V, odnosno dy(f(z), f(xo)) < € za svaki € D za koji vrijedi da je
de( 2, ) < 6.

Napomena 2.3 Ako je f : D — Y neprekidna funkcija, tada je neprekidna @ svaka njezina
restrikcija fla: A—Y, ACD.

Neprekidnost preslikavanja metrickih prostora moze se opisati pomocéu konvergentnih
nizova. O tome govori sljedeé¢i teorem: Heineova karakterizacija neprekidnosti.

Teorem 2.6 Neka su (X,d,) i (Y, d,) metricki prostori, D C X i f : D =Y preslikavange.
Preslikavangje f je neprekidno u tocki xy € D ako i samo ako za svaki niz (vg) u D koji
konvergira prema xq, niz funkcijskih vrijednosti (f(xy)) konvergira prema f(xg).

Dokaz: Neka je f neprekidno preslikavanje u tocki o € D, a () bilo koji niz u D koji
konvergira prema xy. Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Zbog neprekidnosti funkcije f
u tocki xy postoji 6 > 0 takav da je

J(Ka(z0,0) N D) € Ky(f(20), €).- (1)
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Kako je klim T = X, postoji kg € N takav da vrijedi
—00

T € Kx($0,5> N D,Vk Z ko (2)

Iz (2) i (1) slijedi da je f(zx) € Ky(f(xo), Vk > ko, $to znaci da niz (f(x))) konvergira prema
[ (o).

Obratno, neka je klim f(zg) = f(xo) za svaki niz (xy) iz D koji konvergira prema x.
—00

Treba pokazati da je f neprekidna u tocki zy i taj dokaz ¢e se provesti kontradikcijom,

tj. pretpostavimo da f nije neprekidna. Tada postoji € > 0 takav da za svaki § > 0

postoji tocka x5 € D takva da je dy(zs,z0) < 0 1 dy(f(zs), f(zo)) > €. Specijalno, za

6 := 1,k € N, dolazimo do niza (z)) takvog da je dy(zk, o) < 1 i dy(f(zk), f(z0)) > €.

Zbog klim d. (g, xg) = 0, dobiveni niz (xy) konvergira prema zy, ali niz (f(zx)) ne konvergira
—00

prema f(xzg), $to je u kontradikeiji s pretpostavkom. Preslikavanje f je neprekidno u tocki
Zg.

Primjer 2.6 Funkcija [ : R?* = R zadana formulom:

() £0,0
i "”‘{o (e,) = (0,0)

nije neprekidna u (0,0).
a) Koristeci definiciju treba pokazati da:
(38 = 0)(V6 > O)(EI('CE(S’ yé) € K«O’ 0)7 5)) N d(f(l'(;,yg), f(07 0)) > €

Neka je € = 5. Za svaki § > 0 uzmimo da je (z5,ys5) = (%,2). Tada je:

4 4
2’2

)—@M: LR L

(s, 35), (0,0)) = | ( iTITS

A(f s 90), FO.0) = [£(2,2) = (0.0 = |5 0] = 3 >3

b) Pomocu Heineove karakterizacije neprekidnosti:

Niz (zr,yx) = (3, 1),k € N, konvergira prema (0,0). Kako je f(3,%) = 3, znaci da
f(x, yr) ne konvergira prema f(0,0) = 0.
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3 Topoloski prostor

Svojstva otvorenih skupova iz propozicije 2.1 se koriste za definiciju pojma topologije:
Definicija 3.1 Neka je X neprazan skup. Familija U podskupova od X sa svojstvima:
1. Unija svake familije clanova iz U je clan iz U

2. Presjek konacno mnogo clanova iz U je ¢lan iz U
3. 01X suizld

zove se topoloska struktura ili topologija na X.
Pri tome se uredeni par (X,U) zove topolosdki prostor, a clanovi familije U otvoreni
skupowvs.

Bilo koji metricki prostor moze se smatrati topoloskim prostorom. Zaista, neka je X
metricki prostor s funkcijom udaljenosti d. Prisjetimo se da je V' C X otvoren skup ako i
samo ako za bilo koju tocku v € V' postoji § > 0 takav da {z € X : d(z,v) < 6} C V.
Prazan skup 0 i cijeli skup X su otvoreni skupovi. Takoder, bilo koja unija otvoreni skupova
i konacan presjek otvorenih skupova u metrickom prostoru je otvoren skup. Na taj nacin,
skup svih otvorenih skupova u metrickom prostoru zadovoljava aksiome topoloskog prostora.
Takav skup otvorenih skupova zovemo topologija generirana funkcijom udaljenosti d na X.

Primjer 3.1 Topologija se moze definirati na bilo kojem skupu X na nacin da je svaki
podskup od X otvoren skup. Takva topologija se naziva diskretna topologija.

Definicija 3.2 Neka je (X,U) topoloski prostor. Skup F C X je zatvoren ako je X\A
otvoren skup.

3.1 Hausdorffov prostor

Definicija 3.3 Topolosk: prostor X je Hausdorffov prostor ako zadovoljava sljedeci
Hausdorffov aksiom:

e ako su x 1y dvije razlicite tocke u X, onda postoje otvoreni skupovi U 1V takvi da je

zelU,yeViUNV =40
Lema 3.1 Svaki metricki prostor je Hausdorffov prostor.

Dokaz: Neka je X metricki prostor s funkcijom udaljenosti d, te neka su z i y dvije razlicite
tocke iz X. Neka je € := 3d(z, y). Tada su otvorene kugle K (z,¢) i K (y, ¢) otvoreni skupovi.
Ako je K(z,e) N K(y,e) # 0, tada postoji tocka z € X koja zadovoljava d(z,z) < € i
d(y, z) < . Ali to je nemogucée, jer bi onda prema nejednakosti trokuta vrijedilo d(z,y) < 2¢,
sto je kontradikcija s pretpostavkom.
Slijedi da za = € K(z,¢) iy € K(y,¢) vrijedi K(z,e) N K(y,e) = (. Metricki prostor X
je Hausdorffov prostor.

15



3.2 Okolina, interior i zatvarac skupa

Definicija 3.4 Neka je X topoloski prostor i © € X. Neka skup N C X sadrzi tocku x.
Skup N je okolina tocke x ako postoji otvoren skup V' koji sadrzi tocku x i podskup je od
skupa N.

Definicija 3.5 Neka je X topoloski prostor te neka je A C X. Interior (nutrina) skupa
A definira se kao najveéi otvorent skup koji je sadrzan u A.

Skraceno se oznacava: IntA.
Napomena 3.1 [nterior skupa je jednak uniji svih otvorenih skupova sadrzanih u tom skupu.

Prema tome, definicija okoline tocke x € X moze se promatrati na sljede¢i nacin: svaki

skup N ¢iji interior sadrzi tocku z, tj. = € IntN, je okolina tocke x.

Neka je X topoloski prostor i A, B C X. Interior skupa ima sljedeca svojstva:
1. IntAC A

2. IntX =X

ACB = IntA C IntB

Skup A je otvoren ako i samo ako je IntA = A.
Int(IntA) = IntA

AN S

6. Int(ANB) =IntANIntB
Sljedeé¢im primjerom je pokazano kako vrijedi: Int(A U B) # IntA U IntB:
Primjer 3.2 Neka je X =R, A=[0,1] s B=11,3].
AUB=10,3] = Int(AU B) = (0, 3)
IntA = (0,1),IntB = (1,3) = IntAU IntB = (0,1) U (1, 3)
Ocito je da: (0,3) # (0,1) U (1,3), tj. Int(AU B) # IntA U IntB.

Definicija 3.6 Neka je X topoloski prostor te neka je A C X. Zatvaraé skupa A je
najmangi zatvoren skup koji sadrzi cijeli skup A.

Skrac¢eno se oznacava: ClA ili A.

Napomena 3.2 Zatvarac skupa je jednak presjeku svih zatvorenmih skupova koji sadrie taj
skup.

Neka je X topoloski prostor i A, B C X. Zatvarac¢ skupa ima sljedeca svojstva:
1. ACCIA

2. ClIX =X

ACB=CIACCIB

Skup A je zatvoren ako i samo ako je ClA = A.
Cl(ClA) = ClA

Cl(AUuB)=ClIAUCIB

@ & B
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Kod zatvaraca skupa ne vrijedi jednakost presjeka, tj. ClI(A N B) # CIA N CIB, sto je
pokazano sljede¢im primjerom:

Primjer 3.3 Neka je X =R, A=(0,1) i B=(1,3).
ANB=0=Cl(ANB)=10
ClA=[0,1],CLlB = [1,3] = ClANCLB = {1}
Ocito je da: § # {1}, tj. Cl(AN B) # ClAN CIB.

Teorem 3.1 Neka je X topoloski prostor i1 A C X. Tocka xy je 1z zatvaraca skupa A,
xg € ClA, ako i samo ako je AN N # () gdje je N proizvoljna okolina tocke x.

Dokaz: Neka je g € ClA i N bilo koja okolina tocke zg te AN N = (). Zbog IntN C N,
onda je i ANIntN = (). Iz toga slijedi da je A C X\IntN. Kako je Int N otvoren skup, onda
je X\IntN zatvoren skup, pa prema svojstvima zatvaraca skupa vrijedi

ClA C CI(X\IntN) = X \IntN.

Slijedi da je CIANIntN = (), a to je kontradikcija jer je xg € ClA i o € IntN.

Obratno, neka vrijedi AN N # () gdje je N okolina tocke xy. Treba pokazati da je tada
zo € ClA. U suprotnom bi z; € X\CIA, pa bi skup X\CIA bio otvorena okolina tocke z.
To je kontradikcija jer je

X\CIANAC X\CIANCIA = 0.

Dakle zy € ClA.
[ |

Definicija 3.7 Neka je X topoloski prostor i A C X. Rub (granica) skupa A je skup
8A = CIAN CI(X\A).

Iz definicije je vidljivo da vrijedi: 0A = (X \A).

Primjer 3.4 Neka je X =R, a A= (2,5).

8A = CIAN CL(X\A) = [2,5] N (<—oo, 2 U5, +oo>> — {2,5)
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3.3 Neprekidna preslikavanja

Definicija 3.8 Neka su X ¢ Y dva topoloska prostor. Preslikavanje f : D C X — Y je
neprekidno u tocki vy € D ako za svaku otvorenu okolinu V' tocke f(xy) u'Y postoji
otvorena okolina U tocke xo u X takva da je

funDycV.
Teorem 3.2 Neka su X 1Y dva topoloska prostora. Preslikavanje f : D C X — Y je
neprekidno preslikavanje ako je f~(V') otvoren skup u X za svaki otvoren skup V u'Y, gdje
je:
ffWV)={zeX: f(x) eV}

Primjer 3.5 Identiteta f: X — X, f(z) = z, je neprekidno preslikavanje.

Neka je xg € X iV bilo koja otvorena okolina od f(xy). Treba pronadi otvorenu okolinu U
od tocke xo za koju vrijedi f(X NU) C V.

Otvorena okolina koja se trazi je upravo skup V, tj. U =V.

Lema 3.2 Neka su X, Y 1 Z topoloski prostori te f : X — Y i g :Y — Z neprekidna
preslikavanja. Tada je © kompozicija preslikavanja f i g, go f : X — Z, takoder neprekidno
preslikavange.

Dokaz: Neka je V otvoren skup u Z. Tada je g~ (V) otvoren skup jer je g neprekidno
preslikavanje. Stoga je f~'(g7!(V)) otvoren skup u X jer je f neprekidno preslikavanje.
Kako je
FHe (V) = (g0 H)(V),
kompozicija preslikavanja g o f je neprekidno preslikavanje.
[

Lema 3.3 Neka su X @Y topoloski prostori te f : X — Y preslikavanje. f je neprekidno
preslikavanje ako i samo ako f~1(V') zatvoren skup u X za svaki zatvoren skup V u'Y.

Dokaz: Ako je V bilo koji podskup od Y, onda vrijedi:
X\fH(V) = fTHY\V),

tj. komplement praslike od V' je praslika komplementa od V. Direktnom primjenom definicija
neprekidnosti preslikavanja i zatvorenih skupova slijedi dokaz leme.

Teorem 3.3 Neka su X @Y topoloski prostori i f : X — Y preslikavanje. Za svaki skup
A C X je f(ClA) C CI(f(A)) ako je f meprekidno.

Dokaz: Neka je V otvorena okolina tocke f(xg) u Y. Treba pokazati da postoji otvorena
okolina U tocke z takva da je f(U) C V.
Neka je A = f~1(Y\V) = X\f1(V). Treba pokazati da g ¢ ClA. U suprotnom bi
vrijedilo:
f(zo) € f(C1A) C CIf(A4) = CLF(fH(Y\V)) C CLY\V),
odakle bi slijedilo da f(zg) ¢ Y\CI(Y'\V) = IntV =V, sto je kontradikcija. Nadalje:
1o € X\ClA = X\CI{(X\f1(V)) = Intf~1(V),

tj. skup U = Intf~1(V) je otvorena okolina tocke xy. O¢ito je f(U) C V.
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3.4 Povezani prostori

Definicija 3.9 Topoloski prostor X je povezan ako su () i X jedini skupovi koji su istovre-
meno i otvorent i zatvorens.

Preciznije:

Definicija 3.10 Topoloski prostor X je povezan ako se ne moze prikazati kao disjunktna
unija dvaju nepraznih otvorenih podskupova, tj. ako ne postoje neprazni otvoreni podskupouvi
Uy, Uy C X takvi da je X =U; UU, 1 Uy NU, = 0.

Prostor X je nepovezan ako nije povezan.

Teorem 3.4 Neka je X topoloski prostor. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
1. X je povezan.

2. X se ne moze prikazati kao unija dvaju nepraznih © medusobno disjunktnih zatvorenih
skupova.

3. Svako neprekidno preslikavanje f : X — {0,1} je konstanta, tj. ne postoji neprekidna
surjekcja f : X — {0,1}.

Dokaz:

1. = 2. Pretpostavimo da postoje neprazni, disjunktni i zatvoreni skupovi Fy, F» C X takvi
da X = FfUF, 1 Fy N Fy, = (. Prema tome bi skupovi Fi i F3 bili ujedno i otvoreni
skupovi, pa bi X bio nepovezan.

2. = 3. Kada bi postojala neprekidna surjekcija f : X — {0, 1}, onda bi skupovi Fy = f~1(0)
i F, = f~%(1) bili neprazni i zatovreni pa bi vrijedilo X = F{UF, i FiNF, =0, a to
je u kontradikciji s pretpostavkom da ne postoje takvi skupovi.

3. = 1. Kada X ne bi bio povezan, postojali bi neprazni otvoreni skupovi U i U; takvi da je
X =U,UUy iU NUy =0. Tada bi funkcija f : X — {0, 1} definirana formulom:

f(a) = {0 el

1 ,.TGUQ

bila neprekidna surjekcija, sto je kontradikcija.

Sljedeci teorem je ujedno i primjer povezanog prostora:
Teorem 3.5 Segment [a,b] C R je povezan.

Dokaz: Neka segment [a,b] nije povezan. Tada bi postojali neprazni otvoreni skupovi
Uy, U, C [a, b] takvi da je [a,b] = Uy UUy i Uy NUs = (). Bez smanjenja opéenitosti neka je
a € Uy i neka je ¢ = infU,. Treba pokazati kako je onda c € U ili ¢ € Us,.

Kako je a € Uy i U; otvoren u [a, b], postoji r > 0 takav da je [a,a +r) C Uy = [a, b]\Us.
pa je zato ¢ = inflU, # a. Ocito je ¢ # b, jer bi inace bilo Uy = {b} sto nije otvoren skup u
[a, b].
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Kada bi ¢ € Uy, onda bi postojao r > 0 takav da je (¢ — r,c+ 1) C Uy pa bi infimum
skupa U, bio manji od c¢. Dakle, mora vrijediti ¢ € U;. No tada bi postojao r > 0 takav da
je (¢ —r,c+r) C Uy, pa ¢ ne bi mogao biti infimum skupa Us.

S tim se dobije kontradikcija s pretpostavkom, Sto znaci da je segment [a, b] C R povezan.

Teorem 3.6 Neka je (A;,i € I) familija nepraznih podskupova A; iz topoloskog prostora X
takva da je ﬂAi # (). Ako je svaki od skupova A;,i € I, povezan, onda je i skup A := U A;
iel iel

povezan.

Dokaz: Neka je f: A — {0, 1} neprekidno preslikavanje. Treba pokazati da je f konstanta.
Neka je zg € ﬂAi. Za svaki i € I restrikcija fa, 1 A; — {0,1} je neprekidno i konstantno

iel

preslikavanje jer je A; povezan skup. Zbog toga je fia,(x) = f(xo) za svaki v € A;, pa je
f(A) = f(=o).

Teorem 3.7 Neka je X povezan topoloski prostor ¢ f : X — Y neprekidno preslikavange.
Tada je slika f(X) CY povezan skup.

Dokaz: Kada bi postojala neprekidna surjekcija ¢g : f(X) — {0,1}, onda bi i kompozicija
go f: X — {0, 1} bila neprekidna surjekcija pa X ne bi bio povezan.

Definicija 3.11 Neka su X @ Y topoloski prostori. Neprekidna bijekcija f : X — Y je
homeomorfizam ako je f~' : Y — X neprekidno preslikavanje.
Prostori X 1Y su homeomorfni ako postoji barem jedan homeomorfizam izmedu njih.

Primjetimo da je "biti homeomorfizam” relacija ekvivalencije:

a) Refleksivnost: Treba pronaci neprekidnu bijekciju f : X — X ¢iji je inverz takoder
neprekidan. To je upravo identiteta, tj. f(z) =2z. = X ~ X

b) Simetri¢nost: Nekaje X ~ Y, tj. f: X — Y je neprekidna bijekcijai f~!: Y — X je
neprekidna. Tada je i f~! neprekidna bijekcija kojoj je inverz (f~1)~! = f neprekidno
preslikavanje. = Y ~ X

¢) Tranzitivnost: Nekasu X ~Y iY ~ Z tj. f: X - Y ig:Y — Z neprekidne
bijekcije. Tada je i go f : X — Z neprekidna bijekcija te je (go f)™!: Z — X
neprekidno preslikavanje. = X ~ 7

Klase ove relacije ekvivalencije se sastoje od medusobno homeomorfnih prostora. Svako
svojstvo prostora koje imaju svi prostori iz iste klase zove se topolosko svojstvo ili
topoloska invarijanta.
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3.4.1 Povezanost putevima

Neka je X topoloski prostor i A C X. Put u skupu A je svako neprekidno preslikavanje
w: [a,b] = X tako da je w([a,d]) C A.
Tocka x¢ := w(a) zove se pocetak puta, a x1 := w(b) kraj puta.
Ako je g = 1, put je petlja.
Definicija 3.12 Skup A iz X je povezan putevima ako izmedu bilo koje dvije tocke
xg,T1 € A postoji put u A.

Teorem 3.8 Svaki putevima povezan skup je povezan.

Dokaz: Neka je xy tocka iz A. Za svaku tocku x € A postoji put w : [a,b] — A koji
povezuje xy sa x. Kako je svaki segment [a, b] povezan, tada je prema teoremu 3.7 povezan
i skup w([a,b]). Kako je zy € w([a,b]) za svaki z € A, tada je prema teoremu 3.6 i skup

A= U w([a, b]) povezan.

z€eA

U normiranom vektorskom prostoru X za svake dvije tocke xg,z; € X definira se
pravocrtni put w: [0,1] — X :

Cd(t) =®TerTr t(l‘l — l‘o),t S [0, 1]
Skup
w([0,1]) = {0 + t{zs — 50) < t € [0, 1]} = [z,
zovemo segment u X. Uniju segmenata oblika I' = [zq, z1|U [z, 22] U+ - -U[xk_1, Tk] zOvemo
poligonalna crta od xg do xx, k € N.

Teorem 3.9 Svaka poligonalna crta T je put.

Dokaz: Bez smanjenja opéenitosti neka je I' = [zg, 1] U [z1, 25]. Funkcija w : [0,2] - X
definirana formulom

(t l‘o—l—t(l’l—l’o) ,OStSl
w ==
l‘l—l-(t—l)(.’lig—l'l) ,1§t§2

je put u X i pri tome je w([0,2]) =T.
|

Definicija 3.13 Skup A iz normiranog vektorskog prostora X je konwveksan ako ima
svojstvo da za svake dvije tocke xo, 1 € A sadrzi i segment [z, x1].

Primjer 3.6 Otvorena kugla K(yg,7) je konveksan skup.

Neka je X normirani vektorski prostor i K(yo,7) C X. Neka su xg,z1 € K(yo,7). Tada
jge lzo — wol| < 7 i ||lz1 — wol| < r. Za svaku tocku x € [xg,x1] postoji t € [0,1] takav da je
x =z + t(xy — 20) pa je zato

[z = yoll = llzo +t(z1 — x0) — woll = (L — 1) (zo — o) + t(z1 — %o) ||

< (X =) (o — yo)ll + [[t(@1 — yo) | = (1 = &) [|lwo — yoll + ¢llz1 — wol|
< (I-t)r+tr=r
4

Slijedi da je x € K(yo,7), tj. otvorena kugla je konveksan skup.

21



Korolar 3.1 Neka je X normirani vektorski prostor. Svaki konveksan skup K C X je
povezan. Specijalno, X je konveksan.

Dokaz: Zbog konveksnosti skupa K slijedi da za svake dvije tocke zy,z; € K vrijedi
[zo,z1] C K, pa je skup K putevima povezan, a prema teoremu 3.8 K je povezan.

Korolar 3.2 Skup K C R je povezan ako i samo ako je K konveksan.

Dokaz: Neka je K povezan skup. Treba pokazati da je K konveksan.
Neka su xg,z; € K ineka je z9 < z1. Treba pokazati da svaka tocka x € (g, x1) pripada
skupu K. U suprotnom bi postojala tocka x € (xq, z1)\ K pa bi skupovi V; := K N (—o0, )
i V3 := K N{x,400) bili neprazni, disjunktni i otvoreni u K takvi da je K = V; U V4, §to je
kontradikcija s pretpostavkom da je K povezan.

Obratno, ako je K konveksan onda je on prema korolaru 3.1 i povezan.
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