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Sazetak: U ovom radu prouéit éemo elementarne metode za rjeSavanje diofantskih jed-
nadzbi. Prvi dio rada bazira se na linearnim diofantskim jednadzbama i Euklidovom algo-
ritmu i njegovoj vaznosti u rjesavanju ovog tipa jednadzbi. Osim toga, u radu su opisane
metode za rjesavanje nelinearnih diofantskih jednadzbi i Pitagorina jednadzba. Sve navedene
metode rjesavanja demonstrirane su na primjerima.

Kljuéne rijeci: Euklidov algoritam, Teorem o dijeljenju s ostatkom, linearane diofantske
jednadzbe, nelinearne diofantske jednadzbe, Pitagorina jednadzba, Pitagorine trojke

Elementary methods for solving Diophantine equations

Abstract: In this paper we will study elementary methods for solving Diophantine equ-
ations. The first part of the paper is based on linear Diophantine equations, Euclidean
algorithm and its importance in solving these types of equations. Furthermore, methods
for solving nonlinear Diophantine equations and Pythagorean equation are described in the
second part. Examples are used to demonstrate each method.

Key words: Euclidean algorithm, the Division theorem, linear Diophantine equations,
nonlinear Diophantine equations, Pythagorean equation, Pythagorean triplets



Sadrzaj
Uvod

1. Linearne diofantske jednadzbe

1.1. Euklidov algoritam . . . . .. ... ..

1.2. Definicija i karakterizacija rjesivosti linearnih diofantskih jednadzbi . . . . .

1.3. Homogeni sustavi linearnih diofantskih jednadzbi . . . .. ... ... .. ..

2. Nelinearne diofantske jednadzbe

2.1. Metoda faktorizacije . . . . .. .. ..

2.2. Rjesavanje diofantskih jednadzbi pomoc¢u nejednakosti . . . . . . . .. . ..

2.3. Metoda kvocijenta . . . . . ... ...
2.4, Metodazbreid: « « « s v os 56555 s
2.5. Metoda ostataka . . . ... ... ...
2.6. Metoda posljednje znamenke . . . . . .
2.7. Metoda parnosti. . . . ... ... ...
2.8. Metoda karakteristicnih ostataka . . .

2.9. Metoda matematicke indukcije . . . . .

2.10. Fermatova metoda beskonacnog spusta

3. Pitagorina jednadzba

Literatura

10

12

12

12

13

13

14

15

16

18



Slika 1: Diofant

Diofant, koji se smatra "ocem matematike”, bio je grcki mate-
maticar o ¢ijem zivotu vrlo malo znamo. Ne mogu se to¢no odrediti
godine njegovog djelovanja, no pretpostavlja se da je djelovao neg-
dje izmedu 350. i 150. g. pr. Kr., tocnije vetina povjesnicara
smatra da je Diofant zivio oko 250. g. pr. Kr. sto pripada Srebr-
nom dobu matematike. Ono sto se zasigurno zna jest da je Diofant
zivio u Aleksandriji koja je u ono vrijeme bila srediste proucavanja
matematike. Najpoznatije njegovo djelo je ” Aritmetika” (Slika 2),
za koje se vjeruje da je originalno imalo 13 knjiga, no do danas je
sacuvano samo 6. Djelo je vrlo znacajno za sve grane matematike
pa tako i za teoriju brojeva. Sastoji se od 150 problema koji daju
aproksimacije rjesenja jednadzbama do treéeg stupnja. Diofant je

bio prvi koji je uveo simbole za nepoznanice u algebru, a koristio je i simbole za racunske

operacije.

U ovom radu napravit ¢emo pregled elementarnih metoda za rjeSavanje diofantskih jednadzbi.
Glavna pitanja na koja ¢emo traziti odgovor jesu: Je li diofantska jednadzba rjesiva? Kako
ju rijesiti? Koja su rjesenja? Ima li beskona¢no mnogo ili konatno mnogo rjesenja?

Rad je sistematiziran u 3 dijela, podjela na linearne i nelinarne diofantske jednadzbe te Pita-
gorina jednadzba. U prvom poglavlju bavimo se Euklidovim algoritmom i linearnim diofant-
skim jednadzbama, u drugom poglavlju nelineranim diofantskim jednadzbama i metodama
koje se koriste za njihovo rjesavanje, a trece poglavlje rjesavanjem Pitagorine jednadzbe i
Pitagorinim trojkama. Svaku od metoda za rjesavanje ¢emo opisati, a zatim pokazati na

primjerima.

 DIOPHANTI

ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM
LIBRI SEX,
£T DE NVMERIS MVLTANGVLIS
LIBER VNVS,

Slika 2: Aritmetika



1. Linearne diofantske jednadzbe

Za pocetak objasnit ¢emo FEuklidov algoritam za pronalazenje najveéeg zajednickog djelitelja
koji je vrlo bitan u rjesavanju linearnih diofantskih jednadzbi.

1.1. Euklidov algoritam

Euklid je gréki matematicar koji je zivio i djelovao oko 3.st.pr.Kr. u Aleksandriji. Njegov
algoritam smatra se jednim od najstarijih, ali i najvaznijih algoritama u teoriji brojeva.
Najprije navodimo teorem na kojem se bazira Euklidov algoritam, a zatim ¢emo dokazati
lemu koja se koristi kod Euklidovog algoritma.

Teorem 1.1 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za a € N i b € Z postoje jedinstveni cijeli
brojevi q i r tako da jeb=aq+r, 0 <r < a.

Lema 1.1. Neka je a proizvoljan prirodan broj, b cijeli broj i b =aq+r, 0 <r < a. Tada
je (a,b) = (a,r).

Dokaz. Neka je d; = (a,b) i dy = (a,r). Kako je b = aq+ r, mozemo zakljuciti da d; dijeli r
jer dq|b i di|a, $to znaci da je dy zajednicki djelitelj od a i r te da je di < dy jer znamo da je
ds njihov najveéi zajednicki djelitelj.

S druge strane, b = aq + r i dyla te dy|r sto znaci da dy dijeli b. Zakljucujemo da je do
zajednicki djelitelj od a i b $to znaéi da je dy < dy. Slijedi d; = ds. O

Neka je b proizvoljan cijeli broj, a n proizvoljan prirodan broj. Uzastopnom primjenom
Teorema o dijeljenju s ostatkom dobijamo sljedeéi niz jednakosti:

b=agq+7m, 0<r <a,
a=riqa+ry, 0<ry<ry,

ri="oqs + 13, 0 <13 <7y,

Tn—2 = Tn—1qn I Tn, 0 S Tn < Tp_1,

Tn—1 = TnQn+1-

Postupak zavrsava kada je 0 ostatak, a znamo da postupak mora zavrsiti u kona¢no mnogo
koraka jer su svi a,ry,79,...,7, odozdo omedeni s 0.

Primjenom Leme 1.1. zakljuéujemo (a,b) = (a,r1) = -+ = (rp_1,7n) = (rn,0) = 7,, Sto
znaci da je najveéi zajednicki djelitelj od a i b jednak posljednjem ostatku razlicitom od 0 u
gornjem postupku kojeg nazivamo Euklidov algoritam.

Uoc¢imo da iz gornjeg niza jednakosti slijedi da je svaki r; linearna kombinacija brojeva a i
b jer je r; linearna kombinacija brojeva a i b, 75 je linearna kombinacija r; i a itd. Iz toga
zakljucujemo da iz Euklidovog algoritma mozemo dobiti brojeve z i y sa svojstvom:

ax + by = (a,b).

Primjer 1.1. Nadite najveci zajednicki djelitelj brojeva 555 4 155.



Rjesenje: Provedimo Euklidov algoritam. Uoc¢imo da vrijedi:

555 = 155 - 3 + 90,
155 =90 - 1 + 65,

90 = 65 - 1 + 25,
65 = 25 - 2 + 15,
25 =15-1+ 10,
15=10-1+5,
10=5-2.

Primijetimo da je zadnji ostatak razlicit od 0 jednak 5 sto znaci da je (555, 155) = 5.

1.2. Definicija i karakterizacija rjesivosti linearnih diofantskih jed-
nadzbi

Definicija 1.1. Neka su aq,...,a,,b € Z, ay,...,a, # 0 i n > 1. Linearna diofantska
jednadzba s n nepoznanica je jednadzba oblika

a1y + gy + - -+ + apzT, = b.
Promotrimo slucaj n = 2.

Teorem 1.2. Neka je ax +by = ¢, a,b,c € Z, a,b # 0. Jednadzba ima cjelobrojna rjesenja
ako 1 samo ako d = (a,b) dijeli c. Ako je (xo,yo) jedno partikularno rjesenje jednadzbe, onda
je svako rjesenje oblika

b b
.CL':.’L‘O—i—Et, y:yo—at, t €Z.

Dokaz. Ako jednadzba ima rjesenja, ocito d|c jer d|a i d|b. Pretpostavimo da d dijeli ¢ i
promotrimo kongruenciju:

ar =c (mod b).

Znamo da ova kongruencija ima rjesenja (Teorem 2.6.,[5]) ako i samo ako (a, b)|c Sto je po
pretpostavci zadovoljeno. Nadalje, znamo da ako je xy rjesenje kongruencije

b
%x 2 (mod E>’
onda su sva medusobno nekongruentna rjesenja modulo b prve kongruencije dana s
(Teorem 2.1.9., [7]):

b
7
Stoga zakljuc¢ujemo da su sva rjesenja linearne diofantske jednadzbe dana s:

b
$0,$0+a,...,$0+(d_1)

b
le'o—f——t, teZ.

d
Uvrstimo li to u jednadzbu dobivamo i da je
= bt teZ
Y=Y a ) ;



Analogan zakljucak vrijedi za proizvoljan n > 2.

Teorem 1.3. Linearna diofantska jednadzba aixy + asxs + -+ -+ apx, = b, a;,b € Z, a; # 0,
i=1,...,n ima rjeSenja ako i samo ako d = (ay,as,...,a,) dijeli b. U tom slucaju svako
se rjesenje moze zapisati pomocu n — 1 cjelobrojnih parametara.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje x1,...,x, takvi da a121 + aszs + - - - + apz, = b. Kako d
dijeli svaki od pribrojnika s lijeve strane jednakosti slijedi da d|b.

S druge strane, pretpostavimo da d|b. Podijelimo li cijelu jednadzbu s d, dobijemo:

a; b

Br=o,  (iyeonly) = 1. (1)

kizy + koo + - + kpzn = b, ki:gﬂ d’

Indukcijom po n pokazat ¢emo da (1) ima rjeSenja i da ih mozemo izraziti pomoéu n — 1
parametara.

Za bazu indukcije uzmimo n = 1, to jest kyx; = V', d = k;. Ocito je rjesenje jednadzbe
Ty = % i rjeSenje nismo izrazili pomoc¢u parametra. Pretpostavimo zatim da jednadzba (1)
ima rjesenja u slucaju n — 1 varijabli i da se rjeSenje moze zapisati pomocu n — 2 parametra.
Neka je di = (kyi,...,k,_1). Kako je (ki,...,k,) = 1, mozemo zakljuciti (d,k,) = 1.
Pogledajmo jednadzbu (1) i ostatke nakon dijeljenja s d;:

k‘ll'l -+ kzl’g B T knxn =¥ (mod dl)

Zbog definicije d; znamo da je prvi dio jednadzbe kongruentan 0 modulo d;, stoga nam
ostaje:

knzn, =6 (mod dy). (2)

Veé smo zakljucili da (k,,d;) = 1, $to znaci da ova konguencija ima jedinstveno rjesenje
modulo d;. Oznac¢imo ga s c¢. Onda je:

zn, =c¢ (mod dy),

sto je ekivalentno zapisu x, = c + t,di,t, € Z. Dobili smo prvi parametar. Zapisimo
jednadzbu (1) u drugacijem obliku, to jest:

k’lfL’l -+ kQI’Q e O e kn_la:n_l = bl - knwn (3)
Iz (2) zakljucujemo da dy|k,z, — b, sto znaci da jednadzbu (3) mozemo zapisati u obliku:

b —k,x,

M1 +MoTo+- - Amp_1Tp_1 =b", m; = 7 b = — (my,...,mp_1)=1. (4
1 1

Na jednadzbu (4) mozemo primijeniti pretpostavku indukcije jer je to jednadzba s n — 1

nepoznanica $to zna¢i da ima rjesenja i ona se mogu prikazati pomoc¢u n — 2 parametara.

Kad tome pridodamo parametar koji smo prethodno izracunali za jednadzbu (1), dolazimo

do n — 1 parametara ¢ime je dokaz potpun. ]

Primjer 1.2. Rijesite sljedecu diofantsku jednadzbu: 8v + 4y + bz = 1.



Rjesenje: Za pocetak pronademo najveceg zajednickog djelitelja od 8,4,5 i pogledamo
dijeli li on desnu stranu jednadzbe. U ovom slucaju lako vidimo (8,4, 5) = 11 1|1 Sto znaci da
rjeSenje postoji i da ga mozemo zapisati pomocu 2 parametra. Prebacimo jednu nepoznanicu
na desnu stranu, na primjer z:

8z + 4y =1-—5z.
Znamo da je (8,4) = 4 i da bi ova jednadzba bila rjesiva, mora vrijediti: 4|1 — 5z Sto
znac¢i da postoji neki t € Z takav da je 4t = 1 — bz, to jest 4t + 5z = 1. Ovo mozemo
rijesiti Euklidovim algoritmom, no lako mozemo vidjeti da je jedno rjesenje ove jednadzbe

to = —1,29 = 1. Prema Teoremu 1.2. znamo da su onda sva rjesenja te jednadzbe dana s:
t=—1+ 5s,
z=1—4s,

pri ¢emu je s € Z. lzrazili smo z preko parametra i uvrstimo ga u pocetnu jednadzbu:

8z + 4y = —4 + 20s,
2%+ yg= —14 5s.

Pogledajmo sada jednadzbu 22’ + 3’ = 1. Jedno njeno rjesenje jest x;, = 1,y;, = —1, stoga
zaklucujemo da je jedno rjesenje prethodne jednadzbe:

xg=1-(—1+5s),
Yo = _(_1 + 58)7

odnosno, konac¢na rjesenja su:

z =— fo5-+m,
y=1—5s5—2n, s,n € Z.
z=1—4s,

Primjer 1.3. Rijesite sljedecu diofantsku jednadzbu: 464x — 123y = 3.

Rjesenje: U ovom primjeru je tesko "pogoditi” jedno rjesenje pa ¢emo se posluziti Euk-
lidovim algoritmom i na taj nacin do¢i do rjesenja.

464 = 123 - 3 4+ 95,
123 =95 -1 4 28,

95 =283+ 11,
928 =11-2 +6,
11=6-1+5,

6=5-1+1,

5=1-5.



Iz gornih jednakosti izrazimo ostatke:
95 =464 — 123 - 3,
28=123—-95-1,

11 = 95 — 28 - 3,
6=28—11-2,
5=11-6-1,
1=6-5-1.

Uvrstimo u posljednju jednazbu umjesto 5 izraz koji smo dobili u prethodnom koraku, zatim
za 6 1 tako do kraja, dobivamo:

1=6-—(11-6-1)-1=6—-11+6=6-2—11
=(28—-11-2)-2—-11=2-28—5-11
=2-28—5-(95—-28-3)=17-28—5-95
=17-(123—-95-1)—5-95=17-123 —22-95
=17-123 —22- (464 — 123 - 3) = —22 - 464 + 83 - 123.
Dakle, 1 = —22 - 464 4 83 - 123 pa mnozenjem s 3 dobijemo:
3 = —66 - 464 + 249 - 123,
sto znaci da je jedno rjesenje o = —66,yy = —249. Sada lako dobijemo konacno rjesenje
koje glasi:
x = —66 — 123t,
y = —249 — 464¢,
pri cemu je t € Z.
Primjer 1.4. Za ljustenje jecma koristimo dva stroja. U prvi stane 400 kg jecma, a u drug:
250 kg. Koliko éemo puta puniti svaki od njih dok ne oljustimo 5 tona jecma?
Rjesenje: Oznacimo li broj punjenja prvog stroja s x, a drugog s y, dobivamo jednadzbu:
400z 4 250y = 5000, tj.
8z + Hy = 100.
Lako mozemo vidjeti partikularno rjesenje xqg = 10 i yp = 4, Sto znaci da je opce rjesenje:
xr =10 + 5¢,
y=4—8i,
gdje je t € Z. Kako bi rjesenje imalo smisla, o¢ito mora biti z,y > 0, tj.
10 + 5t > 0,
4—8t >0,
iz Cega mozemo izvudi t:

L

DO | Ot
DN | —

Kako ¢ mora biti cijeli broj, jedini koji zadovoljavaju ovu nejednakost su t € {—2,—1,0},
sto znaci da imamo 3 konacna rjesenja: (0,20), (5,12), (10,4).

6



1.3. Homogeni sustavi linearnih diofantskih jednadzbi

Homogena linearna diofantska jednadzba je oblika:
a1xy + agry + -+ ax, =0, a,€Z, a;#0, i=1,...,n,

a homogeni sustav sastoji se od dvije ili vise takvih jednadzbi.
Promotrimo homogeni sustav od 2 linearne diofantske jednadzbe s 3 nepoznanice:

a1T + agy + azz = 0,
bl.’L' =+ bgy =+ ng = 0

Neka je barem jedan od sljedec¢ih izraza razlic¢it od O:
arby — agby, agbs — asby, aiby — azby.

Bez smanjenja opéenitosti mozemo uzeti a1by — asb; # 0. Pokazimo da uz ovaj uvjet sustav
zaista ima rjeSenja. Neka je z # 0. ZapiSimo sustav u sljede¢em obliku:
x
a;— + Cl2g = —as,
z 2

blz + bgg — —b3.
z z

Zbog uvjeta a;bs — asb; # 0 determinanta ovog sustava razlic¢ita je od 0 i sustav mozemo
rijesiti Cramerovim pravilom ili pomoc¢u inverzne matrice. Nakon rjesavanja dobivamo
sljedece izraze:

. t lag as
~m |by bs|’
. i as aj
YT mbs by
& — i a; Q9
Com by by’
gdje je m najveci zajednicki djelitelj brojeva an G , 4 L o By ,at € Zitosusva
ay ag|’ |by bz| |bs by
cjelobrojna rjesenja sustava.
Primjer 1.5. Rijesite sustav:
3r—dy+2=0,

Z42y—3z=0.

Rjesenje: Nakon uvrstavanja u gornje formule lako dobijemo rjesenja:

r = 13¢,
y = 10¢, teZ.
g = g,

Do izraza za cjelobrojna rjesenja nehomogenih sustava linearnih diofantskih jednadzbi jed-
nostavno dolazimo svodeéi ih na homogene. Vise o ovoj temi mozete pogledati u [8].

7



2. Nelinearne diofantske jednadzbe

Nelinearne diofantske jednadzbe su one diofantske jednadzbe u kojima se pojavljuju nepoz-
nanice viseg reda, odnosno pojavljuju se primjerice 22, 3® i slicno. Ne postoji univerzalan
postupak kojim bi se ove jednadzbe mogle rjesavati stoga navodimo neke elementarne metode
koje mogu pomoéi u pronalasku rjesenja ili barem eliminiranju nekih potencijalnih rjesenja.

2.1. Metoda faktorizacije

Neka je diofantska jednadzba oblika f(xi,zs,...,z,) = b. Prema Osnovnom teoremu arit-
metike znamo da b mozemo faktorizirati i da je ta faktorizacija jedinstvena do na poredak
faktora. Bez smanjenja opcenitosti, neka je b = by - by - - - by. Zapisimo polinom f u obliku
produkta k£ polinoma s cjelobrojnim koeficijentima i dobivamo sljedeéi sustav:

fl(l'l, T2y seey Z‘n) = bl,

fg(l'l, X9y seny Z‘n) = bg,

Pl B, <o i) = B
Rjesavanjem ovih jednadzbi dobivamo rjesenje pocetne diofantske jednadzbe.
Primjer 2.1. Rijesite jednadzbu xy — 2y — 6 = 0.
Rjesenje: Zapisimo jednadzbu u drugacijem obliku:
zy+y—3y—6=0,
ry+y—3y—3=23,
z(y+1)—3(y+1) =3,
(z=3)y+1) =3,

Dolazimo do sljedecih sustava:

r—3=3|r—3=1|r—3=-3|z—3=-1
g+l=1|9+1=8| g+1=1 y+1:—3’
=06 =4 rz=0 T—= 2

y=0 ‘ y=2 ’ y=—2 ‘ y=—4 ‘

To su ujedno i rjesenja zadane diofantske jednadzbe.
Primjer 2.2. ([1]) Rijesite jednadzbu (zy — 7)* = 2% + y?, pri cemu su z,y cijeli brojevi.
Rjesenje: Faktorizirajmo jednadzbu:
oy — 1) =2 447,
?y? — 14zy + 49 = 2° + 92,
2y? — 122y + 49 = 2% + 2zy + 2,
(zy — 6)* + 13 = (z +y)?,
(z+y)* = (2y - 6)° =13,
(x+y+zy—6)(x+y—xy+6)=13.



Znamo da je 13 prost broj pa stoga lako zaklju¢ujemo da faktori mogu biti samo (1, 13), (13, 1),
(—1,-13),(—13,—1). Uzmimo na primjer (1,13). Tada je:

DY+ 3y —6=1,
E+HY—8y+6=13.

Zbrojimo li ove dvije jednadzbe dobivamo z + y = 7. Primijetimo da isto dobivamo i ako
uzmemo (13, 1). Mozemo izraziti = 7—1y i vratiti u pocetnu jednadzbu. Nakon $to nademo
y 1 izracunamo pripadne z dobivamo sljedeca rjesenja: (7,0),(4,3), (3,4), (0,7). Provjerimo
sada slucaj s negativnim faktorima. Analogno dobijemo = + y = —7 i na isti na¢in dodemo
do rjesenja (7,0), (-4, —3), (—3,—4), (0, =7).

Primjer 2.3. Ako zbroju godina brata i sestre dodamo njihov umnozZak, dobijemo 76. Tko
je starijgi i koliko?

Rjesenje: Oznacimo s x broj bratovih godina, a s y broj sestrinih godina. Sada nam
problem glasi:
x+y—+zy="T6.

Dodamo i oduzmemo 1 te jednadzbu zapisemo u drugacijem obliku:

THy+ay+1=76+1,
r+1+y(z+1)="77,
(x+1)(y+1)="177.

Broj 77 mozemo rastaviti na faktore 7 i 11, Sto znaci da imamo 4 moguénosti:
a) xt+1=1,y+ 1= 77 ova moguénosti nam ne odgovara jer = 0.

b) x4+ 1=7 y+1=11: lako dobijemo z = 6 i y = 10, Sto znaci da je sestra starija 4
godine.

c) z+1=11,y+1="7: vidimo x = 10 i y = 6, Sto znadi da je brat stariji 4 godine.

d) Analognim racunom kao u a) dobijemo y = 0, $to nam ne odgovara.

2.2. Rjesavanje diofantskih jednadzbi pomoc¢u nejednakosti

U ovoj se metodi koriste nejednakosti kako bismo precizirali interval u kojemu se nalaze
nepoznanice i na taj nacin reducirali broj rjesenja, a onda na tom intervalu razlikujemo
slucajeve.

Primjer 2.4. Rijesite jednadzbu 3% + 5% = 8.
Rjesenje: Ocito je da je x = 1 jedno rjesenje sustava. Podijelimo cijelu jednadzbu s 8.

Dobivamo: B .
3\, 3\ _4
8 8)

Za x < 1:



U suprotnom, za = > 1:

3N " 5\" " 3 n 5 1
8 8 8 8
Dakle, z =1 je jedino rjesenje zadane jednadzbe.

Primjer 2.5. (/1)) Pronadite rjesenja jednadzbe 3(xy + yz + zx) = 4xyz u prirodnim bro-
jevima.

Rjesenje: Zapisemo li zadanu jednadzbu u drugacijem obliku, dobijamo:

@ T m 4

¥ B =z 8
Bez smanjenja opcenitosti, neka je x < y < z. Tada iz

B 3
&

o

2

4 1 1 1
3 T Yy =z
slijedi da je 2 < 2, odnosno z € {1,2}. Ako je z = 1, tada iz
1

1
— el o
zZ

1 9
3y

y?
slijedi da je y < 6, odnosno y € {1,2,3,4,5,6}. Jednostavnim uvrstavanjem lako mozemo
zakljuciti da nam odgovaraju jedino y € {4,6} i kao rjesenje dobijemo (1,4,12),(1,6,6).
Neka je sada z = 2. Onda je

5 1 1 2

S=Z4-< Xl

6 vy =27y
iz Eega zakljucujemo y < 2, tj. y € {1,2}. Kako je # = 2, a < y, odmah mozemo
eliminirati y = 1. UvrStavanjem u jednadzbu dolazimo do treceg rjesenja (2,2, 3).

2.3. Metoda kvocijenta

Ova metoda je vrlo slicna metodi faktorizacije, samo sto u ovom slucaju lijevu stranu jed-
nadzbe nastojimo zapisati u obliku kvocijenta, odnosno razlomka, a na desnoj strani osta-
vimo cijeli broj. Na ovaj nac¢in brzo dolazimo do rjeSenja jer znamo da razlomak mora biti
cijeli broj.

Primjer 2.6. Nadite cjelobrojna rjesenja jednadzbe x + y* + zy = 2.
Rjesenje: Izrazimo iz jednadzbe na primjer z. Bududéi da je:

2—y® —P+24y— —yly+1)+y+1+1 1
O y—y _—yly+D+y g1 ——
y+1 y+1 y+1 g+ 1

Kako trazimo cjelobrojan x, to znaci da y + 1 mora dijeliti 1 pa je oc¢ito y +1 € {—1,1}. Iz
toga slijedi da je y € {—2,0}, a za oba rjeSenja pripadni x jednak je 2.

Primjer 2.7. ([6]) Pronadite dvoznamenkaste brojeve ¢iji je umnozak jednak njihovu des-
terostrukom zbroju.
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Rjesenje: Zadatak preveden u jednadzbu glasi
ry = 10(z +y),

gdje je x prvi dvoznamenkasti broj, a y drugi. Izrazimo y pomoéu z:

zy — 10y = 10z,
y(x — 10) = 10z,
10z
4= z — 10’
100
= 1
4 i z—10’
pri cemu % mora biti cijeli broj. Uvjet da su brojevi dvoznamenkasti je ocito zadovoljen

jer vidimo da su x i y sigurno veéi od 10. Iz navedenog izraza lako vidimo da su trazeni
brojevi: 121 60, 14 i 35, 151 30, 20 i 20.

Primjer 2.8. (/6]) Nadite najmangi prirodni broj koji pri dijeljenju sa 7 daje ostatak 6, a
njegov kvadrat pri dijeljenju sa 7* daje ostatak 43.

Rjesenje: Oznacimo s x trazeni broj. Tada vrijedi:

Tk +6 =,
7*m + 43 = 22,

pri cemu su k,m € N. Mozemo kvadrirati prvu jednadzbu i zatim izjednaciti prvu i drugu
jednadzbu:

49k? 4 84k + 36 = 49m + 43,
k™ — Tm + 19k =1,
Tr=Th? 4 19— 1,
12k — 1
m=k?+ :

7

Da bi m bio prirodan broj, ocito 12]“7_1 mora biti prirodan broj, ozna¢imo ga s [. Iz ovog

uvjeta dobijemo linearnu diofantsku jednadzbu

12k 47l = 1,

kojoj je jedno partikularno rjesenje ky = 3,1y = —5. Tada su sva rjesenja oblika:
k=3+Tt,
[=-5—-12t

pri ¢emu je t € Z. Kako k mora biti prirodan broj, a  najmanji, uzimamo t = 0, tj. k = 3.
Uvrstavanjem u prvu jednadzbu pocetnog sustava, dolazimo do rjeSenja z = 27.
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2.4. Metoda zbroja

Ova je metoda vrlo slicna metodi faktorizacije. Razlikuju se po tome sto u ovoj metodi
lijevu strane jednadzbe nastojimo zapisati u obliku zbroja cijelih brojeva i onda razlikovati
slucajeve.

Primjer 2.9. Nadite cjelobrojna rjesenja jednadzbe x® + y* + 4z — 6y — 4 = 0.
Rjesenje: Dopunimo ovu jednadzbu do potpunih kvadrata. Dobivamo:

44z +y? —6y—4=0,
(x+2°—-4+(y—-32-9-4=0,
(z+2°2+(y-3>%=1T.

Znamo da su jedini moguéi pribrojnici 1 i 4 jer 17 mozemo jedino na taj nacin prikazati
kao sumu potpunih kvadrata. To zna¢i da moze biti samo (z +2)* = 1i (y — 3)? = 4 ili
(x+2)? = 4i (y—3)? = 1. Rjesavanjem prvog slu¢aja dobivamo z € {—1, -3}, ay € {5, —1}.
Sli¢no, za drugi slucaj dobivamo x € {0, —4}, a y € {4, 2}.

Primjer 2.10. Rijesite u skupu cijelih brojeva jednadzbu: n* — 6n + 7+ 2m? = 0.
Rjesenje: Mozemo n dopuniti do potpunog kvadrata:

n? —6n+9+2m? =2,
(n—3)2+2m?=2.

Zbroj kvadrata dva cijela broja je 2 ako su ti brojevi 0,1,2. Primijetimo da ne moze biti
2m? = 1 i taj slu¢aj mozemo odmah eliminirati. Neka je zatim (n —3)?2 =0i2m? =2. U
tom slucaju rjesenja su: (n,m) € {(3,1),(3,—1)}. Na kraju vidimo da ni treéi slucaj nije
mogué ((n — 3)% = 2), §to znaci da su navedena rjeSenja ujedno i jedina.

2.5. Metoda ostataka

Primjetimo da su metoda faktorizacije, zbroja i kvocjenta u osnovi koristile istu ideju, a to
je da lijevu stranu jednadzbe transformiramo u nama odgovarajuéi oblik (produkt, zbroj ili
kvocjent) i na taj nacin dolazimo do rjesenja. Metoda ostataka koristi malo drugaciju ideju:
podijeliti dio jednadzbe nekim cijelim brojem i promatrati ostatke pri dijeljenju te zatim te
ostatke medusobno usporediti.

2.6. Metoda posljednje znamenke

Ovo je podmetoda metode ostataka. Promatramo sto se dogada s jednadzbom kada njen
dio podijelimo s 10, odnosno promatramo ostatak pri dijeljenju s 10. Drugim rije¢ima,
promatramo zadnje znamenke dijelova jednazbe i zelimo ih uskladiti.

Primjer 2.11. Nadite cjelobrojna rjesenja jednadzbe 22* + 5y = 19971849.

Rjesenje: Kvadrat cijelog broja zavrsava znamenkama: 0, 1,4, 5,6 ili 9, a kako je 222 do-
datno i paran broj, on moze zavrsiti znamenkama 0, 2, 8. S druge strane, 5y zavrSava znamen-
kama 0 ili 5. Dakle, zbroj na lijevoj strani moze zavrsavati samo znamenkama 0, 2,3,5,7,8
a nikako znamenkom 9 sto znaci da ova jednadzba nema rjesenja.
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2.7. Metoda parnosti

Ova metoda je podmetoda metode ostataka koja se bazira na promatranje ostataka nakon
dijeljenja brojem 2. Ocito je da nepoznanice mogu biti ili samo parne ili samo neparne pa
prema tome i razlikujemo slucajeve.

Primjer 2.12. Postoje li cjelobrojna rjesenja jednadzbe x* + 8y = 19977

Rjesenje: Pretpostavimo da je x paran. To bi znacilo da je cijela lijeva strana jednadzbe
parna sto nije moguce, odnosno rjesenje ne postoji. Uzmimo onda x neparan, to jest z =
2k + 1 i uvrstimo to u zadanu jednadzbu.

(2k + 1) + 8y = 1997,

4k* + 4k + 1 + 8y = 1997,

4(k* + k + 2y) = 1996,
k(k+1) + 2y = 499.

Zmamo da je produkt dva uzastopna broja uvijek paran, a znamo da je i 2y paran pa iz toga
slijedi da je lijeva strana jednadzbe parna i da nikako ne moze biti jednaka 499. Slijedi da
jednadzba nema cjelobrojna rjesenja.

Primjer 2.13. Ima li jednadzba x! + 8y = 1025 rjesenja u prirodnim brojevima?

Rjesenje: Znamo da je 8y paran $to znaci da z! mora biti neparan da bi jednadzba bila
rjesiva. S druge strane, svi faktorijeli su parni osim 1! pa je onda nuzno x = 1. Uvrstimo li to
u jednadzbu, dobivamo y = 128, sto znaci da jednadzba ima rjesenja u prirodnim brojevima.

2.8. Metoda karakteristicnih ostataka

Ovo je podmetoda metode ostataka u kojoj gledamo sto se dogada s jednadzbom ako ju
dijelimo s nekim cijelim brojem osim 2 ili 10 (njih smo pokrili u prethodnim metodama).

Primjer 2.14. Rijesite jednadzbu x> — 10y = 33.
Rjesenje: Podijelimo li cijelu jednadzbu s 5, dobivamo:
r» =3 (mod5).

Pogledajmo koje ostatke moze dati potpun kvadrat pri dijeljenju s 5:

z (mod5) [0|1]2]3|4
z?2 (mod5) |0 1[4]|4]1

Zakljucujemo da ostatak nikako ne moze biti 3 te jednadzba nema rjesenja.
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2.9. Metoda matematicke indukcije

Metoda matematicke indukcije koristi se u raznim granama matematike i vrlo je koristan
alat za dokazivanje tvrdnji koje se odnose na prirodne brojeve, odnosno na nenegativne cijele
brojeve.

Matematicka indukcija (slaba forma): Neka vrijedi sljedece:

o P(ny) istinit,
e za svaki k > ng vrijedi: iz P(k) istinit, slijedi da je i P(k + 1) takoder istinit.

Tada je P(n) istinit za svaki n > ng.

Matematicka indukcija (jaka forma): Neka vrijedi sljedece:
e P(ny) istinit,

e za svaki k > ng: iz P(m) je istinit za sve m takve da je ng < m < k, slijedi da je i
P(k + 1) istinit.

Tada je P(n) istinit za svaki n > ng.
Pokazimo na primjeru kako mozemo iskoristiti matematicku indukciju u rjesavanju diofant-
skih jednadzbi.

Primjer 2.15. (/1]) Pokazite da za prirodan broj n jednadzba x*+xy+y? = 7" ima rjesenja
pri cemu su x,y cijeli brojevi.

Rjesenje: Koristimo matematicku indukciju pa prvo provjeravamo tvrdnju za bazu in-

dukcije, odnosno za n = 1.

o+ Ty =T
Mozemo lako vidjeti da je jedno rjesenje ove jednadzbe x; = 1,y; = 2, §to znaci da je tvrdnja
zadovoljena. Pretpostavimo onda da je tvrdnja istinita za n, dakle da postoje x,,y, cijeli
brojevi takvi da je:

xi + TnYn + yi =T,
i pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1.
Definirajmo z,,1 = 2, — Yn 1 Yni1 = Tpn + 3yn. Tada vrijedi:

2 2 _ emtl
Lp i1+ TPt T Y1 =17,

(22, — yn)2 + (2% — Yn)(Tn + 3yn) + (@0 + Byn)2 = 7n+17

4xi — 4z, y, + yi + Qwi + 6Ly — Ty — Syi + azi + B, T Qyi Y i’
722 4+ TTpyn + Ty2 = TV,

7($i + TnlYn + ?/721) = 7n+1’

7.7 =711,

Time je tvrdnja dokazana.
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2.10. Fermatova metoda beskonacnog spusta

Ovo je ujedno i posljednja metoda koju ¢emo opisati u ovom radu. ”Beskonaé¢ni spust”
je metoda dokaza koju je medu prvima koristio poznati matematicar Fermat po kome je i
dobila ime.

Neka je P svojstvo koje se odnosi na nenegativne cijele brojeve i neka je P(n), pri ¢emu je
n > 1, niz istinitih izjava: P(n) ="n zadovoljava svojstvo P”.

Ova metoda nam pomaze dokazati da je niz izjava P(n) neistinit za n dovoljno velik.
Fermatova metoda beskonac¢nog spusta: Neka je £ > 0 i kad god je P(m) istinit za
neki m > k, onda mora postojati neki j € Z, k < j < m takav da je P(j) istinito. Tada
P(n) nije istinit za sve n > k.

Precizinije, to znaé¢i da ako postoji neki n za koji je P(n) istinit, mogli bismo konstruirati
strogo padajuéi niz n > n; > ny > ... u kojem bi svi n,ny,ng, ... bili veéi od k, ali kako
smo u skupu nenegativnih cijelih brojeva, ne postoji takav beskonac¢an padajuéi niz, odnosno
"beskonacni spust”.

Primjer 2.16. ([4]) Pokazite da jednadzba z* + y* = 32 nema cjelobrojnih rjesenja pri
cemu je z # 0.

Rjesenje: Bez smanjenja opcenitositi neka je z > 0. Pretpostavimo da ova jednadzba ima
rjeSenja i oznac¢imo ga s (z,y, z) i neka je z najmanji takav. Pogledajmo ostatke jednadzbe
pri dijeljenju s 3:

2> +y*=0 (mod 3).
Znamo da potpuni kvadrati mogu biti kongruentni 0 ili 1 modulo 3 pa to onda nuzno znaci
da su 2% i y? oba kongruentni 0 modulo 3, to jest:

2=94>=0 (mod 3),

sto povlaci
z=y=0 (mod 3).
Uzmimo zatim = 3a i y = 3b i uvrstimo u jednadzbu. Dobivamo:
9a® + 9b* = 322,
3a® + 3b? = 22,
3(a® 4 b?) = 2°.
Iz ovoga zaklju¢ujemo da 3|22, odnosno 3|z. Stoga zakljuéujemo da z = 3c. Uvrstavanjem
ovih jednakosti u jednadzbu, slijedi:
3(a® +b*) =9, tj.
w1 =8,
Iz ovoga mozemo zakljuciti da je (a,b,c) jos jedno rjesenje polazne jednadzbe. Medutim iz

z = 3c vidimo 0 < ¢ < z i dolazimo do kontradikcije s pretpostavkom da je z najmanje
rjeSenje jednadzbe.
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3. Pitagorina jednadzba

Opcepoznat Pitagorin poucak glasi: zbroj kvadrata duljina kateta pravokutnog troukta jed-
nak je kvadratu duljine hipotenuze. Prevedemo li poucak u matematicke simbole i dobijamo:

z® gt = 2, (5)

Ukoliko trazimo cjelobrojna rjesenja ove jednadzbe, onda je ovo zapravo diofantska jed-
nadzba drugog stupnja i tu jednadzbu nazivamo Pitagorina jednadzZba.

Primijetimo da ako je (z, y, z) jedno rjesenje jednadzbe (5), rjesenje ¢e takoder bitii (kz, ky, kz),
pri ¢emu je k € Z proizvoljan. To nam olaksava rjesavanje jer ¢emo se bazirati na u parovima
relativno prostim brojevima. Uredenu trojku prirodnih brojeva (x,y, z) koja zadovoljava
jednadzbu (5) nazivamo Pitagorina trojka, a ako su x,y, z relativno prosti kazemo da je
(x,y, z) primitivna Pitagorina trojka.

Teorem 3.1. Sve primitivne Pitagorine trojke (z,y, z) u kojima je y paran dane su formu-
lama:

r=m?—n?

Yy = 2mn,

z=m2+ n2,
pri cemu su m,n prirodni brojevi, m > n, (m,n) =1 i m,n su razlicite parnosti.

Dokaz. Za pocetak mozemo lako provjeriti da izrazi za x,y, z zadovoljavaju jednadzbu (5)
tako sto ih uvrstimo u jednadzbu. Iz toga mozemo vidjeti da je y zaista paran. S druge
strane mozemo zakljuciti da x ne moze biti paran, odnosno da je neparan, jer ako bi x iy
bili iste parnosti, z? bi bio kongruentan 2 modulo 4 §to je u kontradikciji s tvrdnjom da je
potpun kvadrat oblika 4k ili 4k + 1. Stoga x je neparan. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo
pretpostaviti m neparan, a n paran.

Provjerimo je li to zaista primitivna trojka. Neka je (m? — n?, 2mn, m? + n?) = d, pri éemu
je d > 2. Kako je d djelitelj svakog, znaci da d dijeli i njihov zbroj i razliku:

2

m? 4+ n? + m? —n? = 2m?,

m? +n? —m? +n? = 2n%
Kako u pretpostavci teorema imamo (m,n) = 1, to bi znacilo d = 2 i m? + n? parno §to
je u kontradickiji s pretpostavkom da su m,n razlic¢ite parnosti. Zaklju¢ujemo d = 1, dakle
trojka je zaista primitivna.
Neka je sada (x,y, z) primitivna trojka koja je rjesenje jednadzbe (5) i neka je y paran, tj.
y = 2a, a € Z. Tada su x, z neparni i vrijedi:

z +x =20, (6)
z—x = 2c, (7)
gdje su b, ¢ € Z. Mozemo pretpostaviti da je (b,c) = 1 jer bi inace (z, z) # 1. Sada imamo:

2

402 =y =22 —x* = (2 — 2)(2 + x) = 4cb,
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iz ¢ega slijedi a® = be. Iz ove jednakosti lako moZemo zakljuéiti da b = m? i ¢ = n? gdje su
m,n nenegativni cijeli brojevi. Uvrstimo li to u izraz za y dobijemo y = 2mn. Zbrojimo li

jednadzbe (6) i (7) dobijemo z = b + ¢, odnosno
z=m?+n
Oduzmimo jednadzbu (7) od jednadzbe (6). Tada je z = b — ¢, odnosno

x:mQ—n2.

Time je teorem dokazan. O

Primjer 3.1. DokaZite da ne postoji primitivna Pitagorina trojka u kojoj je jedan ¢lan jednak
6.

Rjesenje: Kako je 6 paran broj, moze biti samo y = 6, odnosno mn = 3. Kako je 3
prost i prema pretpostavci Teorema 3.1. m > n, moze biti samo m = 3 in = 1. Uvrstimo li
dobivene m,n u formule prethodnog teorema, dobivamo x = 8 i z = 10 sto je u kontradikeiji
s x,y, z relativno prosti.

Primjer 3.2. Nadite sve Pitagorine trokute kojima je jedna stranica jednaka 15.

Rjesenje: Primijetimo da u zadatku nisu u pitanju samo primitvne trojke tako da ¢emo
za x,1, z Uzimati u obzir sljedeé¢e formule:

z = d(m? — n?),
y = 2dmn, deN.
z = d(m? + n?),

Kako je 15 neparan broj, moze biti samo z = 15 ili z = 15. Uzmimo prvo slucaj z = 15.
Tada je:

Neka je prvo d = 1. U tom slu¢aju imamo m +n =5im —n = 3, to jest m = 4 i
n = 1 i rezultat je primitivna trojka (15,8,17). Zatim imamo d = 3, pa analognim ra¢unom
dobijemo m = 3 i n = 2 te pripradnu trojku (15,36,39). Zad = 5 imamom =2, n =11
Pitagorinu trojku (15,20, 25).

Neka je sada z = 15. Za d = 1 imamo m? +n? = 15 §to nije moguée jer suma 2 kvadrata nije
kongruentna 3 modulo 4 sto znaci da ovakva trojka ne postoji. Za d = 3 dobijemo trojku
(9,12,15), a za d = 5 trojka takoder ne postoji.
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