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Sazetak

U ovom radu upoznat ¢emo se s iterativnom Newtonovom metodom za rjeSavanje neli-
nearnih jednadzbi kao i njezinim modifikacijama koje ¢emo ilustrirati primjerom. Takoder,
primjerom ¢emo ilustrirati i generalizaciju Newtonove metode na sustav nelinearnih jed-

nadzbi. Na kraju ¢emo spomenuti Kvazi - Newtonove metode.

Kljuc¢ne rijeci

Newtonova metoda, metoda tangenti, metoda sekanti, Regula falsi, Kvazi - Newtonove

metode



Newton’s method for solving nonlinear equations

Summary

In this paper, we will introduce the iterative Newton method for solving nonlinear equ-
ations as well as its modifications, which we will illustrate with an example. Also, we will
illustrate by example the generalization of Newton’s method to a system of nonlinear equ-
ations. Finally, we will mention Quasi - Newton methods.

Keywords

Newton’s method, tangent method, secant method, Regula falsi, Quasi - Newton methods



Sadrzaj
I_Uvaod

2 Newtonova metoda (metoda tangenti)|

2.1 Modifikacije Newtonove metode| . . . . . . . . . ... .. ... ...

2.2 Primjerll . . . . . o s

[3 RjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi|

3.1 Kvazi - Newtonove metodel . . . . . . . . . . ...

[Literatural



1 Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se jednom od iterativnih metoda za rjesavanje jednadzbe

fx)=o. (1)

Funkcija f je realna i neprekidna funkcija definirana na zatvorenom intervalu [a,b] C R.
Ukoliko je funkcija f neprekidna na intervalu I = [a,b] i na rubovima intervala I poprima
suprotne vrijednosti (f(a)- f(b) < 0), tada postoji barem jedna toc¢ka ¢ iz intervala I za koju
vrijedi f(£) = 0. Ako je jo$ uz to prva derivacija funkcije f stalnog predznaka na intervalu I,
onda je tocka £ jedina nultocka funkcije f na intervalu I. Tako se trazenje rjeSenja jednadzbe

svodi na:

e separaciju intervala [

e odredivanje aproksimacije nultocke ¢ s unaprijed zadanom to¢noséu nekom iterativnom

metodom.

Napomena 1. Sredimo li tako da s lijeve i desne strane dobijemo funkcije cije grafove

znamo nacrtats

onda su nultocke funkcije f apscise tocaka sjecista grafova funkcija ¢ 1. Tako necemo dobiti

dobre aproksimacije nutocaka, ali éemo moci izolirati intervale u kojima se nalaze nutocke.

U sljede¢em poglavlju upoznat ¢emo se s iterativnom Newtonovom metodom kojom rje-
Savamo jednadzbu . Dokazat ¢emo teorem koji nam govori o ocjeni apsolutne pogreske i
brzini konvergencije Newtonove metode. Kako sama Newtonova metoda zahtijeva puno racu-
nanja (ra¢unanje vrijednosti funkcije i njene derivacije) navest ¢emo modifikacije Newtonove
metode kod kojih je broj operacije manji nego kod Newtonove metode. Takoder ¢emo navesti
primjere u kojima ¢emo primijeniti navedene metode i sami algoritam Newtonove metode.

U trec¢em poglavlju ¢emo generalizirati metode spomenute u drugom poglavlju, na slucaj
sustava nelinearnih jednadzbi. Prvo ¢emo generalizirati Newtonovu metodu pomocu koje
¢emo rijesiti i primjer, dok ¢emo za metode nastale generalizacijom metode sekanti samo

navesti rekurzivne formule pomocu kojih se dolazi do aproksimacije.



2 Newtonova metoda (metoda tangenti)

Pretpostavimo da smo odredili interval I = [a,b] u kojem se nalazi jedinstvena nultocka
funkcije f za koju vrijedi f'(x) # 0,Vx € I. Neka je xg € I pocetna aproksimacija. Koristeci
razvoj funkcije f u Taylorov red u okolini to¢ke zy (promatramo samo linearan ¢lan) funkciju

f aproksimiramo linearnom funkcijom E]

g9(z) = f(x0) + (x — 20) f'(0).

Umjesto rjesavanja jednadzbe (1)), rjesavat ¢emo jednadzbu g(z) = 0. Kako umjesto trazenja
sjeciSta grafa funkcije f s osi x, trazimo sjeciSte tangente s osi x, ovu metodu zovemo metoda
tangenti.
Kako je
g(x) =0 (2)
slijedi
f(zo) + (z — mo) f'(20) = 0.

Sredivanjem dobivamo

T =x9— f (o) .
f'(zo)
Ukoliko oznac¢imo sa x; rjeSenje jednadzbe imamo
f (o)
T1 = X9 — Filao)’
Ponavljajuéi gore navedeni postupak dobivamo niz xg, 1, ..., x,,... koji je zadan rekurziv-
nom formulom
) g9, (3)

S TS
n

Slika 1: Newtonova metoda tangenti

1 Graf funkcije g je tangenta na graf funkcije f u tocki (zo, f(z0)).
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Napomena 2. Primijetimo da u svakoj iteraciji konstruiramo lokalni aproksimand funkcije

f 1 trazimo nultocku tog aproksimanda.

Kako rjesenje trazimo iterativhom metodom postavlja se pitanje kada se taj proces
zaustavlja. Neka je x,, aproksimacija nultocke & na intervalu I i neka je f derivabilna funkcija
za koju je |f'(x)| > 0,Vx € I. Tada za ocjenu apsolutne pogreske vrijedi

el < L i )

Ako prilikom trazenja rjeSenja iterativnim postupkom zahtijevamo da apsolutna pogreska
aproksimacijeﬂ T, ne bude veca od unaprijed zadane vrijednosti € > 0 kao zaustavni Kkriterij
moze nam posluziti izraz % < €.
Ponekad je tesko odrediti konstantu m;, pa onda umjesto zaustavnog kriterija % < €
koristimo

|20 — 2na| < a i |flzn)| <6,

gdje su a1 8 unaprijed zadani brojevi.

Definicija 1. Neka niz (z,), dobiven nekom iterativnom metodom, konvergira prema & i
neka je e, = & — x, pogreska n-te aproksimacije. Ako postoje dvije pozitivne konstante
A,r € Ry takve da vrijedi

1~ |€n+1| —

)
n—00 ’en‘r

onda kazemo da metoda ima red konvergencije r (ili brzinu konvergencije r).

Za r = 1 kazemo da metoda ima linearnu brzinu konvergencije, a za r = 2 kvadratnu
brzinu konvergencije. Iz Definicije [1| vidimo da ¢e niz (z,,) konvergirati brze prema & za veci
r. Isto tako vidimo da metoda ima red konvergencije r ako postoje A € R, i nyg € N takvi
da vrijedi

1€ — Tpi1| < AIE—2x,]", V1> mny.

Teorem 1. Neka funkcija f : I — R ima neprekidnu drugu derivaciju na intervalu I = [a, b].
Neka je nadalje f(a)- f(b) < 0, a prva i druga derivacija funkcije f na intervalu I imaju
stalan predznak. Ako je xog € I izabran tako da je

f(@o) - f"(w0) >0, (4)

onda niz definiran s konvergira prema jedinstvenom rjesenju & jednadzbe f(x) = 0.

Pri tome vrijedi ocjena pogreske aproksimacije

M
€ — x| < ﬁ(xn - xn—1)27 (5)
gdje je
_ : ! o "
my=min[f(z)], Mz =max|f"(z)],

a metoda ima kvadratnu brzinu konvergencije, odnosno vrijeds

M.
€ = @il < 5o (€ — ) (6)

2 Apsolutna vrijednost razlike stvarne vrijednosti i njezine aproksimacije.




Dokaz:

U dokazu ¢emo razmotriti slucaj kada je f(a) < 0, f(b) > 0, f'(z) > 0, f"(x) > 0 za sve
x € I. Ostali slucajevi se dokazuju analogno.

Najprije primijetimo da postoji jedinstveni £ € [ takav da je f(§) = 0 i izaberimo zy € I
tako da je ispunjeno (4). Kako je po pretpostavci f”(xo) > 0, onda je i f(z9) > 0, pa je
xg > £ jer je f rastuca funkcija.

Matematickom indukcijom pokazat ¢emo da je niz definiran s monotono padajuci i ogra-
ni¢en odozdo s &.

* Pretpostavimo da je x,, > . Prema Taylorovoj formuli je

F() = Fwn) + ) (= )+ 5 - 1) (&= )"

gdje je c izmedu z i x,. Specijalno, za = £ imamo

0=f(&) = fln) + f'(&n) - (€ —2n) + % f(d) (& = x)?,

gdje je d izmedu £ i x,. Kako je f"(d) > 01 (§ — x,) # 0 (jer je z,, > &), onda je

fxn) + f(xn) - (£ —2,) <O. (7)
Iz (@) slijedi .
E<x, — Flwn)

Iskoristimo li formulu zadanu s slijedi da je i z,,1 > & Dakle, niz z, je odozgo

ogranicen sa &.

Kako je x, > ¢ za svaki n € N, onda zbog strogog monotonog rasta funkcije f mora
biti f(x,) > f(§) = 0 za svaki n € N. Osim toga, po pretpostavci je i f'(x,) > 0 za
svaki n € N. Zato iz (3) slijedi

f(xn)

T ()

>0,
T

tj. T, > Ty Sto znadi da je niz (x,) monotono padajuéi.

Kako je niz (x,) ograni¢en odozdo i monotono padajudi slijedi da je taj niz konvergentan
i nalazi se u I, pa zbog toga postoji realan broj 6 € I, takav da je § = lim x,. Pustimo li
n—oo
sada n — oo u (3) dobivamo

f(0)

0=0-% @ (8)

Bududi da je f'() > 0 iz (§), slijedi f(#) = 0. Posto je 0 jedinstvena nultocka funkcije f na
intervalu 7/, mora biti 8 = .

Dokazimo sada ocjenu (5. Prema Taylorovoj formuli postoji realan broj w izmedu z,, i

Tn_1 za koji vrijedi

f@n) = f(@na) + f(@n-a1) - (@0 — Tna) + % fw) - (@ = 2)”,



Zbog ostaje nam samo

odakle slijedi

M.
|f(z,)] < 72(1’71 - mnfl)Q' (9)
Kako je
|f(zn)]
_ g, < ARl
) < VO
koristenjem (9) dobivamo ocjenu
M-
1§ — x| < _Q(xn - xn—1)2~

B 2m1

Preostaje nam jo$ dokazati @, odnosno dokazati da metoda ima kvadratnu brzinu ko-
nvergencije. Prema Taylorovoj formuli postoji realan broj w izmedu x,, i £ za koji vrijedi

0= F(E) = F(a) + F/€) (€~ ) 4 5 - () - (€ — )"
Podijelimo 1i prethodnu jednakost s f’(z,) dobivamo

f(an) f"(w)

1
0= +E&—z+ < £ —x,)>
F(z) > Pl &
Iskoristimo li dobivamo
1 f"(w) 2
$n+l - 6 - 2 f,(xn) (5 - xn) 9
iz Cega slijedi
M.
1€ — Tppa| < 2—m21(§ — ).

]

Napomena 3. Koristeéi ocjenu mozZemo izvesti kriterij koji osigurava da je | —x,| < €,
gdje je € unaprijed zadana tocnost.

Imamo M
2 2
2—ml(i€n - nfl) <,
odnosno 5
(:L‘n - xn—1>2 =~ am
M,

Nakon korjenovanja prethodne nejednakosti dobivamo

267711
M,

|xn - xn—l’ S



Algoritam - Newtonova metoda tangenti
Input: f: [a,b] = R;
Input: a, b, €, my, My, IT,;

1: Stavin =0

2: if f(a)- f"(a) > 0 then
3: To=a

4: else

5% ro=">

6: while do

7 n=n+1

8: f(®n—1)

Tp = Tpn—1 — I
9: Az, = %
10:  Print(n, z,, f(x,), Az,)
11: Az, >ec¢& n>1IT

12: x,.1=2x,

13: end while

14: Output: {z,,n}

(Tn—1)

2.1 Modifikacije Newtonove metode

Racunanje vrijednosti funkcije i njene derivacije u svakom koraku Newtonove metode
ponekad otezava primjenu metode. Kako bi se smanjio broj operacija cesto se koriste modi-

fikacije Newtonove metode u kojima se izbjegava racunanje derivacije u svakoj iteraciji.

o Metoda sekanti je najvaznija modifikacija. Na intervalu I = [a, b] izabiremo dvije po-
Cetne aproksimacije g i 21 te povu¢emo seknatu grafa kroz tocke (xo, f(z0)), (21, f(x1)).
Slijede¢u aproksimaciju xo dobivamo kao sjeciste sekante s osi x

_ zof(w1) — 21 f(20)
f(z1) = f(zo) ’

ako je f(x1) # f(xo).

iy

yh

Slika 2: Metoda sekanti



Ponavljajué¢i postupak dolazimo do niza definiranog rekurzivnom formulom

Tpog = xn—lf(xn) B l'nf(xn—l)
" f(@n) = f(zn-1) ’

Ukoliko su pocetne aproksimacije zy i 1 birane dovoljno blizu rjesenja &, tada ¢e niz
1+v5
R

flzn) # f(zp-1), n=1,2,3,...

iteracija x,, konvergirati prema £ s brzinom konvergencije p =

Regula falsi (metoda krivih polozaja) je varijanta metode sekanti. Pretpostavimo da
je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b]. Ozna¢imo s zp:=aiby: =01
povucimo pravac kroz tocke (o, f(z0)), (bo, f(bo)). Jednadzba pravca glasi

f(bo) — f(x0)

by — xo

y — f(wo) = (z — x0).

Ako pravac sijece os x u toc¢ki ¢ (29 < ¢1 < by), onda je y = 0 te vrijedi

f(bo) — f(x0)

0= bQ—ZL’O

(C1 — I()) —+ f(xo)

RjeSavanjem prethodne jednakosti dobijemo da pravac sijece os x u tocki

o = xof(bo) - bof(xo)
' f(bo) — f(xo)

Ukoliko je f(c1) = 0 nultocka je pronadena. U suprotnom,

(10)

ako je f(c1) - f(xg) >0, x1=c¢; inale 1z =0
bl = bo b1 = 29

i povucimo pravac kroz tocke (x1, f(x1)), (b1, f(b1)). Ponavljajuéi postupak dolazimo
do niza (x,) koji linearnom brzinom konvergira prema jednom korijenu jednadzbe

f(z) = 0 na intervalu [a, b].

yn

Slika 3: Regula falsi



2.2 Primjeri

Primjer 1. (Newtonova metoda)
Odredite pozitivnu nultocku funkcije f(z) = e + 2% — 2 s tocnodéu € = 0.00005.

Rjesenje:
Sa slike (Slika[4b)) vidimo da funkcija f ima dva rjeSenja. Jedno rjesenje nalazi se na intervalu
I, = [-1,0], a drugo na intervalu I, = [1,2]. Kako trebamo odrediti pozitivnu nultocku

fokusirat ¢emo se na interval I,. Kako je
f(1)=-063 i f(2)=213

ispunjen je uvjet f(a)- f(b) < 0 pa se nultoc¢ka nalazi u intervalu Is.
Provjerimo sada imaju li prva i druga derivacija stalan predznak na intervalu . Za svaki
x € I vrijedi

fx)=—€e"422>0 1 f'(z)=e"+2>0,

te mozemo zakljuciti kako prva i druga derivacija imaju stalan predznak.
Kako je f(2)- f”(2) > 0 za poc¢etnu aproksimaciju uzimamo zo = 2. Sljedece §to je potrebno
izacunati su

R / s o "
my =min |f(z)] i M =max|f(z)|.

Bududéi da je f”(x) > 0 za svaki x € I, f’ je rastuca funkcija na I (Slikal4c)), te se minimum

od f’ postize u lijevom rubu, odnosno
my = f/(1) = L.6.

Maksimum f” postize se u lijevom rubu jer je f < 01i f” pada (Slika [4d)) pa imamo
M, = f"(1) =2.4.

Sada za n — tu aproksimaciju mora vrijediti

2em, \/2 -0.00005 - 1.6
—r < — ~ (. 1649.
[Zn — 1] <y 7 51 0.0081649

Aproksimaciju nultocke rac¢unamo koristeci te dobivamo

T |$n - -an—l| f(-rn)

2 - 2.135
1.4475 0.5524 0.3304
1.3233 0.1242 0.0173
1.316 0.0073 0.00006

W N = O3

Tablica 1: Tijek iterativne metode



(a) Graf funkcije f

(c) Prva derivacija

(b) Separacija intervala

—

(d) Druga derivacija

Slika 4: Graficki prikaz

Kako je |z3 — x| manje od 0.0081649 zaustavljamo se te trazena nultocka iznosi x3 = 1.316.

Primjer 2. (Metoda sekanti)
S toénoséu 0.0005 odredite rjesenje jednadzbe e™* + 8x — 2 = 0.

RjeSenje:

Oznacimo s f(z) = e™* + 8x — 2. Tada rjesavamo f(x) = 0. Pogledamo i sjeciste grafova
(Slikafp) y = e 1y = —8x + 2 te kako je f(0)- f(1) < 0 mozemo zakljuciti da na intervalu
I =10, 1] funkcija f ima rjeSenje.

— )
EXp— X}

-Bx+2

Slika 5: Separacija intervala

Za pocetne aproksimacije uzimamo zo = 01 x; = 1. Koristeéi rekurzivnu formulu

_ Tn1f(Tn) = Tnf(Tn1)
Tpt1 = f(l’n) _ f(l’n_l) (11)

dobivamo
0-f(1)—1-f(0)
f(1) = f(0)

= 0.1357.

To =



Kako imamo zadanu to¢nost potrebno je izra¢unati m;, odnosno miP |f'(z)|. Prva deri-
Te

vacije postize minimum za x = 0 pa imamo

my = |f(0)] =T7.

Koristeci dobivamo vrijednosti navedene u sljedecoj tablici:

N KGN
0] 0 -
1] 1 -
2 | 0.1357 | 0.005899
3 | 0.14126 | 0.000236

Tablica 2: Tijek iterativne metode

Trazena aproksimacija nultocke iznosi x3 = 0.14126.

Primjer 3. (Regula falst)

Rijesite jednadzbu x® — 2x — 2 = 0 s tocnoséu e = 0.0005.

RjeSenje:

Sa slike (Slika [6) vidimo da se nultotka nalazi na intervalu [1,2]. Iako je f(1)- f(2) < 0
moZemo promatrati i uzi interval. Kako je f(2)- f(2) < 0 za interval uzimamo I = |

Tada je z¢ = % i by = 2. Za zaustavni kriterij je potrebno izra¢unati m, i on u ovom slucaju

(2)

Koristeci dobivamo sljede¢u tablicu, iz koje se vidi da je traZeno rjeSenje ¢, = 1.76914.

iznosi

= 4.75.

n Ty, bo | cnp1 | signf(x,) | signf(b,) | signf(car1) w
0 2 2 | 1.72414 - + - 0.068

1] 1.72414 | 2 | 1.76250 - + - 0.0105
21 1.76250 | 2 | 1.76829 - + - 0.0015
31 1.76829 | 2 | 1.76914 - + - 0.0002

Tablica 3: Tijek iterativne metode
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Slika 6: Separacija intervala

3 RjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi

Newtonova metoda koju smo opisali u prethodnom poglavlju moze se generalizirati na
rjesavanje sustava F(x) = 0, x € R", gdje je F = (f1,...,fn) : R" — R" neprekidna
diferencijabilna funkcija.

Definicija 2. Neka je F = (f1,..., fn) : R" — R" neprekidna diferencijabilna funkcija i
x = (21, T9,...,2,). Matricu

9fi 9N of1

oz Ozo Tt Oxp

OF ofz2 Of2 of2

J = o ox1 0o CT Oxp
ox : : .

Ofn  Ofn Ofn

oxr1 Oxo e 0xn

nazivamo Jacobijeva matrica.

xglo))T

Zatjesavanje sustava F(x) = 0 izaberemo pocetnu aproksimaciju x(©) = (xgo), x(20)7 e
te svaku funkciju f;,i = 1,2, ..., n razvijemo u Taylorov red u okolini x(©) (promatramo samo
linearni ¢lan). Linearnu aproksimaciju funkcije f; ozna¢imo s g; te rjeSavamo sustav
gZ(X) :07 1= ]‘727 ’n7
gdje je
" 0f(x)
_ (0) i (0) _
H(x) = fi(x™) + ———(xp, — 7, ), 1=1,2,...,n
) = ) 4 30 =50 = al?)
Prethodni izraz moze se zapisati ovako:
JOs = —F(x), (12)
gdje je
af1 (x(® af1 (x(®
fla(m : e fla(xn : T — :EgO) fl (X(O))
JO — : ' : , §= : ’ F(X(O)) —
Bfn(X(O)) 8fn(x(0>) _ (0) (0)

Sljede¢u aproksimaciju dobivamo kao
x() = x(© 4 g

11



pri ¢emu je s(© rjeSenje sustava . Ponavljajué¢i postupak dolazimo do
xFHD) = x®) L0 =0,1,2,...
gdje s dobivamo rjeSavajuéi sustav
JWs = —F(x").

Napomena 4. Pretpostavimo li da je Jacobijan J® regularan, iterativni postupak moZemo

zapisati u obliku
XD = x 0 (IO TR(x®)) E=0,1,2,...,
te moZemo primijetiti da gore navedeni iterativni postupak podsjecéa na Newtonov iterativni
postupak ().
3.1 Kvazi - Newtonove metode

Kvazi - Newtonove metode nastale su kao generalizacija metoda sekanti, a uvedene su kako
bismo aproksimirali Jacobijan posto ga je jako skupo racunati u svakoj iteraciji Newtonove
metode.

(1) Broydenova metoda

Rjesavamo sustav
B®s = F(x®)

te sljede¢u aproksimaciju racunamo kao
xFHD) = x®) 4 g0 =0,1,2,....

Matrice B® ra¢unamo pomocu rekurzivne formule

(y®) — B®gk)(skNT
(5™, s®) ’

B+ = B® 4 k=0,1,2,...,

gdje je
y*) = F(x(’““)) _ F(x(’“)), gk — x(k+1) _ (k)

(2) Davidon-Fletchher-Powellova metoda
Iterativna metoda zadana s

B+ — 5 (k) + H(k)F(X(k)), k=0,1,2,...

gdje je

S(k)(s(k))T B H(k)y(k)(y(k:))TH(k)
(y®), s(k)) (y®) , H®)y k) 7

H*D = H® 4 k=0,1,2,....
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(3) Broyden-Fletcher-Goldfarb-Schanoova metoda
Iterativna metoda zadana s

<+ — (k) 4 H(’f)F(x(’“)), k=0,1,2,...,

gdje se matrica H®) rac¢una kao

H+) ( -5 (Y(k))T)HUc) (1 W) s®(s®)”

(y®),s®) y®,s®) (y<k>,s<k>)) k=0,12,....

Primjer 4. Koristeéi Newtonovu metodu odredite prve dvije aproksimacije rjesSenja sustava:

I‘Q(Sl,’l—l)—l:o

2 _ 2 _
] —x5—1=0

uz pocetnu aproksimaciju x© = (2,0)7T.

RjeSenje:

Zapisemo li sustav u matri¢énom obliku imamo

P21, ) = r?(fl -D- 1] .

2
Jacobijan sustava iznosi

J_|:l’2 1'1—1:|

21‘1 —2!23'2

Kako je pocetna aproksimacija x(© = (2,1)”, dobivamo

r-[t] e[

te rjeSavamo sustav

Lol

RjesSenje prethodnog sustava iznosi

te za aproksimaciju dobivamo

Sljede¢u aproksimaciju racunamo kao

13



te je potrebno izrac¢unati s). Njega dobivamo kao rjeSenje sustava

JWs = —F(xW),

gdje je
w_[1 1 oy _ [ 1
JU =15 i F(x')= 7
3 2 ~16
pa imamo
5 - )
2 2 % ~i6
odnosno

te druga aproksimacija iznosi

Trazene apoksimacije iznose
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