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1 Uvod

Zmanost o nasljedivanju nazivamo genetika, gdje nasljedivanje predstavlja proces koji dovodi
do slicnosti izmedu roditelja i potomaka. Populacijska genetika dio je genetike koji se bavi
proucavanjem genetske strukture populacije odnosno ucestalosti alela i genotipova. Takoder,
ona proucava kako se te ucestalosti mijenjaju kroz vrijeme pod utjecajem glavnih evolucijskih
sila. Ti se utjecaji i evolucijske promjene ocituju tek na razini populacije pa je uzrok tih pro-
mjena potrebno potraziti na mikrorazini, odnosno na razini gena. Za opisivanje tih promjena
izrazito su bitni stohasticki modeli. Tako populacijska genetika kroz vrijeme upotrebljava razne
stohasticke modele, odnosno koristi ih za modeliranje promjene frekvencije gena neke populacije
od jedne do druge generacije.

U prvom poglavlju ¢emo rec¢i nesto vise o osnovnim pojmovima genetike. Prisjetit ¢emo se sto
su to geni, DNK te aminokiseline. Reci ¢emo nesto vise o kromosomima i nasljedivanju. Drugo
poglavlje ¢e nas uvesti u pocetke matematicke teorije populacijske genetike. Prisjetit ¢emo
se pojmova kao $to su evolucija, selekcija i specijacija. Vidjet ¢emo i kada populacija dolazi
u stanje Hardy-Weinbergove ravnoteze te sto predstavlja geneticki drift. U tre¢em poglavlju
upoznat ¢emo se sa najpoznatijim modelom reprodukcije u populacijskoj genetici, Wright -
Fisherovim modelom. Navest ¢emo njegove glavne pretpostavke te brojne rezultate vezane uz
njega. Takoder u ovom poglavlju ¢emo se dotaknuti i teorije koalescencije. Cetvrto poglavlje
upoznat ¢e nas sa Wright - Fisherovim modelom uz prisutvo mutacija. Pokazat ¢emo neke od
osnovnih rezultata vezanih uz ovaj model. Model beskonac¢nog alela predstavit ¢emo u petom
poglavlju, gdje ¢emo se takoder dotaknuti i Hoppeove urne te Ewensove formule uzimanja
u uzorak. U posljednjem poglavlju obradit ¢emo Moranov model, inacicu Wright- Fisherova
modela u sluc¢aju preklapajuc¢ih generacija.



2 Genetika - osnovni pojmovi

U ovom ¢emo se poglavlju upoznati sa osnovnim pojmovima vezanim za genetiku koji su nam
potrebni za daljnje razumijevanje ovog rada. Pojmovi, definicije i primjeri navedeni u ovom
poglavlju preuzeti su iz [8], [1], [5] i [9].

2.1 Genii DNK

Geni predstavljaju kodiranu informaciju u obliku nasljedne jedinice koju potomci nasljeduju
od svojih roditelja. Oni su gradeni od molekula deoksiribonukleinske kiseline, odnosno krace
DNK. Osnovna funkcija DNK je pohrana nasljednog materijala. Molekula DNK je dvolanc¢ana
molekula koju ¢ine dva polinukleotidna lanca omotana oko zamisljene osi u zavojnicu. Dva
lanca molekule DNK medusobno su povezana vodikovim vezama.

Polinukleotidni lanac graden je od 4 razlic¢ita nukleotida. Svaki nukleotid je graden od Secera
deoksiriboze, fosfatne skupine i dusicnih baza. Dusi¢ne baze su A=adenin, G=gvanin, T=timin
i C=citozin. Komplementarne parove ! baza ¢ine adenin i timin koji se medusobno spajaju
dvjema vodikovim vezama odnosno citozin i gvanin koji se medusobno spajaju trima vodikovim
vezama.

—=1 = Adenine
1 = Thymine
=3 = Cytosine

= = Guanine

|:| = Phosphate

backbone

Slika 1: DNK dvostruka zavojnica. Slika je preuzeta iz [1].

Primjer 2.1.1. Ukoliko nam je AGTC dio jedne spiralne niti onda je njemu ekvivalentan dio
jednak TCAG.

Upravo ta specifi¢nost pri sparivanju baza je najvaznije svojstvo dvostruke zavojnice DNK. Sli-
jed baza duz polinukleotidnog lanca nije ni¢ime ogranic¢en i on ¢ini promjenjivi dio molekule.
Redoslijed ovih baza nosi nasljednu informaciju i ¢ini identitet odredene osobe. Ljudski genom

Lanci su suprotnog usmjerenja.



se sastoji od tri milijuna parova baza i to je najduzi poznati polimerni lanac do danas. Kada je
presavijena, molekula ljudske DNK duga je 6 metara.

DNK, upravo zbog svoje strukture dvostruke zavojnice i komplementarnosti lanaca omogucéuje
kopiranje i prijenos nasljednog materijala dijeljenjem kromosoma pri diobi stanice. Kada je
DNK spremna za dijeljenje njezine dvije kromosomske niti se razdvajaju, odnosno razmataju.
Kako u jezgri stanice ima slobodnih baza te baze se vezu na svoje parove na nitima DNK. Tako
je informacija sacuvana, kopirana i preneSena na dva novonastala kromosoma.

Slika 2: Replikacija DNK lanca. Slika je preuzeta iz [7].

2.2 Aminokiseline

Aminokiseline su osnovni gradivni dijelovi stani¢nih struktura, proteina, hormona i enzima. In-
formacija o strukturi proteina je zapisana u kromosomu, odnosno u molekuli DNK. Svi proteini
u svim organizmima, od bakterija do ljudi, gradeni su od 20 aminokiselina. Nazive aminokise-
lina i njihove kratice mozemo vidjeti u Tablici 1.

Genetska sifra sadrzana u DNK mora biti na neki nac¢in zapisana linearnim redosljedom dusi¢nih
baza duz polinukleotidnog lanca. Kao sto smo ve¢ naveli lanci su komplementarni pa je dovoljno
promatrati samo redoslijed u jednom lancu. Taj se redoslijed naziva geneticki kod. Aminokise-
line su kodirane trojkama susjednih nukleotida koji se nazivaju kodoni. Od 64 moguca kodona
61 kodon kodira aminokiseline, a preostala tri kodona UAA, UAG i UGA su stop kodoni koji
oznacavaju zavrsetak prepisivanja lanca. Na Slici 3. mozemo vidjeti koja kombinacija u jednom
tripletu predstavlja odredenu aminokiselinu. Prvo slovo kodona je dano na lijevom rubu tablice,
drugo na vrhu, a tre¢e slovo na desnom rubu tablice.
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Ala Alanin Leu Leucin
Arg | Arginin Lys Lizin
Asn | Asparagin Met | Metionin
Asp | Aspartat Phe | Fenilalanin
Cys | Cistein Pro Prolin
Gly Glicin Ser Serin
Glu | Glutamat Thr | Treonin
Gln | Glutamin Trp | Triptofan
His | Histidin Tyr Tirozin
Ile | Izoleucin Val valin

Tablica 1: Aminokiseline i njihove kratice

U C A G
U | Phe Ser Tyr Cys
Phe Ser Tyr Cys
Leu Ser STOP STOP
Leu Ser STOP Tmp
C | Leu Pro His Arg
Leu Pro His Arg
Leu Pro Gin Arg
Leu Pro Gin Arg
Allle Thr Asn oer
lle Thr Asn Ser
lle Thr Lys Arg
Met Thr Lys Arg
G | Val Ala Asp  Gly
Val Ala Asp Gly
Val Ala Glu Gly
\Val Ala Glu Gly

QFO0CeOFroCcCo>»»OCHx»0 c

Slika 3: Tablica genetske sifre. Slika je preuzeta iz [?7].
Primjer 2.2.1. Prema prethodnoj tablici UAC predstavlja kod za Tirozin - Tyr.

2.3 Geni i nasljedivanje

Geni se nalaze na strukturama koje se nazivaju kromosomi. Tijekom stani¢ne diobe, svaka
linearna molekula DNK se kondenzira u kromosom. Dakle, kromosomi su sastavljeni od gena, a
geni su gradeni od DNK. Kromosomi dolaze u parovima. Po dva kromosoma su jednake duzine,



centromere? su im na istom mjestu i nose gene za ista svojstva na istim polozajima duZz kro-
mosoma. Takva dva kromosoma nazivamo homologni kromosomi, a Citava stanica (buduéi da
ima dva seta kromosoma, odnosno po dva od svakog homolognog kromosoma) je diploidna, $to
oznaCavamo sa 2n. n predstavlja broj kromosoma u pojedinom setu (primjerice kod ¢ovjeka n
= 23, 2n = 46). Stanica je haploidna ukoliko svaki homologni kromosom dolazi u samo jednom
primjerku, odnosno stanica koja ima jedan set kromosoma. Nizi organizmi poput bakterija su
haploidni. Vise detalja moze se vidjeti u [9].

Kada dolazi do reprodukcije haploidnih organizama tada postoji jedan roditelj koji daje kopije
svog genetskog materijala za svoje potomstvo. Kada se diploidni organizmi reproduciraju onda
postoje dva roditelja pa potomak dobiva jedan kromosom od oca, a jedan od majke. U tom
slucaju za svako svojstvo postoje dva gena ili dvije informacije. Dakle, svaki diploidni organizam
ima po dva gena za isto svojstvo koji se nazivaju alel. Uvijek se nalaze na totno odredenom
polozaju (lokusu) na homolognim kromosomima. Aleli su varijante gena. Mozemo reéi da
su aleli linearni odsjeéci DNK molekule koji mogu imati identi¢an slijed nukleotida (onda ih
oznaCavamo istim slovom, npr. A). Takoder se njihovi slijedovi nukleotida mogu medusobno
manje ili vie razlikovati (onda ih ozna¢avamo razlic¢itim simbolima, npr. A ia). Ako organizam
ima dva ista alela za neko svojstvo kazemo da je homozigot (npr. AA ili aa) za to svojstvo, a ako
ima dva razli¢ita alela kazemo da je heterozigot (npr. Aa). Najceséi odnos alela je dominantno-
recesivan. Jedan alel je dominantan, a drugi recesivan kada ucinak dominantnog alela prikriva
ucinak recesivnog dok su aleli prisutni zajedno u heterozigotu. Prema konvenciji, dominantni
alel se oznacava velikim slovom (npr. A), a recesivan malim (npr. a). No, napomenimo da
recesivan alel ne mora uvijek biti i onaj koji je rjedi u populaciji niti dominantan alel ces¢i.

2Centromera ili kinetohora je pokretno srediste kromosoma, mjesto na kojem kromosom za vrijeme stani¢ne
diobe prione uz diobeno vreteno.



3 Povijesna pozadina

U ovom ¢emo se poglavlju upoznati sa pocetcima matematicke teorije populacijske genetike.
Najprije ¢emo nesto vise re¢i o Hardy-Weinbergov zakonu kao polazistu u populacijskoj genetici.
Takoder ¢emo se poblize upoznati sa pojmovima evolucije, selekcije, mutacije te genetickog
drifta. Pojmovi koristeni u ovom poglavlju preuzeti su iz [11], [16], [17] i [4].

3.1 Hardy-Weinbergov zakon

Pretpostavimo da je promatrana populacija vrlo velika te da nema fenotipskog® preferiranja
pri izboru partnera za stvaranje potomstva. Takoder ukoliko se zanemari postojanje mutacija,
migracija i genetickog drifta te postojanje prirodne selekcije tada se populacija nalazi u stanju
Hardy - Weinbergove ravnoteze. Pod tim bi uvjetima evolucija izostala, a da bi populacija
evoluirala dovoljan je izostanak samo jednog od prethodno navedenih uvjeta. U stvarnosti je
gotovo nemoguce posti¢i Hardy - Weinbergovu ravnotezu. Razlog tome je sto su aleli stalno
podlozni promjenama zbog nedostatka jednog ili vise uvjeta. Ipak, Hardy-Weinbergov zakon
ima smisla ukoliko neku populaciju promatramo u dovoljno kratkom vremenskom razdoblju,
djelovanje evolucijskih sila je tako slabo da ga mozemo zanemariti (evolucija se najcesée odvija
tako sporo da je u kra¢im vremenskim razmacima ne mozemo primijetiti).

Hardy - Weinbergov zakon glasi: ” Ako je populacija u ravnotezi, ucestalosti alela, gena i geno-
tipova ostaju nepromijenjene tijekom niza generacija.”

Usredotoc¢imo se sada na genetski lokus na kojem mogu postojati samo dvije varijante gena (dva
alela) koji je odgovoran za toéno odredeno svojstvo. Oznaé¢imo ih sa A1ia. Tada se kao posljedica
ovih pretpostavki na tom se lokusu moze realizirati samo jedan od sljedeé¢ih genotipova AA, Aa
1aa.

Oznake su sljedece:

e AA - od oba roditelja je nasljeden dominantni alel A;
e Aa = aA - od jednog je roditelja nasljeden dominantni alel, a od drugog recesivni alel a;
e aa - od oba roditelja je nasljeden recesivni alel a.

Opcenito, model za razdiobu genotipa u populaciji jednak je:

paa = P({AA}),
paa = P({Aa}),
Paa = P({aa}>7

pri cemu vrijedi: paa, Paa; Paa > 0, Paa + Paa + Pae = 1. Pri tome vjerojatnosti ne moraju
nuzno biti jednake.

3Fenotip je skup svih genetski odredenih svojstava jedinke.



Odredivanje vrijednosti vjerojatnosti vezano je uz model razdiobe alela A i a u populaciji. Do
tog ¢emo modela doc¢i ako genotip na promatranom lokusu prestanemo gledati kao cjelinu i
shvatimo ga kao par alela od kojih je jedan nasljeden od oca, a drugi od majke. Kako ne znamo
koji je alel nasljeden od kojeg roditelja, zakljucujemo da su vjerojatnosti nasljedivanja alela A,
odnosno alela a, od istog roditelja jednake. Iz toga slijedi da vjerojatnosni model koji opisuje
razdiobu alela u populaciji izgleda ovako:

pa = P({A}),
Pa = P({CL}),

pri ¢emu standardno vrijedi da su pa, p, > 01ipa+p, = 1.

Uz poznate vjerojatnosti pa i p, iz modela razdiobe alela, zadovoljene uvjete Hardy - Weinber-
gove ravnoteze i nezavisnost alela nasljedenih od pojedinog roditelja, lako slijedi:

L. paa =P({A}, {A}) =P({A}) - P{A}) = p’

2. paa = P({{A}, {a}} U {{a},{A}}) = P({4},{a}) + P({a},{A}) = P({4}) - P({a}) +
P({a}) - P({A}) = pa - Pa + Da - P4 = 2papa

3. paa = P({a},{a}) =P({a}) - P({a}) = p,

Iz prikaza modela razdiobe genotipa, primjenom formule

PAA + Paa + Paa = 1
slijedi:
DA+ 2papa + 15 =1,
pa prema formuli za kvadrat binoma imamo:
(pA + pa)2 = 1.

Prethodna formula koristi se za izracunavanje udjela pojedinih alela u populaciji ako znamo da
se ona nalazi u stanju Hardy - Weinbergove ravnoteze ili za provjeru uravnotezenosti populacije
prema Hardy - Weinbergovom modelu ukoliko su nam poznati udjeli pojedinih alela. Za vise
detalja pogledati [11].

Primjer 3.1.1. Pretpostavimo da proucavamo boju krzna u populaciji miseva koja se nalazi
u stanju Hardy -Weinbergove ravnoteze. Neka p4 = 0.8 predstavlja udio pojedinih alela koji
odreduju sivu (dominantno svojstvo odredeno alelom A), odnosno p, = 0.2 bijelu (recesivno
svojstvo odredeno alelom a) boju krzna.

Lako zakljuc¢ujemo da su udjeli pojedinih genotipa u populaciji sljedeéi:

PAaa = pi = 0.64,

PAa = 2papa = 0.32,
DPaa = pg = 0.04.

S obizrom da je siva boja krzna dominantno svojstvo odredeno alelom A slijedi da ¢e 0.644-0.32 =
0.96, odnosno 96% miSeva imati krzno sive, a njih 4% bijele boje.
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Mendeljevo pravilo ukazuje na to da realizacija krizanja AA x AA mora biti genotip AA. Pret-
postavimo da je za svaku generaciju ucestalost genotipa AA jednaka X, genotipa Aa jednaka
2Y te genotipa aa jednaka Z. Zakljucujemo da je tada prilikom krizanja AA x AA ucestalost
jednaka X2, za AA x Aa jednaka 4XY, itd. Obzirom da genotip AA mozemo dobiti samo od
krizanja AA x AA (s ukupnom vjerojatnocu 1), AA x Aa (s ukupnom vjerojatnoséu 1/2) i od
Aa x Aa (s vjerojatnoséu 1/4) tada je ucestalost X’ od AA u sljedecoj generaciji jednaka

1 1
X'=X*+ 5(4XY) + Z(4Y2) = (X +Y)%

Sliéno dobivamo i ucestalost 2Y”’ od Aa te ucestalost Z’ od aa.

1 1 1
2y’ = 5(4XY) + 5(41/2) +2X7 + 5(45/2) =2X +Y)(Y + 2),
1 1
7 = Z(4Y2) + Z(4YZ) + 722 = (Y + Z)%

Ucestalost X7, 2Y” i Z7 za sljedece generacije dobivamo zamjenjujuéi X', 2Y"i 2/ s X7, 2Y”
i 271X, 2YiZs X!, 2Y'i 7',

Primjerice,
X// — (XI +Y/)2 — (X _'_Y)Q — X/,

a slicno se dobije da jei Y =Y', 77 = 7',

Dakle, ucestalost genotipa dobivena drugom generacijom ista je i u trec¢oj generaciji pa stoga
i u svim narednim generacijama. Ucestalosti koje imaju ovo svojstvo mogu se okarakterizirati
kao oni koji zadovoljavaju odnos
(Y/)2 — X/Z/.

Ukoliko taj odnos vrijedi u prvoj generaciji, tako da Y2 = X7, tada ne samo da ne bi bilo
promjena u ucestalosti genotipova izmedu druge i sljedece generacije nego bi ove ucestalosti bile
iste kao i one u prvoj generaciji. Populacije za koje vrijedi Y? = X Z kaZe se da ucestalosti
genotipa zadovoljavaju oblik Hardy-Weinberga. Za vise detalja pogledati [4].

Kao sto smo vec i prije naveli uvjeti koji populaciju dovode u stanje Hardy - Weinbergove
ravnoteze gotovo nikada se ne poklope i idealizacija su stvarne situacije no korisni su odredivanje
procjene udjela odredenih genotipova u populaciji.

3.2 Evolucija, selekcija i specijacija

Fvolucija predstavlja proces razvoja i prilagodbe zivih bi¢a uvjetima okolisa u kojem obitavaju.
Promjena frekvencije alela ili genotipova u populaciji odnosno promjena geneticke strukture
populacije kroz veliki broj generacija je evolucija. U najSirem smislu, to je proces u kojem
nizom promjena ili razvojnih stupnjeva zivi organizam ili skupina organizama stjece karakte-
risti¢ne morfoloske i fizioloske znacajke. Nakon Sto su se razradile i detaljnije pojasnile neke od
temeljnih bioloskih ¢injenica i pojava evolucija je postala sredisnja bioloska znanost. Podrucje
evolucije je osobito unaprijedeno dostignu¢ima populacijske genetike. Genetska ravnoteza se



narusSava kada se mijenjaju uvjeti u populaciji ili okoliSu, a njezinim narusavanjem zapocinje
proces evoculije. Osnovne sile evolucije su mutacija, selekcija i geneticki drift. To su procesi
koji remete nasljednu ravnotezu. Za vise detalja pogledati [16].

Mutabilnost je sposobnost promjene nasljednog materijala. Promjene u strukturi gena nazi-
vamo genskim mutacijama. Razli¢iti oblici mutacija prosiruju genetsku raznolikost populacije,
odnosno njezinih genskih zaliha. Mutacije su mogucée kod svakog gena pa su izvor nasljedne
varijacije. Mutante bivaju pojacane interakcijom s drugim genima, i taj posredni ucinak jos je
znacajniji za raznolikost genotipova i fenotipova, a njihov utjecaj na evoluciju vec¢i od neposred-
nog ucinka samoga mutiranog alela.

Prirodni odabir ili selekcija predstavlja prirodni izbor izmedu nositelja nasljednih faktora.
Darwin* selekciju objasnjava kao borbu za opstanak izmedu pojedinih organizama od kojih
prezivljavaju najsposobniji. Dakle, Darwin selekciju primjenjuje na jedinke, a ne na populaciju.
Danas je modificirano nacelo selekcije temeljna orijentacija u rjeSavanju evolucijskih problema.
Prema Hardy-Weinbergovu pravilu u standardnim uvjetima okoline svi geni populacijskih gen-
skih zaliha dolaze do ravnoteze koja se stalno odrzava (idealna populacija). Selekcija je utjecaj
bilo kojega faktora iz okolisa organizma. Primjerice selekcijski faktori mogu biti ekstremne tem-
perature, susna razdoblja, poplave, paraziti, razli¢ite bolesti, itd. Takoder se borba oko hrane,
zivotnoga prostora i ostalih zivotnih uvjeta ubraja se u selekciju koja podredene skupine poti-
skuje ili vodi njihovu izumiranju. Tijekom godina selekcija omogucuje razvoj novih adaptacija

Evolucija koja se odvija unutar populacije naziva se mikroevolucija. Ona sadrzi manje suk-
cesivne promjene u genskoj zalihi odredene populacije od jedne do druge generacije. U njoj
djeluju osnovne sile evolucije, a procesi mikroevolucije vode stvaranju novih vrsta, tj. popula-
cija. Nastanak novih vrsta, tj. odjeljivanje i razvoj novih populacija naziva se specijacija. U
proucavanju mikroevolucijskih procesa populacijska genetika osigurava matematicku strukturu.

3.3 Geneticki drift

Geneticki drift odnosi se na promjene u ucestalosti alela u genskoj zalihi koje su slucajnog ka-
raktera. Kako je ucestalost alela slucajnog karaktera te moze rasti ili opadati zakljucujemo da
ucestalost alela zapravo predstavlja relativnu frekvenciju alela. U ve¢im populacijama je manja
vjerojatnost da ¢e doc¢i do genetickog drifta, dakle najvazniji faktor za geneticki drift je veli¢ina
populacije. Kada je broj jedinki u populaciji mali, slucajnost moze biti odlucujuéi faktor koji ¢e
odrediti koji ¢e aleli u populaciji biti ¢eséi, a koji rjedi. Geneticki drift se odvija kad se slu¢ajno
odredeni ¢lanovi populacije razmnozavaju i prenose gene u idu¢u generaciju.

Geneticki drift uvjetuje ustaljivanje neutralnih ili neadaptivnih svojstava. Gubitak ili fiksacija
dogada se bez obzira na selekcijski pritisak. Osim selekcijskog istrjebljenja, postoji i moguénost
da se oni geni, inace samo usputni, koji se u velikoj genskoj zalihi nisu mogli istaknuti, odjed-
nom istaknu u slucajem uvjetovanom genetskom driftu u malim populacijama i tako postanu

“https://hr.wikipedia.org/wiki/Charles_Darwin



valjani za neki genetski sastav, dok se oni geni koji su prije toga bili zastupljeni sada gube.
Proces genetickog drifta predstavlja vaznu ulogu u molekularnoj evoluciji i ponasanju gena u
populaciji s kona¢nim brojem jedinki. Pojam i tehnika nasumicnog genetickog drifta imaju
siroko primjenu u medicini, matematici i drugim znanostima. Za viSe informacija o genetickom
driftu pogledati [15].

Nadalje ¢emo se pozabaviti sa matematickom formulacijom genetickog drifta. Kako bi smo
dobili osjetaj za geneticki drift pretpostavit ¢emo da slucajno odabiremo dvije vrste alela, A i
a. Nadalje, neka p predstavlja vjerojatnost da bude odabran alel A, a neka ¢ = 1—p predstavlja
vjerojatnost odabira alela a. Oznac¢imo veli¢inu populacije sa N te sa k oznac¢imo broj alela
A. Prisjetimo se kako veli¢ina populacije od N jedinki ima 2N kopija gena, tj. alela. Obzirom
na ove informacije zanima nas kako mozemo izra¢unati broj alela A, odnosno k7?7 Neka je X
diskretna sluc¢ajna varijabla kojom modeliramo broj alela u 2N kopija gena. Tada je vjerojatnost
realizacije to¢no k alela A jednaka

2N .
P(X =k) = < L )p’“qm "

Za slucajnu varijablu X kazemo da ima binomnu distribuciju s parametrima 2N i p, matematicko
ocekivanje 2Np te varijancu 2Npq. Za vise detalja posjetiti [14].
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4 Wright - Fisherov model bez mutacija

U ovom poglavlju predstavit ¢emo Wright - Fisherov model, jedan od daleko najpoznatijih mo-
dela reprodukcije u populacijskoj genetici. Pojmovi koristeni u tekstu ovog poglavlja temeljeni
su na [2] i [10]. Prvo §to moramo uéiniti je pojasniti neke od pojmova i definicija koji su nuzni
za dobro razumijevanje ovog poglavlja.

Genetski lokus predstavlja lokaciju u genomu organizma.

Fitnes opcéenito predstavlja sposobnost nekoga pojedinca da prezivi i reproducira se. Dakle,
jedinke koje su sposobnije u prezivljavanju i reprodukciji imaju veéi fitnes.

Diploidne jedinke imaju dvije kopije svog genetskog materijala u svakoj stanici. U svakoj stanici
postoje dva alela za odredeno svojstvo pa stoga u slucaju kada imamo N stanica zapravo imamo
N parova alela, tj. 2N alela.

Proces slucajnog razmnozZavanja predstavlja proces u kojem svaka jedinka neke populacije ima
jednaku vjerojatnost razmnozavanja sa bilo kojom drugom jedinkom populacije suprotnoga
spola (engl. random mating).

Genski bazen predstavlja sve gene, ukupnu geneticku raznolikost populacije jedne vrste (eng.
gene pool).

4.1 Slucajni procesi i osnovne definicije

Sljedece definicije preuzete su iz [12] i [13] .

Definicija 4.1.1. Familija o-podalgebri F = (F,,,n € Ny) o-algebre F sa svojstvom
Fn C Fog1, YneNg

naziva se filtracija na vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P). Vjerojatnosni prostor ({2, F, P)
opskrbljen filtracijom F nazivamo filtriranim vjerojatnosnim prostorom te uvodimo oznaku

(Q, F, P,F).

Definicija 4.1.2. Slucajni proces X = (X,,n € Ny) na filtriranom vjerojatnosnom prostoru
(Q, F, P,F) je martingal u diskretnom vremenu ako zadovoljava sljedece zahtjeve:

1. E[|X,]] < oo zasve n € N
2. X je F-adaptiran slucajni proces

3. E[X,1|Fn] = X, za sve n € Ny.

Definicija 4.1.3. Neka je S diskretan skup stanja. Slucajni proces X = (X,,n € Ny) na
vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) s vrijednostima u skupu S je Markovljev lanac (ML) ako
jednakost

P(Xpi1=1X0 =6, Xno1 = in1,..., X1 = i1, Xo = ig) = P(Xps1 = j| X0 =9 (1)

11



vrijedi za svaki n € Ny i za sve i, ...0,_1, 1,J € S za koje su uvjetne vjerojatnosti u (1) dobro
definirane.

Svojstvo (1) zove se Markovljevo svojstvo (MS), a mozemo ga interpretirati na sljede¢i nacin:
vjerojatnosno ponasangje procesa X u neposrednoj buducénosti, uvjetno na sadasnjost i proslost,
jednako je njegovom ponasanju u neposrednoj buducnosti uvjetno samo na sadasnjost.

Markovljevi lanci u diskretnom vremenu su klasa procesa za koje vjerojatnost prijelaza iz jednog
u drugo stanje zadajemo funkcijom prijelaznih vjerojatnosti - za stanja 7,7 € S i trenutke
s,t € Ny t.d. je s <t funkciju prijelaznih vjerojatnosti definiramo pravilom

p(zv*S:ta]):P(Xt:ﬂXs:Z) (2)

Za konkretna stanja i,7 € S i trenutke s,t € Ny t.d. je s < t vrijednost funkcije p(i,s;t, j)
interpretiramo na sljede¢i nacin: ako se u trenutku s ML nalazio u stanju i, p(i,s;t,j) je
vjerojatnost da se u trenutku ¢ nade u stanju 7, tj. prijede u stanje j.

Funkcija prijelaznih vjerojatnosti u jednom koraku (funkcija 1-kora¢nih prijelaznih vje-
rojatnosti) za stanja i, j € S i n € Ny definirana je pravilom

Definicija 4.1.4. Za skup C' C S kazemo da je zatvoren podskup skupa stanja S ako je za
svaki i € C'
P(TS\C = OO|X0 = Z) = 1,

gdje je Ts\¢ prvo vrijeme izlaska Markovljevog lanca iz skupa C' C S.

Definicija 4.1.5. Za stanje j € S kazemo da je apsorbirajuce ako je j zatvoren podskup skupa

S.

Nakon sto smo se upoznali sa nekim od osnovnih definicija pogledajmo Wright - Fisherov model
bez prisutnih mutacija u populaciji. Wright - Fisherov model poc¢iva na nekim pretpostavkama.
To su:

e Nepreklapajuca generacija.

Haploidne jedinke.

Velicina populacije je konstanta.

Sve jedinke imaju isti fitnes.

Populacija nema geografsku ili socijalnu strukturu.
e U populaciji nema rekombinacije gena.

Za vise detalja pogledati [6].

Stoga ¢emo zapoceti sa promatranjem genetskog lokusa s dva alela A i a koji imaju jednak
fitnes u diploidnoj populaciji konstantne velicine N s generacijama koje se ne preklapaju i koje
prolaze kroz proces slu¢ajnog razmnozavanja.
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A a a a

a a A a
—
a a A A
a A A A
n-ta generacija (n+1) generacija

Slika 4: Wright - Fisherov model. Slika je preuzeta iz [2].

Sa Slike 4 vidimo da stanje populacije u pocetnoj generaciji n mozemo promatramo kao genetski
bazen koja se sastoji od 2NN alela. Neka i predstavlja broj onih alela koje smo oznacili s A pa
je stoga 2N — i broj onih alela koje smo oznacili s a. Sljedecu, odnosno (n + 1) generaciju
dobivamo nasumicnim odabirom 2N alela. Nakon svakog odabira izvuceni alel se vraca u rodi-
teljsku populaciju. Moze se dogoditi da neki od alela nema potomaka u (n + 1) generaciji pa je
stoga njegovo nasljedstvo izumrlo.

S obzirom na definiciju binomne distribucije vidimo da je vjerojatnost da u trenutku (n + 1)
imamo j alela A kada u trenutku n imamo i alela A jednaka

2N\ ‘
p(i,j):<j)g(1—pi)”—], i,j=0,1,...,2N. (4)

Izrazom p; = ﬁ dana je vjerojatnost da u trenutku (n 4 1) u jednom pokusaju slu¢ajno bude
obabran alel tipa A s obzirom da postoji ¢ alela tipa A u trenutku n. Takoder, prisjetimo se da

"
()= v

binomni koeficijent koji predstavlja broj svih kombinacija j-tog razreda u 2N-clanom skupu.

n— |

.

Slika 5: Primjer slu¢ajne reprodukcije u Wright - Fisherovom modelu. Slika je preuzeta iz [1].

Pretpostavimo da u svakom trenutku svaka jedinka slucajnim odabirom odabire drugu jedinku
(moguce i sebe samog). Neka je X,, n € N slucajna varijabla koja modelira broj alela A u
n-toj generaciji. Lako uocavamo da je proces {X,,n € Ny} Markovljev lanac zbog toga sto
slucajna varijabla X, 11 koja modelira broj alela u (n + 1) generaciji ovisi samo o broju alela u
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n-toj populaciji, odnosno s obzirom na sadasnje stanje, proslost je irelevantna za predvidanje
buduénosti. Stoga zakljucujemo da je X,, Markovljev lanac sa skupom stanja S= {0,1,..., 2N}
i funkcijom prijelaznih vjerojatnosti u jednom koraku

pii = PO =% =0 = (V) (o) (o) )

Ovaj izraz zapravo predstavlja vjerojatnost da ée u (n + 1)-oj generaciji biti j alela A ako ih je
u n-toj generaciji bilo 7.

Promotrimo sada ponasanje Wright - Fisherovog modela tijekom duzeg vremenskog perioda.
Moguca su dva scenarija:

1. Broj alela A u generaciji n jednak je 0, Sto ukazuje na gubitak alela A.
2. Broj alela A u generaciji n jednak je 2N, sto ukazuje na gubitak alela a.

Kada se neki alel izgubi iz populacije on se u nju vise nikad ne vraca. Stoga imajmo na umu
da kada Markovljev lanac ude u jedno od stanja on ih vise nkada ne moze napustiti. Vidimo
da su 0 i 2N apsorbirajuéa stanja ovog Markovljevog lanca te vrijedi p(0,0) = p(2N,2N) = 1.
Definirajmo vrijeme apsorbcije na sljedeéi nacin

T=min{n:X,=0 ii X, =2N}, (6)

odnosno to je trenutak u kojem populacija sadrzava sve alele tipa a ili sve alele tipa A.

Zanima nas vrijeme apsorbcije u svim A stanjima. Odgovor na to ¢e nam dati sljedeci teorem koji
je zajedno sa dokazom preuzet iz [2]. Napomenimo da P; koristimo za oznacavanje vjerojatnosti
procesa X,, polazec¢i od Xy = 1, a E; za oznacavanje ocekivane vrijednosti u odnosu na F;.

Teorem 4.1. U Wright - Fisherovom modelu vjerojatnost apsorbcije u svim stanjima A jednaka
je

o

- 2N’

Dokaz. Kako je broj jedinki konacan i uvijek je moguce ili izvuci sve alele A ili sve alele a,
apsorbcija ¢e se uvijek dogoditi. Neka X, oznacava broj alela A u trenutku n. S obzirom na
izraz (4) vidimo da je o¢ekivanje broja alela A u (n + 1) generaciji ako je u generaciji n bilo i
alela A jednako 2Np;. Tada imamo da je

Pi(X, = 2N)

l

E(Xp1|X, =1i) = 2Np; = 2N - (2N

) =1.
Mozemo zakljuciti da je ovo poznata vrijednost varijable X,,, odnosno

E(Xp| X, =1) = X,. (7)
Iskoristimo 1i svojstvo uvjetnog ocekivanja na izraz (7) dolazimo do zakljucka da je

EX,1 = EX,.
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Rijecima, matematicko oc¢ekivanje slucajne varijable X,, konstantno je u vremenu. Kako je skup
stanja S konacan imamo da je P(T < co0) =11 p(0,0) = p(2N,2N) = 1 slijedi da je

lim X, = X,.

n—oo
Dalje, iterativnim postupkom na izraz (7) dobivamo

i = E(X,|Xo=1) = E;(X,|Xo=19)P(r <n)+ E;(X,|Xo =1)P(T > n).
Uoc¢imo da za 7 < n imamo da je X,, = X, jer je apsorbirajuce stanje dostignuto u 7. Tada
slijedi da je

i = FE(X,|Xo=1) = E;(X;|Xo=19)P(t <n)+ Ei(X,|Xo =1)P(T > n). (8)

Ukoliko n — oo i iskoristimo li ¢injenicu da je X,, < 2N dolazimo do zakljucka da prvi dio
izraza konvergira u F; X, a drugi dio izraza konvergira u 0. Slijedi da je

E(X,|Xo =1i) = EX, =i. 9)
Izjednacavanjem izraza (8) i (9) imamo
i=2N.P{X,=2N}+0-P{X, =0}
— 9N - P{X, = 2N},

te sredivanjem izraza dobivamo

Zanima nas koliko je vremena potrebno da se dogodi apsorbcija? U tom sluc¢aju je potrebno
ispitati heterozigotnost.

4.2 Heterozigotnost

Heterozigotnost predstavlja prisustvo razlicitih alela na istom genskom lokusu. Dakle na hetero-
zigotnost mozemo gledati kao na vjerojatnost da su dva slucajno odabrana alela, bez vrac¢anja,
u trenutku n razlicita. Pojednostavljeno, vjerojatnost da se izaberu aleli Aiaili a i A. Neka
je H? slucajna varijabla kojom modeliramo heterozigotnost. H? modeliramo kao

7o _ 2Xa(2N — X,)
" 2N(2N —1)

Pojasnimo ovaj izraz. Prisjetimo se ponovno genetskog bazena koji se sastoji od 2N alela. S
obzirom da sa X, oznacavamo broj alela A u trenutku n, onda nam (2N — X,,) predstavlja
slucajnu varijabla koja oznacava broj alela a u trenutku n. Tada prema principu produkta
imamo da je 2X,,(2N — X,,) slucajna varijabla kojom modeliramo broj na¢ina na koji iz genet-
skog bazena mozemo izabrati dva razlicita alela. Isto tako je 2N (2N — 1) broj nac¢ina na koji iz
genetskog bazena, koji se sastoji od 2N alela, mozemo odabrati bilo koja dva alela.

Teorem koji slijedi i njegov dokaz preuzeti su iz [2].
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Teorem 4.2. Oznac¢imo sa
h(n) = EH)

matematicko ocekivanje heterozigotnosti u trenutku n. Tada u Wright - Fisherovom modelu
vrijedi
1 n

A(n) = (1 - 55" h(0) (10)
Dokaz. Promotrimo 2N kopija lokusa 1,2,...,2N i neka svaka od tih kopija bude promatrana
kao jedinka. Pretpostavimo da u trenutku n odaberemo dvije jedinke. Ozna¢imo ih sa x1(0)
i 22(0). Svaka od tih jedinki z;(0) je potomak neke jedinke z;(1) u trenutku (n — 1). Jedinka
z;(1) je potomak neke jedinke z;(2) u trenutku (n — 2), itd. Vidimo da x;(m), za 0 < m <n
opisuje podrijetlo z;(0), odnosno sve njegove pretke unazad tijekom vremena.
Ukoliko je z1(m) = x2(m), onda je i z1(l) = xo(l) , za m <[ < n.
Ako je x1(m) # x2(m), onda su izbori dva roditelja napravljeni nezavisno, tako da je z1(m+1) #
xo(m + 1) sa vjerojatnoséu

1
1——. 11
5N (11)
To slijedi iz ¢injenice da je vjerojatnost poududaranja dvije jedinke na istoj poziciji ﬁ pa

koristenjem vjerojatnosti suprotnog dogadaja dolazimo do izraza (11). Da bi z1(n) # xo(n)
razliciti roditelji bi trebali biti odabrani u svakom trenutku 1 < m < n sa vjerojatnoséu dogadaja

(1= )"

Kada se dvije linije ne podudaraju niti na jednoj od pozicija 1,2,...,2N, tada su x1(n) i zo(n)
dvije slu¢ajno odabrane jedinke iz populacije u trenutku 0. Stoga je vjerojatnost da su razlicite
jednaka Hy = h(0). |

1(0)

xa(n) T x2(0)

0 | n—1 T

Slika 6: Parovi evolucijskih linija. Slika je preuzeta iz [2].

Kada se jedinke nalaze na razli¢itim mjestima, odnosno kada se ne podudaraju na poziciji 7,
i € {1,2,...,2N}, one se kreéu nezavisno. Ukoliko se jedinke nadu na istom mjestu one se
spoje i postaju jedna jedinka.

4.3 Teorija koalescencije

Teorija koalescencije otkrivena je od strane nekoliko istrazivaca u 1980-tim, ali definitivna forma-
lizacija pripisuje se Sir John Kingmanu. Zbog toga se ¢esto naziva i Kingmanova koalescencija,
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a u literaturi se o njoj govori kao aproksimaciji Wright - Fisherovog modela za velike populacije.
Korist teorije koalescencije u kartiranju® gena za bolest sve se vise primjenjuje. Danas brojni is-
trazivaci koji aktivno razvijaju algoritme za analizu genetickih podataka covjeka, koriste teoriju
koalescencije.

Teorija koalescencije opisuje obiteljsko stablo velike haploidne populacije ¢ije porijeklo se prati
unazad. Prema toj teoriji doé¢i ¢e se do tocke u vremenu u kojoj se nalazi Most recent com-
mon ancestor(MRCA) ili najblizi zajednicki predak svih jedinki populacije. Mi na populaciju
mozemo gledati kao na genski bazen. Pretpostavimo da pratimo alele unazad kroz vrijeme.
Kako se kre¢emo unazad u vremenu, broj predaka se pocinje smanjivati sve dok ne ostanemo
s jedinkom iz kojeg potjece ¢itava populacija. Ta se jedinka nalazi u korijenu koalescentnog
stabla i zove se MRCA. MRCA ima svojstvo takav da je zajednicki predak cijele populacije.
Vracajuéi se unatrag u vremenu, filogeneticke linije® se sjedinjuju (koalesciraju) kada god dvije
ili vige jedinki imaju istog pretka. One nikad ne zavrsavaju. Dakle, prema teoriji koalescencije
svi su aleli i geni neke populacije naslijedeni od samo jednog pretka. Za vise detalja pogledati
[10].

Vrijeme koalescencije.

Sljededi pojmovi preuzeti su iz [2] i [10].

Analiza temeljena na teoriji koalescencije trazi predikciju koli¢ine vremena koje je proteklo
izmedu uvodenja mutacije i distribucije odredenog gena ili alela u populaciji. Taj vremenski
period jednak je vremenu u kojem je zivio najblizi zajednicki predak.

Vjerojatnost da dvije linije koalesciraju u prvoj neposrednoj prethodnoj generaciji jednaka je
vjerojatnosti da oni imaju zajednickog roditelja. U diploidnoj populaciji konstantne veli¢ine s
2N kopija svakog lokusa, ima 2NN potencijalnih roditelja u prethodnoj generaciji, dakle, vjero-
jatnost da dva alela imaju zajednickog roditelja je ﬁ i shodno tomu, vjerojatnost da oni NE
koalesciraju je (1-5k).

U svakoj uzastopnoj prethodnoj generaciji, vjerojatnost koalescencije je geometrijski distribu-
irana, znaci, to je vjerojatnost NE koalescencije u (n — 1) prethodnih generacija multiplicirano
s vjerojatnoscéu koalescencije u generaciji koja nas zanima:

1\"" /1
P.(n)={1—— | =.
(n) ( QN) (QN)
Za dovoljno velike vrijednost n, ova distribucija moze se dobro aproksimirati eksponencijalnom

distribucijom:

fln) = (5) e

3

z

Eksponencijalna distribucija ima oc¢ekivanu vrijednost i standardnu devijaciju jednaku 2/N. Iako
je ocekivano vrijeme koalescencije 2N, stvarna vremena koalescencije imaju Sirok raspon vari-

SKartiranje gena je proces kojim identificiramo i odredujemo apsolutni odnosno relativni polozaj i redoslijed
genskog lokusa na kromosomu.

6Poznate i kao evolucijske linije predstavljaju slijed i medusobne odnose potomaka zajednickoga pretka koji
nastaju jedan iz drugoga grananjem.
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jacije.

Znamo da za dovoljno mali x vrijedi da je (1 — x) ~ e~*. Stoga, kada je N velik mi izraz (10)
mozemo zapisati kao

h(n) ~ e 2~ - h(0).

Ako promatramo k jedinki, vjerojatnost da ¢e neke dvije od k jedinki imati istog roditelja iz
prethodne generacije, tj. vjerojatnost sudara ¢estica je priblizno jednaka

k=) 1

2 2N’

U prethodnom zapisu, izraz @ predstavlja broj nacina odabira dvije od k jedinki, a izraz
ﬁ vjerojatnost da ¢e dvije od k jedinki odabrati istog roditelja. Napomenimo da ovdje zane-
marujemo vjerojatnost da dva razlicita para izaberu iste roditelje u jednom koraku ili da ¢e tri
jedinke izabrati istog roditelja.

Oznacimo sa T} vrijeme u kojem se pojavljuje j genskih veza. Nadalje neka ¢; oznacava vrijeme
tijekom kojeg postoji totno j genskih veza. Mi mozemo proces spajanja Cestica i onog sto se
dogada unazad u vremenu vizualizirati slikom. Radi jednostavnosti ne prikazujemo kako se
linije kre¢u prije sudara, ve¢ prikazujemo samo vrijeme kada ¢e se sudar, tj. sjedinjene dogoditi.

Ako je t5 vrijeme tijekom kojeg postoji toéno 5 genskih veza, nakon sto dvije jedinke koje
imaju zajednickog pretka koalesciraju, t4 je vrijeme tijekom kojeg postoji toéno 4 genskih veza.
Takoder, sa Slike 7 vidimo da je T} MRCA, tj. najblizi zajednicki predak svih jedinki populacije.
Sljededi teorem i njegov dokaz preuzeti su iz [2].

Teorem 4.3.1. Kada mjerimo u jedinicama 2N generacija, vrijeme tijekom kojeg postoji k
genskih veza, t;, ima priblizno eksponencijalnu distribuciju sa oc¢ekivanjem
2
k(k—1)
Dokaz. Kao $to smo veé¢ naveli, vjerojatnost da ¢e k jedinki imati istog roditelja, tj. vjerojat-
nost da ¢e doc¢i do sudara =~ k(kz_ L. ﬁ Tada primjenom vjerojatnosti suprotnog dogadaja,
vjerojatnost da nece do¢i do sudara Cestica u prvih n generacija priblizno je jednaka

Znamo da je eksponencijalna distribucija s parametrom A definirana funkcijom distribucije

PT<t)=(1—e™M) Lpwt)

i ima ocekivanje % Ukoliko mi vrijeme izrazimo u terminima 2N generacija, onda je t = 5%.
Tada ako velicina populacije N — oo, onda vrijeme do prvog sudara ima pribilizno eksponenci-
2

jalnu distribuciju sa ocekivanjem D Koristedi se terminologijom teorije Markovljevih lanaca
2

k cestica koalescira s k — 1 ¢estica po stopi D Buduci da se ovo obrazlozenje primjenjuje u
bilo kojem trenutku u kojem postoji k linija, slijedi Zeljeni rezultat. [ ]
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Slika 7: Realizacija procesa sjedinjena ¢estica za uzorak veli¢ine 5. Slika je preuzeta iz [2].

Za uzorak velicine n ukupno vrijeme potrebno da uzorak populacije dode do jedinke koja pred-
stavlja zajednicki predak cijelog uzorka jednako je Ty = t,+- - - +t5. Tada je oc¢ekivanje jednako

3 = () = () a2)

Izraz (12) konvergira ka 2 kada n — oo, ali vrijeme ¢ u kojem postoje samo dvije genske veze
ima Fty = 2-(1— %) = 1, tako da je ocekivano vrijeme utroseno ¢ekajuci posljednju koalescenciju
uvijek ¢ini barem polovicu ukupnog vremena koalescencije.

Oblik genealoskog stabla.

Mi genetsko stanje populacije u bilo koje vrijeme mozemo prikazati kao particiju, Ay,..., A,
od {1,2,...,n} te tada vrijedi U, A; = {1,2,...,m}. Ako je i # j onda su skupovi A4; i A;
disjunktni. Rijecima receno, svaki se A; sastoji od jednog podskupa linija koje su se sjedinile. Za
bolje razumijevanje posluzit ¢emo se sa Slikom 7. U ovom slucaju, gledano unazad u vremenu,
particije su

Ty {1,2,3,4,5}

T, {1,3,4} {2,5}

T {14} {25} {3}

T, {1.4} {2t {3} {5}
vrijeme 0 {1} {2}y {3} {4} {5}
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U pocetku ili kako smo oznacili vremenu 0, particija se sastoji od 5 jednoclanih skupova zbog
toga $to jos nije doslo do spajanja, tj. koalescencije. Nakon §to se 114 spoje u vremenu 7 oni
se pojavljuju u istom setu. Zatim se 2 i 5 sjedinjuju u vremenu 73, itd. Kona¢no, u vremenu
T zavrsimo sa svim jedinkama u jednom, istom skupu.

Za vise detalja pogledati [2].

Neka je €, skup particija od {1,2,...,n}. Ako je & € €, neka je |£| broj skupova koji ¢ine &, tj.
broj veza koje ostaju spojene. Ako, npr., & = {{1}{2,3},{4,5}}, tada je |{| = 3. Neka je &,
i=mn,n—1,...,1 particija od {1,2,...,n} u vremenu T}, prvo vrijeme u kojem postoji i veza.

Teorem 4.3.2. Ako je £ particija od {1,2,...,n}, gdje je || = i, onda vrijedi
P& = &) = cni - w(§). (13)
U izrazu (13) za tezine w(§) vrijedi da je
w(&) =Ml N
gdje su Ay, ..., \; velicine ¢ skupova u particiji i konstanta

A — ) = 1)!
o - @ (n—a)l(i—1)!
©onl (n—1)!

je odabrana tako da je suma vjerojatnosti jednaka jedan.

Dokaz. Dokaz teorema je moguce pronaéi u [2]. |
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5 Wright - Fisherov model uz prisustvo mutacija

U ovom poglavlju, pretpostavit ¢emo i postojanje mutacija u populaciji. Pojmovi koristeni u
tekstu ovog poglavlja temeljeni su na [1] i [3].

Neka smo Wright- Fisherov model modificirali na sljede¢i na¢in. Pretpostavimo da u svakom vre-
menskom trenutku jedinka, odmah nakon sto je odabrala svog pretka ”trpi” mutaciju sljedeceg
tipa:

1. alel a postaje alel A sa vjerojatnoséu u
2. alel A postaje alel a sa vjerojatnoséu v.

Vidimo da se ovdje dogadaju mutacije sa vjerojatostima u i v, u,v € (0, 1) i mutacije su neovisne

za razlicite pojedince.
(0
!’JI Q A

v
Slika 8: Dva tipa mutacija. Slika je preuzeta iz [1].

Zanima nas kako mutacija utjece na ponasanje modela?
Iz izraza (4) vidimo da je vjerojatnost da u trenutku (n 4 1) imamo j alela A kada u trenutku
n imamo ¢ alela A jednaka

ON\ .
p(%ﬁz(j.)pi(l—pi)mj, i,7=0,1,...,2N.

Napomenimo da je sada vjerojatnost p;, da u trenutku (n+1) u jednom pokusaju slu¢ajno bude
obabran alel tipa A s obzirom da postoji i alela tipa A u trenutku n jednaka

pi = (#) (1—v)+ (2];[]\72) v (14)

Odnosno, ili je sa vjerojatnoséu s% izvucen alel A i on ne mutira u alel a ili je sa vjerojatnoséu

: 2N
% izvucen alel a 1 on mutira u alel A.

Neka je X,,, n € N sluc¢ajna varijabla koja modelira broj alela A u n-toj generaciji. Jedna od
posljedica prisutnosti mutacija je da apsorbirajuca stanja 0 i 2N nestaju. Prijelazna vjerojatnost
u slucaju modela s mutacijama je p(i,j) > 0,Vi,j € S jer nema vise apsorbiraju¢ih stanja.
Mutacije najznacajnije pridonose genetickoj varijabilnosti unutar populacije. Buducéi da je skup
stanja konacan, slijedi da kada broj generacija n — oo, P(X,, = i) konvergira ka granici (i) $to

21



je jedinstvena stacionarna distribucija ovo Markovljevog lanca, tj. jedinstveno rjesenje sustava

jednadzbi
> wlwli, j) = ()

%

gdjeje (i) > 01 ) m(i) = 1.

(1 *

(1 *a

Slika 9: Koalescencija uz prisustvo mutacija. Slika je preuzeta iz [1].

Stacionarnu distribuciju najlakse je opisati terminima koalescencije. Oznacimo tada sa u vjero-
jatnost da su dva alela koalescirala u alel A, sa v vjerojatnost da su dva alela koalescirala u alel
a te sa (1 —u — v) vjerojatnost da Cestice skac¢u na slucajno odabrano mjesto, odnosno da se
te Cestice nisu spojile. Pretpostavljamo da su w i v maleni i ignoriramo pojavu dvije mutacije
u jednom koraku. Spajanje ¢estica odreduje njihovo stanje, ali isto tako i stanje svih njihovih
potomaka. Ukoliko dode do toga da se sve ¢estice spoje i prije nego li dodemo do MRCA, onda
stanje u vremenu n ne ovisi o po¢etnom rasporedu i nalazi se u ravnotezi. Slucajan raspored
odreden kretanjem tog procesa do zavrsetka daje stacionarnu distribuciju za Wright-Fisherov
model s mutacijama i X,, konvergira stacionarnoj distribuciji za n — oo.

Napomenimo da se u sljedeé¢im teoremima radi o konvergenicji po distribuciji te da X, ima
grani¢nu distribuciju. Sljedeéi teoremi i njihovi dokazi preuzeti su iz [3].

Teorem 5.1. Neka X, = lim,,_,, X,,. Tada je matematicko oc¢ekivanje jednako

u

EXyw =2Np=2N - ,
U+ v

(15)

_u

gdje je p = . vjerojatnost da smo s vremenom prvo naisli na alel A. (Svaka od 2N genetskih
veza s vremenom nailazi na alel A ili a.)

Dokaz. Pogledajmo najprije ocekivanje EX,,. Iz izraza (14) slijedi da

EX,1=(1—v) EX,+ (2N - EX,) - u. (16)
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Stavimo li da je v = FX,, = £X,,1; onda imamo da
r=(1l—v)x+ (2N —z)u. (17)
Rjesavanjem dobijemo (v 4+ u)x = 2Nu, odnosno imamo da je

2Nu
(u+v)

Kako bi smo vidjeli da FX,, konvergira ka svojoj granici, primjetimo da ukoliko stavimo x = 2Np
u izraz (17) imamo

2Np =2N(1—v)p+2N(1 — p)u. (18)
Oduzmemo i izraz (18) od izraza (16) imamo
E(X,:1 —2Np)=(1—u—v)E(X, —2Np)
EX,i1—2Np=(1—-u—v)EX,, — (1 —u—v)2Np
EX,i1—(1—u—v)EX,=2Np—(1—u—v)2Np

EXpyi1—(1—u—v)EX, =2Np—2Np+2Npu+ 2Npv
EXyi1—(1—u—v)EX, =2Npu+2Npv

Kako je EX,, = EFX,; slijedi da

EX,—(1—-u—v)EX, =2Npu+ 2N pv
EX,(1—=1+u+v)=2Npu+2Npv
EX,(u+v)=2Np(u+wv)/: (u+v)
EX, =2Np

Slijedi da EXy — 2Np kada n — oo. |

Teorem 5.2. Ukoliko je i vjerojatnost mutacije u jednoj generaciji, onda je vjerojatnost da su
dvije jedinke identi¢ne po podrijetlu (kada je p malen, a N velik) priblizno jednaka

& 1

Tout L 1+4ANp (19)
Dokaz. Mi na svakom koraku mozemo imati mutaciju na nekoj od genskih veza. To nam onda
predstavlja dogadaj sa vjerojatnoséu p; = 2u. Takoder, genske veze mogu i koalescirati, tj.
spojiti se, a to nam onda predstavlja dogadaj sa vjerojatnoséu p, = ﬁ Ukoliko mi u obzir
uzmemo jedan ciklus, mozemo vidjeti da vjerojatnost p, vjerojatnost mutacije prije spajanja
zadovoljava jednakost

p=p1+(1=pi)(1—p)p. (20)
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ukoliko se niti jedan od dogadaja ne dogodi, po¢injemo ponovno. Ukoliko zanemarimo ¢injenicu

da se mutacija i koalescencija dogode na istom koraku mi prethodnu jednadzbu mozemo zapisati
kao

p=p1+ (1 —p1—p2)p. (21)

Rjesavanjem dobivamo

p=p1+(1—p—pa)p
p=Dp1+p—D1p — P2p
(p1+p2)p=p1/: (pr+p2)

__ D
p1+p2
Uvrstavanjem vjerojatnosti p; i po dobivamo
24
p=——. (22)
20+ 5%

Kako su dvije jedinke identicne po podrijetlu ukoliko se njihove genske veze spoje prije nego li
mutacija djeluje na ijednu od veza, a p vjerojatnost mutacije onda gledamo jednakost

2
2,u+ﬂ
20+ 55 — 21
l—p=—"—2_—
Qu‘i‘ﬂ
1
1_,0:L
2u+ﬁ

Tako smo dosli do zZeljenog izraza, a sredivanjem dolazimo do

o 1
2N _ _
2u+ 55  1+4Np

(23)

Teorem 5.3. Neka je X, = lim,,_,,, X,,. Varijanca u Wright - Fisherovu modelu s mutacijama
zadovoljava jednakost

B 2N(2N -1) \ v
VarX = (2N+1—|—4N(u+’u)) (o) (24)
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Dokaz. Znamo da opcenito vrijedi
VarX = EX? — (EX)%

Da bi smo izra¢unali £ X?2

2, zapocet ¢emo sa promatranjem

2N
Xoo - Z i,
=1

gdje je m; = 1 ako je i-ta jedinka alel A, dok je inace 0. U teoriji vjerojatnosti n se naziva
indikator varijabla. On ukazuje na to je li se neki dogadaj dogodio ili nije. Ukoliko kvadriramo
prethodnu sumu dobivamo

2N 2N

X2 = Zanj. (25)

i=1 j=1
Ukoliko odvojimo 2N sa uvjetom i = j od 2N (2N — 1) s i # j tada dobivamo

E(X2)=2NP(n =1)+2N2N — )P =1, = 1). (26)
Iz izraza (15), vidimo da je P(m = 1) = .
Koristenjem prethodnog teorema uz g = u+ v i razmatranjem moucnosti spajanja cestica prije
mutacije ili ne, slijedi da

1 U 4 u \?
Pmy=1mn=1)= . 27
(m = 1ime = 1) 1T dNputo 11 4Ng (u—i—v) (27)

Sada imamo da

(EXOO)2:4N2( “ )2 (28)

U+ v
1 AN v\’
=|2N +2N(2N —1 . 29
( +2N( ){1+4Nu+1+4]\7u}> (u—l—v) (29)
Koristenjem izraza (25), (26) i (27) dobivamo zeljeni izraz. [

Za vise detalja pogledati [3].
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6 Model beskonac¢nog alela

U ovom poglavlju re¢i ¢emo nesto vise o modelu beskonacnog alela. Pojmovi koristeni u tekstu
ovog poglavlja preuzeti su iz [2] i [1].

Kao $to smo i rekli u ovom poglavlju razmatrat ¢emo model beskonac¢nog alela, modifikaciju
Wright - Fisherova modela u kojem umjesto dva tipa alela postoji beskona¢no mnogo tipova
alela i svaki put kada se dogodi nova mutacja ona donosi novi tip alela. Dakle, pretpostavlja
se da ima toliko alela da je svaka mutacija uvijek novi tip koji nikada ranije nije viden. Mo-
tivacija za ovaj model je sljede¢a. Kimura (1971) je tvrdio: Ako se gen sastoji od, primjerice
500 nukleotida, onda broj moguc¢ih DNK lanaca predstavlja varijacije sa ponavljanjem od 500
elemenata cetvrte klase. Tada za svaki od njih postoji 3 - 500 = 1500 lanaca do kojih moze
dodi jednom promjenom osnovnog para. Stoga je vjerojatnost da se vrati gde je poceo u dvije
mutacije 1/1500, sto je vrlo malo (pod pretpostavkom jednake vjerojatnosti za sve zamjene).
Dakle, ukupan broj mogucih alela u biti je beskonacan.

Oznacimo tipove alela sa 0,1,2,.... Prepostavljamo da se populacija sastoji N jedinki te da
svaka jedinka zapocinje sa tipom 0. U svakom vremenskom trenutku svaka jedinka sa vjero-
jatnoséu 1 — p slucajnim odabirom bira svog pretka i usvaja njegov tip te sa vjerojatnoséu p
mutira u novi tip. Sve se jedinke azuriraju neovisno jedna o drugoj i neovisno o tome kako su
se azurirali u prethodnim vremenima. Prva mutacija u populaciji donosi jedinku tipa 1, druga
mutacija jedinku tipa 2, itd. Kako vrijeme prolazi, novi tipovi alela ulaze u populaciju, a stari
tipovi alela odumiru. Mozemo ocekivati da se nakon nekog vremena distribucija broja razli¢itih
tipova alela u populaciji gomila oko neke odredene distribucije. Pitanje na koje zelimo dobiti
odgovor je: ,Koja je to distribucija?”

Prije nego li pokusamo dati odogovor na ovo pitanje, re¢i ¢emo nesto detajnije o Hoppeovoj
urni te se dotaknuti i Ewensove formula uzimanja u uzorak. Sljedeé¢i pojmovi preuzeti su iz [2].

6.1 Hoppeova urna

Genealogki proces koji je povezan sa modelom beskonacnog alela je koalescencja sa “ubijanjem”.
Kada postoji k genskih veza, koalescencija i mutacija se, kao Sto je i opisano, javljaju u svakom
koraku sa vjerojatnoséu

k(k—1) 1
2 2N’
ali sada se "ubojstvo” jedne od genskih linija dogada s vjerojatnoscu ku, gde je u stopa muta-
cije po generaciji, jer ako se naide na mutaciju zna se genetsko stanje te jedinke i svih njegovih
potomaka u uzorku. Ubrzavajuci sistem tako sto ¢e se raditi po stopi 2N, stope postaju @

i % gde je 6 = 4Ny i predstavlja Poissonov broj mutacija grane .

Razmatranje koalescencije s "ubijanjem” unatrag dovodi nas do Hoppeovog modela urne. Neka
urna sadrzi 1 crnu kuglu (mase ) i bilo koji broj obojenih kuglica (svaka mase 1). Svaki
put, kuglica se slu¢ajnim odabirom bira sa vjerojatnoséu proporcionalnoj njenoj masi. Ako je
izvucena obojena kuglica, ta kuglica i jos jedna iste boje se vracaju u urnu. Ako je izvucena
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crna kuglica, ona se vraca u urnu sa kuglicom nove boje koja ima masu 1. Izbor crne kuglice
odgovara novoj mutaciji, a izbor obojene kuglice odgovara koalesenciji. Na sljedecoj slici crna
tocka oznacava da je u to vrijeme dodana nova boja.

- Vrijeme

I e

L]
o

=]

™ 9

10

_‘ 11

Slika 10: Realizacija Hoppeove urne. Slika je preuzeta iz [2].

Pretpostavimo da gledamo unazad u vremenu, od vremena (k + 1) do vremena & u Hoppeovoj

urni. Kako imamo k genskih veza, odnosno k£ obojenih kuglica te jedna crna kuglica pa se
mutacija moze dogoditi sa vjerojatnoséu e%k’ a koalescencija sa vjerojatnoséu 9%{. U koales-
cenciji postoji (k+ 1) genskih veza koje su svaka izlozene mutacijama sa stopom %9,
javljaju sa stopom @ Buducdi da su zbog simetrije svi dogadaji koalescencije imaju jednaku

vjerojatnost, slijedi nam sljede¢i teorem.

a sudari se

Teorem 6.1.1. Geneoloski odnos izmedu k genskih veza u koalescenciji sa ubijanjem moze se
simulirati pokretanjem Hopeove urne sa k vremenskih koraka.

Ono sto je lijepo kod Hoppeova modela urne je to sto je to jednostavan postupak, kontroliran
parametrom 6 i da simulira sve veli¢ine uzoraka odjednom: veli¢ina uzorka n u modelu be-
skonacnih alela je broj izvlacenja u modelu Hoppeove urne.

Sljedeci rezultat, prema Ewensu bavi se cjelokupnom distribucijom uzorka po modelu be-
skonac¢nih alela. Dokaz teorema je moguée pronadi u [2].

Teorem 6.1.2. (Ewensova formula uzimanja u uzorak)

Neka je a; broj tipova alela prisutnih ¢ puta u uzorku velicine n. Kada je stopa mutacije
0 = 4Ny, tada je vjerojatnost da u uzorku koji ima k tipova alela, tip a; bude prisutan jednom
u uzorku, ay dva puta, ..., a, n puta jednaka

Ponlar, .. ay) = ﬁ (6/3) (30)

gdje je Oy =00 +1)...(0 +n—1).
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Za vise detalja mozete pogledati [1] i [2].

Uzorak male velicine.

Da bi smo lakse shvatili znacenje Ewensove formule, razmotrit ¢emo male vrijednosti za n.

n=2:

Zapravo gledamo vjerojatnost da u uzorku bude a; tipova alela sa jednim i ay sa dva alela.

Faktor ispred produkta jednak je Dvije su moguce particije: (ai,as) = (0,1) ili (2,0).
az) = (2,0)
(%) 42

21 )
Moze se zakljuciti da je VJeI‘OJatnOSt da su dvije

2
000+1)
Ako je (a1, a2) = (0,1) to znaci da je prisutan jedan tip sa dva alela, a ukoliko je (ay,

to znaci da su prisutna dva tipa sa po Jednlm alelom. Produkti u tim slucajevima su

pa su vjerojatnosti dviju particija (0+1) i (0+1)

slucajno odabrane jedinke identi¢ne (poznato i kao homozigotnost) Jednaka To se moze

9+1)

zakljuciti i direktno na sljede¢i nacin: dvije genske veze se spajaju sa vjerojatnoscu ﬁ po

generaciji i do mutacije dolazi sa vjerojatnocu 2u. Tada je vjerojatnost da do koalescencije
dode prije mutacije jednaka

L 1
2N — . 31
2p+ 55 O0+1 (31

Vratimo se sada na pitanje postavljeno na samom pocetku ovog poglavlja. To ¢emo pitanje
razmotriti u granici kada N — oo, sa

p=ulN)=cor, >0,

gdje se %0 moze smatrati stopom mutacije za cijelu populaciju. U ovom ogranicenju, nakon sto

se vrijeme skalira faktorom N imamo da

k 1
k genskih veza koalescira sa stopom A\, = <2)i mutira sa stopom —0k.

Neka je K, slucajna varijabla koja broji razlicite alele koji se nalaze u uzorku veli¢ine n.

Teorem 6.1. (Watterson(1975))
Za fiksni 0, kada uzorak veli¢ine n — oo imamo

EK, =0logn i Var(K,) = f0logn. (32)
Pored toga vrijedi i centralni grani¢ni teorem, odnosno ako slucajna varijabla X ima standardnu

normalnu distribuciju, tada:
K, — FK,

4 N(0,1).
Var(K,)

Prethodni teorem je preuzet iz [2], gdje je moguée pronadi i njegov dokaz.
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7 Moranov model

U ovom poglavlju pozabavit ¢emo se sa Moranovim modelom, ina¢icom Wright - Fisherovog
modela. Pojmovi koristeni u tekstu ovog poglavlju preuzeti su iz [1] i [2].

Moranov model predstavio je 1958. godine P.A.P. Moran”, australijski statisticar. Kao $to smo
vec naveli, postoji poveznica izmedu Wright - Fisherovog i Moranovog modela. Wright - Fisherov
model u obzir uzima nepreklapajuce generacije. Kod ljudi i nekih ostalih vrsta, primjerice vinske
musice to nije slucaj, generacije nisu uskladene. U sluc¢aju takvih vrsta prikladniji je Moranov
model, model preklapajuc¢ih generacija u kojem se samo jedan alel mijenja tijekom vremena.
Model pociva na nekim pretpostavkama:

1. Velicina populacije je konstantna. Da bi se olaksala usporedba s Wright - Fisherovim
modelom, pretpostavit ¢emo da postoji 2N haploidnih jedinki.

2. Svaka jedinka se mijenja po stopi 1.

3. Kada se dogada "rodenje” nove jedinke, slu¢ajno se odabire jedna od postoje¢ih 2N je-
dinki(ukljucujuéi i odabranu jedinku) da bude roditelj novoj jedinki.

Kao i Wright - Fisherov model, Moranov model opisuje populaciju koja se neutralno razvija i u
kojoj su dugovjecnost i plodnost jedinke neovisni o genotipu.

Pretpostavimo da su u Moranovom modelu slu¢ajno odabrane dvije jedinke, odnosno dva alela.
Odabrani aleli mogu biti istog ili razli¢itog tipa, ali jedan od ta dva alela odabran je da se dalje
reproducira, a jedan da nestane, tj. umre. Primjerice, neka smo slucajno odabrali dva alela, A
i a. Tada su moguci sljedec¢i scenariji:

e Alel A je odabran za reprodukciju, a alel a za umiranje.
e Alel a je odabran za reprodukciju, a alel A za umiranje.
e Alel A je odabran za reprodukciju i alel A za umiranje.
e Alel a je odabran za reprodukciju i alel a za umiranje.

Neka je X; slu¢ajna varijabla kojom modeliramo broj alela A u vremenu ¢ te neka je skup stanja
jednak S = {0, 1,...,2N}. Kao §to smo u ranijim poglavljima rekli, ukoliko u trenutku ¢ postoji
1 alela A, tada u trenutku t postoji 2N — ¢ alela a. Tada ukoliko je proizvoljan alel a zamjenjen
alelom A imamo

i
by = (2N —1) - N (33)
U izrazu (33) b; predstavlja vjerojatnost jedini¢nog poveéanja ( i — i + 1) broja alela tipa A.
Odnosno, b; je vjerojatnost da je odabran alel a i da on u sljede¢u generaciju ulazi kao alel A.
Isto tako, ukoliko je proizvoljan alel A zamenjen alelom a imamo

"https://en.wikipedia.org/wiki/P.A.P.Moran
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di:i'(Qé;;i). (34)

Sliéno kao i u izrazu (33), u izrazu (34) d; predstavlja vjerojatnost jedini¢nog smanjenja

(i — i —1) broja alela tipa A. Odnosno, to je vjerojatnost da je odabran alel A i da on u
sljede¢u generaciju ne ulazi kao alel A. U ovom sluc¢aju se broj alela A smanjuje jer alel A u
sljede¢u generaciju ulazi kao alel a. Isto tako, buduéi da postoje 2N — ¢ alela a u trenutku ¢,

. . .. .. e . . IN—i
vjerojatnost da je jedno od njih zamijenjeno novim alelom je samo =5

Mozemo primjetiti da su ova dva izraza jednaka. To pokazuje da se broj alela A povecava sa
istom stopom sa kojom se i smanjuje.

Slicnost izmedu Moranovog modela i Wright- Fisherovog modela je i ta da oba imaju isto vrijeme
apsorbcije. Dakle, i u ovom poglavlju vrijeme apsorbcije mozemo definirati na sljede¢i nacin

r=min{n: X, =0 ili X, =2N}, (35)

odnosno to je trenutak u kojem populacija sadrzava sve alele tipa a ili sve alele tipa A.

Sljedeéi teorem i njegov dokaz preuzeti su iz [2].

Teorem 7.1. Neka je u(i) = P(X, = 2N| Xy = i) vjerojatnost da je alel A fiksiran u populaciji
veli¢ine 2N kada u pocetku postoji 7 alela tipa A. U Moranovom modelu vjerojatnost apsorbcije
u svim stanjima A jednaka je .
i
u(i) = SN
Dokaz. Kako je skup stanja S konacan i X; je ogranicen izmedu 0 i 2N za sve t > 0, identitet
E[X;|Xo = i] =i vrijedi i kada vrijeme ¢ > 0 zamijenimo sa vremenom apsorbcije 7. Stoga

i =FE[X;|Xo=1=2N-P(X, =2N|Xy=1)+0 - P(X, =0/X,=1) = 2N - u(i) (36)

Tada dijeljenjem prvog i zadnjeg izraza sa 2N dobivamo

Neka je uvedena sljedeca oznaka
Eﬂ' == EZ(T’TQN < To)

pri cemu je prvi Toy trenutak kada su svi aleli tipa A. Tada mozemo formulirati sjedeci teorem.

Teorem 7.2. Neka je p = 55. U Moranovom modelu je oc¢ekivano vrijeme apsorbcije kada su

svi aleli tipa A, jednako

2N(1 —p)

BT~ — log(1 —p).

Dokaz. Dokaz teorema je mogucée pronaéi u [2]. [
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Sazetak

U ovom diplomskom radu obradeni su neki od stohastickih modela u genetici. Daleko najvazniji
i najpoznatiji od svih modela je Wright - Fisherov model. U radu su najprije objasnjene neke
od osnovih pojmova genetike. Wright - Fisherov model detaljno je objasnjen bez prisustva i uz
prisustva mutacija. Uz njega su objasnjeni i model beskonacnog alela te Moranov model.
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Summary

In this paper some of the stochastic models in genetics are explained. The most important and
best known of all models is the Wright-Fisher model. In this paper we first explained some
of the basic concepts of genetics. The Wright-Fisher model is explained without the presence
of mutation and with the presence of mutations. The model of the infinite allele and Moran’s
model are also explained.
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