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Saºetak

U ovom radu obra�en je dio teorije vjerojatnosti vezan uz konvergenciju nizova slu£ajnih
varijabli, poznat i kao stohasti£ka konvergencija. Rije£ je o £etiri tipa konvergencije, a to su:
konvergencija po distribuciji, konvergencija po vjerojatnosti, konvergencija u srednjem reda
p i konvergencija gotovo sigurno. Svaki tip konvergencije detaljno je obja²njen i precizno
de�niran te su navedeni nuºni i dovoljni uvjeti za odre�ivanje konvergencije niza slu£ajnih
varijabli. Tako�er, navedeni rezultati su popra¢eni ilustrativnim primjerima ili nekim prak-
ti£nim primjenama. Neki od tih primjena su vaºni rezultati u teoriji vjerojatnosti, kao ²to
su: slabi zakon velikih brojeva, jaki zakon velikih brojeva, centralni grani£ni teorem i sli£no.
Naglasak je stavljen i na veze me�u pojedinim tipovima konvergencije te na konvergenciju
transformirane neprekidne slu£ajne varijable. Za kraj je vaºno napomenuti i da je svaki tip
konvergencije generaliziran i na primjeru slu£ajnog vektora.

Klju£ne rije£i

konvergencija, niz slu£ajnih varijabli, distribucija, vjerojatnost, konvergencija gotovo si-
gurno, konvergencija u srednjem, zakon velikih brojeva, centralni grani£ni teorem, tran-
sformirana slu£ajna varijabla.

Convergence of sequences of a random variables

Summary

In this paper we deal with a part of probability theory related to the convergence of sequences
of random variables. There is four types of convergence, and they are: convergence in distri-
bution, convergence in probability, convergence in mean and almost sure convergence. Each
type of convergence is explained in detail and for each type the accompanying theorems and
propositions necessary for determining convergence are attached. Also, everything is accom-
panied by illustrative examples or some practical applications. Some of these applications
are important results in probability theory, such as: weak law of large numbers, strong law
of large numbers, central limit theorem, etc. Emphasis is also placed on the relationships
between individual types of convergence and on the convergence of the transformed conti-
nuous random variable. Finally, it is important to note that each type of convergence is
generalized on the example of a random vector.

Key words

convergence, sequences of random variables, distribution, probability, almost sure conver-
gence, convergence in mean, law of large numbers, central limit theorem, transformed ran-
dom variable.
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Uvod

Slu£ajna varijabla kao i asimptotsko pona²anje niza slu£ajnih varijabli jedne su od vaº-
nijih tema u teoriji vjerojatnosti. Kao vaºna komponenta u prou£avanju nizova slu£ajnih
varijabli smatra se pitanje konvergencije.
Na osnovu razli£itih na£ina shva¢anja udaljenosti izme�u slu£ajnih varijabli razvili su se
razli£iti tipovi konvergencije. Neki od najvaºnijih i naj£e²¢e kori²tenih u primjeni su:

• konvergencija po distribuciji

• konvergencija po vjerojatnosti

• konvergencija u srednjem reda p

• konvergencija gotovo sigurno ili konvergencija s vjerojatno²¢u 1.

Konvergencija po distribuciji se smatra najslabijom ali istovremeno i najkorisnijom u
primjeni. Njena vaºnost o£ituje se i u £injenici da se ona koristi u Centralnom grani£nom
teoremu. Konvergencija po vjerojatnosti ne²to je ja£a od konvergencije po distribuciji, ali i
dalje spada u slabu konvergenciju, te kao njenu najvaºniju primjenu navodimo Slabi zakon
velikih brojeva. Nadalje, konvergencija u srednjem reda p spada u skupinu jakih konvergen-
cija, dok je konvergencija gotovo sigurno najja£i oblik od £etiri navedena tipa i sastavni je
dio Jakog zakona velikih brojeva.

Prvo poglavlje donosi osnove o nizovima slu£ajnih varijabli, koje su potrebne za razumi-
jevanje osnovne tematike i za daljnje prou£avanje razli£itih tipova konvergencije.

U poglavljima od 2 do 5 detaljno je obja²njen svaki tip konvergencije te su iskazane i doka-
zane osnovne tvrdnje. Teorija je tako�er ilustrativno prikazana i kroz primjere u kojima se
odre�uje asimptotsko pona²anje nizova slu£ajnih varijabli.

�esto poglavlje obuhva¢a slu£aj konvergencije neprekidne transformirane slu£ajne varija-
ble, koju obra�ujemo u obliku Mann-Wald teorema.

Naposljetku, u sedmom poglavlju obra�ene su razli£ite veze me�u navedenim tipovima ko-
nvergencije te je nagla²ena razlika u ja£ini, odnosno koja konvergencija slijedi iz koje. Za
kraj, priloºen je i gra�£ki prikaz koji objedinjuje svu prethodno navedenu teoriju.

Dakle, svrha ovoga rada je prou£iti i pobliºe razumijeti razli£ite tipove konvergencije nizova
slu£ajnih varijabli i njihove me�usobne odnose te na¢i primjenu ove teorije na konkretnim
primjerima.
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1 Nizovi slu£ajnih varijabli

Za po£etak, navest ¢emo osnovne pojmove iz teorije vjerojatnosti koje je potrebno pobliºe
poznavati kako bi mogli detaljnije prou£avati tematiku ovoga rada.

De�nicija 1. Neka je (Ω,F ,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Ω → R je slu£ajna

varijabla ako X−1(B) ∈ F za proizvoljni B ∈ B, tj. X−1(B) ⊂ F , gdje je B σ�algebra

Borelovih skupova na R.

De�nicija 2. Neka je (Ω,F ,P) vjerojatnosni prostor. Kaºemo da je niz slu£ajnih varijabli

(Xn, n ∈ N) de�niran na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P) ako su sve slu£ajne varijable

Xn, koje pripadaju nizu (Xn, n ∈ N) funkcije oblika Xn : Ω→ R.

De�nicija 3. Neka je (Ω,F ,P) vjerojatnosni prostor pridruºen slu£ajnom pokusu. Funkciju

(X1, X2, . . . , Xn) koja svakom ishodu slu£ajnog pokusa pridruºuje ure�enu n�torku realnih

brojeva (x1, x2, . . . , xn), tj. funkciju (X1, X2, . . . , Xn) : Ω→ Rn, zovemo n-dimenzionalan

slu£ajni vektor ako vrijedi

{X1 ≤ x1} ∩ · · · ∩ {Xn ≤ xn} ∈ F

za svaki x1 ∈ R, . . . , xn ∈ R.

De�nicija 4. Funkcija distribucije slu£ajnog vektora X dimenzije K × 1 je funkcija

FX : RK → [0, 1] de�nirana sa:

FX(x) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xk ≤ xk), ∀x ∈ RK ,

gdje su Xk komponente slu£ajnog vektora X (slu£ajne varijable), a xk komponente vektora

x, za svaki k = 1, . . . , K.

De�nicija 5. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli de�niranih na vjerojatnosnom

prostoru (Ω,F ,P) te neka je FXn funkcija distribucije op¢eg £lana niza (Xn, n ∈ N). Kaºemo

da je (Xn, n ∈ N) niz jednako distribuiranih slu£ajnih varijabli ako bilo koja dva £lana niza

imaju istu funkciju distribucije, odnosno ako vrijedi

FXi
(x) = FXj

(x) ∀i, j ∈ N, ∀x ∈ R.

De�nicija 6. Neka su X1, X2, . . . , Xn slu£ajne varijable de�nirane na vjerojatnosnom pros-

toru (Ω,F ,P) te neka su FX1 , FX2 , . . . , FXn pripadne funkcije distribucije. Kaºemo da su

slu£ajne varijable X1, X2, . . . , Xn me�usobno nezavisne ako vrijedi

FX(x1, x2, . . . , xn) =
n∏
i=1

FXi
(xi),

gdje s X ozna£avamo slu£ajan vektor £ije su komponente X1, X2, . . . , Xn.

De�nicija 7. Kaºemo da je (Xn, n ∈ N) niz nezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih

varijabli, skra¢eno ndj, ako vrijedi:

• X1, X2, . . . su me�usobno nezavisne

• X1, X2, . . . su jednako distribuirane.
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2 Konvergencija po distribuciji

Razli£iti tipovi konvergencije nizova slu£ajnih varijabli su bazirani na razli£itim na£inima
mjerenja udaljenosti izme�u dvije slu£ajne varijable, tj. odre�ivanju koliko su dvije slu£ajne
varijable blizu jedna drugoj. Tako se konvergencija po distribuciji temelji na sljede¢oj intu-
iciji: dvije slu£ajne varijable su blizu jedna drugoj ako su njihove funkcije distribucije blizu
jedna drugoj.
Konvergencija po distribuciji je najslabiji oblik konvergencije od £etiri vrste koje ovdje navo-
dimo, jer se podrazumijeva u svim ostalim vrstama konvergencije. Me�utim, konvergencija
po distribuciji vrlo se £esto koristi u praksi. Tako�er, korisnost ovog pristupa je u mogu¢-
nosti odre�ivanja odgovaraju¢e aproksimacije funkcije distribucije ili funkcije gusto¢e niza
nezavisnih jednako distriburanih slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) kada je n dovoljno velik 1.

Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli. Promotrimo slu£ajnu varijablu Xn koja pri-
pada navedenom nizu te neka je sa Fn ozna£ena njena funkcija distribucije Fn : R → [0, 1].
Ako sada �ksiramo x, vrijednost funkcije distribucije u toj to£ki je realan broj. Prema tome,
za �ksan x dobivamo niz (Fn(x), n ∈ N) realnih brojeva za koji je lako provjeriti je li ko-
nvergentan (primjenom de�nicije za konvergenciju niza realnih brojeva).
Ako je, za �ksni x, niz (Fn(x), n ∈ N) konvergentan, njegovu grani£nu vrijednost ozna£avamo
sa FX(x).
Niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) ¢e biti konvergentan po distribuciji ako i samo ako je
niz realnih brojeva (Fn(x), n ∈ N) konvergentan za bilo koji izbor x-a (osim za neke posebne
vrijednosti od x gdje FX(x) nije neprekidna u x).
Prema tome, iako je rije£ o konvergenciji nizova slu£ajnih varijabli po distribuciji to se za-
pravo svodi na konvergenciju funkcija distribucije prema grani£noj vrijednosti, koja je u
ovom slu£aju grani£na funkcija distribucije.

De�nicija 8. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli i (FXn , n ∈ N) odgovaraju¢i niz

funkcija distribucije. Kaºemo da niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) konvergira po distri-

buciji prema slu£ajnoj varijabli X ako je:

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x), ∀x ∈ C(FX),

gdje je FX funkcija distribucije od X, a C(FX) je skup svih to£aka neprekidnosti od FX .

Tada FX zovemo grani£na funkcija distribucije niza (Xn, n ∈ N).

To ozna£avamo s

(d) lim
n
Xn = X ili Xn

d−→ X (n→∞).

Napomena 1. Skup [C(FX)]c je najvi²e prebrojiv skup ²to zaklju£ujemo na osnovu sljede¢e

propozicije koju £itatelj moºe prona¢i u [1, Propozicija 9.2, str. 257].

1dovoljno velik - funkcija distribucije (funkcija gusto¢e) od (Xn, n ∈ N) je blizu grani£ne funkcije distri-
bucije (gusto¢e)
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Propozicija 1. Skup svih to£aka prekida funkcije distribucije je najvi²e prebrojiv skup.

Prema [1, Propozicija 9.2, str. 257] slijedi da ako Xn
d−→ X i Xn

d−→ Y , tada su X i Y jednako

distribuirane tj. vrijedi FX = FY .

Primjer 1. Neka je zadan niz nezavisnih slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) s funkcijom distri-

bucije:

FXn(x) =

{
1− (1− 1

n
)nx, x > 0

0, ina£e.

Dokaºite da (Xn, n ∈ N) konvergira po distribuciji prema ε(1), gdje je ε(1) eksponencijalna

distribucija s parametrom λ = 1.

Rje²enje:
Za x ≤ 0 imamo:

FXn(x) = FX(x) = 0, za n ∈ N

dok za x ≥ 0 dobivamo:

lim
n→∞

FXn(x) = lim
n→∞

(
1−

(
1− 1

n

)nx)
= 1− lim

n→∞

(
1− 1

n

)nx
= 1− e−x = FX(x),

gdje smo koristili poznati limes

lim
n→∞

(
1 +

c

n

)nb
= ecb.

Dakle, sada je o£ito da Xn
d−→ X gdje je X ∼ ε(1). �

Pretpostavimo sada da smo odredili funkciju distribucije FX , za koju vrijedi da je

FX(x) = lim
n→∞

FXn(x), za svaki x ∈ R, gdje je FX neprekidna.

Kako bi provjerili je li FX odgovaraju¢a funkcija distribucije prema kojoj niz slu£ajnih va-
rijabli (Xn, n ∈ N) konvergira po distribuciji, moºemo provjeriti vrijede li sljede¢a £etiri
svojstva koja svaka funkcija distribucije mora zadovoljavati:

• FX je (strogo) monotono rastu¢a funkcija, odnosno:

FX(x1) ≤ FX(x2), ako je x1 < x2

• FX je neprekidna zdesna, tj.
lim
t→x
t≥x

FX(t) = FX(x)

• vrijedi lim
x→−∞

FX(x) = 0

• tako�er je lim
x→∞

FX(x) = 1.
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U praksi nije rijedak slu£aj da grani£na funkcija distribucije bude pridruºena degeneriranoj
(ili konstantnoj) slu£ajnog varijabli za koju je P (X = c) = 1, c ∈ R. Tada niz slu£ajnih
varijabli konvergira po distribuciji prema konstanti c. To ozna£avamo s Xn

d−→ c.
Prethodno navedene tvrdnje vrijede i za niz slu£ajnih varijabli koje su zadane funkcijom
gusto¢e. Ako imamo niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) koje su de�nirane pripadnim nizom
funkcija gusto¢e (fn, n ∈ N) te ako Xn

d−→ X i pripadni niz funkcija gusto¢e konvergira ka
grani£noj funkciji gusto¢e, tada kako se n pove¢ava, funkcija gusto¢e od Xn je sve bliºe
grani£noj funkciji gusto¢e od X.

Osim klasi£ne de�nicije konvergencije po distribuciji, Portmanteauova lema [8, Teorem 2.1,
str. 16] daje i nekoliko ekvivalentnih na£ina de�niranja konvergencije po distribuciji. Neki
od tih pristupa su manje intuitivni ali su jako korisni prilikom dokazivanja drugih tvrdnji,
stoga ih u nastavku navodimo.

Lema 1. Niz (Xn, n ∈ N) konvergira po distribuciji prema slu£ajnoj varijabli X ako i samo

ako vrijedi jedna od sljede¢ih tvrdnji:

• FXn → FX za sve to£ke x u kojima je funkcija distribucije FX neprekidna

• Ef(Xn)→ Ef(X) za svaku neprekidnu ome�enu funkciju f

• Ef(Xn)→ Ef(X) za svaku ome�enu Lipschitzovu funkciju f

• lim inf Ef(Xn) ≥ Ef(X) za svaku nenegativnu, neprekidnu funkciju f

• lim inf P (Xn ∈ G) ≥ P (X ∈ G) za svaki otvoreni skup G

• lim supP (Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ F ) za svaki zatvoreni skup F.

Jedna od vaºnijih prednosti ovog tipa konvergencije je ²to slu£ajne varijable ne moraju
biti de�nirane na istom vjerojatnosnom prostoru. Iako se ovaj tip konvergencije smatra
kao najslabiji, njegova primjena je jako vaºna. Upravo jedan od osnovnih rezultata teorije
vjerojatnosti, Centralni grani£ni teorem, temelji se na konvergenciji po distribuciji. Stoga
¢emo u sljede¢em potpoglavlju navesti njegovu tematiku.

2.1 Centralni grani£ni teorem

Centralni grani£ni teorem (CGT) odre�uje uvjete koji moraju biti zadovoljeni da bi
srednja vrijednost uzorka slu£ajnih varijabli konvergirala prema normalnoj distribuciji, s
pove¢avanjem veli£ine uzorka. Srednju vrijednost uzorka slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N)

ozna£avamo s Xn i de�niramo na sljede¢i na£in:

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Obzirom da srednju vrijednost uzorka slu£ajnih varijabli de�niramo kao sumu slu£ajnih
varijabli i ona sama je slu£ajna varijabla te njenu distribuciju aproksimiramo CGT.
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Postoji nekoliko verzija centralnog grani£nog teorema te ovdje navodimo samo jednu od njih
dok neke od ostalih verzija £itatelj moºe prona¢i u [1, Centralni grani£ni problem, str. 506].
U teoriji vjerojatnosti najpoznatiji i najjednostavniji je Lindeberg-Lévy CGT koji se koristi
u slu£aju da su slu£ajne varijable nezavisne i jednako distribuirane. Budu¢i da za dokaz
ovog teorema koristimo karakteristi£ne funkcije i neka njihova svojstva, najprije ¢emo njih
de�nirati.

De�nicija 9. Neka je (Ω,F ,P) vjerojatnosni prostor i X slu£ajna varijabla de�nirana na

njemu sa funkcijom distribucije FX . Karakteristi£na funkcija od FX je funkcija ϕX : R→ C
de�nirana izrazom

ϕX(t) =

∫ ∞
−∞

eitxdFX(x) =

∫ ∞
−∞

cos(tx)dFX(x) + i

∫ ∞
−∞

sin(tx)dFX(x), t ∈ R.

Teorem 1. (Teorem o neprekidnosti) Neka je (FXn , n ∈ N) niz funkcija distribucije i

(ϕXn , n ∈ N) odgovaraju¢i niz karakteristi£nih funkcija.

• Ako FXn

d−→ FX , gdje je FX funkcija distribucije, tada ϕXn(t) → ϕX(t) za sve t ∈ R,
gdje je ϕX karakteristi£na funkcija od FX .

• Ako za svaki t ∈ R postoji lim
n
ϕXn(t) = ϕX(t) i ako je funkcija ϕX neprekidna u t = 0,

tada je ϕX karakteristi£na funkcija funkcije distribucije FX i vrijedi FXn

d−→ FX .

Dokaz. Vidi [1, Teorem 13.8, str. 480].

Teorem 2. (Lindeberg-Lévy CGT) Neka je (Xn, n ∈ N) niz nezavisnih jednako distribu-

iranih slu£ajnih varijabli takvih da je

E[Xn] = µ <∞, ∀n ∈ N

V ar[Xn] = σ2 <∞, σ2 > 0, ∀n ∈ N.

Tada vrijedi da
√
n

(
Xn − µ
σ

)
d−→ Z,

gdje je Z standardna normalna slu£ajna varijabla.

Dokaz. Ozna£imo s Zi = Xi−µ
σ

, pri £emu je E[Zi] = 0 i V ar[Zi] = 1.
Sada je

1√
n

n∑
i=1

Zi =
1√
n

n∑
i=1

Xi − µ
σ

=
1√
nσ

(
n∑
i=1

Xi − nµ

)
=

1√
nσ

(
nXn − nµ

)
=
√
n
Xn − µ
σ

= Yn.

Iz prethodnog ra£una slijedi

ϕYn(t) =
n∏
i=1

ϕZi

(
t√
n

)
= ϕn

(
t√
n

)
, pri £emu je ϕ karakteristi£na funkcija od Zi.
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Dakle, na osnovu Teorema 1 zaklju£ujemo da je dovoljno pokazati da karakteristi£na funkcija
ϕYn konvergira, odnosno pitamo se

lim
n→∞

ϕYn(t) = lim
n→∞

ϕn
(

t√
n

)
=?

Pogledajmo

ln lim
n→∞

ϕn
(

t√
n

)
= lim

n→∞
lnϕn

(
t√
n

)
= lim

n→∞
n lnϕ

(
t√
n

)

= lim
n→∞

lnϕ
(

t√
n

)
1
n

= lim
n→∞

lnE
[
e
i t√

n
Zi

]
1
n

L′H
= lim

n→∞

1

E
[
e
i t√

n
Zi

]E [eitZi
1√
n · itZi

(
−1

2
n−

3
2

)]
− 1
n2

= lim
n→∞

1

ϕ
(

t√
n

) (i t · 1

2

√
nE

[
Zi e

itZi
1√
n

])

= lim
n→∞

1

ϕ
(

t√
n

) lim
n→∞

i tE
[
Zi e

itZi
1√
n

]
2 1√

n

L′H
= lim

n→∞

i tE
[
Zi e

itZi
1√
n · i t Zi

(
−1

2
n−

3
2

)]
2
(
−1

2
n−

3
2

)
linear. o£ekiv

= n lim
n→∞

it
(
−1

2
n−

3
2

)
E
[
Zi e

itZi
1√
n · it Zi

]
2
(
−1

2
n−

3
2

)

= lim
n→∞

= -1︷︸︸︷
i2 t2

=1︷ ︸︸ ︷
E
[
Zi e

itZi
1√
n

]
2

= −t
2

2
,

iz £ega odmah slijedi ϕYn(t)→ e−
t2

2 , pri £emu je e−
t2

2 karakteristi£na funkcija od
Z ∼ N (0, 1), £ime smo pokazali tvrdnju teorema.

Primjer 2. Neka je (Xn, n ∈ N) niz nezavisnih Bernoullijevih slu£ajnih varijabli s para-

metrom p = 1
2
. Slu£ajne varijable Xn poprimaju vrijednosti iz RXn = {0, 1} te su zadane

sljede¢om funkcijom gusto¢e:

fXn(x) =



1
2
, x = 1

1
2
, x = 0

0, x /∈ RXn .



7

Koriste¢i se Centralnim grani£nim teoremom odredite distribuciju srednje vrijednosti prvih

100 £lanova ovog niza.

Rje²enje:
Niz (Xn, n ∈ N) je niz nezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih varijabli. Da bi mogli

primijeniti Lindeberg-Lévy CGT provjerimo zadovoljava li niz (Xn, n ∈ N) uvjete teorema.

Srednja vrijednost niza je:

E[Xn] =
∑

x∈RXn

x fXn(x) = 1 · fXn(1) + 0 · fXn(0) =
1

2
<∞.

Varijancu ¢emo dobiti koriste¢i formulu V ar(Xn) = E[X2
n]− E[Xn]2.

Lako je izra£unati drugi moment

=⇒ E[X2
n] =

∑
x∈RXn

x2 fXn(x) = 12 · fXn(1) + 02 · fXn(0) =
1

2

iz £ega dobivamo

V ar(Xn) = E[X2
n]− E[Xn]2 =

1

2
− 1

4
=

1

4
<∞.

Niz (Xn, n ∈ N) prema tome zadovoljava uvjete Lindeberg-Lévy CGT, pa ako ga primijenimo

na srednju vrijednost prvih 100 £lanova, tj. na Xn = 1
100

100∑
i=1

Xi dobivamo aproksimaciju

distribucije

Xn ∼ N
(
E[Xn],

V ar(Xn)

n

)
=⇒ Xn ∼ N

(
1

2
,

1

400

)
.

�

Lindeberg-Lévy CGT nije teorem aproksimacije, odnosno on ne daje informaciju koliko uzo-
rak treba biti velik da bi se srednja vrijednost uzorka aproksimirala normalnom distribucijom.
Lindbeg-Levyjev CGT tvrdi da se bilo koji slu£ajni pokus iz realnog svijeta, £iji je kona£an
ishod rezultat sumacije ili srednje vrijednosti ishoda ve¢eg broja nezavisnih jednako distri-
buiranih slu£ajnih varijabli, koje imaju kona£no matemati£ko o£ekivanje i varijancu, moºe
promatrati kroz pribliºnu normalnu distribuciju. Na primjer, ukupan broj proizvoda s gre-
²kom u nekom proizvodnom procesu ili u tvornici moºe se promatrati kao pribliºno normalno
distribuiran sve dok vrijede pretpostavke o nezavisnosti i jednakoj distribuiranosti.
Centralni grani£ni teorem pronalazi brojne primjene u praksi. Glavna primjena mu je odre-
diti pribliºnu distribuciju u slu£aju da je prava distribucija nepoznata ili je s njom te²ko
dalje raditi, ²to je £est slu£aj u statistici.

2.2 Konvergencija po distribuciji niza slu£ajnih vektora

Obzirom da slu£ajni vektor, kao ure�enu n�torku slu£ajnih varijabli, moºemo shvatiti
kao generalizaciju pojma slu£ajne varijable, logi£no je zapitati se o pojmu konvergencije niza
slu£ajnih vektora. Konvergencija niza slu£ajnih vektora tako�er je podijeljena u £etiri tipa
konvergencije, koja su na neki na£in sli£na konvergenciji niza slu£ajnih varijabli. Konver-
gencija po distribuciji niza slu£ajnih vektora gotovo je identi£na istoimenoj konvergenciji
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slu£ajnih varijabli, a jedina razlika je u tome ²to se funkcije distribucije slu£ajnih varijabli
zamjene s funkcijama distribucije slu£ajnog vektora.

De�nicija 10. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih vektora dimenzije K × 1. Ozna£imo s

FXn funkciju distribucije slu£ajnog vektora Xn, za svaki n ∈ N. Kaºemo da niz (Xn, n ∈
N) konvergira po distribuciji ako i samo ako postoji funkcija distribucije FX takva da niz

(FXn(x), n ∈ N) konvergira prema FX za svaku to£ku x ∈ RK gdje je FX neprekidna. Slu-

£ajan vektor X koji ima funkciju distribucije FX nazivamo granicom po distribuciji, dok

konvergenciju ozna£avamo sa

Xn
d−→ X.

Napomena 2. Za ovaj tip konvergencije vaºno je napomenuti da je konvergencija po dis-

tribuciji komponenti slu£ajnog vektora (slu£ajnih varijabli) nuºan, ali ne i dovoljan uvjet

konvergencije po distribuciji slu£ajnog vektora u cjelini [3, Relations among modes of co-

nvergence].
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3 Konvergencija po vjerojatnosti

Ako uspore�ujemo konvergenciju po vjerojatnosti s konvergencijom po distribuciji mo-
ºemo zaklju£iti da je konvergencija po vjerojatnosti ja£a. Koncept konvergencije po vjero-
jatnosti bazira se na sljede¢oj intuiciji: dvije slu£ajne varijable su blizu jedna drugoj ako
postoji velika vjerojatnost da je njihova razlika jako mala.
Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli de�niran na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P).
Za slu£ajnu varijablu X i strogo pozitivan realan broj ε, promotrimo sljede¢u vjerojatnost:

P (|Xn −X| ≥ ε).

Intuitivno, za niz (Xn, n ∈ N) kaºemo da je daleko od X kada je |Xn −X| ≥ ε pa je prema
tome P (|Xn − X| ≥ ε) vjerojatnost da je niz (Xn, n ∈ N) daleko od X. Ako (Xn, n ∈ N)

konvergira ka X onda P (|Xn−X| ≥ ε) treba postajati sve manja i manja kako pove¢avamo
n. Drugim rije£ima, vjerojatnost da je (Xn, n ∈ N) daleko od X trebala bi i¢i u nulu kako n
raste.
Formalno, trebali bi imati

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0.

Tako�er, uo£avamo da je P (Xn −X| ≥ ε) niz realnih brojeva, pa je gornji limes zapravo
limes niza realnih brojeva. Ovaj na£in prou£avanja udaljenosti me�u slu£ajnim varijablama
vodi nas do sljede¢e de�nicije.

De�nicija 11. Kaºemo da niz (Xn, n ∈ N) slu£ajnih varijabli konvergira po vjerojatnosti

prema slu£ajnoj varijabli X ako za svaki ε > 0 vrijedi

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0.

To ozna£avamo s

(P ) lim
n
Xn = X ili Xn

P−→ X (n→∞)

te slu£ajnu varijablu X nazivamo vjerojatnosna granica (probability limit).

Prema sljede¢oj propoziciji prethodni limes je jedinstven.

Propozicija 2. Ako je (P ) lim
n→∞

Xn = X i (P ) lim
n→∞

Xn = Y tada je P (X 6= Y ) = 0.

Dokaz. Promotrimo skup {X 6= Y } koji moºemo raspisati na sljede¢i na£in:

{X 6= Y } = {ω : X(ω) 6= Y (ω)} =
∞⋃
k=1

{
ω : |X(ω)− Y (ω)| ≥ 1

k

}
.

Nadalje imamo:

P
{
ω : |X(ω)− Y (ω)| ≥ 1

k

}
≤ P

{
ω : |Xn(ω)− Y (ω)| ≥ 1

2k

}
+

P
{
ω : |Xn(ω)− Y (ω)| ≥ 1

2k

}
, n ∈ N
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te ako na prethodnu jednakost djelujemo s limesom po n, dobivamo:

P
{
ω : |X(ω)− Y (ω)| ≥ 1

k

}
= 0, k ∈ N.

Obzirom da mi imamo uniju takvih vjerojatnosti, iskoristit ¢emo svojstvo σ- subaditivnost
vjerojatnosti, odnosno:

An ∈ F , n ∈ N =⇒ P

(
∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

P (An),

uz pomo¢ kojega zaklju£ujemo da je

P

(
∞⋃
k=1

{
ω : |X(ω)− Y (ω)| ≥ 1

k

})
≤

∞∑
k=1

P
{
ω : |X(ω)− Y (ω)| ≥ 1

k

}
=
∞∑
k=1

0 = 0.

Iz prethodne nejednakosti i nenegativnosti vjerojatnosti slijedi P (X 6= Y ) = 0.

Primjer 3. Neka je Y neprekidna slu£ajna varijabla koja ima uniformnu distribuciju na

intervalu [0, 1] tj. X ∼ U [0, 1]. Tada je poznato da je slika slu£ajne varijable RY = [0, 1] i

funkcija gusto¢e

fY (y) =


1, y ∈ [0, 1]

0, y /∈ [0, 1].

De�niran je niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) na sljede¢i na£in:

X1 = 1{Y ∈[0,1]}

X2 = 1{Y ∈[0,1/2]} X3 = 1{Y ∈[1/2,1]}

X4 = 1{Y ∈[0,1/4]} X5 = 1{Y ∈[1/4,1/2]} X6 = 1{Y ∈[1/2,3/4]} X7 = 1{Y ∈[3/4,1]}

X8 = 1{Y ∈[0,1/8]} X9 = 1{Y ∈[1/8,2/8]} X10 = 1{Y ∈[2/8,3/8]} . . . X15 = 1Y ∈[7/8,1]

X16 = 1{Y ∈[0,1/16]} X17 = 1{Y ∈[1/16,2/16]} X18 = 1{Y ∈[2/16,3/16]} . . .

gdje je 1Y ∈[a,b] indikator funkcija. Treba prona¢i, ako postoji, vjerojatnosnu granicu niza

slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N).

Rje²enje:
Op¢i £lan niza Xn, kao indikator funkcija moºe poprimiti samo dvije vrijednosti:

• moºe biti 1 s vjerojatno²¢u

P (Xn = 1) = P

(
Y ∈

[
j

m
,
j + 1

m

])
=

1

m
,

gdje je m cijeli broj koji zadovoljava nejednakost n
2
< m ≤ n, dok je j cijeli broj koji

zadovoljava da je n = m+ j

• moºe biti 0 s vjerojatno²¢u

P (Xn = 0) = 1− P (Xn = 1) = 1− 1

m
.
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Prema navedenim nejednakostima, m teºi u beskona£no kada n pustimo u beskona£no pa

imamo:

lim
n→∞

P (Xn = 0) = lim
m→∞

(
1− 1

m

)
= 1.

Stoga vjerojatnost da je Xn = 0 konvergira u 1 kada n teºi u beskona£no. Prema tome, niz

slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) o£igledno konvergira po vjerojatnosti u konstantnu slu£ajnu

varijablu X = 0, odnosno za svaki ε > 0,

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = lim
n→∞

P (|Xn − 0| > ε)

= lim
n→∞

P (Xn > ε) (zato ²to je Xn pozitivna)

= lim
n→∞

P (Xn = 1) (zato ²to Xn poprima samo 0 ili 1)

= lim
m→∞

1
m

= 0. �

3.1 Slabi zakon velikih brojeva

Zakon velikih brojeva ima vaºnu ulogu u vjerojatnosti i statistici. On tvrdi da ako
eksperiment provodimo neovisno ve¢i broj puta, prosje£ni rezultat koji tada dobijemo trebao
bi biti blizu o£ekivane vrijednosti. Postoje dvije glavne verzije zakona velikih brojeva a to
su: Slabi zakon velikih brojeva (SZVB) i Jaki zakon velikih brojeva (JZVB). Razlika izme�u
njih se o£ituje u tipu konvergencije koji se koristi. Slabi zakon velikih brojeva koristi upravo
konvergenciju po vjerojatnosti i on je iskazan sljede¢im teoremom.

Teorem 3. (Slabi zakon velikih brojeva) Neka je (Xn, n ∈ N) niz nezavisnih slu£ajnih vari-

jabli takvih da je E(Xn) = µ i V ar(Xn) = σ2 za svaki n ∈ N. Tada

X1 + ...+Xn

n

P−→ µ.

Dokaz. Za n ∈ N uvedimo oznaku Sn = X1+ ...+Xn. Onda vrijedi da je E(Sn) = nµ te zbog
nezavisnosti vrijedi i da je V ar(Sn) = nσ2. Ako sada primijenimo �ebi²evljevu nejednakost,
odnosno

P (|X − µ| ≥ ε) ≤ σ2

ε2
, ∀ε > 0,

gdje je V ar(X) = σ2, dobivamo

P

(∣∣∣∣Snn − µ
∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ V ar(Sn/n)

ε2
=
V ar(Sn)

n2ε2
=

σ2

nε2
,

pri £emu prethodni izraz teºi u 0 kada n teºi u ∞ £ime smo pokazali tvrdnju.

Napomena 3. Tvrdnja prethodnog teorema vrijedi i uz sljede¢u pretpostavku:

Neka je (Xn, n ∈ N) niz nezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih varijabli sa (kona£nim)

zajedni£kim o£ekivanjem E(Xn) = µ. Tada nSn
P−→ µ. Taj rezultat poznat je pod imenom

Hin£inov slabi zakon velikih brojeva.
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3.2 Konvergencija po vjerojatnosti niza slu£ajnih vektora

Konvergencija po vjerojatnosti moºe se generalizirati i za slu£aj kada je rije£ o nizu slu-
£ajnih vektora.
U tu svrhu promotrimo niz slu£ajnih vektora (Xn, n ∈ N) na vjerojatnosnom prostoru
(Ω,F ,P), gdje je svaki slu£ajni vektor dimenzije K × 1. Uvjeti konvergencije u osnovici
ostaju isti kao i za konvergenciju slu£ajnih varijabli, ali se u slu£aju konvergencije po vjero-
jatnosti niza slu£ajnih vektora udaljenost mjeri Euklidskom normom, odnosno:

d(Xn,X) = ||Xn −X|| =
√

[Xn,1(ω)−X·,1(ω)]2 + · · ·+ [Xn,K(ω)−X·,K(ω)]2.

De�nicija 12. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih vektora na vjerojatnosnom prostoru

(Ω,F ,P). Kaºemo da niz (Xn, n ∈ N) konvergira po vjerojatnosti prema slu£ajnom

vektoru X de�niranom na istom vjerojatnosnom prostoru, ako i samo ako vrijedi

lim
n→∞

P (||Xn −X|| > ε) = 0, za proizvoljni ε > 0.

To ozna£avamo s:
Xn

P−→ X ili (P ) lim
n→∞

Xn = X.

Konvergencija niza slu£ajnih vektora moºe se promatrati i na sljede¢i na£in.
Neka je (Xn,i, n ∈ N) niz i-te komponente vektora Xn. Moºe se pokazati da niz slu£ajnih
vektora (Xn, n ∈ N) konvergira po vjerojatnosti prema slu£ajnom vektoru X ako i samo ako
svaki od K nizova slu£ajnih varijabli (Xn,i, n ∈ N) konvergira po vjerojatnosti.

Propozicija 3. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih vektora de�niranih na vjerojatnosnom

prostoru (Ω,F ,P). Ozna£imo s (Xn,i, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli dobiven uzimanjem i-te

komponente svakog slu£ajnog vektora Xn. Niz (Xn, n ∈ N) konvergira po vjerojatnosti prema

slu£ajnom vektoru X ako i samo ako niz (Xn,i, n ∈ N) konvergira po vjerojatnosti prema

slu£ajnoj varijabli X·,i (i-ta komponenta od X) za svaki i = 1, 2, . . . , K.
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4 Konvergencija u srednjem reda p

Koncept na kojem se temelji konvergencija u srednjem vodi se intuicijom da su dvije
slu£ajne varijable blizu jedna drugoj ako je kvadrat njihove razlike u prosjeku mali. Dakle,
na£in na koji se ovdje de�nira udaljenost izme�u niza (Xn, n ∈ N) i slu£ajne varijable X je

E(|Xn −X|p),

ili, drugim rije£ima p-ti apsolutni moment razlike Xn i X. Obzirom na vrijednost p koju
�ksiramo, postoje dvije vrste konvergencije u srednjem koje se ina£e promatraju, a to su

• p = 1 - konvergencija u srednjem reda 1

• p = 2 - konvergencija u srednjem reda 2 koja se jo² naziva kvadratna konvergencija u

srednjem.

De�nicija 13. Neka je 1 < p ≤ ∞ i neka su Xn, X ∈ Lp(Ω), n ∈ N. Kaºemo da niz

(Xn, n ∈ N) konvergira u srednjem reda p prema X ako vrijedi

lim
n→∞

E(|Xn −X|p) = 0.

To ozna£avamo s

(mp) lim
n
Xn = X ili Xn

mp

−→ X (n→∞).

Napomena 4. Za �ksni p, 1 < p ≤ ∞, sa Lp(Ω,F ,P) = Lp(Ω) ozna£avamo skup svih

slu£ajnih varijabli de�niranih na Ω koje imaju kona£ni p-ti apsolutni moment E[ |Xp| ]. Za

X ∈ Lp(Ω) onda vrijedi

||X||p = (E[ |X|p] )
1
p . (1)

Zbog nejednakosti Minkowskog imamo da je Lp(Ω) vektorski prostor, te je onda s (1) de�ni-

rana norma na tom vektorskom prostoru, a kako je Lp(Ω) potpun normiran prostor onda je

Lp(Ω) Banachov prostor. Prema prethodnom, mp-konvergencija jest konvergencija po normi

u Banachovom prostoru Lp(Ω).

Primjer 4. Neka je Xn ∼ U(0, 1
n
). Pokaºite da niz (Xn, n ∈ N) konvergira u srednjem reda

p prema 0, tj. Xn
mp

−→ 0 za bilo koji p ≥ 1.

Rje²enje:
Funkcija gusto¢e niza (Xn, n ∈ N) dana je s:

fXn(x) =

{
n, 0 ≤ x ≤ 1

n

0, ina£e

te imamo

E(|Xn − 0|p) =

∫ 1
n

0

xpn dx =
nxp+1

p+ 1

∣∣∣ 1n
0

=
1

(p+ 1)np
. (2)

Ako sada na (2) djelujemo s limesom kada n teºi u ∞ imamo:

E(|Xn − 0|p) =
1

(p+ 1)np
→ 0

za bilo koji p ≥ 1. �
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4.1 Konvergencija u srednjem reda 2

Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli de�niranih na vjerojatnosnom prostoru
(Ω,F ,P) te neka je X slu£ajna varijabla de�nirana na istom vjerojatnosnom prostoru.
Kaºemo da niz (Xn, n ∈ N) konvergira prema X u srednjem reda 2 ako niz (Xn, n ∈ N)

konvergira ka X suglasno metrici de�niranoj na sljede¢i na£in:

d(Xn, X) = E[(Xn −X)2]. (3)

Metrika (3) je dobro de�nirana ako postoji o£ekivana vrijednost na desnoj strani. Taj uvjet
se osigurava zahtijevanjem da su (Xn, n ∈ N) i X dva puta integrabilne, odnosno (Xn, n ∈
N), X ∈ L2(Ω). Intuitivno, za proizvoljnu �ksnu to£ku ω, kvadrat razlike (Xn(ω)−X(ω))2

izme�u dvije realizacije od Xn i X daje mjeru koliko su te dvije realizacije razli£ite, dok
srednja kvadratna razlika E[(Xn − X)2] daje mjeru koliko su u prosjeku razli£ite te dvije
realizacije (za razli£ite izbore ω). Ako srednja kvadratna razlika postane sve manja i manja
s pove¢anjem n, tada niz Xn konvergira u X.
Ovaj koncept saºet je u sljede¢u de�niciju.

De�nicija 14. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli de�niranih na vjerojatnosnom

prostoru (Ω,F ,P) koje su dva puta integrabilne, odnosno (Xn, n ∈ N) ∈ L2(Ω). Kaºemo da

niz (Xn, n ∈ N) konvergira u srednjem reda 2 ako i samo ako postoji dva puta integrabilna

slu£ajna varijabla X takva da niz (Xn, n ∈ N) konvergira u X prema metrici d(Xn, X) =

E[(Xn −X)2], tj. da vrijedi

lim
n→∞

E[(Xn −X)2] = 0.

To ozna£avamo sa

(m2) lim
n
Xn = X ili Xn

m2

−→ X (n→∞).

Sljede¢i primjer ilustrira konvergenciju u srednjem reda 2.

Primjer 5. Neka je (Xn, n ∈ N) kovarijantni stacionarni2 niz slu£ajnih varijabli takvih

da sve slu£ajne varijable u nizu imaju isto o£ekivanje µ, istu varijancu σ2 i kovarijancu 0

jedna s drugom. De�niramo prosje£nu vrijednost niza Xn kao: Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi i de�niramo

konstantnu slu£ajnu varijablu X = µ. Udaljenost izme�u prosje£ne vrijednosti niza Xn i X

je onda:

d(Xn, X) = E[(Xn −X)2] = E[(Xn − µ)2], (4)

ali µ je i o£ekivana vrijednost od Xn ²to zaklju£ujemo iz

E[Xn] = E

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1

n

n∑
i=1

E[Xi] =
1

n

n∑
i=1

µ =
1

n
nµ = µ.

2Niz slu£ajnih varijabli je kovarijantno stacionaran ako svaki element niza ima isto o£ekivanje i ako
kovarijanca izme�u bilo koja dva elementa u nizu ovisi samo o relativnim pozicijama tih elemenata tj. o tom
koliko su me�usobno udaljeni, a ne o njihovim apsolutnim pozicijama tj. na kojem mjestu se nalaze u nizu.
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Sada iz (4) slijedi:

d(Xn, X) = E[(Xn − µ)2] = E[(Xn − E[Xn])2] = V ar[Xn] (5)

po de�niciji varijance, dok je s druge strane, varijanca od Xn

V ar[Xn] = V ar

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1

n2
V ar

[
n∑
i=1

Xi

]
=

1

n2

n∑
i=1

V ar[Xi] =
1

n2

n∑
i=1

σ2 =
σ2

n
. (6)

Sada iz (5) i (6) slijedi:

d(Xn, X) = E[(Xn −X)2] = V ar[Xn] =
σ2

n
.

Nadalje, u limesu kada n→∞ imamo:

lim
n→∞

E[(Xn −X)2] = lim
n→∞

σ2

n
= 0.

Dakle, prema de�niciji konvergencije u srednjem reda 2 niz Xn konvergira prema konstantnoj

slu£ajnoj varijabli X = µ. �

4.2 Veza izme�u konvergencije u srednjem reda 2 i reda 1

Ako je 1 ≤ s < p onda konvergencija u srednjem reda p povla£i konvergenciju u srednjem
reda s. Ta tvrdnja je iskazana sljede¢im teoremom.

Teorem 4. Neka je 1 ≤ s < p. Ako niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) konvergira u srednjem

reda p prema slu£ajnoj varijabli X [Xn
mp

−→ X], onda (Xn, n ∈ N) konvergira u srednjem reda

s prema slu£ajnoj varijabli X [Xn
ms

−→ X].

Dokaz. Za dokaz ove tvrdnje koristimo Hölderovu nejednakost [1, Propozicija 10.11, str. 315]
koja glasi:

E|XY | ≤ (E|X|k)
1
k (E|Y |q)

1
q , (7)

gdje je k > 1 i q <∞ te vrijedi 1
k

+ 1
q

= 1. U Hölderovoj nejednakosti izaberemo sljede¢e:

X = |Xn −X|s, Y = 1, k =
p

s
> 1.

Kada to uvrstimo u nejednakost (7) dobivamo:

E|Xn −X|s ≤ (E|Xn −X|p)
s
p . (8)

Sada po pretpostavci da Xn
mp

−→ X, ²to po de�niciji zna£i:

lim
n→∞

E(|Xn −X|p) = 0, (9)

iz (8) i (9) zaklju£ujemo:

lim
n→∞

E(|Xn −X|s) ≤ lim
n→∞

(E|Xn −X|p)
s
p = 0.
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Korolar 1. Ako Xn
m2

−→ X, onda Xn
m1

−→ X.

Veza izme�u konvergencije u srednjem reda 2 i konvergencije u srednjem reda 1 opisana
prethodnim korolarom povla£i jo² neke bitne rezultate kao ²to je tvrdnja sljede¢eg teorema.

Teorem 5. Ako Xn
m2

−→ X i Yn
m2

−→ Y onda XnYn
m1

−→ XY .

Dokaz. Dokaz provodimo koriste¢i Cauchy-Schwarz-Bunyakowsky nejednakost [1, Propozi-
cija 10.10, str. 314]:

(E[ |XY | ] )2 ≤ E[X2] · E[Y 2] (10)

i nejednakost Minkowskog [1, Propozicija 10.12, str. 316], koja u teoriji vjerojatnosti glasi:

(E[ |X + Y |p ])
1
p ≤ (E[ |X|p ])

1
p + (E[ |Y |p ])

1
p za 1 ≤ p <∞.

Dakle, imamo

E[ |XnYn −XY | ] = E[ |(XnYn −XnY ) + (XnY −XY )| ]

≤ E[ |XnYn −XnY | ] + E[ |XnY −XY | ]

= E[ |Xn(Yn − Y )| ] + E[ |Y (Xn −X)| ]

= |E[ |Xn(Yn − Y )| ] + E[ |Y (Xn −X)| ] |
(10)

≤
√
E[X2

n]E[(Yn − Y )2] + E[Y 2]E[(Xn −X)2]

≤
√
E[X2

n]E[(Yn − Y )2] +
√
E[Y 2]E[(Xn −X)2].

Po pretpostavci znamo da Xn
m2

−→ X i da je Y ∈ L2 pa onda drugi dio gornjeg izraza√
E[Y 2]E[(Xn −X)2]→ 0, kada n→∞.

Za prvi dio gornjeg izraza iskoristimo da Yn
m2

−→ Y i iz pretpostavke da Xn
m2

−→ X slijedi da
E[X2

n]→ E[X2] a znamo, po de�niciji konvergencije u srednjem reda 2 da je onda X ∈ L2.
Prema tome i

√
E[X2

n]E[(Yn − Y )2]→ 0, za n→∞ iz £ega slijedi tvrdnja teorema.

4.3 Konvergencija u srednjem reda p niza slu£ajnih vektora

Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih vektora de�niranih na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P),
gdje svaki vektorXn ima dimenzijuK×1. Kaºemo da niz (Xn, n ∈ N) konvergira u srednjem
reda p prema slu£ajnom vektoru X de�niranom na istom vjerojatnosnom prostoru ako niz
(Xn, n ∈ N) konvergira prema X u metrici de�niranoj na sljede¢i na£in:

d(Xn,X) = E( ||Xn −X||p )

= E(|Xn,1 −X·,1|p + · · ·+ |Xn,K +X·,K |p),

gdje je ||Xn − X|| p � norma razlike izme�u Xn i X. U obzir se mora uzeti i uvjet da
je metrika d(Xn,X) dobro de�nirana samo ako postoji o£ekivanje s desne strane. Dovoljan
uvjet da o£ekivanje postoji je da su sve komponente od Xn i X p-integrabilne slu£ajne
varijable. De�nicija konvergencije u srednjem za niz slu£ajnih vektora zasniva se na de�niciji
za konvergenciju u srednjem za niz slu£ajnih varijabli, samo se koristi odgovaraju¢a norma,
prethodno de�nirana.
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De�nicija 15. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih vektora de�niranih na vjerojatnosnom

prostoru (Ω,F ,P) £ije su komponente p-integrabilne slu£ajne varijable. Kaºemo da niz

(Xn, n ∈ N) konvergira u srednjem reda p ako i samo ako postoji slu£ajan vektor X s p-

integrabilnim komponentama takav da (Xn, n ∈ N) konvergira prema X u metrici

d(Xn,X) = E( ||Xn −X||p ) takav da vrijedi

lim
n→∞

E( ||Xn −X||p ) = 0.

To ozna£avamo sa Xn
Lp

−→ X.
U zapisu konvergencije u obliku lim

n→∞
E( ||Xn − X||p ) = 0 uo£avamo kriterij konvergencije

koji se koristi, dok se u drugom zapisu Xn
Lp

−→ X isti£e da je to konvergencija u Lp prostoru,
kao i uvjet da (Xn, n ∈ N) i X moraju imati p-integrabilne komponente.

Napomena 5. Dovoljan uvjet konvergencije u srednjem reda p niza slu£ajnih vektora je da

sve komponente slu£ajnih vektora konvergiraju u srednjem reda p, odnosno da svih K nizova

slu£ajnih varijabli konvergira u srednjem reda p.

Propozicija 4. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih vektora de�niranih na vjerojatnosnom

prostoru (Ω,F ,P) £ije su komponente p-integrabilne slu£ajne varijable. Ozna£imo sa (Xn,i, n ∈
N, i = 1, . . . , K) niz slu£ajnih varijabli dobivenih uzimanjem i-te komponente svakog slu£aj-

nog vektora Xn. Niz (Xn, n ∈ N) konvergira u srednjem reda p prema slu£ajnom vektoru X

ako i samo ako niz slu£ajnih varijabli (Xn,i, n ∈ N, i = 1, . . . , K) konvergira u srednjem reda

p prema slu£ajnoj varijabli X·,i (i-ta komponenta od X) za svaki i = 1, . . . , K.
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5 Konvergencija gotovo sigurno

Neka je (Ω,F ,P) vjerojatnosni prostor. Kaºemo da izjava o slu£ajnim elementima vrijedi
gotovo sigurno ako postoji doga�aj N ∈ F s vjerojatno²¢u P (N) = 0 pri £emu izjava vrijedi
ako je ω ∈ NC . Sinonimi za gotovo sigurno su: gotovo svuda, gotovo sve, skoro sigurno,
skoro svuda.
Promotrimo niz slu£ajnih varijabliX1, X2, X3, . . . koji je de�niran na uzorku S. Zbog jednos-
tavnosti, pretpostavimo da je S kona£an skup pa ga moºemo zapisati kao S = {s1, s2, . . . , sk}.
Svaka slu£ajna varijabla iz niza (Xn, n ∈ N) je funkcija sa skupa S na skup realnih brojeva.
To moºemo pisati kao:

Xn(si) = xni, i = 1, 2, . . . , k.

Kada provedemo slu£ajni eksperiment, jedan od si ¢e biti ishod eksperimenta i vrijednosti
slu£ajnih varijabli Xn ¢e biti poznate. Ako je sj ishod eksperimenta, onda dobivamo sljede¢i
niz:

x1j, x2,j, x3,j, . . . .

Kako je ovo niz realnih brojeva moºemo govoriti o konvergenciji. Konvergencija gotovo
sigurno de�nirana je na temelju konvergencije ovakvih nizova. Prije nego ²to de�niramo
konvergenciju gotovo sigurno promotrimo sljede¢i primjer.

Primjer 6. Promatramo sljede¢i slu£ajni eksperiment:

Jednom bacamo pravilan nov£i¢. Prema tome, ovdje skup svih mogu¢ih ishoda ima samo

dva elementa, odnosno S = {P,G}. Na ovom uzorku de�niramo niz slu£ajnih varijabli

X1, X2, X3, . . . na sljede¢i na£in:

Xn(s) =


n
n+1

, s = P

(−1)n, s = G.

a) Za svaki od mogu¢ih ishoda na skupu S odredite konvergira li niz realnih brojeva.

b) Odredite P{si ∈ S : lim
n→∞

Xn(xi) = 1}.

Rje²enje:

a) Promotrimo prvo niz za s = P .

Tada imamo da je Xn(P ) = n
n+1

pa niz izgleda ovako: 1
2
, 2
3
, 3
4
, 4
5
, . . .

Za ovaj niz znamo da konvergira u 1 kada n→∞.

Kada je s = G niz de�niramo kao Xn(G) = (−1)n pa on izgleda ovako:

−1, 1,−1, 1,−1, 1, . . .

Ovaj niz oscilira izme�u −1 i 1 pa on ne konvergira.

b) Prema a) dijelu primjera, doga�aj {si ∈ S : lim
n→∞

Xn(xi) = 1} je istinit ako i samo ako

je s = P , pa je onda

P{si ∈ S : lim
n→∞

Xn(xi) = 1} = P (P ) =
1

2
. �
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U prethodnom primjeru vidjeli smo da niz (Xn(s), n ∈ N) konvergira kada je s = P i da ne
konvergira kada je s = G. Op¢enito, ako je vjerojatnost da niz (Xn(s), n ∈ N) konvergira ka
X(s) jednaka 1, onda kaºemo da niz Xn konvergira gotovo sigurno u X ²to ozna£avamo sa

(g.s.) lim
n
Xn = X ili Xn

g.s.−−→ X (n→∞).

De�nicija 16. Kaºemo da niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) konvergira gotovo sigurno

(g.s.) prema slu£ajnoj varijabli X, ako je:

P {ω ∈ Ω : X(ω) = lim
n→∞

Xn(ω)} = 1.

Napomena 6. Limes iz prethodne de�nicije je (g.s.) jedinstven, odnosno ako Xn → X i

Xn → Y tada je X = Y (g.s.).

Ovaj tip konvergencije naziva se jo² i jaka konvergencija zato ²to se temelji na najja£oj
tvrdnji u teoriji vjerojatnosti, a to je da neki doga�aj ima vjerojatnost 1. Obzirom da u
ovom tipu konvergencije doga�aji za koje Xn konvergira u X imaju vjerojatnost 1 onda
intuitivno, doga�aji u kojima Xn ne konvergira u X imaju vjerojatnost 0.
Koncept gotovo sigurne konvergencije moºe se promatrati i kao varijacija to£kovne konver-
gencije. Niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) je konvergentan u smislu to£kovne konvergencije
ako i samo ako je niz realnih brojeva (Xn(ω), n ∈ N) konvergentan za svaki ω ∈ Ω. Pos-
tizanje konvergencije za sve ω ∈ Ω je vrlo strog zahtjev, stoga se on obi£no relaksira, pri
£emu se onda zahtijeva konvergencija niza (Xn(ω), n ∈ N) za dovoljno velik podskup od
Ω, a ne nuºno za svaki ω ∈ Ω. Dakle, zahtijeva se da niz realnih brojeva (Xn(ω), n ∈ N)

bude konvergentan gotovo sigurno. Ako sa F ozna£imo skup svih to£aka iz Ω za koji niz
(Xn(ω), n ∈ N) konvergira, onda komplement tog skupa FC mora biti dio skupa doga�aja
nulte vjerojatnosti, odnosno

F = {ω ∈ Ω : Xn(ω) je konvergentan niz}

E je doga�aj nulte vjerojatnosti

FC ⊆ E.

Drugim rije£ima, konvergencija gotovo sigurno zahtijeva da niz (Xn(ω), n ∈ N) konvergira
za sve to£ke ω ∈ Ω osim moºda za mali skup to£aka FC (koji mora biti dio doga�aja nulte
vjerojatnosti). Opisani pristup saºet je u Cauchyjev kriterij konvergencije gotovo sigurno.

De�nicija 17. Niz (Xn, n ∈ N) je Cauchyjev gotovo sigurno ako je niz (Xn(ω), n ∈ N)

Cauchyjev za gotovo sve ω ∈ Ω odnosno ako je

lim
n→∞
m→∞

E(|Xn −Xm|p) = 0.

Prethodnu de�niciju moºemo zapisati i druga£ije:
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De�nicija 18. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru

(Ω,F ,P). Kaºemo da je niz (Xn, n ∈ N) Cauchyjev ili fundamentalan gotovo sigurno

ako postoji E ∈ F , P (E) = 0 takav da za svaki ω ∈ EC vrijedi

lim
n→∞
m→∞

(|Xn(ω)−Xm(ω)|) = 0.

Propozicija 5. Niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) konvergira gotovo sigurno prema slu£aj-

noj varijabli X ako i samo ako je niz (Xn, n ∈ N) Cauchyjev gotovo sigurno.

Dokaz. ⇒ Pretpostavimo da Xn
g.s.−−→ X. Tada po de�niciji postoji doga�aj E iz skupa svih

doga�aja tako da je P (E) = 0 te znamo da onda niz realnih brojeva Xn(ω) → X(ω) za
ω ∈ EC . Prema tome, (Xn(ω), n ∈ N) je Cauchyjev niz realnih brojeva za ω ∈ EC iz £ega
slijedi da je (Xn, n ∈ N) Cauchyjev (g.s.).
⇐ Pretpostavimo da je (Xn, n ∈ N) Cauchyjev (g.s.). Tada postoji doga�aj E iz skupa
svih doga�aja tako da je P (E) = 0 te je niz realnih brojeva (Xn(ω), n ∈ N) Cauchyjev za
ω ∈ EC . Onda postoji lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω) ∈ R, ω ∈ EC . Stavimo da je

X(ω) =

{
lim
n→∞

Xn(ω), ω ∈ EC

0, ω ∈ E.

Kako niz slu£ajnih varijabli konvergira u X onda je i X slu£ajna varijabla [1, Propozicija
8.9, str. 244] i vrijedi Xn

g.s.−−→ X.

Ponekad je te²ko dokazati gotovo sigurnu konvergenciju izravno. Stoga je poºeljno znati neke
dovoljne uvjete za gotovo sigurnu konvergenciju. U nastavku ¢emo navesti neke rezultate
koji mogu biti korisni prilikom dokazivanja gotovo sigurne konvergencije.

Teorem 6. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P).

Ako vrijedi
∞∑
n=1

P (|Xn −X| ≥ ε) <∞, ∀ε > 0

onda Xn
g.s.−−→ X, kada n→∞.

Dokaz. Po pretpostavci teorema, ako vrijedi da je
∞∑
n=1

P (|Xn −X| ≥ ε) <∞ =⇒ lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0

tj. po de�niciji konvergencije po vjerojatnosti to zna£i da Xn
P−→ X (n→∞).

Neka je ε > 0. Sada promatramo P (|Xn − X| ≥ ε) za neki m ∈ N takav da je m ≥ n,
odnosno vrijedi

P (|Xn −X| ≥ ε) = P

(
∞⋃
m=n

{|Xm −X| ≥ ε}

)
σ -subaditivnost vj.

≤
∞∑
n=m

P (|Xm −X| ≥ ε)
n→∞−−−→ 0
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=⇒ P (|Xm −X| ≥ ε, za neki m ≥ n)
n→∞−−−→ 0. (11)

Ako (11) zapi²emo ekvivalentno za konvergenciju gotovo sigurno, imamo:

P (|Xm −X| ≥ ε, ∀m ≥ n) ≤ P (|Xm −X| ≥ ε, za neki m ≥ n)

≤
∞∑
m=n

P (|Xm −X| ≥ ε)
n→∞−−−→ 0

=⇒ lim
n→∞

P (|Xm −X| ≥ ε, ∀m ≥ n) = 0 ∀ε > 0

=⇒ lim
n→∞

P (|Xm −X| < ε, ∀m ≥ n) = 1 ∀ε > 0.

Sada treba pokazati ekvivalenciju:

Xn
g.s.−−→ X ⇐⇒ lim

n→∞
P (|Xm −X| > ε, ∀m ≥ n) = 1, ∀ε > 0.

Ako pretpostavimo da Xn
g.s.−−→ X, tada za svaki ε > 0 na skupu vjerojatnosti jedan vrijedi:

|Xm(ω)−X(ω)| < ε, ∀n ≥ n0.

Promotrimo sada sljede¢e:
{Xn → X} =

{
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

}
=
⋂
ε>0

∞⋃
m=n

{ω ∈ Ω : |Xm(ω)−X(ω)| < ε, ∀m ≥ n}

=⇒ P (Xn → X) = P

(⋂
ε>0

∞⋃
m=n

{|Xm −X| < ε, ∀m ≥ n}

)
(neprekidnost vj. u odnosu na padaju¢u familiju doga�aja)

= lim
ε>0

P

(
∞⋃
m=n

{|Xm −X| < ε, ∀m ≥ n}

)
(neprekidnost vj. u odnosu na rastu¢u familiju doga�aja)

= lim
ε>0

lim
n→∞

P {|Xm −X| < ε, ∀m ≥ n} .

1◦ Pretpostavimo da je desna strana jednaka 1, odnosno:

lim
ε>0

lim
n→∞

P {|Xm −X| < ε, ∀m ≥ n} = 1 a tada je i P (Xn → X) = 1,

odnosno Xn
g.s.−−→ X (n→∞).

2◦ Pretpostavimo da je lijeva strana jednaka 1, odnosno:

1 = P (Xn → X) ≤ P

(
∞⋃
m=n

{|Xm −X| < ε, ∀m ≥ n}

)
= lim

n→∞
P (|Xm −X| < ε, ∀m ≥ n),

iz £ega slijedi lim
n→∞

P (|Xm −X| < ε, ∀m ≥ n) = 1.
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Primjer 7. Neka je niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) de�niran na sljede¢i na£in:

Xn =


− 1
n
, s vjerojatno²¢u 1

2

1
n
, s vjerojatno²¢u 1

2
.

Treba pokazati da Xn
g.s.−−→ 0.

Rje²enje:
Po Teoremu 6. dovoljno je pokazati da

∞∑
n=1

P (|Xn| > ε) <∞.

Ako promotrimo apsolutnu vrijednost op¢eg £lana niza (Xn, n ∈ N), dobivamo

|Xn| =
1

n
=⇒ |Xn| > ε ⇐⇒ n <

1

ε

te prema tome slijedi:

∞∑
n=1

P (|Xn| > ε) ≤
b 1
ε
c∑

n=1

P (|Xn| > ε) =

⌊
1

ε

⌋
<∞. �

Teorem 6 pruºa samo dovoljan uvjet za konvergenciju gotovo sigurno. U slu£aju kada imamo

da je
∞∑
n=1

P (|Xn| > ε) = ∞ ne moºemo zaklju£iti konvergira li niz (Xn, n ∈ N) prema

X gotovo sigurno ili ne. Stoga je u sljede¢em teoremu naveden nuºan i dovoljan uvjet
konvergencije gotovo sigurno.

Teorem 7. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli te za svaki ε > 0 de�nirajmo skup

doga�aja

Am = {|Xn −X| < ε, ∀n ≥ m} .

Tada Xn
g.s.−−→ X ako i samo ako za bilo koji ε > 0 vrijedi da je lim

m→∞
P (Am) = 1.

Dokaz. Vidi [4, Almost sure convergence].

5.1 Jaki zakon velikih brojeva

Kako je ve¢ spomenuto, konvergencija gotovo sigurno naziva se i jaka konvergencija zato
²to predstavlja najja£i tip konvergencije niza slu£ajnih varijabli. Kao jedan od najvaºnijih
primjera u kom se koristi ovaj tip konvergencije navodi se Jaki zakon velikih brojeva koji
je i dobio naziv jaki ba² zbog ovog tipa konvergencije.

Teorem 8. (Jaki zakon velikih brojeva) Neka je (Xn, n ∈ N) niz nezavisnih jednako distri-

buiranih slu£ajnih varijabli takvih da je E[Xn] = µ. Tada

X1 +X2 + · · ·+Xn

n

g.s.−−→ µ.
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Dokaz. Dokaz provodimo samo za slu£aj kad je E[X4
1 ] = K <∞. Neka je

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn za n ∈ N.
Pretpostavimo prvo da je µ = 0 te ra£unamo

E[S4
n] = E[(X1 + · · ·+Xn)(X1 + · · ·+Xn)(X1 + · · ·+Xn)(X1 + · · ·+Xn)].

Razvijanjem desne strane dobit ¢emo sljede¢e £lanove: X4
i , X

3
iXj, X

2
iX

2
j , X

2
iXjXk iXiXjXkXl.

Zbog nezavisnosti i pretpostavke da je µ = 0 imamo:

E[X3
iXj] = E[X3

i ]E[Xj] = 0,

E[X2
iXjXk] = E[X2

i ]E[Xj]E[Xk] = 0,

E[XiXjXkXl] = E[Xi]E[Xj]E[Xk]E[Xl] = 0.

Nadalje, za dani i, imat ¢emo
(
4
4

)
= 1 £lanova oblika X4

i te za dani par X2
iX

2
j , kada je

i 6= j, imat ¢emo
(
4
2

)
= 6 £lanova oblika X2

iX
2
j . Dakle, imamo:

E[S4
n] = nE[X4

i ] + 6

(
n

2

)
E[X2

iX
2
j ] = nK + 6

(
n

2

)
E[X2

i ]E[X2
j ]

= nK + 6

(
n

2

)
E[X2

1 ]2.

Iz 0 ≤ V ar(X2
1 ) = E[X4

1 ]− E[X2
1 ]2 zaklju£ujemo da je E[X2

1 ]2 ≤ K.
Prema tome, slijedi:

E[S4
n] ≤ nK + 6 · n(n− 1)

2
K = nK + 3n(n− 1)K,

odnosno

E
[
S4
n

n4

]
≤ K

n3
+

3K

n2
, n ∈ N.

Ako sada promatramo sumu takvih, zaklju£ujemo:

E

[
∞∑
n=1

S4
n

n4

]
=
∞∑
n=1

E
[
S4
n

n4

]
≤

∞∑
n=1

(
K

n3
+

3K

n2

)
<∞.

Specijalno, prema [2, Primjer 4.37, str. 82] imamo:

P

(
∞∑
n=1

S4
n

n4
<∞

)
= 1,

iz £ega moºemo zaklju£iti da

P

(
lim
n→∞

S4
n

n4
= 0

)
= P

(
lim
n→∞

Sn
n

= 0

)
= 1.
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Uzmimo sada ne²to op¢enitiji slu£aj, odnosno da je µ ∈ R. De�niramo Yn := Xn − µ za
n ∈ N. Onda je (Yn, n ∈ N) niz nezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih varijabli takvih
da je E[Yn] = 0.
Ako na niz (Yn, n ∈ N) primjenimo gornji dokaz dobivamo sljede¢e:

P

(
lim
n→∞

X1 + · · ·+Xn

n
= µ

)
= P

(
lim
n→∞

(X1 − µ) + · · ·+ (Xn − µ)

n
= 0

)
= P

(
lim
n→∞

Y1 + · · ·+ Yn
n

= 0

)
= 1.

5.2 Konvergencija gotovo sigurno niza slu£ajnih vektora

Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih vektora de�niranih na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P),
gdje je svaki vektor dimenzije K × 1. Sli£no kao kod slu£ajnih varijabli, koncept gotovo
sigurne konvergencije niza slu£ajnih vektora izveden je iz konvergencije po to£kama relaksi-
ranjem uvjeta da niz realnih vektora (Xn(ω), n ∈ N) konvergira za svaki ω ∈ Ω. Odnosno,
niz (Xn(ω), n ∈ N) konvergira prema realnom vektoru X(ω) ako i samo ako je

lim
n→∞

||Xn(ω)−X(ω)|| = 0,

dok je kod konvergencije gotovo sigurno niza slu£ajnih vektora dovoljno da niz (Xn(ω), n ∈
N) konvergira za gotovo sve ω ∈ Ω.

De�nicija 19. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih vektora de�niranih na vjerojatnosnom

prostoru (Ω,F ,P). Kaºemo da niz (Xn, n ∈ N) konvergira gotovo sigurno prema slu£ajnom

vektoru X de�niranom na istom vjerojatnosnom prostoru ako i samo ako niz realnih vektora

(Xn(ω), n ∈ N) konvergira prema realnom vektoru X(ω) gotovo sigurno.

To ozna£avamo sa Xn
g.s−→ X.

Napomena 7. Uvjet iz de�nicije 19 moºemo zapisati i kao:

Xn
g.s−→ X⇐⇒ ∃ doga�aj nulte vjerojatnosti t.d. je {ω ∈ Ω : Xn(ω) 6→ X(ω)} ⊂ E,

gdje je E skup svih doga�aja s vjerojatno²¢u nula na vjerojatnosnom prostoru.

Moºe se pokazati da je gotovo sigurna konvergencija svih komponenti slu£ajnih vektora, od-
nosno svih K nizova slu£ajnih varijabli, nuºan i dovoljan uvjet gotovo sigurne konvergencije
niza slu£ajnih vektora.

Propozicija 6. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih vektora de�niranih na vjerojatnosnom

prostoru (Ω,F ,P). Ozna£imo sa (Xn,i, n ∈ N, i = 1, . . . , K) niz slu£ajnih varijabli dobivenih

uzimanjem i-te komponente svakog slu£ajnog vektora Xn. Niz (Xn, n ∈ N) konvergira gotovo

sigurno prema slu£ajnom vektoru X ako i samo ako niz slu£ajnih varijabli (Xn,i, n ∈ N)

konvergira gotovo sigurno prema slu£ajnoj varijabli X·,i (i-ta komponenta od X) za svaki

i = 1, . . . , K.
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6 Konvergencija neprekidne transformirane slu£ajne

varijable

U teoriji vjerojatnosti Teorem o neprekidnom preslikavanju isti£e da neprekidne funkcije
£uvaju granice £ak i ako su njihovi argumenti nizovi slu£ajnih varijabli. Prema Heineovoj
de�niciji, neprekidna funkcija (ozna£imo je s g) je ona funkcija koja preslikava konvergentni
niz u konvergentni niz, odnosno Xn → X =⇒ g(Xn) → g(X). Teorem o neprekidnom
preslikavanju tvrdi da ¢e to tako�er vrijediti i u slu£aju kada niz realnih brojeva zamije-
nimo s nizom slu£ajnih varijabli i standardnu konvergenciju s tipovima konvergencije nizova
slu£ajnih varijabli.

Teorem 9. (Teorem o neprekidnom preslikavanju) Neka su niz slu£ajnih varijabli

(Xn, n ∈ N) i slu£ajna varijabla X de�nirani na metri£kom prostoru S. Pretpostavimo

da funkcija g : S → S ′ (gdje je S ′ drugi metri£ki prostor) ima skup to£aka prekida Dg takav

da je P (X ∈ Dg) = 0. Onda vrijedi:

Xn
d−→ X =⇒ g(Xn)

d−→ g(X),

Xn
P−→ X =⇒ g(Xn)

P−→ g(X),

Xn
g.s.−−→ X =⇒ g(Xn)

g.s.−−→ g(X).

Dokaz. Prostori S i S ′ imaju de�nirane metrike koje ¢emo zbog jednostavnosti ozna£avati s

|x− y|, za sve x, y ∈ S odnosno x, y ∈ S ′,

iako metrike mogu biti proizvoljne, ne nuºno Euklidske.

• Konvergencija po distribuciji

Prema Portmanteauovom teoremu [9] konvergencija po distribuciji ekvivalentna je s
Ef(Xn)→ Ef(X), za svaku ome�enu neprekidnu funkciju f .
Dakle, dovoljno je pokazati da Ef(g(Xn))→ Ef(g(X)) za svaku ome�enu neprekidnu
funkciju f . Uo£avamo da je rije£ o kompoziciji dvije neprekidne funkcije
F = f ◦ g, pa je i F neprekidna, a obzirom da je f , kao vanjska funkcija kompozicije
ome�ena, onda je i F ome�ena funkcija. Sada imamo EF (Xn) → EF (X) ²to smo i
trebali pokazati.

• Konvergencija po vjerojatnosti

Fiksiramo proizvoljno mali ε > 0. Za proizvoljni δ > 0 promatrajmo skup Bδ de�niran
kao

Bδ = {x ∈ S|x /∈ Dg : ∃y ∈ S : |x− y| < δ, |g(x)− g(y)| > ε} .

Ovo je skup to£aka u kojima je funkcija g neprekidna i za koji u δ okolini to£ke x
postoji to£ka koja se preslika izvan ε okoline od g(x), pa se po de�niciji neprekidnosti
ovaj skup smanjuje kako δ → 0. Prema tome vrijedi: lim

δ→0
Bδ = ∅.
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Sada pretpostavimo da je |g(Xn) − g(X)| > ε. To implicira da je barem jedna od
sljede¢ih tvdnji istinita:

|Xn −X| ≥ δ ili X ∈ Dg ili X ∈ Bδ.

Ako to zapi²emo u notaciji vjerojatnosti, imamo:

P (|g(Xn)− g(X)| > ε) ≤ P (|Xn −X| ≥ δ) + P (X ∈ Bδ) + P (x ∈ Dg).

Prvi element zbroja desne strane konvergira u 0 kada n → ∞ za proizvoljni �ksirani
δ > 0 (po de�niciji konvergencije po vjerojatnosti). Drugi element ide u 0 kada δ → 0

(budu¢i da se Bδ smanjuje na prazan skup) te je zadnji element po pretpostavci
teorema jednak 0. Dakle, zaklju£ujemo

lim
n→∞

P (|g(Xn)− g(X)| > ε) = 0,

²to po de�niciji konvergencije po vjerojatnosti zna£i da g(Xn)
P−→ g(X).

• Konvergencija gotovo sigurno

Po de�niciji neprekidnosti funkcije g vrijedi

lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω) =⇒ lim
n→∞

g(Xn(ω)) = g(X(ω)),

u svakoj to£ki X(ω) gdje je funkcija g neprekidna. Prema tome:

P
(

lim
n→∞

g(Xn) = g(X)
)
≥ P

(
lim
n→∞

g(Xn) = g(X), X /∈ Dg

)
≥ P

(
lim
n→∞

Xn = X,X /∈ Dg

)
= 1,

zato ²to je presjek dva gotovo sigurna doga�aja gotovo siguran, pa po de�niciji konver-
gencije (g.s.) zaklju£ujemo da g(Xn)

g.s.−−→ g(X).

Napomena 8. Prethodni teorem se jo² naziva iMann-Wald teorem jer su ga prvi dokazali

Henry Mann i Abraham Wald [10].
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7 Veza izme�u razli£itih vrsta konvergencije nizova

slu£ajnih varijabli

U ovom poglavlju diskutirat ¢emo veze izme�u razli£itih vrsta konvergencije.

7.1 Veza konvergencije po distribuciji i konvergencije

po vjerojatnosti

Teorem 10. Konvergencija po vjerojatnosti povla£i konvergenciju po distribuciji.

Dokaz. Pretpostavimo da niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N), de�niran na vjerojatnosnom
prostoru (Ω,F ,P), konvergira po vjerojatnosti prema slu£ajnoj varijabli X, odnosno
Xn

P−→ X. Ozna£imo s (Fn, n ∈ N) funkcije distribucije od (Xn, n ∈ N) i s F funkciju
distribucije od X te neka je x ∈ CF . Tada za svaki n ∈ N i za svaki ε > 0 vrijedi

Fn(x) = P (Xn ≤ x) ≤ P (Xn ≤ x,X ≤ x+ ε) + P (Xn ≤ x,X > x+ ε)

≤ P (X ≤ x+ ε) + P (X −Xn > ε)

≤ P (X ≤ x+ ε) + P (|X −Xn| > ε).

Dakle, imamo
lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F (x+ ε),

dok je s druge strane
F (x− ε) = P (X ≤ x− ε)

= P (X ≤ x− ε,Xn ≤ x) + P (X ≤ x− ε,Xn > x)

≤ P (Xn ≤ x) + P (Xn −X > ε)

≤ P (Xn ≤ x) + P (|Xn −X| > ε).

Sada je
F (x− ε) ≤ lim inf

n→∞
Fn(x).

Kada sumiramo dobiveno, slijedi:

F (x− ε) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F (x+ ε).

Kada pustimo da ε → 0 i kada uzmemo u obzir da je F neprekidna funkcija, onda diretno
slijedi da lim

n→∞
Fn(x) = F (x), odnosno Xn

d−→ X.

Na osnovu Teorema 10 znamo da konvergencija po vjerojatnosti povla£i konvergenciju po
distribuciji, ali obrat tog teorema ne vrijedi. To ¢emo ilustrirati sljede¢im primjerom.
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Primjer 8. Neka je

X ∼
(

0 1
1
2

1
2

)
te neka je Xn = X za svaki n ∈ N. Nadalje, ako ozna£imo s Y = 1 − X onda o£ito niz

(Xn, n ∈ N) konvergira po distribuciji ka Y tj. Xn
d−→ Y .

S druge strane, za n ∈ N i 0 < ε < 1 imamo:

P (|Xn − Y | > ε) = P (|2X − 1| > ε) = 1 > 0.

Prema tome nemamo konvergenciju po vjerojatnosti. �

Dakle, konvergencija po distribuciji i konvergencija po vjerojatnosti nisu ekvivaletne, ali
postoji izuzetak koji je opisan sljede¢im teoremom.

Teorem 11. Neka niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) de�niranih na vjerojatnosnom prostoru

(Ω,F ,P) konvergira po distribuciji prema c ∈ R. Tada Xn
P−→ c.

Dokaz. Ozna£imo naprije s (Fn, n ∈ N) funkcije distribucije od (Xn, n ∈ N) te s F grani£nu
funkciju distribucije od X = c. Neka je ε > 0 proizvoljan. Tada za svaki n ∈ N imamo:

P (|Xn − c| > ε) = P (Xn > c+ ε) + P (Xn < c− ε)

≤ 1− P (Xn ≤ c+ ε) + P
(
Xn ≤ c− ε

2

)
= 1− Fn(c+ ε) + Fn

(
c− ε

2

)
.

Kako su to£ke c+ ε i c− ε
2
to£ke u kojima je funkcija F neprekidna i vrijedi da je

lim
n→∞

Fn(c+ ε) = F (c+ ε) = 1 te lim
n→∞

Fn(c− ε
2
) = F (c− ε

2
) = 0, stoga

=⇒ lim
n→∞

P (|Xn − c| > ε) = 0 =⇒ Xn
P−→ c.

Dakle, u specijalnom slu£aju, kada niz slu£ajnih varijabli konvergira po distribuciji ka kons-
tanti, onda su konvergencija po vjerojatnosti i konvergencija po distribuciji ekvivalentne. To
u op¢em slu£aju ne vrijedi te se konvergencija po vjerojatnosti smatra znatno ja£im tipom
konvergencije u odnosu na konvergenciju po distribuciji.
Navest ¢emo jo² jedan vaºan teorem u teoriji vjerojatnosti koji tvrdi da neke algebarske
operacije koje vrijede za nizove realnih brojeva, vrijede i za nizove slu£ajnih varijabli.

Teorem 12. (Teorem Slutskog) Neka su (Xn, n ∈ N) i (Yn, n ∈ N) nizovi slu£ajnih vari-

jabli na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P) te neka Xn
d−→ X i Yn

d−→ c. Tada vrijedi:

a) Xn + Yn
d−→ X + c, n→∞

b) YnXn
d−→ cX, n→∞

c) Xn

Yn

d−→ X
c
, c 6= 0, n→∞.

Dokaz. Vidi [6, Teorem 5.10, str. 277].
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7.2 Veza konvergencije po vjerojatnosti i konvergencije gotovo

sigurno

Teorem 13. Konvergencija gotovo sigurno povla£i konvergenciju po vjerojatnosti.

Dokaz. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli de�niran na vjerojatnosnom prostoru
(Ω,F ,P). Pretpostavimo nadalje da Xn

g.s.−−→ X.
Tada za �ksni ε > 0 i za n ∈ N de�niramo skup An(ε) := {|Xn − X| > ε}. Uo£avamo da
o£ito vrijedi An(ε) ∈ F za n ∈ N. Nadalje, za svaki n ∈ N stavimo da je

Bn(ε) :=
⋃
k≥n

Ak(ε) i B(ε) := lim sup
n→∞

Bn(ε) =
⋂
n∈N

Bn(ε)

Prema pretpostavci da Xn
d−→ X zaklju£ujemo da je P (B(ε)) = 0, za svaki ε > 0. Ako sada

iskoristimo svojstvo neprekidnosti vjerojatnosti s obzirom na padaju¢e nizove doga�aja,
slijedi da je lim

n→∞
P (Bn(ε)) = 0 za svaki ε > 0. Zatim, kako je An(ε) ⊂ Bn(ε), za svaki n ∈ N

=⇒ lim
n→∞

P (An(ε)) = 0, ∀ε > 0 =⇒ Xn
P−→ X.

Obrat ove tvrdnje ne vrijedi, odnosno konvergencija po vjerojatnosti i konvergencija gotovo
sigurno nisu ekvivalentne. To ¢emo pokazati sljede¢im kontraprimjerom.

Primjer 9. Neka je (Xn, n ∈ N) niz nezavisnih slu£ajnih varijabli de�niranih na vjerojat-

nosnom prostoru (Ω,F ,P). Nadalje, pretpostavimo

Xn ∼
(

0 1

1− 1
n

1
n

)
, n ∈ N,

te �ksirajmo ε > 0, proizvoljan. Sada imamo:

P (|Xn| > ε) = P (Xn > ε,Xn = 1) =


1
n
, ε ≤ 1

0, ε > 1.

Iz prethodnog slijedi da Xn
P−→ 0. Pokaºimo sada da niz (Xn, n ∈ N) ne konvergira gotovo

sigurno u 0.

Za n ∈ N de�niramo skup An := {Xn ≥ 1
2
}. Tada imamo:

∞∑
n=1

P (An) =
∞∑
n=1

1

n
=∞.

Ako sada iskoristimo sljede¢u tvrdnju:

Ako je
∞∑
n=1

P (An) =∞, gdje su An nezavisni doga�aji na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P)

onda vrijedi da je P

(
lim sup
n→∞

An

)
= 1 (za dokaz vidi [2, Lema 2.17, str. 51])

te imamo da je

P

(
lim sup
n→∞

An

)
= 1.
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Dakle, Xn >
1
2
za beskona£no mnogo n ∈ N na doga�aju vjerojatnosti jedan. To pokazuje da

niz (Xn, n ∈ N) ne konvergira gotovo sigurno prema nuli.

�

Dakle, zaklju£ujemo da je konvergencija gotovo sigurno dovoljan uvjet za konvergenciju po
vjerojatnosti, dok konvergencija po vjerojatnosti nije nuºan uvjet za konvergenciju gotovo
sigurno. Tako�er znamo da konvergencija po vjerojatnosti, iako slabija od konvergencije go-
tovo sigurno, povla£i konvergenciju po distribuciji pa iz tog slijedi tvrdnja sljede¢eg teorema.

Teorem 14. Konvergencija gotovo sigurno povla£i konvergenciju po distribuciji, tj. ako

Xn
g.s.−−→ X onda Xn

d−→ X.

Dokaz. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli de�niran na vjerojatnosnom prostoru
(Ω,F ,P) i neka vrijedi da Xn

g.s.−−→ X, gdje je X slu£ajna varijabla de�nirana na istom
vjerojatnosnom prostoru. Prema tome, ispunjeni su uvjeti Teorema 13 iz £ega slijedi da
Xn

P−→ X. Sada smo u uvjetima Teorema 10 iz £ega slijedi tvrdnja ovog teorema.

7.3 Veza konvergencije u srednjem reda 2 i konvergencije po

vjerojatnosti

U ovom poglavlju bit ¢e dokazana veza izme�u konvergencije u srednjem reda 2 i konver-
gencije po vjerojatnosti. Za potrebe ovog dokaza koristimo se vaºnom nejednakosti u teoriji
vjerojatnosti, te ¢emo prvo nju navesti. Rije£ je o Markovljevoj nejednakosti.

Teorem 15. (Markovljeva nejednakost) Neka je X slu£ajna varijabla na vjerojatnosnom

prostoru (Ω,F ,P) te g : R(X)→ R nenegativna funkcija s o£ekivanjem E[g(X)] <∞. Tada

za svaki ε > 0 vrijedi:

P (g(X) ≥ ε) ≤ E[g(X)]

ε
.

Dokaz. Vidi [6, Teorem 3.19, str. 134].

Teorem 16. Ako niz slu£ajnih varijabli (Xn, n ∈ N) konvergira u srednjem reda 2 prema

slu£ajnoj varijabli X, onda niz (Xn, n ∈ N) konvergira po vjerojatnosti prema slu£ajnoj

varijabli X.

Dokaz. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli koji konvergira u srednjem reda 2 prema
X, odnosno po de�niciji vrijedi da je lim

n→∞
E[(Xn −X)2] = 0.

Promotrimo sada op¢i £lan niza (Xn−X)2 i na njega primijenimo gore navedenu Markovljevu
nejednakost za proizvoljan ε > 0. Sada imamo:

P ((Xn −X)2 ≥ ε2) ≤ E[(Xn −X)2]

ε2

²to je ekvivalentno s

P (|Xn −X| ≥ ε) ≤ E[(Xn −X)2]

ε2
.
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Ako sada s obje strane djelujemo s limesom kada n→∞, imamo:

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) ≤ lim
n→∞

E[(Xn −X)2]

ε2
=

lim
n→∞

E[(Xn −X)2]

ε2
= 0,

gdje smo iskoristili pretpostavku da Xn
m2

−→ X. Iz gornje nejednakosti onda slijedi da je

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0, ∀ε > 0

tj. (P ) limXn = X =⇒ Xn
P−→ X.

Obrat ove tvrdnje ne vrijedi, odnosno konvergencija po vjerojatnosti ne povla£i konvergenciju
u srednjem reda 2. To ¢emo potvrditi sljede¢im kontraprimjerom.

Primjer 10. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli takav da je P (Xn = 0) = 1 − 1
n2 i

P (Xn = n) = 1
n2 . Tako�er, pretpostavimo da Xn

P−→ 0, tj. (P ) limXn = 0. Treba provjeriti

konvergira li (Xn, n ∈ N) u srednjem reda 2 prema 0.

Rje²enje:
Po de�niciji konvergencije u srednjem reda 2, promatramo:

E[(Xn − 0)2] = 0 ·
(

1− 1

n2

)
+ n2 · 1

n2
= 1, ∀n ∈ N

=⇒ lim
n→∞

E[(Xn − 0)2] 6= 0

=⇒ Xn 6
m2

−→ 0.

�

Dakle, na osnovu prethodnih tvrdnji i primjera zaklju£ujemo da je konvergencija u srednjem
reda 2 ja£a od konvergencije po vjerojatnosti, a samim time i konvergencije po distribuciji.

Teorem 17. Konvergencija u srednjem reda 2 povla£i konvergenciju po distribuciji, odnosno

Xn
m2

−→ X =⇒ Xn
d−→ X.

Dokaz. Neka je (Xn, n ∈ N) niz slu£ajnih varijabli i neka vrijedi da Xn
m2

−→ X, gdje je X
slu£ajna varijabla. Prema tome, ispunjeni su uvjeti Teorema 16 iz £ega slijedi Xn

P−→ X.
Sada smo u uvjetima Teorema 10 iz kojeg zaklju£ujemo da Xn

d−→ X.

Napomena 9. Obrat Teorema 17 ne vrijedi, odnosno konvergencija po distribuciji nije nuºan

uvjet za konvergenciju u srednjem reda 2.

7.4 Gra�£ki prikaz veza konvergencije slu£ajnih varijabli

U ovom poglavlju pokazali smo kakve sve veze me�u pojedinim tipovima konvergencije
slu£ajnih varijabli postoje, na osnovu £ega smo mogli dobiti dojam o njihovoj ja£ini i pove-
zanosti. Kako bi jo² bolje razumjeli njihovu hijerarhiju promotrimo sljede¢i gra�£ki prikaz.
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Slika 1: Gra�£ki prikaz veza me�u tipovima konvergencije nizova slu£ajnih varijabli.

Kao najgornje, nalaze se konvergencija gotovo sigurno i konvergencija u srednjem reda p koje
se smatraju jakim konvergencijama. Strelicama je prikazano da svaka od njih pojedina£no
povla£i konvergenciju po vjerojatnosti, koja spada u ne²to slabiju vrstu konvergencije. Na-
posljetku, uo£avamo da je strelicom nagla²ena veza izme�u konvergencije po vjerojatnosti i
konvergencije po distribuciji, koja je najslabija od £etiri vrste konvergencije koje smo pro-
u£avali.

Slika 2: Ilustrativni prikaz tipova konvergencije nizova slu£ajnih varijabli kao skupova i
podskupova
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