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Sazetak

Tema ovog rada su nejednakosti za svojstvene vrijednosti. Najprije ¢emo
navesti pojmove koji ¢e nam biti potrebni u kasnijim racunima i dokazima.
Govorit ¢emo o svojstvenim i singularnim vrijednostima te dokazati teorem
koji ih povezuje nejednakostima. Nakon toga dokazat ¢emo teorem o mo-
notonosti za singularne i svojstvene vrijednosti. Dotaknut ¢emo se i teme
teorema o ispreplitanju za singularne i svojstvene vrijednosti. Takoder, do-
kazat ¢emo i Courant-Fischerov teorem za svojstvene i singularne vrijednosti.
Iskazat ¢emo Poincareov teorem, Hornov teorem i Von Neumannov teorem.
Dokazat ¢emo da je tr (AX) = 0 za sve hermitske matrice X ako i samo ako
je A =0 te da je tr (AX) realna za sve hermitske matrice X ako i samo ako
je A hermitska.

Kljucne rijeci: svojstvene vrijednosti, svojstveni vektori, monotonost,
teorem o ispreplitanju, Courant-Fischerov teorem, Poincareov teorem,Hornov
teorem, Von Neumannov teorem.

Abstract

The subject of this paper are inequalities for eigenvalues. First of all, we
will define terms that will be used in this paper. We are going to discuss
eigenvalues, singular values and prove a theorem that relates specified values
to inequalities. Afterwards, monotonicity theorems for singular and eigenva-
lues will be proven. We will also refer to a subject of interlace theorems for
singular and eigenvalues. Furthermore, the Courant-Fischer theorem for eige-
nvalues and singular values will be proven. We will state Poincare’s theorems,
Horn’s and Von Neumann’s theorem. It will be shown that tr (AX) = 0 for
all Hermitian matrices if and only if A = 0 and also that tr (AX) = 0 for all
Hermitian matrices X if and only if A is Hermitian.

Key words: eigenvalues, singular values, monotonicity, interlace te-
orem, Courant-Fischer theorem, Poincare theorem, Horn’s theorem, Von Ne-
umann’s theorem.
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1 Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se nejednakostima za svojstvene vrijednosti. Ra-
¢unanje svojstvenih vrijednosti moze biti vrlo zahtjevno, posebno kod ma-
trica velikog reda. S druge strane, za rijeSiti pojedine probleme ponekad
¢e biti dovoljno samo ih priblizno locirati. Primjerice, ako zelimo zakljuciti
da je matrica regularna, dovoljno je utvrditi da spektar matrice ne sadrzi
nulu. Za neke druge primjene dovoljno je saznati jesu li svojstvene vrijed-
nosti po modulu manje od 1 ili imaju li negativan realni dio ili neko drugo
svojstvo. Hermitski svojstveni problem je, zbog svojih lijepih svojstava i
specijaliziranih efikasnih metoda za njegovo rjesavanje, jedan od najvaznijih
svojstvenih problema za matrice. U prvom dijelu ponovit ¢emo ve¢ poznate
pojmove koji ¢e biti koristeni u radu. Kasnije ¢emo navesti vazne teoreme
za svojstvene i singularne vrijednosti te teoreme u kojima su te vrijednosti
povezane raziCitim nejednakostima. Sljede¢i pojmovi potrebni su nam za
razumijevanje ovog rada. Sve definicije i tvrdnje preuzete su iz [1] i [4].

Napomena 1.1. U radu éemo koristiti sljedece oznake:
o M, skup svih kvadratnih matrica n-tog reda
o M,,, vektorski prostor matrica tipa m X n
e [, jedinicna matrica n-tog reda
e det A determinanta matrice A
e )\, ..., \, svojstvene vrijednosti matrice A
® 01,...,0, singularne vrijednosti matrice A, gdje je o1 = --- = 0,

e span ili linearna ljuska nepraznog skupa - skup svih linearnih kombina-
cija elemenata nepraznog skupa

Definicija 1.1 (Determinanta). Pod determinantom matrice drugog reda
mozemo podrazumijevati funkciju koja svakoj kvadratnoj matrici A =

drugog reda pridruzuje realan broj A definiran s det A = aq1a20 — a12a91.

ai; aig
a1 Q22

|



Funkciju koja matrici A pridruzuje njenu determinantu (det A) definirat ¢emo
induktivno:

a1 Qi2| .
= A11Q22 — A120Q21,
Q21 Q22
a1; Qa2 Qi3
. Q22 A23 21 23 (21 A2
Q21 G2 Q93| = A11 — Q12 + a3 ;
32 Aa33 a31 33 a31 a3z

az1 asz 33

det A = ajy det Ay —ajpdet Ajg+ - -+ (—=1)""tay, det Ay, = Z(—l)k_lalk det Ay,
k=1

gdje je Ay kvadratna matrica (n — 1)-og reda koja se dobiva iz matrice A

ispustanjem prvog retka i k-tog stupca. Posebno, za A = [a] definiramo

det A =a.

Definicija 1.2. Neka je F polje i A € M, (F). KaZemo da je skalar \ € F
svojstvena vrijedost matrice A ako postoji x € M, (F), x # 0 takav da je
Ax = Ax. Skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A naziva se spektar
matrice A i oznacava sa o(A).

Skup Va(A) = {x : Az = Iz} naziva se svojstveni potprostor pridruZen
svojstveno] vrijednosti \.

Vektor x iz navedene definicije naziva se svojstveni vektor pridruzen svoj-
stvenoj vrijednosti A\. Kratnost svojstvene vrijednosti A € o(A) kao nultocke
svojstvenog polinoma nazivamo algebarska kratnost od A. Svojstvene vri-
jednosti cija je algebarska kratnost jednaka 1 nazivaju se jednostavnim svoj-
stvenim vrijednostima.

Napomena 1.2. Svojstvene vrijednosti matrice A se mogu dobiti rjesavanjem
jednadzbe:

A= X-I,| = 0.

-2 0

Primjer 1.1. Neka je A = [ 15

o(A) = {5, -2}.

}, det(A—A) = (=2 N)(5—\) =

Napomena 1.3. Uocimo kako za m # n pojam svojstvenih vrijednosti nema
smisla. Svojstvene vrijednosti se pisu u padajucem redosljedu veli¢ina.



Definicija 1.3. (prema [5]) Neka je A € My, za m,n € N. Rastav matrice

A=UXV*
zovemo dekompozicija na singularne vrijednosti A, akosu U € M,, iV € M,
unitarne, a ¥ € M,,, dijagonalna ¥ = diag (01,02 .., Omin(mn)), Pri cemu
vrijedi 01 = 09 2 -+ 2= Onin(m,n), @ brojeve 01,03, ..., 0nin(m,n) ZOVemMo

singularne vrijednosti matrice A. Stupce matrice U zovemo lijevi, a stupce
matrice V' desni singularni vektori matrice A.

Napomena 1.4. Svi rezultati ce bite prikazani u vektorskom prostoru C" s
produktom (-,-) definiranim na nacin:

(ry)=> @ Gi=y
zax=(r1,...,2,) €C" iy = (y1,...,yn) € C".

Definicija 1.4. Zbroj elemenata na glavnoj dijagonali kvadratne matrice A
zovemo trag matrice i pisSemo tr (A), .

tr(A) =a; +ax + -+ app-

8 _3}, tada je tr (A) =8 +4 = 12.

Primjer 1.2. Neka je A = [ 1 4

Definicija 1.5. Neka je V unitaran prostor. KazZe se da je vektor x € V
normiran ako je ||z|| = 1.

Napomena 1.5. Neka je V' unitaran prostor. Za dva vektora x,y € V

kazemo da su ortogonalna (v L y) ako i samo ako wvrijedi (x,y) = 0 ili
y*-x=0.
Za skup {aq,...,a,} kaZemo da je ortonormiran ako je ortogonalan i ako je
[lai| = 1.

Definicija 1.6. Neka je A € M, (F). Matrica A* € M,,(F) se naziva
hermitski adjungirana (kompleksno transponirana) matrica matrice A ako
vrigeds

afj:@, za svel <1 <n,1<j5<m.
Napomena 1.6. Matrica A je hermitska ako je A* = A.

-2 1

Primjer 1.3. A = [ 1 0

}:>A*:A.
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Teorem 1.1. Neka su Sy i So dva potprostora vektorskog prostora V. Tada
Je

Dokaz teorema se moze pronaéi u [1].

2 Neki od vaznih teorema za svojstvene i sin-
gularne vrijednosti

Sve tvrdnje i teoremi preuzeti su iz [3].

2.1 Teorem o ispreplitanju

U ovom poglavlju ¢e biti opisana veza izmedu svojstvenih vrijednosti matrice
i njihove submatrice. Neka je A hermitska matrica reda m podjeljena kao:

B C
(23]

gdje je B reda n, za neki n < m. Ocito je da je i B hermitska matrica.
Teorem 2.1. (Teorem o ispreplitanju za svojstvene vrijednosti) Neka su:
AMZXZ o Z A i 2 e 2 2 iy
svojstvene vrijednosti od A i B redom. Tada je
A2 2 A1 2 2 2 2 Apeng 2 -5 An 2= i 2= A
Posebno, ako je m = n + 1, onda je

AUZ 2= Aoy Ao = e = Asio Ay 2 ey 2= Ay

Dokaz. Nekasuuy,us, ..., Uy,ivy,vs,...,v, odgovarajuéi ortonormirani svoj-
stveni vektori od matrica A i B. Prvo ¢emo pokazati da je Ay, > g, za svaki
k=1,2,...,n. Zasvakii=1,2,...,n zadat ¢emo proSireni vektor

w; = vi
(A 0 Y



tipa m X n. Fiksiramo 1 < k < n. Neka je S} = span {ug, ugr1, ..., Upn} i
neka je Sy = span {wy, ws, ..., wi}. Oba su podprostori od R". Primijetimo
da je dim(S;) =m —k + 1, a dim(Ss) = k.

dim(S;NS) = dim(S;) +dim(Sy) —dim(S14+53) = (m—k+1)+k—m = 1.

Prema tome, postoji vektor x iz S; N Sy takav da je x*-x = 1. Za x € 5
slijedi da je A\, < x*-A-x. Za x € Sy mozemo pisati x = aq-wy+---+ay - w,
gdje su ay, ..., ay skalari. Nadalje, imamo

=o'z =30 al? v v =30 al?,
B C (5 *
R R e v TN A B S v

k
> i i lail? = pe

Da bismo utvrdili ostale skupine nejednakosti teorema, pogledajmo matricu

-B —-C
a2 5]

Svojstvene vrijednosti od —A i —B su
_)\m> _)\mfl 2 2 _)\1 Z_,un> —Hn-1 2 2 —H
iz kojih slijede zZeljene nejednakosti. O]

Napomena 2.1. Neka je A € My, g=min{m,n}, oy > 03> --- > 0,(= 0)
singularne vrijednosti matrice A i definirajmo

~ 0 A*
i

Primigetimo da je A reda (m 4+ n). Nadalje, A je hermitska matrica.

Teorem 2.2. (Teorem o ispreplitanju za singularne vrijednosti) Neka je A €
M., takav da je

B C
=15 %)
gdje je B matrica tipa px q, zanekip <m iq<n. Nekasuo, > 09>+ >
0. (=Z0)imn =1 = - 2 7(=0) singularne vrijednosti od A i B redom,
gdje je r = min{m,n} i s = min{p,q}. Tada je 7, < 0y, zai=1,2,...,s.



Dokaz. Pretpostavimo da je s < r. Neka je

~ [0 4] % [0 B
RN |

Primijetimo da je B hermitska submatrica od A. Svojstvene vrijednosti
matrice A su

opz-20,20=0=---=02=2 -0, 2+ 2 —0y,
a od matrice B su
7-12...27—820:...:02—782...2_7-1_

Usporedujuéi prvih s svojstvenih vrijednosti matrica AiB , dobivamo Zeljene
nejednakosti. O]

Napomena 2.2. Teorem o ispreplitanju usporeduje svojstvene vrijednosti
hermitske matrice © njezine pripadne submatrice.

2.2 Svojstvene i singularne vrijednosti

Teorem 2.3. Neka je A € M,,. Neka su A1, Mg, ..., N\, svojstvene vrijednosti
matrice A rasporedene na takav nacin da je

(Al = Ao Z - = |l
Neka su oy = 09 > - -+ = 0, singularne vrijednosti matrice A. Tada je
Ao N <orp-09...04 1=1,2,....n
s jednako$éu za i = n.

Dokaz. Po Schurovom teoremu koji kaze da je svaka unitarna matrica jed-
naka trokutastoj matrici, postoje unitarne matrice U i V reda n takve da
je UAV = A, gdje je A gornje trokutasta matrica kojoj su na dijagonali
/\17/\27. . .,)\n, 1 S 1 S n . PiSemo U = [U1|U2] iV = [‘/1“/2], nge su U1 1 ‘/1
tipa n X 7. Primijetimo da je

Uy | UFAV, UAV, | o 1 A C

U; ] A|Va] = [ UsAVy UsAU, | A= 0 D |
Sada je jasno da je U AV gornje trokutasta s elementima Ay, Ao, ..., \; na

dijagonali. To je doista podmatrica od U*AV. Prema teoremu o ispreplitanju
slijedi da je

U*-A-V:[



o;[lUfAV1] < 0;[U*AV], j=1,2,... 1.
Racunajmo singularne vrijednosti od U*AV. Trebamo pronaéi svojstvene
vrijednosti od [U*AV]*[U*AV] = V*A*AV. Svojstvene vrijednosti od A*A
i V*A*AV su identicne. Stoga, o;[U*AV] = 0;(A) = 0j, j = 1,2,...,n.

Konacno,

| det(Uy AV)| = [ det(As)| = [ TTi—, oyl = [Ty 03 (U AVY) < TT_, 0.

=1

Za i = n, jednakost vrijedi. O

2.3 Teorem o monotonosti

Teorem 2.4. (Teorem o monotonosti za svojstvene vrijednosti) Neka su Ay >
e Z Ay, b 2 2 g TV = - 2 Uy, SV0JStuene vrigednosti matrica A, B
1 C' redom tako da je C' = A+ B. Tada je

(1)
/\1 +,un

MAp =0 =
' ' 1/{/\2+,un—1

(2)

/\2+,un
A+ po S > A3+ fln—1 :
A2 +
)\n—i_,ul
(3)
A\ )\3_’_”71
1+/’L3 )\+
Nodpg p =gzt fn-t ;
Xs + i
)\n—i_,ul
(n)
)\1+,un
A e
S A
/\n_’_ﬂ'l



Dokaz. Navedene nejednakosti s lijeve strane mogu se napisati kao:

N+ i 2 v,zaj=12...,4i=12,...,n (2.4.1.)
Navedene nejednakosti s desne strane mogu se napisati kao:

ViZ Nj+ pn—jyi,zaj=ti+1,...,n i=1,2,...,n (2.4.2.)

Koristedi jednostavne argumente, pokazat ¢emo da nejednakosti (2.4.2.) sli-
jede iz (2.4.1.). Neka su

UL, U2y - -+ y Un; V1,V2,...,Up; Wi, W2,...,Wn

odgovarajuéi ortonormirani svojstveni vektori matrica A, B i C redom. Fik-
siramo 1 <i<nil<j <1 Nekaje

S1 = span{u;, wji1,. .., Uy},
Sy = Span{ﬂz‘—jJrh Vi—j+2y - - >Un};
Ss = span{wy, wa, ..., w;}.

Primijetimo da je dim(S;) =n—j+1, dim(S3) =n—i+7 i dim(Ss) = 1.
Prema Teoremu 1.1. slijedi

d1m(Sl N SQ N 53) == d1m<51> -+ dlIIl(SQ N Sg) — d1m(51 + (SQ N Sg))

> dim(57) + dim(S;) + dim(S3) —n —n

=n—j+14+n—i+j574+1—n—n=1.
Stoga, postoji vektor x € S1NSNS3 takav da je x*x = 1. Za x € S, mozemo
pisati * = aju; + --- + ay,u, za neke kompleksne brojeve a;,aji1,. .., ay.
Svojstvo x*x = 1 implicira da je 7" . [a,|* = 1. Slijedi

vt Az = (3 aun) A, avur) = (30 Grur) (30, ardrty)
- Zf:j la,|? A,
Iskoristit ¢emo ¢injenicu da su u, ortonormirane svojstvene vrijednosti. Svoj-
stvene vrijednosti A; napisane su odgovarajuc¢im redosljedom veli¢ina pa sli-
jedidaje \; > x* Az > \,. Za nas slucaj potrebne su nam samo nejednakosti
Aj = x* Az >. Na slican nacin to mozemo pokazati kao
Wi—jr1 = T*Bx = pin, 11 2 2°Cx > 1,
= A+ li—j1 = ¥ Az + 2" Br = 2*Ca > v;.



Nejednakost na desnoj strani teorema se moze provesti na sljedeé¢i nacin.
Primijetimo da je

za svojstvene vrijednosti
—Ap Z A 22—, Ly 2 2

matrica (—A), (=B) i (—C) redom. Iz ranije pokazanog slijedi da za svaki
i=1,2,...nij=4,i+1,... nvrijedi

(=) + (=pa-(-0) 2 Wi,
za koje imamo
Vi 2 Aj + fn—(j—i)-
O

Definicija 2.1. Kazemo da je vektor x majoriziran vektorom y (ili y magjo-
rizira x) uz oznaku v <K y ako je :

Tyt <yy -t tye,t=1,...,n—1
Tyt Tt Ty =Y+t Yn

Vektor v = (1, s, ..., x,) je slabo majoriziran vektoromy = (y1, Y2, - .., Yn)
u oznaci T &, ako

2;21 T < 2;21 Yoy, t=1,2,...,n.

Napomena 2.3. Nejednakosti iz prethodnog teorema moZemo jednostavnije
zapisati kao:

A(C) < (A(A) +A(B))
gdje je A(C) = (v1,...,vn), AMA) = (A, ), AM(B) = (1, -, fhn)-
Teorem 2.5. Svojstvene vrijednosti hermitske matrice A su:
M= 2N 20= =0\ > A==\

(s |m — n| nula u sredini)



Dokaz. Koristec¢i dekompoziciju na singularne vrijednosti od A, dobit ¢emo
spektralnu dekompoziciju matrice A.

Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je m < n. Neka je A = PAQ de-
kompozicija na singularne vrijednosti od A, gdje su P i () unitarne matrice
odgovarajuéeg reda i A = [D|0], gdje je D = diag {A\, Aa,..., A} 10 je

Q2
tipa m X n, a @y tipa (n —m) x n. Kako je Q*-Q = I,,, podrazumijeva se da
jei Q7 - Q1+ Q5 - Q2 = I,,. Dekompozicija na singularne vrijednosti matrice
A mozemo napisati kao: A = P - D - ();. Konstruiramo matricu

nulmatrica tipa m x (n —m). Podijelimo @ kao: Q = { A ], gdje je Q4

Q9 P
V2 Y2
U= | =x I
V2 V2
@ 0

Primijetimo da je U matrica reda (m+n). U je zaista unitarna matrica.
Naime,

N D 0 0
A=U*-1 0 -D 0| -U.
0 0 0

Dobili smo spektralnu dekompoziciju hermitske matrice A. Vrijednosti na
dijagonali matrice A predstavljaju svojstvene vrijednosti matrice A. O]

Teorem 2.6. (Teorem o monotonosti za singularne vrijednosti)Neka su oy
Z .20, T2 ... 2Ty 00 = ... 2 Yy singularne vrigednosti matrica A,
B i C redom. Matrice A i B su tipa m xn, C =A+ B iq=min{m,n}.
Tada dobivamo sljedeci rezultat:

(1)
o1+ 7y

09 + Tq—1

Oq+ T

10



(2)
01+ Ty—1
+ Ty
/Uqfl S 72 Tq ? )

Og¢—1 + 7
(3)
01 —|—Tq_2
09 + Tg—3
Vg—2 S I ;

Og—2 + 71

(q)

U1 S g1 +7'1.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati koristeci teorem 2.3. Za svaku od matrica A,
B i C konstruirat ¢emo A, Bi C'. Primijetimo da je C'= A + B. Svojstvene
vrijednosti matrica A, B i C su redom:

o202 20,20=--=02—-0,2—-0412" 2 —01;
nznz - 21720=--=02-1,2-112"2—T;
vz 220, 20=-=02 -0, 2 —v4_1 2 2= —01.

Koristec¢i pazljivo prvih ¢ svojstvenih vrijednosti matrice C i teorem 2.3.
moze se utvrditi nejednakost:

Ui>O-j+7—i—j+1aj:172a"'7i; Z:172aq7

s desne strane predstavljene u teoremu 2.3. Koristit ¢emo matrice Z, BiC

(U1,V2, ..., 04,0,0,...,0, —Ug, —Vg—1, ..., —V1) K
(01,02,...,040,0,...,0,—04, —04—1,...,—01) +
(71,725 .-, 74,0,0,...,0, =7, =Tg—1, ..., —T1).

Iz toga, dobivamo
(U1, V2, .., 0g) Ly (01,09, ..., 0¢) + (T1, T2y ..., Ty)-
O

Napomena 2.4. Teorem o monotonosti usporeduje zbroj svojstvenih vrijed-
nosti matrica A i B sa svojstvenim vrijednostima zbroja.

11



2.4 Courant-Fischer teorem

Teorem 2.7 (Courant-Fischer teorem za svojstvene vrijednosti). Neka je
A € M,, hermitska matrica sa svojstvenim vrijednostima

ALZ A2 2 Ay

Tada za svaki 1 < k <n,

Ak = max - min (2" -A-x)
SCCn,dim(S)=k =z€Sz*x=1
= min - max (z"-A-x).
TCC? dim(T)=n—k+1 z€T,x*-z=1
Posebno,
M= max z"-A-z,\,= min x"-A-z.
zeCnx*-x=1 zeCn x*-x=1

Dokaz teorema moze se pronadi u [3].

Teorem 2.8 (Courant-Fischer teorem za singularne vrijednosti). Neka je
Ae M, i

g1(A) Z 09(A) > ...

singularne vrijednosti. Tada za svaki k > 1,

[N

or(A) Sccn,dirrﬁlsgl:n—k+1 zeéﬁéﬁzl(x( )z)

[N

= max - min (z"(A"- A)x)2.

TCCn dim(T)=k z€T,z*-z=1
Dokaz teorema moze se pronadi u [3].

Korolar 2.1 (Teorem o ispreplitanju). Neka je A € M, hermitska matrica
sa svojstvenim vrijednostima \y = Ao = --- = \,. Neka su B submatrica od
A dobivena brisanjem nekih n —r redaka i odgovarajucih stupaca od A. Neka
SU = o = -+ = Wy Svogstvene vrijednosti od B. Tada je

>\k 2,“1{: 2)\/64—71—7‘7 k:1,2,...,7".
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Dokaz. Primijetimo da je B hermitska matrica reda r. Bez smanjenja opcéenitosti
pretpostavimo da je matrica B dobivena iz matrice A brisanjem zadnjih n—r
stupaca i zadnjih n — r redaka matrice A. Za 1 < k < r, prema Courant-
Fischer teoremu,

A = min - max (x*Azx)
TCCn,dim(T)=n—k+1 z€Tz*z=1

V

min - max (2"Az)
TcC",dim(T)=n—k+1 2€T,z*-2=1

3 *
= min - max (Y By)=
TCcCr,dim(T)=r—k+1 yeT,y*~y:1( ) K

gdje je z u sredini jednakosti vektor zadnjih (n — r) komponenata nula. Za
1 < k <r, prema Courant-Fischer teoremu,

Modnr = max - min (2"Az)
ScCn,dim(S)=k+n—r z€S,z*-x=1

IN

max - min (2"Az)
SCC”,dim(S)=k+n—r 2€S,z*-2=1

: *
= max - min (y"By) = .
ScCr,dim(S)=k yGS,y*~y:1( ) H

2.5 Poincareov i Hornov teorem

Napomena 2.5. Teorem o monotonosti, teorem o ispreplitanju i Courant-
Fischerov teorem cine trojstvo teorema o svojstvenim i singularnim vrijed-
nostima matrice.

Teorem 2.9 (Poincareov teorem o razdvajanju za svojstvene vrijednosti).
Neka je A € M, hermitska matrica sa svojstvenim vrijednostima \y = Ao =
-++ = \,. Neka je B bilo koja matrica tipa n X k takva da je B* - B = I, tj.
stupci od B predstavljaju skup ortonormiranih vektora. Neka je py = po =
- 2= g svojstvena vrigednosti od matrice B*AB. Tada je

Ai)ﬂi2)\i+n—k7i:172a"'7k'

Dokaz teorema moze se pronadi u [3].
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Teorem 2.10 (Poincareov teorem o razdvajanju za singularne vrijednosti).
Neka je A € M,,,, sa singularnim vrijednostima

0'1(A> 2 O'Q(A) 2

Neka su U 1V dvije matrice tipa m X p, odnosno nxq, takve da je U*-U = I,
i V*-V =1,. Nekaje B=U"-A-V sa singularnim vrijednostima

B)>o03(B)>....

01

~—

Tada jer = (m —p)+ (n — q),

0i(A) > 0y(B) 2 0;1r(A),i =1,2,...,min{m,n}.

Teorem 2.11 (Hornov teorem). Neka je A € M,,, i B € M,,. Neka je
g = min{m, n,p}, r = min{m,n}, s = min{n, p} i t = min{m, p}. Neka su

0),
0),

(= 0),

WV

> > JT(A)
>US(B)

2---2@(143

(
(

V

~—

singularne vrijednosti od A, B i AB redom. Tada
H;’:l 0]<AB) 2 H;:l Oj(A)Uj(B)v i = 17 2a s g

Ako su A i B kvadratne matrice istog reda, tj. m = n = p, tada jednakost
vrijedi za i = n.

Dokaz. Dokaz se provodi u par koraka.

1. Neka je AB = PAQ* dekompozicija na singularne vrijednosti od AB
za neke unitarne matrice P i Q) reda m i n redom. Element na poziciji (k, k)
matrice A jednak je o, (AB), k= 1,2,...,t, a ostali unosi matrice A su nula.

2. Neka je 1 > ) 2 q. Pisemo P = [P1|P2] 1 Q = [Q1|Q2]7 nge Ssu P1 1 Ql
tipa m x i ipxiredom. Promotrimo, P;(AB)@; reda i je glavna submatrica

od P*(AB)Q. Stoga, Py (AB)Q, = diag {o1(AB),03(AB),...,0:(AB)}, i
det(PyABQy) =[], 0;(AB).
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3. Zelimo se fokusirati na matricu BQ;, tipa n X i. Prema teoremu o
polarnoj dekompoziciji, mozemo pronaci dvije matrice X tipan x i i W reda
1 takve da X ima ortonormirane stupce, W je pozitivno definitna matrica i
BQ, = XW. Primijetimo da W? = (BQ,)*(BQ,) = Q;B*BQ;. Stoga,

det(W?) =produkt korijena svojstvenih vrijednosti od W
=produkt svojstvenih vrijednosti od Q7 B* B

=[] oi(@iB"BQy).
j=1

(Singularne i svojstvene vrijednosti su iste za pozitivno semidefinitnu ma-
tricu). Prema Poincareovom teoremu slijedi

H;':1 0j(Q1B*BQ1| > Hj‘:l 0j(B*B) = Hj‘:1 UJQ‘(B)-

4. Fokus je na matrici PfAX. To je kvadratna matrica reda i. Prema
teoremu 2.3. i Poincareovom teoremu,

| det(PrAX)| = TTj_y 05 (P AX) > TTj_, 05(A).

7j=1
5. Kombinacijom svih koraka imamo

[10:(AB) = det(PrABQy) = | det(Py ABQ)| = | det((P{AX)(W))]

Jj=1

= | det(P;AX)|| det(W H o;(A

6. Za m = n = p, imamo

[T)-1 05(AB) = | det(AB)| = | det(A)| - | det(B)| = [, 9;(A)0;(B).

J=1

2.6 Von Neumannov teorem

Napomena 2.6. Za kvadratnu matricu su trag matrice © suma svih svojstve-
nih vrijednosti iste.

Propozicija 2.1. Neka je A € M,,,,. Tada je tr (AX) =0 za svaku matricu
X tipa n x m ako i samo ako je A = 0.
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Teorem 2.12. Neka je A € M,. Tada je tr (AX) = 0 za sve hermitske
matrice X ako i samo ako je A = 0.

Dokaz teorema se moze pronadi u [3].

Teorem 2.13. Neka je A € M,,. Tada je tr (AX) realan za sve hermitske
matrice X ako i samo ako je A hermitska.

Dokaz. < Pretpostavimo da su A = [a;;] 1 X = [z;;] hermitske. Promotrimo

tr (AX) = >0, > 00L, i
Za A1 X hermitske, a; 1 x;; su realni za svaki 7. Stoga, a;x; su realni za
svaki i. Neka je i # j. PiSemo a;; = a+ibixj = c+id, gdjesua,b,c,d € R.
Tada je
Qi i + A5 = Qi 44 + Eijfji = (a -+ lb) (C + ld) -+ (a — lb) (C — ld) =
2(ac — bd) +i(ad + bc) — i(ad + be) = 2(ac — bd)
sto je i ocito. Dakle, tr (AX) je realan.

= Obratno, pretpostavimo da je tr (AX) realan za svaku hermitsku matricu
X. Tada je

tr (AX) =tr (AX) =tr ((AX)*) = tr (X*A*) = tr (XA*) = tr (A*X)
=tr((A—A9X)=0

za sve hermitske matrice X. Prema Teoremu 2.12., imamo A — A* = 0, tj.
A je hermitska. [l

Teorem 2.14. Neka je A € M,, hermitska. Ako je tr (A) > Retr (AU) za
sve unitarne matrice U, tada je A pozitivno definitna matrica.
Dokaz. Izvest ¢emo spektralnu dekompoziciju matrice A. Neka je

A = Mugui + Augul + - - + Apupu,,

gdje su Ai, Ag, ..., A\, svojstvene vrijednosti od A i uy,uo,...,u, odgova-
rajuci ortonormirani svojstveni vektori matrice A. To trebamo dokazati za
svaki A; > 0. Pretpostavimo suprotno. Neka su neke od svojstvenih vrijed-
nosti negativne. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je

/\17A27"'7)‘7"201)\T+17A7‘+27"'7)‘m<07
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za neki 1 < r < n. Neka je
B = MNujul + Auguy + - - - + A\upuy,

* * *
C= _)\TJrluT‘JrlurJrl - )\T‘+2u’f'+2ur+2 - )\mumunw

*

* * * * *
U = ujuj + ugyg + -+ + Uplly — Up 1 Uy ] — UppaUp g — =+ — Uy Uy,

Primijetimo da su B i C pozitivno definitne, C' # 0, A = B — C, U je
hermitska i unitarna. Inace, AU = B + C'. Takoder,
tr(A) =tr(B) —tr (C) = tr (AU) = tr (B) + tr (C).

Ta nejednakost je moguca samo ako je tr (C') = 0. Buduéi da je C' pozitivno
definitna, to je moguce samo ako je C' = 0. Time dolazimo do kontradikcije.
m

Teorem 2.15. Neka je A € M, sa singularnim vrijednostima
01(A) =2 02(A) = -+ = 0(A),

i dekompozicijom na singularne vrijednosti A = PAQ, gdje su P i @ uni-
tarne matrice, a A = diag{o1(A),02(A),...,0m(A)}. Neka je U, skup svih
unitarnih matrica reda m. Tada je

maxyey,, Re tr(AU) = > 0:(A)
i postize se maksimum na Uy = Q*P*. (Uy ne mora biti jedintven)
Dokaz. Neka je U € U,,. Izracunajmo
Retr (AU) = Retr (PAQU) = Retr (AQUP) =Re ) ", 0;(A)[QUP);;,

gdje je [QU P);; i-ti dijagonalni element matrice QU P. Buduéi da je unitarna
matrica |[QU PJ;| <1 za svaki i. Stoga,

[Retr (AU)| < 352, 0i(A)[QUP| < 3772, 0i(A).

[zracunajmo posebno,

Retr (AUp) = Retr (PAQQ*P*) = Retr (AQQ*P*P)

m

= Retr(A) = Z%‘(A)-

=1

Stoga, AUy = PAP* je ocito pozitivno definitna matrica. O
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Teorem 2.16 (Von Neumannov teorem). Neka su A € M,,, i B € My,

takve da je AB i BA pozitivno definitne matrice. Neka je p = min{m,n},
q = max{m,n},

01(A) Z 02(A) Z -+ = 0p(A) 1 01(B) 2 02(B) = - > 0,(B)

singularne vrijednosti od A i B redom. Neka je

Up+1(A)

= Op2(A) = -+ = 04(4A)
opy1(B) = 0y

(B) = =0 (B) =0

Tada postoji permutacija 7 od {1,2,...,q} takva da je

tr (AB) = tr (BA) = X0, 0:(A)o i) (B).

Dokaz teorema moze se pronadi u [3].
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