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Sažetak

Tema ovog rada su nejednakosti za svojstvene vrijednosti. Najprije ćemo
navesti pojmove koji će nam biti potrebni u kasnijim računima i dokazima.
Govorit ćemo o svojstvenim i singularnim vrijednostima te dokazati teorem
koji ih povezuje nejednakostima. Nakon toga dokazat ćemo teorem o mo-
notonosti za singularne i svojstvene vrijednosti. Dotaknut ćemo se i teme
teorema o ispreplitanju za singularne i svojstvene vrijednosti. Takoder, do-
kazat ćemo i Courant-Fischerov teorem za svojstvene i singularne vrijednosti.
Iskazat ćemo Poincareov teorem, Hornov teorem i Von Neumannov teorem.
Dokazat ćemo da je tr (AX) = 0 za sve hermitske matrice X ako i samo ako
je A = 0 te da je tr (AX) realna za sve hermitske matrice X ako i samo ako
je A hermitska.

Ključne riječi: svojstvene vrijednosti, svojstveni vektori, monotonost,
teorem o ispreplitanju, Courant-Fischerov teorem, Poincareov teorem,Hornov
teorem, Von Neumannov teorem.

Abstract

The subject of this paper are inequalities for eigenvalues. First of all, we
will define terms that will be used in this paper. We are going to discuss
eigenvalues, singular values and prove a theorem that relates specified values
to inequalities. Afterwards, monotonicity theorems for singular and eigenva-
lues will be proven. We will also refer to a subject of interlace theorems for
singular and eigenvalues. Furthermore, the Courant-Fischer theorem for eige-
nvalues and singular values will be proven. We will state Poincare’s theorems,
Horn’s and Von Neumann’s theorem. It will be shown that tr (AX) = 0 for
all Hermitian matrices if and only if A = 0 and also that tr (AX) = 0 for all
Hermitian matrices X if and only if A is Hermitian.

Key words: eigenvalues, singular values, monotonicity, interlace te-
orem, Courant-Fischer theorem, Poincare theorem, Horn’s theorem, Von Ne-
umann’s theorem.
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1 Uvod

U ovom radu bavit ćemo se nejednakostima za svojstvene vrijednosti. Ra-
čunanje svojstvenih vrijednosti može biti vrlo zahtjevno, posebno kod ma-
trica velikog reda. S druge strane, za riješiti pojedine probleme ponekad
će biti dovoljno samo ih približno locirati. Primjerice, ako želimo zaključiti
da je matrica regularna, dovoljno je utvrditi da spektar matrice ne sadrži
nulu. Za neke druge primjene dovoljno je saznati jesu li svojstvene vrijed-
nosti po modulu manje od 1 ili imaju li negativan realni dio ili neko drugo
svojstvo. Hermitski svojstveni problem je, zbog svojih lijepih svojstava i
specijaliziranih efikasnih metoda za njegovo rješavanje, jedan od najvažnijih
svojstvenih problema za matrice. U prvom dijelu ponovit ćemo već poznate
pojmove koji će biti korǐsteni u radu. Kasnije ćemo navesti važne teoreme
za svojstvene i singularne vrijednosti te teoreme u kojima su te vrijednosti
povezane razičitim nejednakostima. Sljedeći pojmovi potrebni su nam za
razumijevanje ovog rada. Sve definicije i tvrdnje preuzete su iz [1] i [4].

Napomena 1.1. U radu ćemo koristiti sljedeće oznake:

• Mn skup svih kvadratnih matrica n-tog reda

• Mmn vektorski prostor matrica tipa m× n

• In jedinična matrica n-tog reda

• detA determinanta matrice A

• λ1, . . . , λn svojstvene vrijednosti matrice A

• σ1, . . . , σn singularne vrijednosti matrice A, gdje je σ1 > · · · > σn

• span ili linearna ljuska nepraznog skupa - skup svih linearnih kombina-
cija elemenata nepraznog skupa

Definicija 1.1 (Determinanta). Pod determinantom matrice drugog reda

možemo podrazumijevati funkciju koja svakoj kvadratnoj matrici A =

[
a11 a12
a21 a22

]
drugog reda pridružuje realan broj A definiran s detA = a11a22 − a12a21.
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Funkciju koja matrici A pridružuje njenu determinantu (detA) definirat ćemo
induktivno: ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21;

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12 ∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ ;
. . .

detA = a11 detA11−a12 detA12+· · ·+(−1)n−1a1n detA1n =
n∑
k=1

(−1)k−1a1k detA1k,

gdje je A1k kvadratna matrica (n − 1)-og reda koja se dobiva iz matrice A
ispuštanjem prvog retka i k-tog stupca. Posebno, za A = [a] definiramo
det A = a.

Definicija 1.2. Neka je F polje i A ∈ Mn(F). Kažemo da je skalar λ ∈ F
svojstvena vrijedost matrice A ako postoji x ∈ Mn1(F), x 6= 0 takav da je
Ax = λx. Skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A naziva se spektar
matrice A i označava sa σ(A).
Skup VA(λ) = {x : Ax = λx} naziva se svojstveni potprostor pridružen
svojstvenoj vrijednosti λ.

Vektor x iz navedene definicije naziva se svojstveni vektor pridružen svoj-
stvenoj vrijednosti λ. Kratnost svojstvene vrijednosti λ ∈ σ(A) kao nultočke
svojstvenog polinoma nazivamo algebarska kratnost od λ. Svojstvene vri-
jednosti čija je algebarska kratnost jednaka 1 nazivaju se jednostavnim svoj-
stvenim vrijednostima.

Napomena 1.2. Svojstvene vrijednosti matrice A se mogu dobiti rješavanjem
jednadžbe:

|A− λ · In| = 0.

Primjer 1.1. Neka je A =

[
−2 0
1 5

]
, det(A− λI) = (−2− λ)(5− λ) =⇒

σ(A) = {5,−2}.

Napomena 1.3. Uočimo kako za m 6= n pojam svojstvenih vrijednosti nema
smisla. Svojstvene vrijednosti se pǐsu u padajućem redosljedu veličina.
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Definicija 1.3. (prema [5]) Neka je A ∈Mmn, za m,n ∈ N. Rastav matrice

A = UΣV ∗

zovemo dekompozicija na singularne vrijednosti A, ako su U ∈Mm i V ∈Mn

unitarne, a Σ ∈ Mmn dijagonalna Σ = diag (σ1, σ2 . . . , σmin(m,n)), pri čemu
vrijedi σ1 > σ2 > · · · > σmin(m,n), a brojeve σ1, σ2, . . . , σmin(m,n) zovemo
singularne vrijednosti matrice A. Stupce matrice U zovemo lijevi, a stupce
matrice V desni singularni vektori matrice A.

Napomena 1.4. Svi rezultati će biti prikazani u vektorskom prostoru Cn s
produktom 〈·, ·〉 definiranim na način:

〈x, y〉 =
∑n

i=1 xi · yi = y∗ · x

za x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn i y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn.

Definicija 1.4. Zbroj elemenata na glavnoj dijagonali kvadratne matrice A
zovemo trag matrice i pǐsemo tr (A), tj.

tr (A) = a11 + a22 + · · ·+ ann.

Primjer 1.2. Neka je A =

[
8 −3
1 4

]
, tada je tr (A) = 8 + 4 = 12.

Definicija 1.5. Neka je V unitaran prostor. Kaže se da je vektor x ∈ V
normiran ako je ||x|| = 1.

Napomena 1.5. Neka je V unitaran prostor. Za dva vektora x, y ∈ V
kažemo da su ortogonalna (x ⊥ y) ako i samo ako vrijedi 〈x, y〉 = 0 ili
y∗ · x = 0.
Za skup {a1, . . . , an} kažemo da je ortonormiran ako je ortogonalan i ako je
||ai|| = 1.

Definicija 1.6. Neka je A ∈ Mmn(F). Matrica A∗ ∈ Mnm(F) se naziva
hermitski adjungirana (kompleksno transponirana) matrica matrice A ako
vrijedi

a∗ij = aji, za sve 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

Napomena 1.6. Matrica A je hermitska ako je A∗ = A.

Primjer 1.3. A =

[
−2 1
1 0

]
⇒ A∗ = A.
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Teorem 1.1. Neka su S1 i S2 dva potprostora vektorskog prostora V . Tada
je

dim(S1 + S2) = dim(S1) + dim(S2)− dim(S1 ∩ S2).

Dokaz teorema se može pronaći u [1].

2 Neki od važnih teorema za svojstvene i sin-

gularne vrijednosti

Sve tvrdnje i teoremi preuzeti su iz [3].

2.1 Teorem o ispreplitanju

U ovom poglavlju će biti opisana veza izmedu svojstvenih vrijednosti matrice
i njihove submatrice. Neka je A hermitska matrica reda m podjeljena kao:

A =

[
B C
C∗ D

]
,

gdje je B reda n, za neki n < m. Očito je da je i B hermitska matrica.

Teorem 2.1. (Teorem o ispreplitanju za svojstvene vrijednosti) Neka su:

λ1 > λ2 > · · · > λm i µ1 > µ2 > · · · > µn

svojstvene vrijednosti od A i B redom. Tada je

λ1 > µ1 > λm−n+1;µ2 > µ2 > λm−n+2; . . . ;λn > µn > λm.

Posebno, ako je m = n + 1, onda je

λ1 > µ1 > λ2; λ2 > µ2 > λ3; . . . ;λn > µn > λn+1.

Dokaz. Neka su u1, u2, . . . , um i v1, v2, . . . , vn odgovarajući ortonormirani svoj-
stveni vektori od matrica A i B. Prvo ćemo pokazati da je λk > µk, za svaki
k = 1, 2, . . . , n. Za svaki i = 1, 2, . . . , n zadat ćemo prošireni vektor

wi =

[
vi
0

]
,
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tipa m × n. Fiksiramo 1 ≤ k ≤ n. Neka je S1 = span {uk, uk+1, . . . , um} i
neka je S2 = span {w1, w2, . . . , wk}. Oba su podprostori od Rn. Primijetimo
da je dim(S1) = m− k + 1, a dim(S2) = k.

dim(S1∩S2) = dim(S1)+dim(S2)−dim(S1 +S2) > (m−k+1)+k−m = 1.

Prema tome, postoji vektor x iz S1 ∩ S2 takav da je x∗ · x = 1. Za x ∈ S1

slijedi da je λk ≤ x∗ ·A ·x. Za x ∈ S2 možemo pisati x = a1 ·w1 + · · ·+ak ·wk,
gdje su a1, . . . , ak skalari. Nadalje, imamo

1 = x∗ · x =
∑k

i=1 |ai|2 · v∗i · vi =
∑k

i=1 |ai|2,

λk > x∗ ·A · x =
∑k

i=1 |ai|2 · [vi|0] ·
[
B C
C∗ 0

]
·
[
vi
0

]
=
∑k

i=1 |ai|2 · v∗i ·B · vi

> µk ·
∑k

i=1 |ai|2 = µk.

Da bismo utvrdili ostale skupine nejednakosti teorema, pogledajmo matricu

−A =

[
−B −C
−C∗ −D

]
.

Svojstvene vrijednosti od −A i −B su

−λm > −λm−1 > · · · > −λ1 i− µn > −µn−1 > · · · > −µ1

iz kojih slijede željene nejednakosti.

Napomena 2.1. Neka je A ∈Mmn, q=min {m,n}, σ1 > σ2 > · · · > σq (> 0)
singularne vrijednosti matrice A i definirajmo

Ã =

[
0 A∗

A 0

]
.

Primijetimo da je Ã reda (m+ n). Nadalje, Ã je hermitska matrica.

Teorem 2.2. (Teorem o ispreplitanju za singularne vrijednosti) Neka je A ∈
Mmn takav da je

A =

[
B C
D E

]
,

gdje je B matrica tipa p×q, za neki p ≤ m i q ≤ n. Neka su σ1 > σ2 > · · · >
σr(> 0) i τ1 > τ2 > · · · > τr(> 0) singularne vrijednosti od A i B redom,
gdje je r = min {m,n} i s = min {p, q}. Tada je τi ≤ σi, za i = 1, 2, . . . , s.
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Dokaz. Pretpostavimo da je s ≤ r. Neka je

Ã =

[
0 A∗

A 0

]
, B̃ =

[
0 B∗

B 0

]
.

Primijetimo da je B̃ hermitska submatrica od Ã. Svojstvene vrijednosti
matrice Ã su

σ1 > · · · > σr > 0 = 0 = · · · = 0 > −σr > · · · > −σ1,

a od matrice B̃ su

τ1 > · · · > τs > 0 = · · · = 0 > −τs > · · · > −τ1.

Usporedujući prvih s svojstvenih vrijednosti matrica Ã i B̃, dobivamo željene
nejednakosti.

Napomena 2.2. Teorem o ispreplitanju usporeduje svojstvene vrijednosti
hermitske matrice i njezine pripadne submatrice.

2.2 Svojstvene i singularne vrijednosti

Teorem 2.3. Neka je A ∈Mn. Neka su λ1, λ2, . . . , λn svojstvene vrijednosti
matrice A rasporedene na takav način da je

|λ1| > |λ2| > · · · > |λn|.

Neka su σ1 > σ2 > · · · > σn singularne vrijednosti matrice A. Tada je

|λ1 · λ2 . . . λi| ≤ σ1 · σ2 . . . σi, i = 1, 2, . . . , n

s jednakošću za i = n.

Dokaz. Po Schurovom teoremu koji kaže da je svaka unitarna matrica jed-
naka trokutastoj matrici, postoje unitarne matrice U i V reda n takve da
je U∗AV = ∆, gdje je ∆ gornje trokutasta matrica kojoj su na dijagonali
λ1, λ2, . . . , λn, 1 ≤ i ≤ n . Pǐsemo U = [U1|U2] i V = [V1|V2], gdje su U1 i V1
tipa n× i. Primijetimo da je

U∗ · A · V =

[
U∗1
U∗2

]
·A[V1|V2] =

[
U∗1AV1 U∗1AV2
U∗2AV1 U∗2AU2

]
= ∆ =

[
∆i C
0 D

]
.

Sada je jasno da je U∗1AV1 gornje trokutasta s elementima λ1, λ2, . . . , λi na
dijagonali. To je doista podmatrica od U∗AV . Prema teoremu o ispreplitanju
slijedi da je
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σj[U
∗
1AV 1] ≤ σj[U

∗AV ], j = 1, 2, . . . , i.

Računajmo singularne vrijednosti od U∗AV . Trebamo pronaći svojstvene
vrijednosti od [U∗AV ]∗[U∗AV ] = V ∗A∗AV . Svojstvene vrijednosti od A∗A
i V ∗A∗AV su identične. Stoga, σj[U

∗AV ] = σj(A) = σj, j = 1, 2, . . . , n.
Konačno,

| det(U∗1AV1)| = | det(∆i)| = |
∏i

j=1 αj| =
∏i

j=1 σj(U
∗
1AV

∗
1 ) ≤

∏i
j=1 σj.

Za i = n, jednakost vrijedi.

2.3 Teorem o monotonosti

Teorem 2.4. (Teorem o monotonosti za svojstvene vrijednosti) Neka su λ1 >
· · · > λn, µ1 > · · · > µn i ν1 > · · · > νn svojstvene vrijednosti matrica A, B
i C redom tako da je C = A+B. Tada je

(1)

λ1 + µ1 > ν1 >

{
λ1 + µn

λ2 + µn−1
;

(2)

λ1 + µ2

λ2 + µ1

}
> ν2 >


λ2 + µn

λ3 + µn−1

. . .

λn + µ1

;

(3)

λ1 + µ3

λ2 + µ2

λ3 + µ1

 > ν3 >


λ3 + µn

λ4 + µn−1

. . .

λn + µ1

;

. . .

(n)
λ1 + µn
λ2 + µn−1

. . .
λn + µ1

 > νn > λn + µn.
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Dokaz. Navedene nejednakosti s lijeve strane mogu se napisati kao:

λj + µi−j+1 > νi, za j = 1, 2, . . . , i; i = 1, 2, . . . , n. (2.4.1.)

Navedene nejednakosti s desne strane mogu se napisati kao:

νi > λj + µn−j+i, za j = i, i+ 1, . . . , n; i = 1, 2, . . . , n. (2.4.2.)

Koristeći jednostavne argumente, pokazat ćemo da nejednakosti (2.4.2.) sli-
jede iz (2.4.1.). Neka su

u1, u2, . . . , un; v1, v2, . . . , vn; w1, w2, . . . , wn

odgovarajući ortonormirani svojstveni vektori matrica A, B i C redom. Fik-
siramo 1 ≤ i ≤ n i 1 ≤ j ≤ i. Neka je

S1 = span{uj, uj+1, . . . , un},
S2 = span{vi−j+1, vi−j+2, . . . , vn},
S3 = span{w1, w2, . . . , wi}.

Primijetimo da je dim(S1) = n− j+ 1, dim(S2) = n− i+ j i dim(S3) = i.
Prema Teoremu 1.1. slijedi

dim(S1 ∩ S2 ∩ S3) = dim(S1) + dim(S2 ∩ S3)− dim(S1 + (S2 ∩ S3))

= dim(S1) + dim(S2) + dim(S3)− dim(S2 + S3)− dim(S1 + (S2 ∩ S3))

> dim(S1) + dim(S2) + dim(S3)− n− n
= n− j + 1 + n− i+ j + i− n− n = 1.

Stoga, postoji vektor x ∈ S1∩S2∩S3 takav da je x∗x = 1. Za x ∈ S1, možemo
pisati x = ajuj + · · · + anun za neke kompleksne brojeve aj, aj+1, . . . , an.
Svojstvo x∗x = 1 implicira da je

∑n
r=j |ar|2 = 1. Slijedi

x∗Ax = (
∑n

r=j aru
∗
r)A(

∑n
r=j arur) = (

∑n
r=j aru

∗
r)(
∑n

r=j arλrur)

=
∑n

r=j |ar|2λr.

Iskoristit ćemo činjenicu da su ur ortonormirane svojstvene vrijednosti. Svoj-
stvene vrijednosti λi napisane su odgovarajućim redosljedom veličina pa sli-
jedi da je λj > x∗Ax > λn. Za naš slučaj potrebne su nam samo nejednakosti
λj > x∗Ax >. Na sličan način to možemo pokazati kao

µi−j+1 > x∗Bx > µn, ν1 > x∗Cx > νi,

⇒ λj + µi−j+1 > x∗Ax+ x∗Bx = x∗Cx > νi.

8



Nejednakost na desnoj strani teorema se može provesti na sljedeći način.
Primijetimo da je

(−A) + (−B) = −C,

za svojstvene vrijednosti

−λn > · · · − λ1; −µn > · · · > −µ1, i −νn > · · · > −ν1
matrica (−A), (−B) i (−C) redom. Iz ranije pokazanog slijedi da za svaki
i = 1, 2, . . . , n i j = i, i+ 1, . . . , n vrijedi

(−λj) + (−µn−(j−i)) > −νi,

za koje imamo

νi > λj + µn−(j−i).

Definicija 2.1. Kažemo da je vektor x majoriziran vektorom y (ili y majo-
rizira x) uz oznaku x� y ako je :

x(1) + · · ·+ x(i) ≤ y(1) + · · ·+ y(i), i = 1, . . . , n− 1
x1 + x2 + · · ·+ xn = y1 + y2 + · · ·+ yn.

Vektor x = (x1, x2, . . . , xn)
′

je slabo majoriziran vektorom y = (y1, y2, . . . , yn)
′

u oznaci x�w ako∑i
j=1 x(j) ≤

∑i
j=1 y(j), i = 1, 2, . . . , n.

Napomena 2.3. Nejednakosti iz prethodnog teorema možemo jednostavnije
zapisati kao:

Λ(C)� (Λ(A) + Λ(B))

gdje je Λ(C) = (ν1, . . . , νn), Λ(A) = (λ1, . . . , λn), Λ(B) = (µ1, . . . , µn).

Teorem 2.5. Svojstvene vrijednosti hermitske matrice Ã su:

λ1 > λ2 > · · · > λq > 0 = · · · = 0 > −λq > −λq−1 > · · · > −λ1.

(s |m− n| nula u sredini)
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Dokaz. Koristeći dekompoziciju na singularne vrijednosti od A, dobit ćemo
spektralnu dekompoziciju matrice Ã.
Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je m ≤ n. Neka je A = P∆Q de-
kompozicija na singularne vrijednosti od A, gdje su P i Q unitarne matrice
odgovarajućeg reda i ∆ = [D|0], gdje je D = diag {λ1, λ2, . . . , λm} i 0 je

nulmatrica tipa m × (n−m). Podijelimo Q kao: Q =

[
Q1

Q2

]
, gdje je Q1

tipa m×n, a Q2 tipa (n−m)×n. Kako je Q∗ ·Q = In, podrazumijeva se da
je i Q∗1 ·Q1 +Q∗2 ·Q2 = In. Dekompozicija na singularne vrijednosti matrice
A možemo napisati kao: A = P ·D ·Q1. Konstruiramo matricu

U =


Q1√
2

P ∗√
2

−Q1√
2

P ∗√
2

Q2 0

.

Primijetimo da je U matrica reda (m+ n). U je zaista unitarna matrica.
Naime,

Ã = U∗ ·

 D 0 0
0 −D 0
0 0 0

 · U .

Dobili smo spektralnu dekompoziciju hermitske matrice Ã. Vrijednosti na
dijagonali matrice Ã predstavljaju svojstvene vrijednosti matrice Ã.

Teorem 2.6. (Teorem o monotonosti za singularne vrijednosti)Neka su σ1
> . . . > σq, τ1 > . . . > τq i υ1 > . . . > υq singularne vrijednosti matrica A,
B i C redom. Matrice A i B su tipa m × n, C = A + B i q = min {m,n}.
Tada dobivamo sljedeći rezultat:

(1)

υq ≤


σ1 + τq

σ2 + τq−1

. . .

σq + τ1

;
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(2)

υq−1 ≤


σ1 + τq−1

σ2 + τq−2

. . .

σq−1 + τ1

;

(3)

υq−2 ≤


σ1 + τq−2

σ2 + τq−3

. . .

σq−2 + τ1

;

. . .

(q)
υ1 ≤ σ1 + τ1.

Dokaz. Teorem ćemo dokazati koristeći teorem 2.3. Za svaku od matrica A,
B i C konstruirat ćemo Ã, B̃ i C̃. Primijetimo da je C̃ = Ã + B̃. Svojstvene
vrijednosti matrica Ã, B̃ i C̃ su redom:

σ1 > σ2 > · · · > σq > 0 = · · · = 0 > −σq > −σq−1 > · · · > −σ1;
τ1 > τ2 > · · · > τq > 0 = · · · = 0 > −τq > −τq−1 > · · · > −τ1;
υ1 > υ2 > · · · > υq > 0 = · · · = 0 > −υq > −υq−1 > · · · > −υ1.

Koristeći pažljivo prvih q svojstvenih vrijednosti matrice C̃ i teorem 2.3.
može se utvrditi nejednakost:

υi > σj + τi−j+1, j = 1, 2, . . . , i; i = 1, 2, . . . q;

s desne strane predstavljene u teoremu 2.3. Koristit ćemo matrice Ã, B̃ i C̃

(υ1, υ2, . . . , υq, 0, 0, . . . , 0,−υq,−υq−1, . . . ,−υ1)�
(σ1, σ2, . . . , σq, 0, 0, . . . , 0,−σq,−σq−1, . . . ,−σ1) +

(τ1, τ2, . . . , τq, 0, 0, . . . , 0,−τq,−τq−1, . . . ,−τ1).

Iz toga, dobivamo

(υ1, υ2, . . . , υq)�w (σ1, σ2, . . . , σq) + (τ1, τ2, . . . , τq).

Napomena 2.4. Teorem o monotonosti usporeduje zbroj svojstvenih vrijed-
nosti matrica A i B sa svojstvenim vrijednostima zbroja.
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2.4 Courant-Fischer teorem

Teorem 2.7 (Courant-Fischer teorem za svojstvene vrijednosti). Neka je
A ∈Mn hermitska matrica sa svojstvenim vrijednostima

λ1 > λ2 > · · · > λn.

Tada za svaki 1 ≤ k ≤ n,

λk = max
S⊂Cn,dim(S)=k

· min
x∈S,x∗·x=1

(x∗ · A · x)

= min
T⊂Cn,dim(T)=n−k+1

· max
x∈T,x∗·x=1

(x∗ · A · x).

Posebno,

λ1 = max
x∈Cn,x∗·x=1

x∗ · A · x, λn = min
x∈Cn,x∗·x=1

x∗ · A · x.

Dokaz teorema može se pronaći u [3].

Teorem 2.8 (Courant-Fischer teorem za singularne vrijednosti). Neka je
A ∈Mn i

σ1(A) > σ2(A) > . . . .

singularne vrijednosti. Tada za svaki k > 1,

σk(A) = min
S⊂Cn,dim(S)=n−k+1

· max
x∈S,x∗·x=1

(x∗(A∗ · A)x)
1
2

= max
T⊂Cn,dim(T)=k

· min
x∈T,x∗·x=1

(x∗(A∗ · A)x)
1
2 .

Dokaz teorema može se pronaći u [3].

Korolar 2.1 (Teorem o ispreplitanju). Neka je A ∈ Mn hermitska matrica
sa svojstvenim vrijednostima λ1 > λ2 > · · · > λn. Neka su B submatrica od
A dobivena brisanjem nekih n− r redaka i odgovarajućih stupaca od A. Neka
su µ1 > µ2 > · · · > µr svojstvene vrijednosti od B. Tada je

λk > µk > λk+n−r, k = 1, 2, . . . , r.
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Dokaz. Primijetimo da jeB hermitska matrica reda r. Bez smanjenja općenitosti
pretpostavimo da je matrica B dobivena iz matrice A brisanjem zadnjih n−r
stupaca i zadnjih n − r redaka matrice A. Za 1 ≤ k ≤ r, prema Courant-
Fischer teoremu,

λk = min
T⊂Cn,dim(T)=n−k+1

· max
x∈T,x∗·x=1

(x∗Ax)

> min
T⊂Cn,dim(T)=n−k+1

· max
z∈T,z∗·z=1

(z∗Az)

= min
T⊂Cr,dim(T)=r−k+1

· max
y∈T,y∗·y=1

(y∗By) = µk

gdje je z u sredini jednakosti vektor zadnjih (n − r) komponenata nula. Za
1 ≤ k ≤ r, prema Courant-Fischer teoremu,

λk+n−r = max
S⊂Cn,dim(S)=k+n−r

· min
x∈S,x∗·x=1

(x∗Ax)

≤ max
S⊂Cn,dim(S)=k+n−r

· min
z∈S,z∗·z=1

(z∗Az)

= max
S⊂Cr,dim(S)=k

· min
y∈S,y∗·y=1

(y∗By) = µk.

2.5 Poincareov i Hornov teorem

Napomena 2.5. Teorem o monotonosti, teorem o ispreplitanju i Courant-
Fischerov teorem čine trojstvo teorema o svojstvenim i singularnim vrijed-
nostima matrice.

Teorem 2.9 (Poincareov teorem o razdvajanju za svojstvene vrijednosti).
Neka je A ∈ Mn hermitska matrica sa svojstvenim vrijednostima λ1 > λ2 >
· · · > λn. Neka je B bilo koja matrica tipa n× k takva da je B∗ ·B = Ik, tj.
stupci od B predstavljaju skup ortonormiranih vektora. Neka je µ1 > µ2 >
· · · > µk svojstvena vrijednosti od matrice B∗AB. Tada je

λi > µi > λi+n−k, i = 1, 2, . . . , k.

Dokaz teorema može se pronaći u [3].
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Teorem 2.10 (Poincareov teorem o razdvajanju za singularne vrijednosti).
Neka je A ∈Mm,n sa singularnim vrijednostima

σ1(A) > σ2(A) > . . . .

Neka su U i V dvije matrice tipa m×p, odnosno n×q, takve da je U∗ ·U = Ip
i V ∗ · V = Iq. Neka je B = U∗ · A · V sa singularnim vrijednostima

σ1(B) > σ2(B) > . . . .

Tada je r = (m− p) + (n− q),

σi(A) > σi(B) > σi+r(A), i = 1, 2, . . . ,min{m,n}.

Teorem 2.11 (Hornov teorem). Neka je A ∈ Mmn i B ∈ Mnp. Neka je
q = min{m,n, p}, r = min{m,n}, s = min{n, p} i t = min{m, p}. Neka su

σ1(A) > σ2(A) > · · · > σr(A) (> 0),

σ1(B) > σ2(B) > · · · > σs(B) (> 0),

σ1(AB) > σ2(AB) > · · · > σt(AB) (> 0),

singularne vrijednosti od A, B i AB redom. Tada∏i
j=1 σj(AB) >

∏i
j=1 σj(A)σj(B), i = 1, 2, . . . , q.

Ako su A i B kvadratne matrice istog reda, tj. m = n = p, tada jednakost
vrijedi za i = n.

Dokaz. Dokaz se provodi u par koraka.

1. Neka je AB = P∆Q∗ dekompozicija na singularne vrijednosti od AB
za neke unitarne matrice P i Q reda m i n redom. Element na poziciji (k, k)
matrice ∆ jednak je σk(AB), k = 1, 2, . . . , t, a ostali unosi matrice ∆ su nula.

2. Neka je 1 > i > q. Pǐsemo P = [P1|P2] i Q = [Q1|Q2], gdje su P1 i Q1

tipa m× i i p× i redom. Promotrimo, P ∗1 (AB)Q1 reda i je glavna submatrica
od P ∗(AB)Q. Stoga, P ∗1 (AB)Q1 = diag {σ1(AB), σ2(AB), . . . , σi(AB)}, i

det(P ∗1ABQ1) =
∏i

j=1 σj(AB).
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3. Želimo se fokusirati na matricu BQ1, tipa n × i. Prema teoremu o
polarnoj dekompoziciji, možemo pronaći dvije matrice X tipa n× i i W reda
i takve da X ima ortonormirane stupce, W je pozitivno definitna matrica i
BQ1 = XW . Primijetimo da W 2 = (BQ1)

∗(BQ1) = Q∗1B
∗BQ1. Stoga,

det(W 2) =produkt korijena svojstvenih vrijednosti od W

=produkt svojstvenih vrijednosti od Q∗1B
∗BQ1

=
i∏

j=1

σj(Q
∗
1B
∗BQ1).

(Singularne i svojstvene vrijednosti su iste za pozitivno semidefinitnu ma-
tricu). Prema Poincareovom teoremu slijedi∏i

j=1 σj[Q
∗
1B
∗BQ1] >

∏i
j=1 σj(B

∗B) =
∏i

j=1 σ
2
j (B).

4. Fokus je na matrici P ∗1AX. To je kvadratna matrica reda i. Prema
teoremu 2.3. i Poincareovom teoremu,

| det(P ∗1AX)| =
∏i

j=1 σj(P
∗
1AX) >

∏i
j=1 σj(A).

5. Kombinacijom svih koraka imamo

i∏
j=1

σj(AB) = det(P ∗1ABQ1) = | det(P ∗1ABQ1)| = | det((P ∗1AX)(W ))|

= | det(P ∗1AX)|| det(W )| >
i∏

j=1

σj(A)σj(B).

6. Za m = n = p, imamo∏i
j=1 σj(AB) = | det(AB)| = | det(A)| · | det(B)| =

∏i
j=1 σj(A)σj(B).

2.6 Von Neumannov teorem

Napomena 2.6. Za kvadratnu matricu su trag matrice i suma svih svojstve-
nih vrijednosti iste.

Propozicija 2.1. Neka je A ∈Mmn. Tada je tr (AX) = 0 za svaku matricu
X tipa n×m ako i samo ako je A = 0.
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Teorem 2.12. Neka je A ∈ Mn. Tada je tr (AX) = 0 za sve hermitske
matrice X ako i samo ako je A = 0.

Dokaz teorema se može pronaći u [3].

Teorem 2.13. Neka je A ∈ Mn. Tada je tr (AX) realan za sve hermitske
matrice X ako i samo ako je A hermitska.

Dokaz. ⇐ Pretpostavimo da su A = [aij] i X = [xij] hermitske. Promotrimo

tr (AX) =
∑m

i=1

∑m
j=1 aijxji.

Za A i X hermitske, aii i xii su realni za svaki i. Stoga, aiixii su realni za
svaki i. Neka je i 6= j. Pǐsemo aij = a+ ib i xji = c+ id, gdje su a, b, c, d ∈ R.
Tada je

aijxji + ajixij = aijxji + aijxji = (a+ ib)(c+ id) + (a− ib)(c− id) =
2(ac− bd) + i(ad+ bc)− i(ad+ bc) = 2(ac− bd)

što je i očito. Dakle, tr (AX) je realan.
⇒ Obratno, pretpostavimo da je tr (AX) realan za svaku hermitsku matricu
X. Tada je

tr (AX) = tr (AX) = tr ((AX)∗) = tr (X∗A∗) = tr (XA∗) = tr (A∗X)
⇒ tr ((A− A∗)X) = 0

za sve hermitske matrice X. Prema Teoremu 2.12., imamo A − A∗ = 0, tj.
A je hermitska.

Teorem 2.14. Neka je A ∈ Mm hermitska. Ako je tr (A) > Re tr (AU) za
sve unitarne matrice U , tada je A pozitivno definitna matrica.

Dokaz. Izvest ćemo spektralnu dekompoziciju matrice A. Neka je

A = λ1u1u
∗
1 + λ2u2u

∗
2 + · · ·+ λmumu

∗
m,

gdje su λ1, λ2, . . . , λm svojstvene vrijednosti od A i u1, u2, . . . , um odgova-
rajući ortonormirani svojstveni vektori matrice A. To trebamo dokazati za
svaki λi > 0. Pretpostavimo suprotno. Neka su neke od svojstvenih vrijed-
nosti negativne. Bez smanjenja općenitosti pretpostavimo da je

λ1, λ2, . . . , λr > 0 i λr+1, λr+2, . . . , λm < 0,
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za neki 1 ≤ r ≤ n. Neka je

B = λ1u1u
∗
1 + λ2u2u

∗
2 + · · ·+ λruru

∗
r,

C = −λr+1ur+1u
∗
r+1 − λr+2ur+2u

∗
r+2 − · · · − λmumu∗m,

U = u1u
∗
1 + u2u

∗
2 + · · ·+ uru

∗
r − ur+1u

∗
r+1 − ur+2u

∗
r+2 − · · · − umu∗m.

Primijetimo da su B i C pozitivno definitne, C 6= 0, A = B − C, U je
hermitska i unitarna. Inače, AU = B + C. Takoder,

tr (A) = tr (B)− tr (C) > tr (AU) = tr (B) + tr (C).

Ta nejednakost je moguća samo ako je tr (C) = 0. Budući da je C pozitivno
definitna, to je moguće samo ako je C = 0. Time dolazimo do kontradikcije.

Teorem 2.15. Neka je A ∈Mm sa singularnim vrijednostima

σ1(A) > σ2(A) > · · · > σm(A),

i dekompozicijom na singularne vrijednosti A = P∆Q, gdje su P i Q uni-
tarne matrice, a ∆ = diag {σ1(A), σ2(A), . . . , σm(A)}. Neka je Um skup svih
unitarnih matrica reda m. Tada je

maxU∈Um Re tr(AU) =
∑m

i=1 σi(A)

i postǐze se maksimum na U0 = Q∗P ∗. (U0 ne mora biti jedintven)

Dokaz. Neka je U ∈ Um. Izračunajmo

Re tr (AU) = Re tr (P∆QU) = Re tr (∆QUP ) = Re
∑m

i=1 σi(A)[QUP ]ii,

gdje je [QUP ]ii i-ti dijagonalni element matrice QUP . Budući da je unitarna
matrica |[QUP ]ii| ≤ 1 za svaki i. Stoga,

|Re tr (AU)| ≤
∑m

i=1 σi(A)|[QUP ]ii| ≤
∑m

i=1 σi(A).

Izračunajmo posebno,

Re tr (AU0) = Re tr (P∆QQ∗P ∗) = Re tr (∆QQ∗P ∗P )

= Re tr (∆) =
m∑
i=1

σi(A).

Stoga, AU0 = P∆P ∗ je očito pozitivno definitna matrica.
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Teorem 2.16 (Von Neumannov teorem). Neka su A ∈ Mmn i B ∈ Mnm

takve da je AB i BA pozitivno definitne matrice. Neka je p = min{m,n},
q = max{m,n},

σ1(A) > σ2(A) > · · · > σp(A) i σ1(B) > σ2(B) > · · · > σp(B)

singularne vrijednosti od A i B redom. Neka je

σp+1(A) = σp+2(A) = · · · = σq(A) = 0;

σp+1(B) = σp+2(B) = · · · = σq(B) = 0.

Tada postoji permutacija τ od {1, 2, . . . , q} takva da je

tr (AB) = tr (BA) =
∑q

i=1 σi(A)στ(i)(B).

Dokaz teorema može se pronaći u [3].
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