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Sazetak

U ovom zavrsnom radu bavimo se temom upravljivosti linearno vremenski invarijant-
nih (LTI) sustava. Na pocetku ¢emo navesti sve nuzne definicije i teoreme potrebne za
lakse razumijevanje gradiva. Definirat ¢emo upravljivost i teoreme koje nam daju ka-
rakterizaciju te ju ilustrirati na primjeru. Na kraju ¢emo objasniti regulatore i njihovu
primjenu na LTT sustave.

Kljucne rijeci:
LTI, upravljivost, PBH test za upravljivost, Ljapunovljev test za upravljivost, regulatori

Abstract

In this final paper we deal with the subject of controllability of linear time invariant
(LTT) systems. In the beginning we state all definitions and theorems necessary for easier
understanding of the material. We will define controllability and theorems that give us
characterization and illustrate it on example. In the end we will explain regulators and
their application on LTT systems

Key words:
LTI, controllability, PBH test for controllability, Lyapunov test for controllability, regu-
lators
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1 Uvod

U ovom radu razmatramo upravljivost linearno vremenski invarijantnih (LTI) sustava.
LTT sustavi su sustavi koji su prisutni svuda oko nas u primijenjenoj matematici, elek-
tricnim krugovima, teoriji upravljanja, robotici itd. Fizikalni sustavi se modeliraju po
uzoru na matematicke jednadzbe. Za sustave koji ne sadrze uzorkovanje (kontinuirani
sustavi), radije koristimo obi¢ne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima.
Za ovakve sustave je dostupno mnostvo informacija za analizu i dizajn sustava ovakve
vrste. Dobivene jednadzbe moraju tocno modelirati fizikalne sustave koje reprezentiraju.
Racunanjem sila na pojedinim sustavima poput opruga, tijela u gibanju ili strujnim kru-
govima, gdje se koriste fizikalni zakoni za modeliranje, poput Newtonovog drugog zakona,
dobivamo nelinearne sustave koje treba linearizirati. Cilj upravljivosti LTI sustava je
dokazati da je s danim upravljanjem sustav moguée dovesti u zeljena stanja, dok je cilj
regulatora dovesti upravljive sustave u ta stanja.

2 Osnovni pojmovi

U pocetku ¢emo se usredotociti na definicije i teoreme koji su potrebni za razumijevanje
pojma upravljivosti.

2.1 Definicija LTI sustava

Definicija 2.1.1. Kontinuirani vremenski (state-space) linearni sustav je definiran s dvije
jednadzbe:
i(t) = A{t)z(t) + B(t)u(t), z € R" ue Rk )
y =C)z@) + D(t)u(t), yeR™,
pri ¢emu z : [0,+00 >— R" oznaava trenutno stanje sustava, u : [0,+00 >— RF
oznacava ulaz sustava, a y : [0, +o0 >— R™ izlaz sustava.

Primjedba 1. Kada je ulaz skalar, tj. (k = 1), sustav zovemo single-input (SI), a u
suprotnom je sustav multi-input (MI). Sli¢éno, kada je izlaz skalar, tj. (m = 1), sustav
nazivamo single-output (SO), a u suprotnom multi-output (MO).

Definicija 2.1.2. U slucaju kada su A(t), B(t), C(t), D(t) konstantne V¢ > 0, sustav (1)
se zove linearno vremenski invarijantnim LTT sustavom, te vrijedi,

(t) = Az(t) + B(t), (LTI)
y(t) = Cx(t) + Du(t).

U nastavku ¢emo raditi s LTI sustavima.



Definicija 2.1.3. Homogene vremenski invarijantne sustave definiramo na sljede¢i nacin:
&= Ax(t), v € R". (2)
Stabilnost LTI sustava se definira preko sustava (2).

Teorem 2.1.4. (Stabilnost sustava preko svojstvenih vrijednosti) Sustav (2) je
asimptotski stabilan ako i samo ako sve svojstvene wvrijednosti matrice A imaju strogo
negativne realne dijelove.

Vise informacija o stabilnosti mozete pronaci u [1].
Teorem 2.1.5. (Ljapunovljeva stabilnost) Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
1. Sustav (2) asimptotski stabilan.

2. Za svaku pozitivno definitnu matricu @), postoji jedinstveno rjesenje P sljedeée Lja-

punovljeve jednadzbe
ATP+ PA=—Q.

Stovise, P je simetricna pozitivno definitna matrica.
Dokaz. Dokaz se moze naci u [1]. O
Kako bi bolje shvatili LTI sustave vazno nam je znati kako se sli¢ni sustavi ponasaju

za sli¢ne ulaze.

2.2 Ekvivalencija sustava

Primjenom Laplaceove transformacije na LTI sustav dobivamo sustav

Rjesavanjem jednadzbe sustava (3) dobivamo:

(sI — A)z(s) = x(0) + Bi(s)
2(s) = (sl — A)'w(0) + (sI — A)~' Bis).

~—

Uvrstavanjem danog izraza u drugu jednadzbu sustava (3) dobivamo:

G(s) = C(sI — A)"'Bi(s) + C(sI — A)~'z(0) + Da(s)
= |C(sT = A)7'B + D] a(s) + C(sI — A)~'x(0)

Iz ove jednadzbe vrijednost koji stoji uz 4(s) nazivamo funkcijom prijenosa i oznacavamo
s G, tj.

A

G(s) = C(sI — A)"'B + D.



Definicija 2.2.1. (Realizacija) Za danu funkciju prijenosa é(s) Kazemo da je sustav

{x’(t) = Ax(t) + B(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

realizacija od G(s) ako je:
G(s)=C(sI — A)'B+D.

Definicija 2.2.2. Redi ¢emo da su dva sustava (u prostoru stanja) ekvivalentna s obzirom
na stanje 0 ako realiziraju istu funkciju prijenosa G(s).

Definicija 2.2.3. Za dana dva LTT sustava:

i(t) = Ax(t) + B(t) : @(t) = Ax(t) + B(t)
y(t) = Cx(t) + D(t) y(t) = Cx(t) + Du(t)

kazemo da su algebarski ekvivalentna ako postoji regularna matrica T tako da vrijedi
A=TAT™', B=TB, C=CT"', D=D.

Svojstva algebarski ekvivalentnih sustava prema [1]:

1) Za proizvoljan ulaz u, oba sustava imat Ce isti skup izlaza.

2) Sustavi su ekvivalentni s obzirom na stanje 0, naime:
C(sl —A)'B=CT (s —-TAT")"'TB =
=0T 'T(sl — A)'T'TB =C(sI — A)~'B.

Vise o funkciji prijenosa i ekvivalenciji sustava mozete pronaéi u [1].
Rjesenje LTT sustava nam govori koje ¢e vrijednosti sustav posti¢i za dane ulaze.

2.3 Definicija rjesenja LTI sustava

Definicija 2.3.1. Matri¢na eksponencijalna funkcija za m x m matricu M je dana s

[e.9]
Moy
k=1

| —

M*.

-

|
Svojstva:

i) Funkcija e je jedinstveno rjesenje diferencijalne jednadzbe

d
%em = Aett, P =TVt>0



ii) Vt, 7 € R vrijedi

iii) Vt € R €' je regularna i vrijedi
(etA)—l — e—tA
iv)
eATBIt — otAptB . AR = BA
v) Za regularnu matricu P vrijedi
6P_lAP — P*leAP
Teorem 2.3.2. (Rjesenje LTI sustava) Rjesenje problema LTI sustava:

. {m) Az(t) + B(t), 2(ty) = 7o
y(t) = Cx(t) + D(t)

je dano sa:
t

x(t) = et Ay 4 e(t_T)ABU(T)dT

to

t
y(t) = Cel =04, + [ " DABy(r)dr + Dul(t)

to

Teorem 2.3.3. (Hamilton-Cayley Teorem) Za svaku n x n matricu A,
A(A) =A™+ alAn_l + a2A”_2 + -t a1 A+ anlyxn = Onxn

gdje je
A(s) = 8"+ a18" " +ags" 24 -+ ap_15 + ay

karakteristicni polinom matrice A. Dokaz navedenog teorema se moZe pronaci u [3].

Teorem 2.3.4. Za proizvoljnu kvadratnu matricu A reda n postoji n skalarnih funkcija
Qg, A, - . ., 1 takvih da vrijedi:

n—1
e =" a;(t)A vVt ER
i=1
Dokaz. Ako je karakteristi¢ni polinom dan jednadzbom:
A(s) = 8"+ a18"  +ags" P+ Fap_15+ay

1z teorema 2.3.3. dobivamo:

A" = —G1An_1 - GQAn_2 - an—lA - an]nxn/ A

>



A = g A" — g AV — o — 1A% —a, A
An+l = —al(—alA”_l — agA"_Q — ClnflA - an[an) - agAn_l — an,1A2 — anA
A" = (a] — a) A" 4 (arag — a3) A" 4 - (aran- 1 — an) A+ a1an
Analogno A* mozemo zapisati kao:
AP =g® oAt g®oan? 4 adWA+aPrL,,

Uvrstimo dobiveni izraz u definiciju od e'4:

oo tk; 9) tk oo n—1 a—(k)tk )
tA k % 7
gl U L
n—1 oo —(k)4k
a; "ttt
S NPV
i=0 k=0 '
Trazeni izraz dobivamo definiranjem funkcija:
< Wk ‘
a;(t) :I;]T,VZ,O <i<n-1.

A

Time smo e! zapisali u trazenom obliku:

3 Upravljivost sustava

U ovom poglavlju dajemo definiciju upravljivosti i dokazujemo vazne teoreme koji nam
daju karakterizaciju upravljivosti sustava.

3.1 Definicija upravljivosti

Definicija 3.1.1. Za sustav kazemo da je upravljiv ako iz pocevsi iz proizvoljnog stanja
z(0) sustav mozemo dovesti u proizvoljno stanje z; = x(t;) u konstantnom vremenu ¢;
uz pravilan odabir ulaza u(t), 0 <t < t;.

Teorem 3.1.2. Za matrice A € R™" ¢ B € R"™™ m < n, sljedece turdnje su ekviva-
lentne:



i) LTI je upravljiv.

it) Matrica
Cy = [B,AB, A’B, ..., A" 'B], C); € R™"™,

je punog ranga.
iii) Matrica
51
WC:/ et BBTeA gt

to

je regularna za ¥ty > 0.

Dokaz. tg = 0,x(ty) = o

i) = 1i). Pretpostavimo suprotno, tj. vrijedi i) i rang(Cy) < n.
Iz Teorema 2.3.2. = x(t;) = e ag + [§* =D ABy(7)dr
Koristeci teorem 2.3.4. dobivamo:

t; n—1

z(ty) = ey —l—/ Z a;i(t — 7)A'Bu(r)dr
z(ty) = e zy + nz: A'B /Ot1 a;(ty — T)u(r)dr

(tl $0 Z AZB/ a; t1 — 7' )d

Iz ovoga vidimo x(t;) — e"*“ x5 moZemo zapisati kao linearnu kombinaciju blokova B, AB,
A?B, ..., A" 'B. Blokovi B, AB, A?B, ..., A" !B su elementi matrice Cj;, a matrica
Cy nije punog ranga, iz tog zakljucujemo da se neki x(t;) ne moze dostiéi, Sto je u su-
protnosti s pretpostavkom da je LTT upravljiv.

i1) = ii1). Pretpostavimo suprotno, tj. rang(Cys) = n i We nije regularna.

FA£0, Wev=0=v"Wev=0
t1
/ e BB e ydt =0,  C(t) = BTe
0
t1
/ CT(HC()dt = 0
0
t1 )
[ lic@iPae=o
0
Ovdje imamo integral nenegativne funkcije iz ¢ega zakljucujemo da mora vrijediti:
CT(t)=0, 0<t<ty.
CT0)=0=v"B=0

d
—CT(t)| _ =0=0"AB=0

t=0



d2

@7 AT _ T A2
C (1)],_ =0=0"AB=0
o T gAn—1
i€ (1], ,=0=0"a""B=0
Iz ovoga vidimo da je v okomit na B, AB, ..., A" !B, a to se moZe dogoditi samo ako je

v = 0. Prema tome, dosli smo do suprotnosti s pretpostavkom, tj. zaista i) = iii).
i1i) = 1): Trebamo pokazati da regularnost matrice W¢ povlaci upravljivost, tj. mozemo
odrediti upravljanje u(t) takvo da vrijedi z(¢;) = x;. Stoga, ako uvedemo upravljanje

u(t) = BTeAT(“_t)ng(—e“Axg + x1),

tada vrijedi

t1
z(t)) = e ay + /0 e(tlfT)ABBTeAT(“*T)WCTI(—etleo + xq)dT

t1 B ~
gj(tl) = 61t1Ax0 +/ e(tl_T)ABBTGAT(tl_T)dTwo_l(—etleO + xl), F=t, —1, df = —dr
0

0 . _
z(ty) = e ay — / etABBTeATthng(—etleo + 1)
t

1

x(ty) = ey + WCWEI(—etlAmO + 1)

Z(](tl) =T
Time smo dokazali tvrdnju da pretpostavka i) povlaci pretpostavku i), tj, regularnost
matrice We povlaci uvjet upravljivosti. O
Primjedba 2. 1. Matrica W, je simetri¢na pozitivno-semidefinitna matrica.

2. Upravljanje gledamo kao upravljivost para (A, B).

3. Ako postoji regularna matrica T takva da vrijedi definicija algebarska ekvivalencija
sustava (definicija 2.2.3.), tj.

A=TAT™', B=TB

onda za upravljivost para vrijedi:

Cy =|[B, AB, A2B, ..., A"1B] = [TB, TAB, TA’B, ..., TA""'B]

= T[B, AB, A’B, ..., A" 'B].

Iz ovog vidimo da za algebarski ekvivalentne sustave vrijedi da ako je jedan sustav
upravljiv onda je i drugi sustav upravljiv.



Primjer 1. Pokazimo da je sustav sa slike

k
) FVV\M/VVW\/VV\/W\/V\/\/\/‘—l )
— o
m — VN m — A m
k k
k k

Slika 1: Oscilator

gdje sum =1, c=1 1k =1 konstante. Koristeci prethodni teorem mozZemo pokazati

da je sustav:

a) neupravljiv ako je upravljanje uy postavljeno na 1. i 3. masu
b) upravljiv ako svaka masa ima svoje upravijanje w;, i = 1,2,3.

Za ovaj LTI vrijedi:

T1 T1
T2 T
T = :?3 , T = 9.?3 = n==06
T T
To Zo
| T3] | 23]

x1,T9 1 X3 oznacavaju poloZaje masa, T1,To © T3 brzine masa, a I1,%o 1 T3 njihove akcele-

racije.
0 / 1.0 0 0
A= . o ERC M =10 10 0
~M'K —M~'P 0 0 10
30 —1.0 —1.0] 1.0 0 0
K=|-10 20 —-101|, P=|0 0 0
-1.0 —-1.0 3.0 | 0 0 1.0
[0 ] [0 0 0]
0 0 0 0
0 0 0 0
Ba= 110" Pl10 0 o
0 0 1.0 0
11.0] 0 0 1.0 |

Gdje je B, matrica za slucaj a), a By, matrica za slucaj b).
Racunanjem ranga matrice Cyy u Matlabu koristeci naredbu rank(crtb(A, B)), dobivamo:

a) rang(Cy) =4 < n = sustav nije upravljiv,

b) rang(Cyr) = 6 = n = sustav je upravljiv.

9



3.2 Upravljivost pomocéu svojstvenih vrijednosti i svojstvenih
vektora

Definicija 3.2.1. Neka je dana n x n matrica A i V potprostor od R". Kazemo da je V
A invarijantan ako Yv € V = Av € V.

Lema 1. Za n x n matricu A i ne nul potprostor V C R™ koji je A invarijantan vrijedi:

i) Ako stupci n X k matrice V' razapinju bazu za V, tada postoji matrica A takva da je
AV =V A.

it) V sadrzi barem jedan svojstveni vektor od A.

Dokaz. i) Neka je matrica V = |v; vy ... vk} matrica ¢iji stupci razapinju bazu za
Y C R". Kako je V A invarijantan tada Vv;, i = 1,2,...,k vrijedi Av; € V. Kako
stupci matrice V' razapinju bazu za V i Av; € V, tada Av; mozemo prikazati kao
linearnu kombinaciju vektora baze V:

;1
Av; = [vl Vg ... vk} iz =Va;,1=1,2,...,k.
Qik
Ovo je ekvivalentno s ¢injenicom:
[Avy Avy ... Ag]=|Var Vay ... Va.

Direktno iz matricnog mnozenja mozemo izluciti matrice A1 V' i time dobivamo:
A{Ul Vg ... ’l}k}:V{C_ll 6_12 C_Lk}

Iz preostalih matrica dobivamo: B
AV =V A.

Time smo dokazali tvrdnju 7).

ii) Neka je ¥ svojstveni vektor matrice A, tj. Av = \v, v # 0. Tada koristeéi prethodnu
tvrdnju pomnozenu s vektorom v vrijedi:

AV =V Ao = \Vo

Vektor Vv # 0 jer je dobiven linearnom kombinacijom vektora baze za V i ne nul

vektora, v, pa smo odredili svojstveni vektor od A koji se nalazi u V.
m

Vise detalja moze se pronadi u [3].

Teorem 3.2.2. (Provjera upravljivosti pomoéu svojstvenog vektora) LTI sustav
je upravljiv ako i samo ako ne postoji svojstveni vektor matrice AT koji je u Ker(B7T), tj.

ATy = z,2 #0= BTz #0.

10



Dokaz. (=) Pretpostavimo suprotno, tj. LTI sustav je upravljiv i

Ju: ATv = v, v#0, BTv=0.

Pogledajmo skalarnu funkciju «(¢) definiranu na sljede¢i nacin:
aft) = vl a(t).
Derivacijom funkcije () dobivamo:
a(t) = vla(t) = vT (Az(t) + Bu(t)) = (ATv) 2 + (BTv) u(t)
ATy = (A1) = T "B = (BT0)" =0
a(t) = Wwlz(t) = Ma(t).
Ovo je skalarna jednadzba pa mozemo zapisati rjesenje
a(ty) = M)t
Ako promotrimo xy, koji je okomit na v, x4, L v, tj.
v (ty) # 0.
Iz ovoga po definiciji funkcije a vrijedi
alte) = v'a(ty) # 0.
Iz ¢ega, po skalabilnosti jednadzbe vrijedi
a(t) = e a(ty) #0
I ponovnom primjenom definicije funkcije o vrijedi
via(t) = alt) # 0.

Iz ¢ega zakljucujemo

Dobiveni izraz je u kontradikciji s definicijom upravljanja jer sustav ne mozemo u pro-
izvoljno stanje z(t;) = 0.

(<) Dokazimo ovu tvrdnju koristeéi obrat po kontrapoziciji. Pretpostavimo da LTI nije
upravljiv. Tada po teoremu 3.1.2. vrijedi

rang Cyr < n = rangCi, <n

dim Ker Ci, =n —rangCi, > 1

11



Dokazimo da je Ker CT, AT invarijantna:

BTy
veE KerCL, 0=Cluv= BT:ATU
BT(AT)" 1y
BT ATy 0
C1 ATy BT@T)% B O

BT(AT)nU BT(AT)nU

Kako se prema teoremu 2.3.3. (A7) moze raspisati kao linearna kombinacija matrica I,
AT .. (AT)"~1 daljnjim raspisom dobivamo da je BT (AT)"v = 0. Iz ovoga zaklju¢ujemo
da je C1,ATv = 0 i da je matrica Cj; A invarijantna.

Ovime smo dokazali pomoé¢nu tvrdnju.

Buduéi da je Ker Ci, AT invarijantna prema lemi 1. vrijedi da Ker C1, sadrZi barem
jedan svojstveni vektor od AT, tj.

Jw € Ker C}; takav da je ATw = Aw, w # 0

Chw=0= B'w=0

Sto znadi da je vektor w svojstveni vektor od A” koji je u jezgri od BT i pokazali da nasa
tvrdnja ne vrijedi, tj. dokazali smo po obratu po kontrapoziciji. O

Teorem 3.2.3. (PBH test za upravljivost) Sustav LTI je upravljiv ako i samo ako
mng([A — A B}) =n,YAeC (4)
Dokaz. Prema teoremu o rangu i defektu vrijedi

AT — NI

dim Ker( [ BT

]) :n—mng({A—)\] B})

AT — NI

(4) — dimKer([ BT

]):0, vaeC
AT — NI

= Ker(l BT

])z{O}z{xGR":ATx:/\x, BTz =0},vAeC

Kako ne postoji ne nul vektor x takav da je x svojstveni vektor od AT koji je u jezgri od
BT, pa prema prethodnom teoremu mozemo zakljuéiti da je sustav LTI upravljiv. O

Primjedba 3. Zbog teorema 3.2.2. dovoljno je provjeriti samo one A koje odgovaraju svoj-
stvenim svojstvenim vrijednostima matrice A, pa se uvjet VA € C moze zapisati jednos-
tavnije kao VA € 0(A), gdje 0(A) oznacava spektar matrice A.

12



Primjer 2. Provjerimo upravljivost Primjera 1. metodom provjere pomocu svojstvenog
vektora © PBH testom. Izracunajmo svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vek-
Svojstvene wvrijednosti mozemo izracunati Matlabo-
vom funkcijom eig(A). Svojstvene vrijednosti i redom njima pridruZeni svojstveni vektori:
—0.5+1.93651, —0.5—1.93651, —0.27514-0.75341, —0.2751 —0.75341, —0.2249+1.74891,
—0.2249 — 1.74891

tore matrice A iz danog primjera.

[ —0.0791 — 0.30621
0
0.0791 + 0.3062
0.6325
0
—0.6325

—0.5232
—0.3945 — 0.10841
0.0268 + 0.3271
0.1439 + 0.39421

0.0268 + 0.3271

—0.3945 — 0.10841 |

[ —0.0791 + 0.30621 ]

0
0.0791 — 0.30621
0.6325
0
—0.6325

[ —0.1192 4 0.20131 ]

—0.0467 — 0.3629 i

—0.1192 4 0.20131

—0.3252 — 0.25381
0.6452

| —0.3252 — 0.25381 |

—0.3945 4 0.10841 |

—0.5232
—0.3945 + 0.1084 1
0.0268 — 0.3271
0.1439 — 0.39421
0.0268 — 0.3271

—0.1192 — 0.20131
—0.0467 + 0.36291
—0.1192 — 0.20131
—0.3252 + 0.25381
0.6452

| —0.3252 + 0.25381 |

a) Za dano upravijanje B, vrijednosti mnoZenja sa svojstvenim vektorima pridruZenim
svojstvenim vrijednostima —0.5 + 1.93651 ¢ —0.5 — 1.93651 matrice A su jednake 0,
ti. B'v = 0. Ovo nam po teoremu 3.2.2. govori da sustav nije upravljiv. Dok za
A = —0.5 — 1.93651 vrijedi: rang([A — \,B]) = 5 # 6 = rang(A), i opet, prema
teoremu 3.2.3. ovaj sustav nije upravljiv.

b) Za dano upravljanje By rezultati mnoZenja sa svojstvenim vektorima matrice A su svi
razliciti od nulvektora, tj. Bf'v # 0 za sve svojstvene vektore matrice A, pa nam teorem
3.2.2. govori da je sustav upravljiv. Za sve svojstvene vrijednosti X\ od A rezultati od
rang([A — A, B]) su jednaki 6 = rang(A), i iz toga dobivamo upravljivost sustava prema

teoremu 3.2.3..

Teorem 3.2.4. (Ljapunovljev test za upravljivost) Neka je A realna n x n matrica

koja je stabilna.

definitna matrica W koja rjesava jednadzbu

Stovise,

AW + WAT = —BBT

W — / A" BBT A 47,
0

Sustav LTI je upravljiv ako i samo ako postoji jedinstvena pozitivno

(5)

(6)

Dokaz. (<) Pretpostavimo da je W > 0, takva da vrijedi AW + W AT = —BBT. Poka-
zimo upravljivost LTI sustava.

o (AW + WAz = —2*BBTz = — HBTZE‘

r#0, ATz = Az,

13
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(AT2)yWa + WA 2 = V) Wa + 2" Wiz = — HBTxH2 ,

2

A+ X)W = 2R\ 2" Wz = — HBT:L” :
R <0, W >0 = BTz £0.

Stoga, prema teoremu 3.2.2. LTI sustav je upravljiv.

(=) Neka je A realna stabilna matrica i LTT upravljiv sustav. Treba pokazati da I'W, W >

0, takav da je AW + WAT = —BBT.

Kako je A stabilna matrica onda je i AT takoder stabilna te ako primijenimo supstitucije

A=AT i Q = BBT

koristeéi teorem 2.1.5.b) mozemo zakljuciti da je W uistinu jedinstveno rjeSenje ovog

teorema.

Pokazimo pozitivnu definitnost matrice W. Neka je )\ svojstvena vrijednost matrice A7,

te neka je o # 0 odgovarajuéi svojstveni vektor, tj. ATz = \x.

Onda ) )
o (AW + WAz = —2*BBTz = — HBTx‘ : ’BTxH >0

(ATz)yWa + WA 2 = No*Wa + A" Wa = — HBTxH2
2RN) e W = — HBT$H2
R(A) < 0, A stabilna matrica = *Wax > 0, W je pozitivno definitna.
Jos nam preostaje pokazati da je W rjeSenje jednadzbe
AW + WA" = -BB”.
Uvrstimo vrijednost W iz (6) u jednadzbu (5).

AW + WAT = / T AATBBT AT g 4 / T AT BBTATT AT 47
0 0

_ /0 - jt(eATBBTeATT)dt

T
:eA‘rBBTeA Tt ;

=0—BB" = —-BBT

Dodatna pojasnjenja pogledati u [1].

Primjer 3. Na b) slucaju primjera 1. pokaZimo primjer upravljivosti sustava preko te-
orema 2.2.4.. Matlabovom funkcijom lyap(A, B x B') moZemo izracunajmo matricu W.

[ 0.5625  0.5000  0.4375 —0.0000 —0.2500 0.0000
0.5000  1.2500  0.5000  0.2500 —0.0000 0.2500
0.4375  0.5000  0.5625 —0.0000 —0.2500 0.0000
—0.0000 0.2500 —0.0000 0.7500  0.0000  0.2500
—0.2500 —0.0000 —0.2500 0.0000  1.5000 —0.0000

. 0.0000  0.2500  0.0000  0.2500 —0.0000 0.7500 |
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Racunanjem svojstvenih vrijednosti matrice W dobivamo vrijednosti 0.1250, 0.2750, 0.5000,
0.9576, 1.5000 ¢ 2.0174, sve svojstvenih vrijednosti su pozitivne sto nam tlustrira tvrdnju
prethodnog teorema.

4 Regulatori

U ovom poglavlju govorit ¢emo o tome sto su regulatori i koji se regulatori cesto koriste u
praksi. Cilj regulatora u smislu LTT sustava su upravljanja koja sustav dovode u zeljeno
stanje u sto manje vremena ili uz sto manji utrosak energije.

4.1 PID (Proportional-Integral-Derivative) regulator

PID regulator moze se razumjeti kao regulator koji u obzir uzima trenutnu, proslu i
buducéu vrijednost pogreske u obzir. Regulator konstantno racuna pogresku i primjenjiva
korekcije. Svrha regulatora je dovesti sustav iz trenutnog stanja z(t) u trazeno stanje
r. Da dostignemo ovaj cilj, upravljanje koje manipuliramo, u, se mijenja na naredbu
regulatora. Koja svojstva upravljanje u treba imati u PID regulatoru:

1. mala greska e daje mali u (nema pretjeranih reagiranja)
2. upravljanje u ne smije jako varirati

3. upravljanje u ne bi trebalo ovisiti o parametrima sustava (robusnost, npr. s obzirom
na masu)

Gresku e definiramo kao razliku zeljene pozicije sustava, r, i trenutne pozicije sustava u
vremenu t, x(t).
e(t) =r — x(t)

P (proporcionalni) regulator definiramo kao:
P(t) = kye(t)

P regulator je proporcionalan trenutnoj pogresci u trenutnom vremenu t.
I (integralni) regulator definiramo kao:

0=k [ e(r)dr

I regulator je proporcionalan integralu pogreske do trenutnog vremena t.
D (derivativni) regulator definiramo kao:
de(t)

dt

D(t) = kq

D regulator je proporcionalan derivaciji pogreske u trenutnom vremenu t.
Gdje su k,, k; i kq konstante.
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Upravljanje u po PID regulatoru racunamo:

de(t)
dt

t
u(t):P+I+D:k;pe+ki/ e(r)dr + kq
0

Primjer jednog ovakvog sustava je bojler vode gdje bi x oznacavao trenutne temperature
grijaca i vode, a r zeljene topline grijaca i vode. U ovakvom sustavu PID regulator mora
prilagoditi grijanje s obzirom na temperaturu vode unutar bojlera, koli¢inu vode koja
protjece kroz njega i gubitak topline na okolinu.

4.2 Linearni kvadrati¢ni regulator (LQR)

Za LTI linearni kvadrati¢ni regulator je regulator kojem je problem odrediti upravljanje
u tako da je kriterij

|y 0@y + " () Rut)ar ™)

bude minimalan, pri ¢emu y i u su vektori koje zadaje LTI sustav, a ) i R su pozitivno
definitne matrice. Energija ulaza se definira iz kriterija kao

/0 T W () Ru(t)dt,

a energija izlaza kao
/O y" (1) Qy(t)dt.

Odnos @ i R se odnosi na energije ulaza i izlaza tako da ako je jedna od varijabli @ ili R
puno vec¢a od druge, onda za utjecaje energije ulaza i izlaza vrijedi obrnuto, to bi znacilo
da bismo za smanjenje utjecaja jedne od energija povecali utjecaj druge energije. Znaci,
ako zelimo manji utjecaj energije ulaza sustava onda moramo povecati vrijednost R u
odnosu na ), dok ¢emo pri tome povecati utjecaj energije izlaza sustava.

Primjer 4. Za LTI

&(t) = 3x(t) + bu(t)
y(t) = z(t),

pomocu Matlabove funkcije lqgr mozZemo izracunati koeficijent K za optimalan ulaz LQR
sustava uz matrice Q i R koje su jednake QQ = R = 1. Optimalan ulaz LQR sustava za
dani LTI sustav je jednak u(t) = —Kx(t) pri cemu je K = 1.7662. Na kraju nas sustav
1zgleda:

1z ovog sustava mozZemo izracunati energije optimalne energije ulaza i izlaza za dane vri-

jednosti QQ © R:
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Slika 2: Graficki prikaz za vrijednosti energija ulaza(plavo) i izlaza(crveno)

Plava povrsina oznacava energiju ulaza, a crvena povrsina energiju izlaza.

Primjer 5. Promotrimo sustav iz primjera 1. uz primjenu PID requlatora.
U sustavu Zelimo dovesti mase iz pozicija

p1:17 p2:0a p3:27

gdje su py, po T p3 redom pocetne pozicije masa s lijeva na desno, u pozicije Zeljene pozicije
masa

!/ i /

P =4, py =6, py = 1.
Prisjetimo se uvjeta koje smo imali:
a) upravljanje uy na 1. i 8. masu,
b) svaka masa ima zasebno upravljanje.

Prikazi poloZaja masa i njihovih brzina za dane slucajeve:
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b)

Pozicija mase 1

(=}

Pozicija mase 2

Pozicija mase 3

(3}

o

[ Pomskmasa 2]

0 5 10 15 20 25 30

0 5 10 15 20 25 30
Vrijeme t

(a) Pomaci masa za a)

Brzina mase 2 Brzina mase 1

Brzina mase 3

Brzina mase 1

5 10 15 20 25 30

Brzina mase 2

5 10 15 20 25 30

Brzina mase 3

5 10 15 20 25 30
Vrijeme t

(b) Promjene brzina za a)

Slika 3: Promjene masa i brzina za slucaj a)

Iz slika 3.(a) i 3.(b) vidimo kako se PID regulator s koeficijentima

k; = 0.01

Y

kg=1

. . v . .. . / .7 v . . v . .
zaustavio, ali ne na traZenim vrijednostima p,, p, @ py, Sto je i ocekivano jer smo kroz
prijasnje primjere pokazali da sustav nije upravljiv za dano upravljanje, pa regqulator
ne moze dovesti sustav u sva Zeljena stanja.

Pomak mase 3 Pomak mase i Pomak mase 1
- N (=] o (=3 o o

[=}

/ o 1

0 2 4 6 8 10 12

0 2 4 6 8 10 12

0 2 4 6 8 10 12
Vrijeme t

(a) Pomaci masa za b)

Brzina mase 2

Brzina mase 3

Brzina mase 1

=}

=}

Brzina mase 1

2 4 6 8 10 12

Brzina mase 2

2 4 6 8 10 12

Brzina mase 3

2 4 6 8 10 12
Vrijeme t

(b) Promjene brzina za b)

Slika 4: Promjene masa i brzina za slucaj b)

Iz slika 4.(a) i 4.(b) vidimo kako se PID regulator s koeficijentima

10
kp = | 10
10

0.1
0.1
0.1

ki =
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. v . .o . ’ . ! v . . v . . e v e
zaustavio na traZenim vrijednostima py, p, @ ps, Sto je i ocekivano jer smo kroz prijasnje
primjere pokazali da je sustav upravljiv za dano upravijanje.

Primjer 6. Primjer upravljanja logistickog modela (ekosustava ribe) zadanog formulom
i(t) = r(k —2(t)z(t) — u(t),

uu):P@y+uw+lxw:17@@y+mmmq[eumr+ommidw,

pomocu PID requlatora. U ovom primjeru vrijednost k oznacava maksimalni broj riba u
populaciji, r oznacava proporcionalan rast populacije, a x trenutni broj riba u populaciji

1200 =
1100 |
1000 | T ]
900

800

Koli¢ina ribe x

——

700

600 -

500 * : * * : * * * *
0 0.01 0.02 0.03 004 005 006 0.07 008 009 0.1

Vrijeme t

Slika 5: Graf kretanja koli¢ine riba u populaciji

Slika 5 prikazuje graf kretanja riba v populaciji ako je pocetna vrijednost populacije riba
xo = 500, traZena wvrijednost populacije x = 1000, maksimalna populacija k = 1200, a
proporcionalan rast r = 1.5.

Primjer 7. Prikaz PID regulatora sustava obrnutog njihala na kolicima c¢iji nagib prati si-
nusoidnu krivulju danu funkcijom f(t) = 0.4 sin(1.5t) s korakom vremena 0.01. Matrice
ovog sustava imaju vrijednosti:

01 0 0 0
|00 G 0 Py
A=1o0 0" 1| B=1 79" |
2g(M+m —1
0 0 g2M7+m) 0 (2M+m)l
02[0010], D=0,
Lk
i B
xr = 0 s u = { (51 } s
0
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za vrijednosti konstanti k, = —100 k; = —0.001 7 kg = —10. U ovom primjeru xy
oznacava poziciju kolica, ty brzinu kolica, 0 kut odstupanja stapa od okomice na kolica,
0 kutnu brzinu Stapa. Vrijednosti g,.M,m il su varijable sustava koje redom oznacavaju
gravitacijsku konstantu, 9.81, masu kolica, 1, masu Stapa, 0.1 i duljinu stapa, 1.3.

0.8

stvarna vrijednost
referentna vrijednost| |

x(t)

-0.6

Slika 6: Prikaz stvarnog kretanja stapa i funkcije koju bi trebao oponasati

Na slici 6. zelena boja oznacava stvarnu poziciju sustava u vremenu t, a crvena boja
oznacava sinusoidnu krivulju koju bi sustav trebao oponasati.

15 1z
3
2.8
1 26
2.4
2.2
2
0.5 .
1.6
1.4
0 1.2
1 0.5 0 0.5 1

Slika 7: Prikaz pozicija Stapa u vremenu izmedu amplitudnih vrijednosti

us

T, oznacenih

Na slict 7. vidimo kretanje sustava izmedu prvih amplitudnih vrijednosti u

plavom bojom, i ?jf, oznacenih crvenom bojom.
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