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1 Uvod

Razne prirodne i drustvene pojave odvijaju se na sluc¢ajan nacin. Teorija slu¢ajnih procesa
modelira evoluciju tih sluajnih pojava kroz vrijeme. Markovljevi lanci predstavljaju je-
dan od najvaznijih modela slucajne evolucije. Jednostavna struktura Markovljevih lanaca
omogucava nam veliku koli¢inu znanja o njihovom ponasanju, dok je ujedno klasa Mar-
kovljevih lanaca dosta Siroka za upotrebu u raznim podrucjima. Markovljevo svojstvo
kaze da su proslosti i buduénost nezavisne u odnosu na sadasnjost. Upravo to svojstvo
omogucava nam predvidanje buduceg kretanja lanca te ra¢unanje vjerojatnosti i o¢ekiva-
nih vrijednosti koje opisuju to buduée ponasanje lanca. 1z Markovljeva svojstva vidimo
da su proslost i buduénost simetri¢ne, $to nam sugerira da Markovljeve lance promo-
trimo u vremenu koje te¢e unatrag. Ipak, prema teoremu o grani¢noj distribuciji, kojeg
navodimo u prvom dijelu rada, distribucija koncentrirana u danom stanju teZi prema
stacionarnoj distribuciji onda kad vrijeme tec¢e unaprijed. To pokazuje da se potpuna
simetrija ne moZe dobiti, osim u slucaju kad je i pocetna distribucija lanca stacionarna.
U drugom dijelu rada pokazat ¢emo da je Markovljev lanac, koji krece iz stacionarne dis-
tribucije ako ga promatramo unatrag, opet Markovljev lanac kojeg nazivamo Markovljev
lanac unatrag. Matrice prijelaznih vjerojatnosti ovih dvaju lanaca mogu se razlikovati.
Ako se matrice prijelaznih vjerojatnosti ne razlikuju, radi se o reverzibilnim Markovlje-
vim lancima. Svojstva navedenih procesa bit ¢e detaljnije objaSnjena u drugom poglavlju.
Diskusiju Markovljevih lanaca unatrag provest ¢emo i na nekim specijalnim modelima
kao $to su Ehrenfestov lanac, Bernoulli-Laplaceov lanac te lanci radanja i umiranja. U
ovom radu bazirat ¢emo se samo na Markovljevim lancima u diskretnom vremenu.



2 Markovljevi lanci

U ovom poglavlju bavit éemo se ireducibilnim Markovljevim lancima s kona¢nim sku-
pom stanja S u diskretnom vremenu (t = 0, 1,2, ...). Podsjetit ¢emo se najprije najbitnijih
definicija i tvrdnji.

2.1 Oznake i vazni rezultati

Definicija 2.1. Sluéajni proces je familija slucajnih varijabli (X, ¢t € T) definiranih na
istom vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P), gdjeje T C R.

Definicija 2.2. Neka je S diskretan skup. Slucajni proces (X,,n € Np) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (), F, P) s vrijednostima u S je Markovljev lanac ako vrijedi

P(Xps1 = j|Xn =i, Xyt = in_1, s Xo = ig) = P(Xus1 = j| Xn = 1), (1)

Vn € Ny i za proizvoljne iy, ...,i,_1,i,j € S za koje su dvije uvjetne vjerojatnosti u (1)
dobro definirane.

Svojstvo (1) naziva se Markovljevim svojstvom, pri ¢emu n + 1 predstavlja budu¢-
nost, n predstavlja sadasnjost i n — 1, ..., 0 predstavljaju proslost.
Iz ovoga vidimo da je vjerojatnosno ponasanje Markovljeva lanca (X,,n € INp) u nepo-
srednoj budu¢nosti X1 uvjetno na sadasnjost i proslost jednako vjerojatnosnom pona-
Sanju Markovljeva lanca u neposrednoj budué¢nosti uvjetno samo na sadasnjost.
Markovljevo svojstvo moZemo interpretirati i na sljede¢i nacin:

P(XnJrl - j/ anl - inflz---; XO = Z'O|Xn = i)
 P(Xyp1 =), X0 =1,Xy-1 =ip-1,..., Xo = lp)

P(Xy =)
Pyt = X0 = i, Xao1 = bty e X0 = i0) P(X = i, Xp = 1 = 1,00, Xo = i)
P(X, =1i)
. AP(Xy=1i,Xy1=1y-1,... X0 =1
= P(Xpi1 = j|Xu =1) X np(lxn = i; 0 =)

= P(Xp1 = j|Xn = i)P(Xp_1 = in_1,...,Xo = ig|Xp = 1).

Dakle, budu¢nost i proslost uvjetno su nezavisne uz danu sadasnjost.

Definicija 2.3. Matrica P = (p;; : i,j € S) naziva se stohasti¢kom matricom ako je
pij = 0,Vi,j € S te ako vrijedi:

ZPZ] =1,Vi eS.

JES

Definicija 2.4. Neka je A = (A; : i € S) vjerojatnosna distribucija na S i neka je P =
(pij + i,j € S) stohasticka matrica. Slucajni proces X = (X, : n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (€, F, P) s prostorom stanja S je homogen Markovljev lanac s
pocetnom distribucijom A i prijelaznom matricom P ako vrijedi

1. P(Xo = l) = /\i,Vi €S,



2. P(Xn—H = ]|Xn =1,Xy1=1ip-1,---,X0= i()) = p,']',Vn > 01 Vi, .. .,in_l,i,j e S.

Zbog kratkocée, Markovljev lanac iz definicije 2.4 nazivat ¢emo (A, P)— Markovljevim
lancem.

Definicija 2.5. Zai,j € Sivremena 0 <s <t,s,t € Ny definiramo funkciju prijelaznih
vjerojatnosti Markovljeva lanca

p(i,s;j,t) = P(Xy = j| Xs = 0).

Teorem 1. Markovljev lanac u potpunosti je odreden poznavanjem distribucije od Xj i
funkcije prijelaznih vjerojatnosti u jednom koraku tj. funkcije

pli,n3j,n+1) = P(Xppy = 1%, = i).

Dokaz. Markovljev lanac u potpunosti je odreden ako znamo sve njegove konac¢nodi-
menzionalne distribucije. Po pretpostavci teorema znamo distribuciju od X, tj. znamo
R(Xp) = S, gdje je S skup stanja Markovljeva lanca i znamo P(Xy = k) = Ay, Vk € S.
Distribuciju od X ozna¢imo s A = (Ag, k € S). Ratunamo sljedece:

P(Xo = i, X1 = i1, ..., Xp = iy)
= P(Xy = in|Xu1 = in_1,..., Xo = i0)P(Xu_1 = in_1,...,Xo = io) )
- P(Xn - in|anl = infl)P(anl - Z'1171|Xn—2 - in—2/ .. -/XO = Z.O) (3)
- p(in—lrn - 1/ il’ll n)P(inan - 2/ in—lln - 1) T P(iO/ O/ ill 1)Ai01

Vn € N i proizvoljne iy, i1,...,iy € S.

Jednakost (3) dobili smo primjenom Markovljeva svojstva na jednakost (2).

Vrijednosti p;j za i,j € S organiziramo u matricu:

P11 P12
P=|pan P2 | =plijes

koju nazivamo matrica 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti Markovljeva lanca i koja je
stohasticka.

Elementi matrice P" su n-korac¢ne prijelazne vjerojatnosti Markovljeva lanca:
pij = P(Xn = j|Xo = 1).

Ta nam formula govori da, ako Markovljev lanac krece iz stanja i, tada je vjerojatnost da
nakon n koraka bude u stanju j jednaka ij-tom elementu n-te potencije prijelazne matrice
P.



Teorem 2.1. Neka je X (A, P)—Markovljev lanac. Tada za sve n € INj i za sva stanja
io, il, ey Z'nfl, in Vrijedi:

P(Xo =10, X1 =ijy..., Xp—1 = in—1,Xn = in) = AiyPigiy - - - Pi,_1ir,- 4)

Obratno, pretpostavimo da je X = (X, n € INp) slucajni proces s konatnodimenzional-
nim distribucijama danim formulom (4), gdje je A neka vjerojatnosna distribucija na S,
a P neka stohasti¢ka matrica na S. Tada je X (A, P)— Markovljev lanac.

Dokaz. Prisjetimo se formule za uvjetnu vjerojatnost P(A N B) = P(A)P(B|A). Direktno
je poopcenje formula P(AgNA1N---NA,) = P(Ag)P(A1|Ao)P(A2|AgN A1) --- P(An|ApN
M A,_1). Iz te formule slijedi:

P(XO = iO/ Xl = il/' . -/Xn—l = ii’l—ll X?Z - l?’l)
= P(Xo =ig)P(Xy3 = i1|Xo = ip) - - - P(Xyy = 1n|Xo = 0, ..., Xp—1 = ip—1)
= AigPigiy " ** Piy_ins
gdje je zadnji redak posljedica definicije 2.4.
Da bismo dokazali obrat, trebamo pokazati da vrijede uvjeti 1. i 2. iz definicije 2.4.

Uzimanjem n = 0 u (4) odmah slijedi da je A pocetna distribucija. Sada dokazujemo
uvjet 2. iz definicije 2.4. :

P=(Xy1=jlXn=1Xy1=in1,..., X0 =1ip)
 PXyt1 =), Xn=1,Xy1 = ip-1,..., X0 = ip)
a P(Xy,=1i,Xy, 1=1iy1,...,X0 =1p)

_ AigPigiy * * * Pi, 1iPij

AigPigiy * " Piy 1
gdje treci redak slijedi dvostrukom primjenom formule (4). O

Pitamo se- koji su putevi kroz skup stanja Markovljeva lanca moguc¢i, a koji ne? Koja
stanja Markovljev lanac moZe posjetiti ako je krenuo iz nekog zadanog stanja?

Definicija 2.6. Za skup B C S definiramo vrijeme prvog posjeta lanca skupu B:
Tg = min{n € Ny : X,, € B},
uz dogovor da je min® = co.
Akoje B = {j},j € S, onda umjesto T{;, pisemo T;.

Definicija 2.7. Za stanja i,j € S kaZzemo da je j dostiZno iz i , oznaka i — j ako vrijedi
daje P(T; < oo|Xg = i) > 0.

Drugim rije¢ima, Markovljev lanac s pozitivhom vjerojatno$¢u posjecuje j € S u
kona¢nom vremenu ako je startao iz i € S. Vrijedi i — 1.

Propozicija 2.2. (Kriterij dostiZnosti) Sljedeca su svojstva ekvivalentna:



1.i—7j,i,j€S,
2. p?j > 0, za neki n € N,
3. PiiyPiyip = * * Pi,_,j > 0 za neka stanja iy, ..., i1 € S inekin € Np.
Dokaz se moze vidjeti u [8].
Definicija 2.8. Stanja i,j € S komuniciraju akojei — jij — i. Oznaka i < j.

Relacija komuniciranja relacija je ekvivalencije na S x S koja inducira particiju skupa
S na klase komuniciranja.
Ako matrica P ima sve elemente # 0, svako je stanje dostiZno iz svakog stanja i u tom
slu¢aju imamo samo jednu klasu komuniciranja.

Definicija 2.9. Markovljev lanac je ireducibilan ako se skup stanja S sastoji od samo
jedne klase komuniciranja, tj. ako Vi,j € S vrijedi i <+ j.

Dakle, Markovljev lanac je ireducibilan ako svako stanje komunicira sa svakim dru-
gim stanjem. U nastavku navodimo definiciju prirodnog grafa koji je povezan s ho-
mogenim Markovljevim lancima u diskretnom vremenu i pomoc¢u kojega lako mozemo
vizualizirati ireducibilnost pojedinih Markovljevih lanaca.

Definicija 2.10. Pretpostavimo da je X = (X, X1, Xo, - - - ) Markovljev lanac sa skupom
stanja S i matricom prijelaznih vjerojatnosti P. Graf stanja od X je usmjeren graf sa
skupom vrhova S i skupom bridova E = {(i,j) € $* : p;; > 0}.

Za C C S kazemo da je zatvoren podskup od skupa stanja S ako je P(Ts,c < oo|Xp =
i) = 0,Vi € C. 1z zatvorenog podskupa skupa stanja Markovljev lanac ne moze izadi,
ali moZe u njega udi i tada biva apsorbiran. Ako je C = {j} zatvoren, tadaje j € S
apsorbirajuce stanje.

Koja je vjerojatnost apsorpcije Markovljeva lanca u zatvorenom podskupu skupa sta-
nja S? Koje je ocekivano vrijeme do apsorpcije? Do odgovora na ova pitanja dolazimo
analizom prvog prijelaza Markovljeva lanca:

Neka je B C S i neka je Tp vrijeme pogadanja skupa B. Definiramo vjerojatnosti poga-
danja sa:

Ako je B zatvoren podskup od S, tada su h? apsorpcijske vjerojatnosti.

Ocekivano vrijeme do apsorpcije Markovljeva lanca u slucaju kad je B zatvoren ozna-
¢avamo s gP = E[Tg|Xo = i].

Definicija 2.11. Slucajna varijabla T : QO — {0,1,2,... } U{oo} zove se vrijeme zaustavljanja
ako Vn > 0 vrijedi:
(T <n}ec(Xo, X, ..., Xn),
tj. dogadaj {T < n} ovisi samo o Xy, Xy, ..., Xu.
Teorem 2.3. [Jako Markovljevo svojstvo] Neka je (X,,n € IN) (A, P)— Markovljev la-

nac sa skupom stanja S i neka je T njegovo vrijeme zaustavljanja. Tada je, uvjetno na
{Xt = i}, slu¢ajni proces (X7, n > 0) (6',P)— Markovljev lanac nezavisan od slucajnih

varijabli Xo, Xy, ... Xr, gdje je
o 1 ,i=j
3(j) = {O )
JFE ]
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Dokaz pogledati u [8].
Uvedimo sada jedan bitan pojam u analizi Markovljevih lanca, a to je vrijeme prvog
povratka Markovljeva lanca u stanje i € S:

TV = min{n e N : X, = i}.

Definicija 2.12. Stanje i € S je povratno stanje Markovljeva lanca ako je
P(TY < oo|Xg = i) = 1.

Povratno stanje moZemo interpretirati kao stanje u koje se Markovljev lanac vraéa
beskona¢no mnogo puta. Drugim rije¢ima, stanje i € S je povratno ako se Markovljev
lanac u to stanje prvi puta vraca s vjerojatnos¢u 1 u kona¢no mnogo koraka.

Definicija 2.13. Stanjei € S je prolazno ako je
P(Ti(l) < oo|Xg=1) < 1.

Prolazno stanje moZemo interpretirati kao stanje u koje se Markovljev lanac ne vraca
beskona¢no mnogo puta. Dakle, stanje i € S je prolazno ako se u njega Markovljev lanac
prvi puta vraéa u kona¢no mnogo koraka s vjerojatnos¢u manjom od 1.

Uvedimo P; distribuciju vremena T; :

fi' =P(Ti=m)n>1ijes

(0)

i i = 0. Stavimo:

fji = i f](ln) = iopj(Ti = Tl) = P]'(Ti < OO)

n=0

Tada je za j = i, f;; = P;(T; < o) vjerojatnost povratka u stanje i, dok je za j # i, fj;
vjerojatnost dolaska u stanje i uz pocetno stanje j. Dakle, i € S je povratno ako i samo
ako je f;; = 1. Uvedimo, nadalje, funkcije izvodnice nizova ( f, "y > 0)1i (p](.z.n) :n>0):

ji

F]'j(S) = Z;)fj(in)sn’o <s <1,
n—=

Pji(s) = I;i()p](.f)s”,() <s <1
Sljedec¢u propoziciju navodimo bez dok;za.
Propozicija 2.4. (Dekompozicija u prvom vremenu posjeta)
1. Zai € S vrijedi:
= § Pz

iza0<s <1,
1

Pl"(S) = 1——E(S)



2. Zaj # i vrijedi:
k)
p]l Zf]z pzzn ,1’1_1

iza0<s <1,
Pji(s) = Fji(s)Py(s).

Propozicija 2.5. Stanje i € S je povratno ako i samo ako vrijedi ), pfin)

= OQ.
Dokaz. Prema dosad navedenom, znamo da je stanje i € S povratno ako i samo ako je
fii = Pi(Ti(l) < o) = 1. Osim toga, znamo daje za 0 < s < 1, Fj;(s) = Z‘,’Z":Ofi(i")s”

= Yneo pz(zn )

s". Promatramo sljedec¢i limes:
11_13} Fi(s) = hm 2 fZ ;

Niz ( fl.(n), n € Np) je niz nenegativnih realnih brojeva i }_,’ fi(i”)s” ima radijus konver-

gencije 1 pa primjenom Abelovog teorema na prethodnu jednakost dobivamo sljedece:

(ee]

11m Fi(s Z f” =fi=1

n=

ako je i € S povratno. Analogno, vrijedi i

lim P;; (s Z pu .

s—1

Iz propozicije 2.4 slijedi da je } ;" pl(ln ) = 1_#](” O
Neposredna posljedica gornje propozicije je sljedeci kriterij prolaznosti: stanje i € S

je prolazno ako i samo ako je Y ;7 pl(i”) < oo.

Proucimo sada na koji nac¢in broj posjeta pojedinom stanju ovisi o tome je li je to
stanje povratno ili prolazno. Oznac¢imo sa N; broj posjeta lanca stanju i € S. Preciznije,
N;i = Y3 01x,—-i)- Ocekivani broj posjeta Markovljeva lanca stanju i € S, uz pocetno
stanje j € S, moZemo izracunati, uz primjenu teorema o monotonoj konvergenciji, na
sljedeci nacin:

= M, E]'( L ﬂ{xn—z‘}> = lim ), Elix,—)

=Y p
n=0

Posebno u slucaju j = i slijedi da je stanje i povratno ako i samo ako je E;N; < co. U
tom je slucaju N; < oo, Pi—g.s. Iz E;N; = co ne moZemo zakljuciti da je N; = oo, P;—g.s.

m
= lim ) Pi(X, =1i) =

m—00
n

3
gl' 3
Ny
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Teorem 2.6. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

1. i € S je povratno stanje,
3. EiNl' = o0,

Dokaz. Ekvivalencije 1.,2. i 3. smo pokazali. Treba pokazati 4. <+ 1. Da bismo dokazali
da 4. — 1., zapravo promatramo 4. — 3. Ako se Markovljev lanac koji kre¢eizi € S g.s.
u i vraca beskona¢no mnogo puta, onda ocekivani broj posjeta Markovljeva lanca stanju
i € S iznosi beskona¢no. Dokazimo sada da 1. — 4. U tu svrhu ra¢unamo:

Pi(Nj = 00) = Pi(Npen{N; > n}) = lim Pi(N; > n) = nli_{{}opi(Ti(n) < o).

Opcenito, promatramo:

P(T™ < 00) = P(T") < o0) = Py(T" < o0, T" V) < o0)
B P(Ti(n) < oo, i(n_l) < 00, Xy = ])
P(Xo =)
_ (n) (n—1) _ (n—1) _
= P(T;7 < oo T 7 <00, Xo = J)P(T;™ 7 < 00| Xg = j) )
Kako je (XT,(”’”Jrk’k € No) uvjetno na {X_(,-1) = i} Markovljev lanac koji g.s. starta iz i

i ima matricu prijelaznih vjerojatnosti kao i Markovljev lanac (X,,n € INp), te je uvjetno
na {XT(’H) = i} nezavisan od Xy, Xy, ..., X (n-1), primjenom Jakog Markovljeva svojstva

i homolgenosti slijedi:

P(T") < eo|T" ™V < 00, Xo = ) = P(T{") < 00| X 00 = )

= P(TYV < 0| Xy = i) = (T

1

< 00).
Vratimo 1i se sada na jednakost (5) dobivamo sljedece:
BT < 00) = BT < 00)P(T" V) < o0)

= Pj(Ti(n_l) < oo)fii = Pj(Ti(n_Z) < oo)fl%

1 o fH— _

== P < oolXo = fE T = flfa)"!
Specijalno, Pi(Ti(”) < o) = (f;;)". Ako je stanje povratno, a stanje je povratno ako i samo
ako je fi; = 1, slijedi:

Pi(Nj = e0) = P(N; = 00| X, = i)
= 1im P(T") < oo|X, = i)
n—oo

— lim P(T\") < oo)

n—o00

= 1im () = 1



Kao posljedica ovog teorema slijedi da je ekvivalentno sljedece:
1. i € S je prolazno

2. 050 P;in) <

3. E;N; < o0

4. Pj(N; < 00) = 1.

Definicija 2.14. O¢ekivano vrijeme prvog povratka lanca u stanje i definiranoje s (i) =
E(TY Xy = i
(T; 1 Xo = i)

Definicija 2.15. Stanje i € S je pozitivno povratno ako je EZ-(TI.(U) = E(Ti(l)]XO =1) < 0.

Uodimo da iz E(Ti(1)|X0 = 1) < oo slijedi P(Ti(l) < 00| Xy = i) = 1, §j. svako pozitivno
povratno stanje ujedno je i povratno.

Definicija 2.16. Stanje i € S koje je povratno, ali nije pozitivno povratno, zove se
nul povratno stanje.

Definicija 2.17. Slu¢ajan proces X = (X,, n € INp) definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q), F,P) zove se stacionaran ako Yk > 0 i Vn > 0, sluajni vektori (X, X1, ..., Xx) i
(Xn, Xy41, oy Xy ) imaju istu distribuciju (u odnosu na vjerojatnost P).

Specijalno, ako X poprima vrijednosti u prebrojivom skupu stanja S, tada uzimajuci
k = 0 slijedi P(X, = i) = P(Xp =1i) zasvei € Sisva vremena n > 1. Dakle, kao speci-
jalan slucaj dobivamo da se jednodimenzionalne distribucije ne mijenjaju kroz vrijeme.
Pitamo se- koja je uloga stacionarnosti? Stacionarnost kod slucajnih procesa znaci da se
vjerojatnosna svojstva procesa ne mijenjaju kroz vrijeme. Preciznije, akoje X = (X, : n >
0) stacionaran slucajan proces, tada je distribucija svih slu¢ajnih elemenata X, jednaka.
Stacionarna distribucija igra glavnu ulogu u asimptotskim rezultatima. Stacionarna dis-
tribucija Markovljevih lanaca (ako postoji) usko je povezana s grani¢nom distribucijom
koju ¢emo takoder definirati u nastavku poglavlja.

Definicija 2.18. Neka je (X,,n € INg) Markovljev lanac s prebrojivim skupom stanja
S i matricom prijelaznih vjerojatnosti P. Vjerojatnosna distribucija 7 = (71;,i € S) na
S je stacionarna ili invarijantna distribucija ovog Markovljeva lanca ako vrijedi da je
t = 7P, tj. po komponentama

=Y mpj, Vj € S. (6)
keS

Teorem 2. Neka je X = (X, n € Ny) (71, P)— Markovljev lanac, gdje je 7t stacionarna
distribucija. Tada je X stacionaran proces. Preciznije, X je stacionaran uz vjerojatnost
Pr = Y ics ;iP;. Nadalje, Vim > 0je (Xyu4s : 1 > 0) ponovno (71, P)— Markovljev lanac.

Dokaz se mozZze vidjeti u [8].



Definicija 2.19. Niz A = (A; : i € S) naziva se mjera ako je A; € [0,00),Vi € S. Mjera
A je netrivijalna ako postoji i € S takav da je A; > 0. Neka je X = (X,,n € Ny)
Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Netrivijalna mjera A na S je invarijantna
mjera Markovljeva lanca X (odnosno prijelazne matrice P) ako vrijedi

A =AP,

odnosno po komponentama

/\] = Z /\kij/Vj €S.
kes

Sljedeca propozicija vaZna je za pitanje egzistencije invarijatne mjere:
Propozicija 2.7. Neka je i € S povratno stanje. Za j € S definiramo

T,—1
U]' = Ei Z H(anj)
n=0

Tada je v invarijantna mjera. Ako je stanje i pozitivho povratno, tada je
Y

1 1

stacionarna distribucija.

Vrijednost v; mozemo definirati kao o¢ekivani broj posjeta Markovljeva lanca stanju
j € S neposredno prije nego se on prvi put vrati u stanje i € S iz kojeg je startao. Dokaz
se moZe vidjeti u [8].
Sljedeci teorem govori o jedinstvenosti invarijantne mjere:

Teorem 3. Neka je X = (X,,n € INp) ireducibilan i povratan Markovljev lanac. Tada
jev = (vj : j € S) invarijjantna mjera takva da vrijedi v; > 0 za sve j € S. Ako je
A = (Aj : j € S) neka druga invarijantna mjera za X, tada postoji ¢ > 0 takav da je
A = cv.

Dokaz se mozZze vidjeti u [8].

Definicija 2.20. Neka je (X,,n € No) Markovljev lanac sa skupom stanja S i matricom
prijelaznih vjerojatnosti P. Vjerojatnosna distribucija 77 = (71;,i € S) naziva se grani¢na
distribucija Markovljeva lanca ako Vi,j € S

i, pij = 7T

Teorem 4. Neka je 71 grani¢na distribucija Markovljeva lanca X. Tada je 7 i njegova
stacionarna distribucija.

Dokaz se moze vidjeti u [8].

Definicija 2.21. Neka je X Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Za stanje i € S,
oznac¢imo s d(i) najveci zajednicki djelitelj skupa {n > 1: p!. > 0}, gdje je d(i) = 1 ako
je taj skup prazan. KaZemo da je stanje i aperiodi¢no ako je d(i) = 1. U suprotnom je i
periodi¢no stanje, a d(i) se zove period od i.

10



Na pitanje egzistencije grani¢ne distribucije odgovara sljedeci teorem:

Teorem 5. Neka je A proizvoljna vjerojatnosna distribucija na skupu stanja S. Pretposta-
vimo da je X = (X, n € Np) (A, P)— Markovljev lanac koji je ireducibilan i aperioditan
te ima stacionarnu distribuciju 7r. Tada je
nh_r)r.}o P(X, =j)=m;,Vj€S.
Specijalno,
lim p?j = m;,Vi,j €S,

n—o00

tj. stacionarna distribucija ujedno je i grani¢na.

Dokaz se moze vidjeti u [8].
Prisjetimo se jos jednog vaZnog rezultata o grani¢nom ponasanju srednjih vrijednosti
kroz vrijeme:

Teorem 6. (Ergodski teorem) Pretpostavimo da je Markovljev lanac X = (X, : n > 0)
ireducibilan i pozitivnho povratan te da je 77 njegova jedinstvena stacionarna distribucija.
Pretpostavimo da je f nenegativna ili ograni¢ena realna funkcija definirana na S. Tada
vrijedi
1 n—1
P(gggO; Y f(Xi) = Zf(])ﬁj) =1
k=0 jes
Dokaz se moZe vidjeti u [8].
Ergodski teorem kaze da je za gotovo sve puteve grani¢no vremensko usrednjenje jed-

nako prostornom usrednjenju.
Neka je N;(n) = X/ 1 (=i} Vrijeme koje lanac provede u stanju i prije trenutka 7.

Korolar 6.1. Za ireducibilan i pozitivho povratan Markovljev lanac sa stacionarnom dis-

tribucijom 7t vrijedi
. Nj(n) .
P(hm :7'[]') =1,VjeS.

n—oo 1

Dokaz se mozZe vidjeti u [8].

Teorem 7. (Teorem o konvergenciji) Za bilo koju pocetnu distribuciju, uz uvjet da je
lanac aperiodican, vrijedi
P(Xy =j) — mj,n — oo,V

Dokaz se mozZe vidjeti u [8].
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3 Markovljevi lanci unatrag

3.1 Markovljevi lanci unatrag

Markovljevo svojstvo koje govori da su proslost i buduénost nezavisne uz danu sadas-
njost zapravo tretira buduénost i proslost kao simetri¢cne. Medutim, manjak simetrije je
u ¢injenici da u uobicajenoj formulaciji imamo inicijalno vrijeme 0, ali ne i terminalno
vrijeme. Ako uvedemo terminalno vrijeme, moZemo promatrati proces unatrag kroz
vrijeme. U ovom poglavlju bavimo se odgovorima na sljedeca pitanja:

1. Je li novi proces i dalje Markovljev?,

2. Ako jest, u kojoj je vezi nova matrica prijelaznih vjerojatnosti u odnosu na origi-
nalnu?,

3. Pod kojim su uvjetima procesi unaprijed i unatrag stohasticki jednaki?

Razmatranje ovih pitanja vodi k Markovljevim lancima unatrag.

Promotrimo homogeni Markovljev lanac u diskretnom vremenu X = (X, X1, X, ...),
s prebrojivim skupom stanja S i matricom prijelaznih vjerojatnosti P. Neka je m poziti-
van cijeli broj na koji ¢emo gledati kao na terminalno vrijeme. Definiramo X, = X,,_,
zan € {0,1,...,m}. Dakle, proces unaprijed kroz vrijeme dan je s X = (Xo, X1, ..., Xm),
dok je proces unatrag kroz vrijeme kroz vrijeme dan s

X =(Xo, X1,..., Xin) = (Xon, X1, ..., Xo).
Nekajezan € {0,1,...,m}
ﬁn = U{XO/ Xl/' . /Xn} = O'{menrxm—n—i—l/- . -/Xm}

o algebra dogadaja procesa X do trenutka n. Dogadaj za X do trenutka 7 isto je $to i
dogadaj za X od trenutka m — n. Prvi rezultat koji navodimo je to da je obrnuti proces i
dalje Markovljev lanac, ali generalno ne i homogen.

Propozicija 3.1. Proces X = (XO, Xl,. .., Xm) je Markovljev lanac, ali nije homogen op-

¢enito. Jednokora¢na matrica prijelaznih vjerojatnosti u trenutku n € {0,1,...,m — 1}

danajes

P(Xi—n-1=]) .
P(Xppw=1) "

pij = P(Xp1 = jlXu =) = (i) € $%
Dokaz. Nekaje A € F,ii,j € S. Tada je

. . P(Xyi1=j,Xn=1iA
P(Ryir = ji%y = i, A) = Pt 2P 2 )

P(Xn — i, A)
. P(menfl - j/ Xm—n - i/ A)
PXmn =0, A)

= P<A|Xm_”_1 - j’ Xm—n = i)P(men — i’Xm—n—l - j)P(Xm—n—l - ])
P(AXn = P (Xopn = 1)
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Ali, A € o{Xm—n,..., Xm} pa prema Markovljevom svojstvu za proces X vrijedi

Zbog homogenosti procesa X je P(Xyu—yn = i[Xy—n-1 = j) = P(j,i) = pji. Nakon
supstitucije preostaje nam

PR = 1% = i, A) =

O

Medutim, proces unatrag kroz vrijeme bit ¢e homogen ako je distribucija od X sta-
cionarna distribucija pripadnog Markovljeva lanca.

Propozicija 3.2. Pretpostavimo da je X ireducibilan i pozitivno povratan. Ako Markov-
ljev lanac X starta iz svoje stacionarne distribucije 7t = (t;,i € S), tada je X homogen
Markovljev lanac s matricom prijelaznih vjerojatnosti P koja je dana sa:

A 7L ..
Pij = ;Zp]l, (Z,]) € 52.

Dokaz. Ovo slijedi iz prethodne propozicije 3.1. Prisjetimo se da, ako X ima distribuciju
m, tada Xy ima distribuciju 7, Vk € IN. O

Prethodni rezultati sluZe kao motivacija za definiciju koja slijedi.

Definicija 3.1. Pretpostavimo da je X ireducibilan Markovljev lanac s matricom prijelaz-
nih vjerojatnosti P i da je A invarijantna mjera za X. Markovljev lanac unatrag od X s
obzirom na A je Markovljev lanac X = (Xp, X1,...) s matricom prijelaznih vjerojatnosti
P koja je definirana sa:

A

A .
pij — )\_]p]l’ (l,]) € 52.

Kako bi prethodna definicija imala smisla, trebamo pokazati da je s P dobro defini-
rana matrica prijelaznih vjerojatnosti. Kako je A invarijantna mjera za X,

. 1 Ai :
):Pij: XZAiji: Y =1,i €S.
j€s tjes !

Generalna definicija je prirodna jer veéina vaznih svojstava Markovljevih lanaca una-
trag slijedi iz jednadZbe ravnoteZe izmedu matrica P i P te invarijantne mjere A:

Aibij = Ajpji, (i) € S%. (7)

Propozicija 3.3. Pretpostavimo da je X ireducibilan Markovljev lanac s invarijantnom
mjerom A i da je X Markovljev lanac unatrag od X s obzirom na A. Za i,j € S vrijedi:

L pii = pii,
2. pij > 0 ako i samo ako je pj; > 0.

Dokaz. Ovaj dokaz slijedi direktno iz jednadZzbe ravnoteze (7). O
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Sada navodimo sloZeniju verziju jednadZzbe ravnoteZe:

Propozicija 3.4. Pretpostavimo da je X ireducibilan Markovljev lanac s invarijantnom
mjerom A i da je X Markovljev lanac unatrag od X s obzirom na A. Za svaki n € N* i
za svaki niz stanja (iy, iy, ..., i, in11) € g+l vrijedi:

Ail ﬁhizﬁizis T ﬁininﬂ = /\in+l Piyi1in = Pigip Pigiy -

Dokaz. Dokaz provodimo metodom matematicke indukcije:

1. (Baza indukcije)
Za n = 1 primjenom osnovne jednadZbe ravnoteZe dobivamo:

AiyPiyiy = Aiy Piiy -

2. (Pretpostavka indukcije)
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n =k, k € IN, tj. da vrijedi:

Ay Pivia Pigis * * * Pigigsr = Migsr Pigsni *** Pisia Piiy

3. (Korak indukcije) Ako tvrdnja vrijedi za n = k + 1, vrijedi i za svaki n € IN. Prema
pretpostavci indukcije vrijedi sljedece:
AiyPiviaPisis * * Piig1 Piiiers = Aigia Picie *** PisiaPiaiy Pi i
Prema definiciji Markovljeva lanca unatrag vrijedi da je Aj,, Pi. 1ip,, = MigioPicisicn

pa slijedi:

Ay Piyiy Pinis - Pigig i1 Pigirigsn = Aik+2pik+2ik+l Piyqix *** Pizip Pigiy -

JednadZzba ravnoteZe vrijedi i za n-kora¢ne matrice prijelaznih vjerojatnosti:

Propozicija 3.5. Pretpostavimo da je X ireducibilan Markovljev lanac s invarijantnom
mjerom A i da je X Markovljev lanac unatrag od X s obzirom na A. Za svaki uredeni
par (i,j) € S? i za svaki n € N vrijedi:

AT ) a0
Aipi; = Ajpji.
Dokaz. Za n = 0, lijeva i desna strana iznose A; za i = j i 0 inace. Za n = 1 imamo os-

novnu jednadzbu ravnoteZe: A;p;; = A;pji. Generalno za n € N uz primjenu prethodne
propozicije 3.4 imamo:

Aipij = Y. AiPiiPiiy e Piyy

(ilr"‘rinfl 65"71)

= Z Ajpjinflpinflinfz T plll - A]PZ.

(ilr-“/infl eS"*l)
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Sada moZemo generalizirati propoziciju 3.3 otprije.

Propozicija 3.6. Pretpostavimo da je X ireducibilan Markovljev lanac s invarijantnom
mjerom A i da je X Markovljev lanac unatrag od X s obziromna A. Zan € Ni (i,]) € S?
vrijedi:

L P = Pii
2. pj; > 0 ako i samo ako je pj; > 0.
Promotrimo jos$ neka svojstva Markovljeva lanca unatrag;:

Propozicija 3.7. Pretpostavimo da je X ireducibilan Markovljev lanac s invarijantnom
mjerom A i da je X Markovljev lanac unatrag od X s obzirom na A. Tada vrijedi:

1. Aje invarijantna i za X,
2. X je takoder ireducibilan,

3. X je Markovljev lanac unatrag od X s obzirom na A.

Dokaz. 1. Za j € S, primjenom jednadZbe ravnoteze imamo:
> Aipij =} Apji = A
i€S i€S

2. Nekaje (i,j) € S?. Kako je X ireducibilan, postoji n € N t.d. pji > 0. Iz prethodne
propozicije 3.6 slijedi da je i ;ﬁz > 0. Stoga je i X ireducibilan.

3. Ovo je ocito iz simetri¢ne veze u 1.
O

Dalje definiramo matricu koja nam je bitna za razumijevanje nekih svojstava Markov-
ljevih lanaca unatrag:

Definicija 3.2. Neka je X Markovljev lanac s matricom prijelaznih vjerojatnosti P =
(pij,i,j € S). Zaa € (0,1] matrica « potencijala od X dana je sa:

Z(x plj (i,j) € %

Specijalan je slu¢aj matrica Ry = R(i,j) = Y_;— 0171] = Yoo Eillyx,—jy] = Ei[Cnzo Lix,—j)]
i to je jednostavno matrica potencijala od X.
Navedimo jednadZbu ravnoteZe za matrice potencijala:

Propozicija 3.8. Pretpostavimo da je X Markovljev lanac unatrag od X, s obzirom na
invarijantnu mjeru A. Za « € (0,1], za pripadne matrice a potencijala vrijedi:

AR f) = AiRa(j, ), i) € 52
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Dokaz. Dokaz slijedi iz propozicije 3.4 i definicije matrice a potencijala:

AiRa(i,]-) = A Z:Oa”ﬁ?j = Z%]oc”/\iﬁ?j = Z%)oc”/\jp]”i = A, Z%Jac”p]”i = AjRa(j, 1)
n= n= n= n=

Vratimo se svojstvima Markovljevih lanaca unatrag;:
Propozicija 3.9. Pretpostavimo da je X Markovljev lanac unatrag od X . Tada vrijedi:
1. X i X su istog tipa (prolazni, povratni),
2. X i X imaju isti period,
3. X i X imaju isto o¢ekivano vrijeme prvog povratka u(i),Vi € S.
Dokaz. Neka je X Markovljev lanac unatrag od X s obzirom na invarijantnu mjeru A.

1. Ocekivani broj posjeta lanca stanju i € S, ako lanac krece iz i, jednak je za oba lanca
i iznosi R(i,7) jer prema propoziciji 3.8 vrijedi R(i,i) = R(i,i). Stoga su oba lanca
ili prolazna ili povratna. Prema teoremu 2.6, oba su lanca povratna ako vrijedi
E;[N;] = o0, odnosno ako je zajednicki potencijal beskonacan. U suprotnom, ako je
zajednicki potencijal konacan, oba su lanca povratna. Oba lanca su nul povratna
ako ) ;cg Aj = co dok su oba pozitivno povratna ako ) ;-5 A; < co.

2. Ova tvrdnja slijedi zbog p: = pi;,Vn € N,i € S.

3. Ako su oba lanca prolazna ili ako su oba lanca nul povratna, tada je u(i) = ji(i) =
oo, Vi € S. Ako su oba lanca pozitivno povratna, tada Vn € IN, i € S vrijedi:

1& 0 1T &
Ezpiizgzpii-
k=1 k=1
Prema elementarnom teoremu obnavljanja lijeva strana konvergira k —1=,n — oo,

u(i)’
dok desna strana konvergira k ﬁ, n — oo.
O
Glavni smisao sljedeceg teorema je to da da ne trebamo apriori znati da je A invari-
jantna mjera za X:

Teorem 3.10. Pretpostavimo da je X ireducibilan lanac s matricom prijelaznih vjerojat-
nosti P. Ako postoji mjera A i ako postoji stohasti¢ka matrica P t.d. A; pij = Ajpji, V(i ) €
5?2 tada vrijedi sljedece:

1. A je invarijatna za X,

2. P je matrica prijelaznih vjerojatnosti Markovljeva lanca unatrag X od X s obzirom
na A.
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Dokaz. 1. Kako je P stohasti¢ka matrica, vrijedi:

Y Ajpji = Y Aipij = A, Vi €S.
jes j€es

2. Ovo slijedi iz tvrdnje pod 1) i definicije.

Navedimo jedan jednostavan primjer Markovljeva lanca unatrag:

Primjer 3.1. Promotrimo Markovljev lanac X sa skupom stanja S = {1,2,3} i matricom prije-
laznih vjerojatnosti danom sa:

11 1
R
T
2 2 0

Zelimo pronaci proces X za koji vrijedi X, = Xyy—n. Ako skiciramo graf stanja pocetnog lanca X
dobivamo sljedece:

Slika 1: Graf stanja

S obzirom na to da svako stanje iz S komunicira sa svakim drugim stanjem iz S, lanac je
ireducibilan. U sljede¢em koraku racunamo invarijantnu mjeru A. Znamo da za invarijantnu
mjeru vrijedi A = AP tj. Aj = YyesMprjpazaj € S = {1,2,3} pa imamo sljedeci sustav
jednadzbi:

A = AMp11 + Aapar + Azpar
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Ay = AMp12 + Aapao + Azpa2

A3 = AMp13 + Aapaz + Azpss

Uvrstimo li vrijednosti za p;;, dobivamo:

1 1 1
M= ZlAl + 57\2 + E/\3
1 1 1
Ay = ZlAl + 5/\2 + E/\3
1 1
Az = E)Ll—l—g)Lz—l—O

Nakon sredivanja, dobivamo da je invarijantna mjera lanca A = {A,A,2A}. Sada moZemo
izratunati matricu prijelaznih vjerojatnosti P Markovljeva lanca unatrag od X za koju vrijedi

5. — Ny
Pij = 3, Pji -

. M 1
P11 Y P11 = 4
A 1

. Ay _ 2
P32 = /\3P23— 5
A
P33 = /\SP33—

Dakle, matrica prijelaznih vjerojatnosti Markovljeva lanca unatrag sljedeceg je oblika:

|

Q1UNW| W —
O Rl

=

I
R
GIHOMS s

Invarijantna mjera A je invarijantna mjera i za X.
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U ovom su nam radu od posebnog interesa Markovljevi lanci unatrag cije se matrice
prijelaznih vjerojatnosti P podudaraju s originalnim matricama prijelaznih vjerojatnosti
P. Lanac ovog tipa moZe posluZiti za modeliranje fizikalnih procesa koji su stohasticki
jednaki, unaprijed i unatrag kroz vrijeme.

Neka je X = (Xp, Xj,...) Markovljev lanac s matricom prijelaznih vjerojatnosti P.
Pretpostavimo da smo snimili "film" koji se sastoji od niza stanja (Xo, ..., X,) i "film" se
prikazuje na uredaju koji ga moze reproducirati unaprijed jednako dobro kao i unatrag.
Pitanje je- moZemo li gledaju¢i niz koji se sastoji od niza tranzicija "filma" zakljuciti pri-
kazuje li se "film" unaprijed ili unatrag?

VaZzna pretpostavka je to da poznajemo matricu prijelaznih vjerojatnosti, u suprot-
nom ovaj zahtjev ne bi imao smisla. Postoje slucajevi u kojima je vrlo jednostavno odre-
diti u kojem smjeru gledamo na vrijeme. Primjerice, ako imamo skup stanja {1,2,3}
i vrijedi p1p = p23 = p31 = 1 promatraju¢i samo jedan prijelaz moZemo sa sigur-
noscu rec¢i o kojem smjeru vremena se radi. Ako gledamo "film" u kojem nakon npr.
3 slijedi 2, taj "film" mora biti reproduciran unatrag. S druge strane imamo, primjerice,
Ehrenfestov lanac . Kod ovog lanca iz promatranja nekog kona¢nog "filma" (X, ..., Xy)
nismo u moguénosti sa sigurnoséu reci u kojem se smjeru "film" prikazuje. To ¢ée biti de-
taljnije objasnjeno u sljede¢em poglavlju.

Definicija 3.3. Pretpostavimo da je X = (X, X1, X3, ... ) ireducibilan Markovljev lanac
s matricom prijelaznih vjerojatnosti P i invarijantnom mjerom A. Ako Markovljev lanac
unatrag od X s obzirom na A takoder ima matricu prijelaznih vjerojatnosti P, tada je X
reverzibilan s obzirom na A tj. ako vrijedi:

Aipij = Ajpji, (i,]) € S%.
Primjer 3.2. Vratimo li se na primjer 3.1, vidimo da taj lanac nije reverzibilan jer p;; # pi;.

Koriste¢i rezultat 3.10 iz prethodnog poglavlja, moZemo redi je li X reverzibilan s
obzirom na A bez da znamo apriori da je A invarijatna.

Propozicija 3.11. Pretpostavimo da je X ireducibilan s matricom prijelaznih vjerojatnosti
P. Ako postoji mjera A t.d. A;p;; = Ajp;i, V(i,j) € S?, tada vrijedi sljedece:

1. A je invarijatna mjera za X,
2. X je reverzibilan s obzirom na A.

Ako je Markovljev lanac reverzibilan, onda uvjet iz prethodnog teorema moZemo
iskoristiti za pronalazak invarijante mjere.
Sljedeci su rezultati posljedice propozicija 3.4 i 3.5.

Propozicija 3.12. Pretpostavimo da je X ireducibilan i da je A mjera. Tada je A invari-
jantna i X je reverzibilan s obzirom na A ako i samo ako Vn € IN™ i za svaki niz stanja
(i1,i2, -+, in,ins1) € S"T1 vrijedi:

Aiy PiriaPigis * ** Piniysr = Niysr Pinsain = Piaig Piiy -
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Propozicija 3.13. Pretpostavimo da je X ireducibilan i da je A mjera. Tada je A invari-
jantna i X je reverzibilan s obzirom na A ako i samo ako V(i,j) € S2,n € N7 vrijedi:

n __ n
Navedimo i uvjet reverzibilnosti u terminima matrice potencijala.

Propozicija 3.14. Pretpostavimo da je X ireducibilan i da je A mjera. Tada je A invari-
jantna i X je reverzibilan s obzirom na A ako i samo ako vrijedi:

AiRa(i,j) = AjRa(j, 1), (0,1], (i,j) € S*.

U pozitivno povratnom slucaju (koji je i najvazniji), sljedeci teorem daje uvjet za
reverzibilnost koji nije u izravnoj vezi s invarijantnom distribucijom. Uvjet je poznat kao
Kolmogorov kruzni uvjet.

Teorem 3.15. Pretpostavimo da je X ireducibilan i pozitivno povratan. Tada je X rever-
zibilan ako i samo ako za svaki niz stanja (iy, iy, . .., in) vrijedi:

pilizpizi:g e pin_1inpini1 = pilinpinin—l T p1312p1211

Dokaz. Pretpostavimo da je X reverzibilan. Primjenimo li Propoziciju 3.12 na niz
(i,1p,...,in,i1), dobivamo Kolmogorov kruzni uvjet. Obrnuto, pretpostavimo da vrijedi
Kolmogorov kruzni uvjet i ozna¢imo sa A invarijantnu mjeru od X. Iz kruZznog uvjeta
imamo:
k _ k ;o +
piipji = pjipij, V(i,j) € S,k € NT.

Usrednjavanjem po k = {1...n} dobivamo:
Pij, )3 Pii = Pii, ) pij, (i,j) € S5,m € N™.
k=1 k=1

Ako pustimo 1 — oo, dobivamo A;p;j = A;jpji, (i,j) € S%, pa je X reverzibilan. O

Kolmogorov kruzni uvjet govori da je vjerojatnost posjeta lanca stanjima u nizu
(ip,13,...,1n,i1), ako krece iz iy, jednaka vjerojatnosti posjeta lanca stanjima u nizu
(in,in—1,-..,12,11) ako krece iz i;. Ovaj kruzni uvjet poznat je i kao jednadzba ravnoteze
za cikluse.

Slika 2: Kolmogorov kruZzni uvjet
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3.2 Reverzibilnost Ehrenfestovog lanca

Ehrenfestov lanac jednostavan je diskretan model kojim opisujemo razmjenu molekula
plina izmedu dviju komora. MoZemo ga formulirati i kao model urni gdje lopte odgova-
raju molekulama, a urne komorama. Pretpostavimo da imamo dvije urne, ozna¢imo ih s
011, koje sadrze ukupno m lopti. Stanje sustava u trenutku n € IN u oznaci X, oznac¢ava
broj lopti u urni 1. Promatrani stohasti¢ki proces je X = (Xo, X1, Xp,...) s pripadnim
skupom stanja S = {0,1,...,m}. Naravno, broj lopti u urni 0 u trenutku n je m — X,,.

U osnovnom Ehrenfestovom modelu, u svakoj diskretnoj vremenskoj jedinici, nezavisno
od proslosti, slucajno je odabrana lopta i prebacena u urnu u kojoj se nije nalazila.

0 e * . . * 1
> =
> o
= ~ .
> 1
. .
» & > .
&> & - . >
-

Slika 3: Ehrenfestov model

Ehrenfestov lanac X diskretan je Markovljev lanac sa skupom stanja S i matricom
prijelaznih vjerojatnosti P danom sa:

1 m—1i
Pii—1 = Ezpii—i—l =

,1€S.

Pretpostavimo da modificiramo osnovni Ehrenfestov model na sljedeci nacin: u sva-
kom diskretnom trenutku, nezavisno od proslosti, slu¢ajno izabiremo loptu i slucajno
izabiremo urnu. Zatim, izabranu loptu stavimo u izabranu urnu.

Modificirani Ehrenfestov lanac X je Markovljev lanac u diskretnom vremenu sa sku-
pom stanja S i matricom prijelaznih vjerojatnosti danom sa:

i 1 m—i .
dii-1 = %/%‘ = EI%'H = W,l €S.

Primijetimo da vrijedi:
1 ) ) .
qij = Epij’ za | € {Z — 1,1 + 1}

S obzirom na to da kod osnovnog i modificiranog Ehrenfestovog lanca svako stanje
vodi u svako drugo stanje, oba su lanca ireducibilna.
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Invarijantna distribucija osnovnog i modificiranog Ehrenfestovog lanca je binomna s
parametrima m i 1/2. PokaZzimo da vrijedi 7P =P te 7Q = Q.

Gustoca binomne distribucije je oblika: 7; = (T)(;)m,z €Ss.
Za osnovni Ehrenfestov lanac imamo sljedece:

Y, TPk = Toapi-j+ TP
ke{jo1,j+1}

[ m 1’”171—]'—1—1+ m \1"j+1
S \yj-1)2 m i1 m
_1’” m—1 n m—1
2 [\j—-1 j
_ 1 my
=5 (7) ="

Za modificirani Ehrenfestov lanac zbog g;; = : pij, zaj € {i —1,i+ 1} vrijedi sljedece:

Y. Tk = TGoaio1j T
ke(j-Tij+1)

1 1 1
= 57j-1Pj-1j T 5T +1Pj+1j T 57T = T

Time smo pokazali da je binomna distribucija s parametrima m i % invarijantna dis-

tribucija opisanih modela.
Pokazimo sada da su osnovni i modificirani Ehrenfestovi lanci reverzibilni:
Neka je A; = () zai € S. Uotimo da vrijedi:

/\1]?1] = /\]p]l i )\qu] = /\]q]l’ \V/l,] €S.

Za osnovni lanac, ako je i € S, vrijedi:
m—1
Aipii—1 = Aic1pi—1i =
iPii—1 i—1Pi—1i (i—1>

m—1
AiPiit1 = Aig1Pit1i = ( ; )

U svim drugim slucajevima A;p;; = Ajp;; = 0. Reverzibilnost modificiranog lanca slijedi
trivijalno iz reverzibilnosti osnovnog Ehrenfestovog lanca zbog g;; = % pijzaj=iztl
Uvjet reverzibilnosti trivijalno vrijedii za j = i.

Primijetimo da je 7 jednostavno A normirano, i stoga imamo jos jedan dokaz da je 7
invarijantna.

3.3 Reverzibilnost Bernoulli-Laplaceovog lanca

Beroulli-Laplaceov lanac jednostavan je diskretan model za difuziju dva nestlaciva plina
izmedu dva spremnika. Isto kao i kod Ehrenfestovog modela, moZemo ga formulirati
kao jednostavan model lopti i urni. Pretpostavimo da imamo dvije urne, u oznakama
01i1. Urna 0 sadrzi ! lopti, dok urna 1 sadrzi k lopti, k,I € N*. Od I+ k lopti r

22



lopti je crveno, dok je preostalih I + k — r lopti zeleno, r € N*,0 < r < I + k. U svakom
diskretnom trenutku, nezavisno od proslosti, slu¢ajno je izabrana po jedna lopta iz svake
urne i one su zamijenjene. Lopte razli¢itih boja odgovaraju razli¢itim molekulama, a
urne odgovaraju spremnicima. Svojstvo nestlacivosti reflektira se u smislu da je broj
lopti u svakoj urni konstantan kroz vrijeme.

i * * * 1
> . ¢ =
* > * >
* =
= L * .
= e .
L & &
* — . * . s

Slika 4: Bernoulli-Laplaceov model

Ako stavimo da X, oznacava broj crvenih lopti u urni 1 u trenutku n € N, tada je:

1. k — X,, broj zelenih lopti u urni 1 u trenutku ,
2. r — X, broj crvenih lopti u urni 0 u trenutku n,

3. | —r + X, broj zelenih lopti u urni 0 u trenutku n.

Bernoulli-Laplaceov lanac X je Markovljev lanac u diskretnom vremenu sa skupom
stanja S = {max{0,r —1},...,min{k,r}} i matricom prijelaznih vjerojatnosti P koja je
dana sa:

)  (I=r4i)i “_(r—i)i+(l—r+i)(k—i) )  (r=1i)(k—1i)
Pii-1 = T/ pii = Ik s Pii+1 = T

zai€S.

Ovo je izuzetno sloZen model, najvise zbog broja parametara. Do zanimljivih spe-
cijalnih slucajeva dolazimo kada se pojedini parametri podudaraju. Primjerice, kada je
r=jl=kr=kilil=k=r.

S obzirom na to da vrijedi p;;—1 > 0zasvakii,i—1¢€ Sipjj;1 >0zasvakii,i+1€S
tj. svako stanje vodi u svako drugo stanje, Bernoulli-Laplaceov lanac je ireducibilan.

Invarijantna distribucija je hipergeometrijska s parametrima / + k, k, . Gustoca hiper-
geometrijske distribucije dana je sa:

O
()

T = ,1€8S.
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Izravan dokaz za P = 7t vrlo je kompleksan. Nakon Sto pokaZemo reverzibilnost
Bernoulli-Laplaceovog lanca, invarijantnost distribucije slijedit ¢e direktno.

Neka je A; = (:)(Z *,;]:r),i € S. Dovoljno je pokazati uvjet reverzibilnosti A;p;; = A;p;;
za svaki i,j € S. Iz toga slijedi da je X reverzibilan i da je A invarijantna mjera za X. Za
icSizaj=1i—1¢€ S lijevaidesna strana uvjeta reverzibilnosti svode se na sljedece:

1 rl (I4+k—r)!
k(i—1)r—) (k—i)!(I—r+i—1)"

Zaic Sizaj=i+1 € S lijevaidesna strana uvjeta reverzibilnosti svode se na sljedece:

1 r! (I+k—r)!
Ikit(r—i—D! (k—i—DI(I—r+i)

Za sve ostale vrijednosti i,j € S, uvjet reverzibilnosti je trivijalno zadovoljen. Hiper-
geometrijska distribucija 7t jednostavno je A normirana pa iz ovoga slijedi da je i
invarijantna distribucija.

3.4 Markovljevi lanci unatrag i slucajne Setnje na grafovima

Pretpostavimo da je G = (S,E) graf sa skupom vrhova S i skupom bridova E C S2.
Ako postoji put medu bilo kojim dvama vrhovima, graf je povezan, a u suprotnom je
nepovezan. Osnovna je razlika izmedu usmjerenih i neusmjerih grafova u tome Sto
je brid u usmjerenom grafu uredeni par vrhova. Usmjereni grafovi Cesto se nazivaju i
digrafovima (engl. directed graph, DiGraph). Stoga, za brid e = (i,j) € E kaZemo da
povezuje vrh i € S sa vthom j € S, ali ne nuzno i obrnuto. KaZemo da brid e € E pocinje
uvrhui € S, a zavrSava u vrhu j € 5. Od neusmjerenog grafa moZemo dobiti usmjereni
ako svaki brid zamijenimo sa dva - jednim u jednom smjeru i jednim u drugom ((i, f)
i(j,i)). Pretpostavljamo da je graf neusmjeren u smislu da je (i,j) € E ako i samo ako
je (j,i) € E. Neka je N(i) = {j € S : (i,j) € E} skup susjeda vrtha i € S i neka je
d(i) = k(N(i)) stupanj vrha i € S. Pretpostavljamo da je N(i) # 0 za i € S, tako da graf
nema izoliranih vrhova.

Pretpostavimo da postoji provodljivost c(i,j) > 0 povezana sa svakim bridom (i, j) € E.
Provodljivost je simetri¢na u smislu da je ¢(i,j) = ¢(j, i), za (i,j) € E. Prosirimo funkciju
¢ do funkcije definirane na ¢itavom S x S tako da definiramo ¢(i,j) = 0 za (i,j) ¢ E.

Neka je

C(i) =) _c(ij)i€Ss.

jes

Oznaka C(7) oznacava ukupnu provodljivost bridova koji izlaze iz vrha i € S. Glavna je
pretpostavka da je C(i) < oo, za i € S. MoZemo zamisliti tekuc¢inu kroz bridove grafa
tako da provodljivost brida na neki na¢in mjeri kapacitet tog brida. Jedna od najboljih
interpretacija je ta da graf zamislimo kao elektri¢nu mrezu, a bridove kao otpornike. U
ovoj interpretaciji, provodljivost otpornika recipro¢na je otpornosti.
U nekim primjenama, posebice kod mreZe otpornika koju smo maloprije spomenuli,
potrebna je dodatna pretpostavka da graf G ne sadrzi petlje, tako da (i,i) ¢ E za svaki
i€S.
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Definicija 3.4. Markovljev lanac X = (X, X1, Xp, - - - ) u diskretnom vremenu sa skupom
stanja S i matricom prijelaznih vjerojatnosti danom sa:

pij = C((:i('ij))z (i,j) € S

naziva se sluc¢ajna Setnja na grafu G.
Definicija 3.5. Slucajna Setnja u kojoj su svi vrhovi medusobno razli¢iti naziva se put.

Vratimo se sad slucajnoj Setnji na grafu i primijetimo da je p;; > 0 za i,j € S. Dalje,
upotrebom definicije za C dobivamo sljedece:

Y pij= Zcéi(’ié) - % —1,i€es,

jE€S jes

stoga slijedi da je P dobro definirana matrica prijelaznih vjerojatnosti na S. Osim toga,
pij > 0 ako i samo ako je c(i,j) > 0, 8to vrijedi ako i samo ako je (i,j) € E, stoga je graf
stanja od X upravo G graf s kojim smo krenuli.

S obzirom na to da put duljine n izmedu stanja i,j € S postoji ako i samo ako je
p?j > 0, ako je G povezan, onda postoji put izmedu svaka dva para razli¢itih vrhova i
stoga je lanac X ireducibilan.

Uzmimo da je X slucajna Setnja na povezanom grafu G i pokaZimo da je X reverzibilan
s obzirom na C.
Glavno opazanje je da vrijedi:

C(i)pij = C(j)pji, (i,]) € S*.

Ako je (i,j) € E, lijeva strana jednaka je c(7,j), a desna strana jednaka je ¢(j,i). Zbog
ranijih pretpostavki vrijedi da je c(i,j) = c(j,i). Ako vrijedi (i,j) ¢ E, obje strane jed-
nakosti iznose 0. Iz toga slijedi da je C invarijantna mjera za slucajnu Setnju X i da je
slucajna Setnja X reverzibilna s obzirom na C.

Kako je X reverzibilan s obzirom na A, A i P zadovoljavaju A;p;; = Ajpji, V(i,]) € S2.
S obzirom na to da vrijedi p;; > 0 ako i samo ako p;; > 0, graf stanja G od X ima
dvosmjerne bridove pa slijedi da je ¢;; = ¢;;, V(i,j) € S%. Promotrimo sljedece:

C(Z) = ZCZ']' = 2/\1]?1] = /\i,i €S,
jes jes
pa vrijedi da je p;; = %

Dakle, vrijedi i obrnuto, tj. vrijedi da je svaki ireducibilan Markovljev lanac X sa
skupom stanja S, matricom prijelaznih vjerojatnosti P i invarijantnom mjerom A, koji je
reverzibilan s obzirom na A, slucajna Setnja na grafu stanja s funkcijom provodljivosti c
koja je dana sa c(i,j) = Aipij, za (i,]) € S*.

Neke od prethodno spomenutih reverzibilnih lanaca moZemo interpretirati u skladu
s ovom tvrdnjom:
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Primjer 3.3. Osnovni Ehrenfestov lanac sa m € INT lopti je reverzibilan pa ga stoga moZemo
interpretirati kao slucajnu Setnju na grafu. Graf stanja G osnovnog Ehrenfestovog lanca sa
m € N lopti je put od 0 do m bez petlji. Funkcija provodljivosti c glasi ¢(i +1,i) = (";') za
ie{0,1,...,m—1}.

Primjer 3.4. Prisjetimo se da je modificirani Ehrenfestov lanac sa m € INY lopti reverzibilan
pa ga moZemo interpretirati kao slucajnu Setnju na grafu. Graf stanja G modificiranog Ehren-
festovog lanca sa m € IN lopti je put od O do m sa petljama. Funkcija provodljivosti ¢ je
ci+1,i) =" zaic{01,....,m—1}ic(i,i)=L1(") zaiec {0,1,...,m}.

1

Primjer 3.5. Prisjetimo se da je Bernoulli-Laplaceov lanac sa | € INT lopti u urni 0 i k €
N lopti u urni 1, od kojih je r € {0,...,1+ k} lopti crveno, reverzibilan pa ga mozemo
interpretirati kao slucajnu Setnju na grafu. Graf stanja G ovog Bernoulli-Laplaceovog lanca je
put od max{0,r — I} do min{k, r} sa petljama. Funkcija provodljivosti c dana je sa:

c(i+1,i) = (r) (ZJIZ’: r) (r —i)(k —i),i € {max{0,r —I},..., min{k r} — 1}

1

c(i,i) = (r) (”k’: r) [(r— )i+ (j—r+i)(k—i)],i € {max{0,r —I},...,min{k,r}}.

i
3.5 Lanci pouzdanosti u diskretnom vremenu i Markovljevi lanci una-
trag
Pretpostavimo da imamo niz pokus$aja od kojih svaki rezultira s uspjehom ili neus-
pjehom. Osnovna je pretpostavka da ako postoji i € IN uzastopnih pokusaja, tada je
vjerojatnost uspjeha u sljede¢em pokusaju dana s p(i), nezavisno od proslosti, gdje je
p : N — (0,1). Svaki put kad se realizira neuspjeh, krecemo ispocetka, s novim ni-

zom pokusSaja. Funkcija p naziva se funkcija uspjeha. Neka X, oznacava duljinu niza
uspjeha nakon n pokusaja.

Definicija 3.6. Neka je X = (X, X1, X2, ... ) Markovljev lanac u diskretnom vremenu sa
skupom stanja IN i matricom prijelaznih vjerojatnosti P danom sa:

piiv1 = p(i), pio =1—p(i),i € N.

Markovljev lanac X naziva se lanac uzastopnih uspjeha.

Slika 5: Graf stanja lanca uzastopnih uspjeha
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Neka T oznacava broj pokusaja do prvog neuspjeha ako krenemo s novim nizom

pokusaja. Kod lanca uzastopnih uspjeha X, T = Tél), vrijeme prvog povratka u stanje 0

ako krenemo iz 0. Primijetimo da T ima vrijednosti u skupu IN* U oo jer je moguce da ne

dode do neuspjeha. Neka je r(n) = P(T > n),n € N, vjerojatnost barem n uzastopnih

uspjeha ako krenemo s novim nizom pokusaja. Neka je f(n) = P(T =n+1),n € N

vjerojatnost to¢no n uzastopnih uspjeha ako krenemo s novim nizom pokusaja.
Funkcije p,r i f su povezane na sljede¢i nacin:

p(i) = (z+1)/r()i€]N,
)

2. r(n) =TT, Lp@i),n €N,
3. f(n) =[1—pm)] [T p(i),n €N,
r(n) =1-Y17) f(i),n €N

5 f(n)=r(n)—r(n+1),n € N.

Dakle, funkcije p,r i f daju ekvivalentne informacije. Ako znamo jednu od funk-
cija, mozemo konstruirati preostale dvije pa stoga bilo koju od ovih funkcija moZemo
iskoristiti za definiranje lanca uzastopnih uspjeha. Funkcija r je funkcija pouzdanosti
povezana uz T.

S obzirom na to da nula vodi u svako drugo stanje i da svako drugo stanje vodi
natrag u nulu lanac uzastopnih uspjeha je ireducibilan.

Oznac¢imo s ¢ = E(T) ocekivani broj pokusaja do prvog neuspjeha ako krenemo s
novim nizom pokusaja. Promotrimo uredaj za koji vrijeme do kvara U ima vrijednosti
u IN, s gustocom f. Pretpostavljamo da je f(n) > 0, za n € IN. Kada se uredaj pokvari,
odmah je zamijenjen novim identi¢nim uredajem. Za n € IN, neka Y, oznacava vrijeme
do kvara uredaja koji je ispravan u trenutku n.

Definicija 3.7. Neka je Y = (Yo, Y1, Y2, ...) Markovljev lanac u diskretnom vremenu sa
skupom stanja IN i matricom prijelaznih vjerojatnosti Q koja je dana sa:

q0i = f(i),qi+1i = 1,i € N.

Markovljev lanac Y naziva se lanac vijeka trajanja s gustocom f.

Slika 6: Graf stanja lanca vijeka trajanja
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Ako sa U oznacimo Zivotni vijek uredaja, tada je T = 1 + U vrijeme prvog povratka
lanca Y u stanje 0, ako je lanac startao iz 0.

Zbog pretpostavke na f stanje nula vodi u svako drugo stanje i svako drugo stanje
vodi natrag u nulu pa je lanac Y ireducibilan.

Dosad smo mogli uociti sli¢nosti u oznakama i rezultatima izmedu lanca uzastopnih
uspjeha i lanca vijeka trajanja. Postoji i dublja veza: lanac Y je Markovljev lanac unatrag
od X i obrnuto.

Kako su oba lanca ireducibilna, prema teoremu 3.10 dovoljno je pokazati da vrijedi:

ribij = 1i4ji, i,j € IN.

Iz toga ce slijediti da je Y Markovljev lanac unatrag od X i obrnuto, tj. da je i X Mar-
kovljev lanac unatrag od Y i da je r zajednicka invarijantna distribucija. Ako uzmemo u
obzir definicije lanaca, potrebno je promotriti samo dva slucaja, tj. slucaj j = 0 i slucaj
j=1i+1. Zaj =0, imamo r;p;jo = r;[1 — p(i)] i roqo; = f(i) jer r(0) = 1. Ali, upotrebom
gore navedenih svojstava 1. — 5., dobivamo sljedece:

()1 - pl0) = (i) (1 - ")

= f@) = (D) —r(i+1)
i—1 i

= 1—;)f(i) —1+;)f(i)
= f(D)

Kadjei € Nij=i+1,imamo r;p;ip1 = r;p(i) i rip1qiv1i = ripr- Ali, 1ip(i) = riy1.

U terminima pouzdanosti, takoder je vrlo jednostavno vidjeti da je lanac vijeka traja-
nja Markovljev lanac unatrag od lanca uzastopnih uspjeha i obrnuto. Promotrimo uredaj
koji ima vijek trajanja s vrijednostima u IN i koji je odmah po kvaru zamijenjen s iden-
tiénim uredajem. Za n € IN, na X,, mozemo gledati kao na vijek trajanja uredaja koji je
ispravan u trenuku 7, a na Y, kao na vrijeme koje je preostalo do kvara tog uredaja.

3.6 Reverzibilnost lanaca radanja i umiranja u diskretnom vremenu

Definicija 3.8. Neka je S interval cijelih brojeva. Lanac radanja i umiranja u
diskretnom vremenu na S je Markovljev lanac X u diskrethom vremenu sa skupom
stanja S koji je konacan ili beskonacan i matricom prijelaznih vjerojatnosti P danom sa:

pi-1 = q(i), pi = (i), pirs1 = p(i),i € S,
gdje su p, g i r nenegativne funkcije na S takve da p(i) +q(i) +r(i) =1,zai € S.

Mjera A definirana sa:

A= PO-pli=1) gy
q(1)---q(i)
je invarijantna mjera za lanac radanja i umiranja u diskretnom vremenu X.
Uz pretpostavku p(i) > 01i¢(i) > 0,V¥i € INT, uz uvjet q(0) = 0, Markovljev lanac
radanja i umiranja u diskretnom vremenu je ireducibilan.
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Ireducibilan, povratan lanac radanja i umiranja X = (Xp, X1, X3, ... ) na intervalu cijelih
brojeva S je reverzibilan. Kako bismo to pokazali dovoljno je pokazati da je zadovoljen
Kolmogorov kruzni uvjet, tj. da za svaki niz stanja (ig,i1,12,...,1,) takav da iy = iy
vrijedi:
PigiyPivia = * " Piy—yin = Pinin—1Piy1in—p """ Pirio-

MozZemo ograniciti nage razmatranje na nizove za koje vrijedi ix 1 € {ix, iy — 1,ix + 1} za
svaki k € {1,2,...,n}. S obzirom na to da su nam jedini mogudi potezi iz danog stanja
jedan unatrag, jedan unaprijed i ostati na mjestu, vjerojatnost posjeta lanca stanjima
i, 13,...,1p,11 u nizu, ako je lanac krenuo iz i, jednaka je vjerojatnosti posjeta lanca
stanjima iy,1,—1,...,12,i1, ako je lanac krenuo iz i1, tj. za takve nizove kruzni uvjet je
trivijalno zadovoljen.

Dakle, u slu¢aju kada je S konacan, ireducibilan lanac X je povratan pa je stoga
reverzibilan. U slucaju kad je S = IN, moZemo iskoristiti prethodnu invarijantnu mjeru
kako bismo direktno pokazali da je lanac reverzibilan:

Za mjeru A definiranu sa:

_pO)--pli-1)
M@ N

dovoljno je pokazati da vrijedi uvjet reverzibilnosti A;p;; = A;pj; za svakii,j € IN. Iz toga
slijedi da je A invarijantna mjera za X i da je X reverzibilan s obziromna A. Zai € IN i
za j = i+ 1 slijedi:

p(0) -
Nipii = Apyy = 2~/ P/
i = AP (1) g ()
Zaic Ntizaj=i—1vrijedi

o _PO)...pi-1)
Aipij = Ajpji = 70) =)

U svim drugim slucajevima, uvjet reverzibilnosti trivijalno je zadovoljen.
Neki slucajni procesi koje smo ranije spomenuli su Markovljevi lanci radanja i umi-
ranja:

Primjer 3.6. Ehrenfestov lanac s parametrima m € IN™ je lanac radanja i umiranja na S =
{0,1,...,m}saq(i)=Lip(i)="Lzaics.

T m

Primjer 3.7. Modificirani Ehrenfestov lanac s parametrom m € IN" je lanac radanja i umiranja
naS={0,1,...,m} gdje q(i) = -, r(i)=Lip(i)=%"zai €S

Primjer 3.8. Bernoulli-Laplaceov lanac s paramerima 1,k,v € NNV takvim da r < | +k je
lanac radanja i umiranja na S = {max{0,r —1},...,min{k,r}} gdje q(i) = W,r(i) =
(rfz)i+(l;(r+i)(kfi) ZP(Z) _ (rfzglgkfi) aics.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu upoznali smo se s Markovljevim lancima unatrag u diskret-
nom vremenu. U prvom poglavlju definirali smo Markovljeve lance u diskretnom vre-
menu.Takoder, uveli smo vazne pojmove kao $to su matrica prijelaznih vjerojatnosti,
vrijeme prvog posjeta, vrijeme prvog povratka, invarijantna mjera, graf stanja itd. Klasi-
ficirali smo stanja Markovljeva lanca te naveli vazne rezultate za razumijevanje Markov-
ljevih lanaca. U drugom poglavlju, koje je i glavni dio rada, definirali smo Markovljeve
lance unatrag te dokazali njihova najvaZnija svojstva. Naveli smo jednadZbu ravnoteze
za matrice P, P i mjeru A a kasnije i sloZeniju verziju jednadbe ravnoteZe te jednadzu
ravnoteze za matrice n-koracnih prijelaznih vjerojatnosti. Osim toga, naveli smo i jedan
jednostavan primjer Markovljeva lanca unatrag. Od posebnog interesa bili su nam Mar-
kovljevi lanci unatrag ¢ije se matrice prijelaznih vjerojatnosti podudaraju s originalnim
matricama prijelaznih vjerojatnosti. Oni su poznati pod imenom reverzibilni Markov-
ljevi lanci. Dokazali smo njihova bitna svojstva. Nakon toga, u zasebnim potpoglavljima
raspravili smo reverzibilnost Ehrenfestovog lanca, reverzibilnost Bernoulli-Laplaceovog
lanca i reverzibilnost lanaca radanja i umiranja. Diskutirali smo i slu¢ajne Setnje na gra-
fovima u terminima reverzibilnih lanaca te lance pouzdanosti u terminima Markovljevih
lanaca unatrag.

Kljucne rijec¢i: Markovljev lanac, proces unatrag kroz vrijeme, homogen proces,

ireducibilan proces, Markovljev lanac unatrag, matrica prijelaznih vjerojatnosti, invari-
jantna mjera, reverzibilan Markovljev lanac, povratnost, prolaznost, jednadZba ravnoteze
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Summary

In this thesis, we introduce Markov chains backwards in discrete time. In the first chap-
ter, we defined Markov chains in discrete time. Also, we have defined important terms
such as transition probability matrix, time of the first visit, time of the first return, inva-
riant measure, state graph etc. We classified Markov chain states and presented results
that are important for understanding Markov chains. In the second chapter, which is the
main part of this thesis, we have defined Markov chains backwards and we have pro-
ved their properties. We introduced balance equation which holds for matrices P, P and
for measure A. Later we introduced more complex balance equation so as balance equ-
ation that holds for n state transition probability matrices. Further, we set an example of
Markov chain backwards. Markov chains backwards whose transition probability matri-
ces are identical to original transition probability matrices were of special interest to us.
They are known as reversible Markov chains. We also proved some important properties
of reversible Markov chains. Furthermore, we discussed reversibility of Ehrenfest chain,
reversibility of Bernoulli-Laplace chain and reversibility of birth and death chains in se-
parate subsections. Also, we discussed random walks on graphs in terms of reversible
Markov chains and birth- death chains in terms of Markov chains backwards.

Key words: Markov chain, process backward in time, homogeneous process, irredu-
cible process, Markov chain backwards, reversible Markov chain, recurrence, transience,
balance equation
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