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Sazetak

U zavrsnom radu prezentirat ¢e se Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky nejedna-
kost i prikazati njen dokaz na viSe mogucih nacina. Bit ¢e pokazano i neko-
liko generalizacija Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky nejednakosti te ¢e se kroz

ilustrativne zadatke pokazati njena primjena.

Kljucne rijeci

Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky nejednakost, primjena Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky

nejednakosti, Jensenova nejednakost, aritmeticko-geometrijska nejednakost



CSB inequalities and applications

Summary

In this finals work the Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality is presented
and its proof is showed in a few different ways. Some generalisations of the
inequality are also presented and through illustrative examples the use of the

inequality is shown.
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Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality, application of Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky

inequality, Jensens inequality, arithmetic-geometric inequality
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1 Uvod

U zavrsnom radu promatrat ¢emo Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky nejednakost
koja je u matematickoj literaturi poznata i pod nazivom Cauchyjeva nejed-
nakost ili Cauchy-Schwarzova nejednakost. Nakon $to se upoznamo s njom
i potrebnim definicijama prezentirat ¢emo razli¢ite dokaze te nejednakosti i

prikazati njenu primjenu u zadatcima.

1.1 Povijesni pregled

Augustin-Louis Cauchy(1789-1857) je davne 1821. godine objavio svoju
svjetski poznatu nejednakost(CSB nejednakost) u knjizi Cours d’Analyse Al-
gebrique koja je jedna od prvih strogo matematickih knjiga. Koristio ju je u
nekoliko ilustrativnih primjera ne pokazujuéi jos njen puni potencijal. Go-
dine 1829. Cauchy ju je prvi puta upotrijebio pri istrazivanju Newtonove
metode za izracunavanje korijena algebarskih i transcedentalnih jednadzbi.
Cauchyjeva nejednakost bila je izrazena u obliku konac¢ne sume:

n 2 n n
(Z%%) < meﬂLny
i=1 =1 =1

Ruski matematicar Victor Bunyakovsky (1804-1889) studirao je u Parizu
zajedno s Cauchyjem i bio je upoznat s njegovim radom na nejednakostima.
U svojoj knjizi Memoire objavljenoj 1859. godine zamijenio je sume u CSB
nejednakosti s integralima i tako dobio integralni oblik CSB nejednakosti:

/ ' f@)ga)d < (/ bf(:v)zdﬂs); (/ bg(asfdzc)é .

lako je knjiga bila stampana u Francuskoj nije bila poznata u zapadnoj
Europi.

Matemati¢ar Hermann Schwarz (1843-1921) nije bio upoznat s njom.
Schwarz je imao potrebu za nejednakosti sa dvodimenzionalnim integra-
lima koja bi bila analogna Cauchyjevoj nejednakosti. Trebao je pokazati
da akoje S C R% f:S - Rig:S — R tada dvostruki integrali

A=ls 1 B=Jls /9,



C = [[4¢° moraju zadovoljavati nejednakost |B| < vAVC, pri ¢emu
vrijedi stroga nejednakost osim ako su funkcije f i g proporcionalne.

Pristup ovoj nejednakosti preko Cauchyjeve nejednakosti bio je nezahva-
lan jer se strogost diskretne nejednakosti moze izgubiti u ograni¢avajucem
prijelazu prema integralima. Schwarz je trazio drugaciji put i pronasao od-
govarajuci dokaz. Pokazao je da je realni polinom

p(t) = //S(tf(:c,y) (e y)2dudy = A + 2Bt + C,

nenegativan, tj. p(t) > 0 osim kada su f i g proporcionalne. Tada koeficijenti
moraju zadovoljavati B2 < AC, osim ako su f i g proporcionalne, tada vrijedi
stroga nejednakost B? < AC.

Schwarz je ponovno otkrio Buniakowskyjev oblik nejednakosti.

1.2 Osnovni pojmovi i rezultati

Promatrimo realni vektorski prostor R™.

Definicija 1 Neka je v = (x1, xo, . .., x,) n-torka pozitivnih realnih brojeva.
Aritmeticka sredina od x definirana je izrazom

1 +To+ -+ Ty

Aw) = BT

Definicija 2 Neka je v = (21, xo, . .., x,) n-torka pozitivnih realnih brojeva.

Geometrijska sredina od x definirana je izrazom

3=

Gz)= (1 a9 2p)".

Definicija 3 Za funkciju f : I — R kaZemo da je konveksna na intervalu
I CR akoVay,x9 € I i Vo € [0, 1] vrijedi

flary + (1 —a)zs) < af(zy) + (1 —a)f(zs).

Teorem 1 (Aritmeticko-geometrijska nejednakost)
Neka je v = (x1,x2, . .., T,) n-torka pozitivnih brojeva. Tada vrijedi

T1+To+ -+ Ty
n

Z "I1'$2"'l‘n-

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x1 =19 = -+ = x,,.



Dokaz se moze vidjeti u [1].

Teorem 2 (Diskretna Jensenova nejednakost)
Funkcija f : I — R je konveksna na I C R ako i samo ako za svakin € N,
n>2,x1,...,0, €1l iay,...,a, €[0,1] takve da je Y ;| a; = 1 vrijedi

f <Z aixi) < Z%‘f(xi)-

Dokaz se moze vidjeti u [7].



2 Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky nejednakost i
dokazi

Sad, kada smo naveli bitne definicije i teoreme, iskazat ¢emo Cauchy-Schwarz-
Buniakowsky nejednakost i nekoliko njezinih dokaza.

Teorem 3 (Cauchy-Schwarz-Buniakowsky (CSB) nejednakost)
Za bilo koje dvije n-torke realnih brojeva a = (aq,. .., ay) 1
b= (by,...,b,) vrijedi

(Z ) (Z b) § (Z ") )

Pri tome jednakost (1) vrijedi onda i samo onda ako su n-torke a i b propor-

cionalne.!

Korolar 1 (Engel forma CSB) Neka suw = (u1,ug, ..., uy,) iv = (v1, v, ...

dvije n-torke realnih brojeva vv; > 0,9 =1,2,...,n. Tada vrijedi nejednakost

n 2
=1 < _1'7

n —

° Uy
§ v; i=1

i=1

Prethodna nejednakost je direktna posljedica CSB nejednakosti.
Dokaz iste se moze pogledati u [1].

1Postoji A € R takav da je Aa =b



U nastavku slijede razlic¢iti dokazi CSB nejednakosti.
Dokaz 1

Dokaz provodimo raspisivanjem suma:
n n n n n n n n
DD (e —ab)? =D al) B+) By af-2) abi) b
7j=1 =1 1 =1 7j=1

i=1 j=1 1=1 j= = Jj=

Zato §to je lijeva strana jednakosti suma kvadrata realnih brojeva ona je veca
ili jednaka od nule, stoga

n n n 2
(5) (%)= ()
i=1 i=1 i=1
Dokaz 2

Funkcija f : R — R, f(z) = 22, je strogo konveksna na R, pa za nju vrijedi

OJ

Jensenova nejednakost

2
1< 1<

Ako pomnoZimo sa S? dobijemo

n 2 n
(Z sixi> <S Z szxf
i=1

=1

S pomocu supstitucije z; = a;,/b; i s; =b? zai=1,...,n dobivamo

(&) = () (£2)

Jednakost vrijedi ako i samo ako su a i b proporcionalne. (]



Dokaz 3

Dokazat ¢éemo CSB nejednakost pomoéu matematicke indukcije.
Slucaj n = 1 je trivijalan, tj. a2 - b2 > (a1b)>

Baza indukcije: n = 2 :

(arb1+aghy)? = abi+2a,1biasbo+a3bs < abi+aibs+asbi+asbs = (a2-+a3)(b3+b3)

Dakle, vrijedi baza indukcije.

Pretpostavka: Pretpostavimo da (1) vrijedi za bilo koji n € N, tj.

(&) () (£%)

Korak indukcije: Imamo

a1b1 + a2b2 + ... anbn + an+1bn+1 = (a1b1 + agbg + ... anbn) + CLn_an_H
<(@4ai+-4a) T2+ + )2+ apyrbai
<(@4ai+-+ad4ad )+ B,

U prvoj nejednakosti koristimo pretpostavku indukcije, a u drugoj nejedna-
kosti koristimo bazu, gdje koristimo izraz

af + nibun < (07 + a0 1)2 (5 4 640)2,
uz supstituciju

a= (244 -+, B= b+ 4 +b)z.

Dakle, nejednakost (1) vrijedi i za n + 1. O]
Dokaz 4
Neka su a = (ay,a9,...,a,) 1 b = (by,bs,...,b,) n-torke realnih brojeva.

Tada za proizvoljan broj t € R vrijedi
(a+1tb) - (a+1tb) =a-a+2(a-b)t+ (b-b)t? < |a]* +2(a- b)t + |b]*t* = |a + tb]* > 0.

Dakle,
(a-b)* — la*b]* < 0.
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Koristedi izraze: a-b = aibj+agby+- - +azb,, |a* = Zal, b]? = sz

Dobivamo )

i=1 =1
To jest, dobivamo nejednakost (1). O
Dokaz 5

Nekaje A= +\/a2+a2+---+a2 i B=+/b?+b3+ - +b2,izaritmeticko-
geomtrijske nejednakosti vrijedi

<2 () -

Imamo

ZaibiSAB:\/a%+a§+-~-+a%\/b%+b§+~--+b,%,

Stoga,

n 2 n n

i=1 i=1 i=1
Cime smo dobili nejednakost (1). O
Dokaz 6

Promotrimo sljedeé¢i polinom

n

Fw) = (as + b)?

=1
= (ax + b1)2 (GQZ' + b2)2 +-+ (ax + b )2
= (a] + a3 +- + 2(arby + agby + - - - + anby)x + (b7 + b3 + - -+ b2)

(5)- H(zm o

Buduéi da je f(z) > 0V x € R, diskriminanta D od f(z) nije pozitivna tj.



Cime je dokazana nejednakost (1).
U
Dokaz 7
Neka su

A, =aj+as+- - +ad,
Bn = b1a1 + b2a2 +--+ bnan,
Cp=b]+b5+-+ 2.

Iz aritmeticko-geometrijske nejednakosti slijedi:

A,C, "L a2C, b2 " a2C,  v? L
1= i - i )y >2
5 Bt 2 e 2

i=1 i=1

Stoga, A,C, > B2 | to jest

(a2 4 a5+ - +a2)(b] + b3+ -+ b2) > (arby + agby + - - + anb,)?

Dokaz 8

Koristeéi aritmeticko-geometrijsku nejednakost, za A > 0 imamo

1 b?
b < = A
la;b;| < 5 (/\al + )\)

Ako biramo \ =

, gornja nejednakost nam daje

n n
2 2
b E a;
=1 2 =1 2
|aib;| < 0 + | b

VET S

i=1

11
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Stoga,

n n

i 3
YIRS N = SF R = O
—1 i—1 i—1
z IR

i=1 i=1

Sto je ekvivalentno

R MDD LD DA EROI NI
=1 =1

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Iz ¢ega slijedi nejednakost (1).

Dokaz 9
Definirajmo niz (S,),

S, = (ar1by + aghy + ... anb,)? — (a3 + a3 +---+a2) (b3 + b5+ - +b2).
Onda,

Snt1 = (a1by + azba + ... apby + apiibpyr) — (af + a3+ - +ay +ai )
(O + b5+ + b2+ b2 ),

Promotrimo razliku
Spi1 = Sp = — [(@1bps1 — b1y i1)? + (azbng1 — batng1)® + -+ + (Anbpsr — bpng)]

Dakle, S,41 <S5, (n€eN).
Stoga imamo:
SnSSn—l SSSIZO

Iz ¢ega slijedi nejednakost (1).
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3 Poopcéenja
Za kompleksne brojeve na sljedeé¢i nacin izrazavamo CSB nejednakost.

Teorem 4 Neka sua = (ay,ay...,a,) 1 b= (b1,by...,b,) n-torke komplek-

snih brojeva. Tada vrijeds

Pri tome jednakost vrijedi onda i samo onda ako su n-torke a i b proporci-

2

onalne.
Dokaz
Neka je A € C.Vrijedi jednakost

n

i la; = Ab|* = (a; — Ab;) (@ — Aby)
=1

i=1

— 2": |ai|* + |\ Xn: Ib;|2 — 2Re (/_\iain) ,
= =1 i=1

U jednakost uvrstimo
n n -1
i=1 i=1

gdje je b # 0, stoga imamo

n 2

n L[

Dolai= M=) o - >0,

i=1 i=1 Z ’bi‘2
i=1

Sto dokazuje CSB nejednakost za kompleksne brojeve. O
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Teorem 5 (TezZinska CSB nejednakost)
Neka su a = (ay,a9,...,a,), b = (by,bs,...,b,) n-torke realnih brojeva
im = (my,ma,...,my),m; > 0,0 = 1,2,... n n-torka pozitivnih realnih

brojeva. Tada vrijedi

n 2 n n
=1 =1 =1

Jednakost vrijedi kao i samo ako su a i b proporcionalne.

Dokaz se moze pogledati u [1].

4 Primjene CSB u zadatcima

U zadatcima ¢emo koristiti i Engel formu CSB nejednakosti i AG nejednakost.

Zadatak 1.
Dokazite da za pozitivne realne brojeve x,y, z vrijedi:

1 1 1
(a:+y+z)(—+—+—)29.
r Yy =z
Rjesenje:

U CSB nejednakosti stavimo a1 = \/z, as =./y, a3 =+/zte

by = %, by = %}, by = é Uvrstavanjem dobijemo:

1 1 1)? 11 1
Vi— + y—+\/2—> <(z+y+2) (—+—+—),
( TRV PR
odnosno upravo ono sto se trebalo pokazati, tj.

1 1 1 )
(z+y+z)(—-+-+-]>1+1+1)>=09.
T oy =z

Zadatak 2.
Neka su x1,...,x, pozitivni realni brojevi za koje je z; + --- + x, = 1.

Dokazite da vrijedi nejednakost:

VI + - 4 T <V
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Rjesenje:
Stavimo li u CSB nejednakost a; = \/z; ib; =1 Vi=1,2,...,n dobivamo

(Var T+ a1 < (Vo 4o Vo) (L +1),

n  puta

odnosno

(Vo1 + -+ V) <n(zy + - +13,).

Kako je po uvjetu zadatka xy + - - - +z,, = 1, slijedi (y/x1 + -+ + /7,)% < n,
iz ¢ega korjenovanjem dobijamo nejednakost.

Zadatak 3.

Dokazite da za pozitivne realne brojeve x,y, z vrijedi nejednakost
22 2 2
—+t—+—2r+y+=z
z x Y

Rjesenje:

Tvrdnja slijedi direktno iz CSB nejednakosti ako pazljivo odaberemo Sto su a;,
odnosno b;. Kako s lijeve strane CSB nejednakosti imamo sumu produkata
a;b;, o¢ito nam primjerice a; i b; u produktu moraju dati x, dok kvadrat
jednog od njih treba biti x—; jer je to jedan od faktora s desne strane trazene
nejednakosti. Neka su stoga:

x Yy z
\/E ) 1 \/27 5] \/E ) 2 \/57 as \/@ ) 3 \/g

Iz CSB nejednakosti (uz promjenu poretka nakon primjene iste) sada slijedi:

a; =
1,2 2 22

(z+y+2)7°< (—+y—+—) (z+y+2)

z x Y

Podijelimo li prethodnu nejednakost s © + y + z > 0 dobivamo trazenu ne-

jednakost.
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Zadatak 4.
Neka su z,y, z € [-1/4, 00) takvi da je z +y + z = 1. Dokazite da vrijedi

VAz + 1+ 4y +1+V4z +1 < V2L

Rjesenje:
Treba razmisliti kako s desne strane nejednakosti dobiti broj 21. Kako je
21 = 7 -3 potpun rastav broja 21 na proste faktore, ne namece se puno

moguénosti. Oc¢ito éemo 3 dobiti kao sumu jedinica, $to znaci da stavljamo

ar =Vir+1, ay=+\4dy+1, az=+V4z+1, b =by=0b3=1.

Sada iz CSB nejednakosti slijedi:

(Vdr +1+ady +1+Vaz + 1) < 4o+ 1 +4dy+1+42+1D)(1+1+1)
=MAr+y+2)+3)-3=7-3=21

Korjenovanjem prethodne nejednakosti slijedi:

Vaz + 14+ /4y + 1 +V4z +1 < V21

Zadatak 5.
Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

a? b? 3a+2b—c

+ > :
a+b b+c 4
Rjesenje:
Primijenimo CSB nejednakost u Engel formi na desnu stranu nejednakosti:
2 2 2
@ b > (a+ D) Caib— (a+b)(b—|—c).
a+b b4+c a+2b+c a+2b+c

Iz kvadrirane AG nejednakosti i odgovarajuée primjene svojstva asocijativ-
nosti dobivamo:

(%)2 _ ((‘”b) : (b+c))2 > (a+b)(b+0).

Iz cega dijeljenjem s a + 2b + ¢ slijedi da je:

(a+b)(b+c) < a+2b+c
a+2b+c¢ ~ 4 '
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Sad kada uvrstimo u Engel formu CSB (2) i svedemo sve na zajednicki
nazivnik dobivamo upravo ono sto smo trebali i pokazati, tj.
a? b? a+2b+c 3a+2b—c

S atb—
atb bre=T A A

Zadatak 6.
Neka su a i b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze pravokutnog trokuta.

Dokazite da vrijedi:
(1+5) <1+g> >3+2V2,
a

Rjesenje:

Lijeva strana nejednakosti koju zelimo dokazati produkt je dvaju binoma, pa
slutimo da mozemo koristiti CSB nejednakost.

U tusvrthu neka jen =2, a;=b=1, ay= \/E, by = \/E Uvrstava-
njem u CSB nejednakost slijedi:

2
c c c?
1+5) (1+2) 2 (1445 )
( a b/ — ab
Kako je prema uvjetu zadatka trokut pravokutan, iz Pitagorinog teorema?

uvrStavanjem slijedi:

(+9) ()= (1)

Iz nejednakosti (a + b)*> > 0 tj. a® + b? > 2ab uvrStavanjem se pokrati

razlomak i dobivamo upravo ono sto se trebalo pokazati, tj.

(1+§) (1+g> > (1+v2)? =3+2V2.

2Kvadrat nad hipotenuzom jednak je zbroju kvadrata nad obje katete, tj. u nagin
oznakama c? = a? + b?.
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Zadatak 7.
Neka su 1, ..., x, pozitivni realni brojevi takvi da je 1 +--- + x, = 1.
Dokazite da vrijedi:

l 73 a
1+ T2 o+ T3 Tn + T1

1
> —.
-2

Rjesenje:

Lijeva strana nejednakosti suma je razlomaka ¢iji su brojnici kvadrati brojeva
x;, dok se u nazivnicima ne pojavljuju kvadrati. Pogledamo li izraz s lijeve
strane CSB nejednakosti u Engel formi uocavamo sli¢nosti. Stavimo li

a; =x;, b =x;4+x,41, t=1,...,n pri ¢emu smatramo da je x,41 = 1

te uvrstimo u CSB nejednakost u Engel formi, slijedi

2 N x2 x? - (1 + 29 + ... 2p)>
T1+ Ty X9+ T3 Tptx 21+ Tt T,
Kako je z1 + 29 + - - - + x,, = 1, slijedi trazena nejednakost
i % T 1
Ty + X9 T2 + X3 ZEn+ZE1_2

Zadatak 8.
Rijesite sustav jednadzbi
2x 4 3y6z = 49
o+ + 22 = 49.
Rjesenje:
Uvrstimo li u CSB nejednakost dobivamo
(27 + 3y 4 62)2 < (22 + 32 + 6%) (2 + y* + 22),
tj.
(22 + 3y + 62)2 < 49(2® + ¢* + 27)
49% < 49 - 49
Dakle, 49 = 49.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je
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tjx = 2k, y =3k, z =06k k € R. Tada iz 2z + 3y6z = 49 slijedi
4k + 9k + 36k = 49, pa je k = 1. Dakle, uredena trojka (2,3,6) je rjeSenje

trazenog sustava.

Zadatak 9.

Odredite realne brojeve a, b, ¢ tako da vrijedi

a+b+c=06,
a’ +b* + =12

Rjesenje:
Prema CSB nejednakosti vrijedi

62=(a-1+b-14+c-1)* < (> +b*+A)(1*+ 12 +1%) = 3(a® + b* + &)

Dakle, a® + b* + ¢ > 12.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je { = %

=4t zaa=b=c=2.

Primjeri su preuzeti iz [3] 1 [4].
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