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Sazetak

Ovaj zavrsni rad bavit ¢e se beskona¢nim jednostavnim veriznim razlomcima. U pr-
vom dijelu navedena su neka osnovna svojstva i definicije o veriznim razlomcima, te
opisana je podjela na konacne i beskonacne verizne razlomke. U drugom dijelu raz-
matraju se beskonac¢ni verizni razlomci, njihova svojstva, pitanje konvergencije i pos-
tupak ra¢unanja. Na kraju ¢emo vidjeti neke zanimljivosti koje su vezane uz zapise
beskonacnih veriznih razlomaka.

Kljuéne rijeci: Verizni razlomci, beskonaéni verizni razlomci, konvergencija

Abstract

This paper will deal with infinitely simple continuous fractions. The first part
lists some basic properties and definitions of continuous fractions, and describes the
division into finite and infinite continuous fractions. The second part discusses infinite
continuous fractions, its properties, the convergence issue, and the calculating process.
Finally, some interesting facts related to the records of infinite continued fractions will
be seen.

Key words: Continuous fractions, infinite continued fractions, convergence
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1 Uvod

U samim pocetcima matematike razvija se pojam veriznih razlomaka. Iako su se mnogi mate-
maticari bavili veriznim razlomcima, vecina povjesnicara smatra da najvise zasluga mozemo
pripisati Euklidu ¢iji algoritam danas upotrebljavamo prilikom raspisa racionalnog broja u
verizni razlomak. U njegovom algoritmu dolazi do trazenja najveceg zajednickog djelitelja
dvaju prirodnih brojeva. Nesto kasnije su se verizni razlomci koristili za rjeSavanje nekih
matematickih problema, ali samo u konkretnim primjerima.

John Wallis je u 17. stolje¢u zapoceo proucavanje i generalizaciju teorije veriznih razlomaka,
te je nakon njega porastao interes za proucavanjem. Indijski matematicar Aryabhata je ko-
ritio verizne razlomke za rjeSavanje neodredenih linearnih jednadzbi.

U 19. stoljecu teorija veriznih razlomaka znatno je porasla te se to razdoblje smatra zlatnim
dobom veriznih razlomaka. Ali tu nije kraj, njegova upotreba Siri se i dalje te u 20.st. su
matematicari koristili verizne razlomke u ra¢unu s razli¢itim transcendentalnim funkcijama
i numerickoj aproksimaciji. Time nam verizni razlomak pokazuje da ¢e uvijek biti oko nas.
Primjena veriznih razlomaka velika je, koristimo ih u racunalnim algoritmima za racionalne
aproksimacije realnih brojeva, kod rjesavanja linearnih diofanskih jednadzbi, u kriptografiji
itd.

Jedna od zanimljivih primjena veriznog razlomka je u racunanju kalendarske godine. Tra-
janje jedne suncane godine eksperimentalna je veli¢ina, stoga nam nema smisla proucavati
taj broj kao racionalan ili iracionalan. Taj broj ¢emo zamijeniti s njegovom pribliznom
vrijednosti

5h A8m 46s 209263 10463
— 365 + 2L 2O TS 365 = 365"
@ T 1dan * 864005 43200

Kao sto vidimo, broj « je racionalan pa je njegov razvoj u verizni razlomak konacan. Sada
primijenimo Euklidov algoritam na brojeve 43200 i 10463 , te dobivamo

43200 = 10463 - 4 + 1348

10463 = 1348 - 7+ 1027
1348 = 1027 -1 4 321
1027 =321 -3 + 64
321=64-5+1
64=1-64
Stoga je a = [365;4,7,1,3,5,64], te konvergente broja a — 365 su
1 7 8 31 163 10463

Svaki od gore navedenih konvergenti nam daje jedno rjesenje problema kalendara. Tako
je primjerice kod prve konvergente prosjecno trajanje godine 365% dana. To nam znaci
da je svaka cetvrta godina prijestupna. Gledajué¢i opéenito nazivnik konvergenti nam daje
duljinu ciklusa, a brojnik broj prijestupnih godina u svakom ciklusu. Vidimo da peta i Sesta
konvergenta daju neprakticno rijesenje stoga opéenito razmatramo kalendare koje nam daju
prve cetiri konvergente. Julijanski kalendar je upravo nasa prva konvergenta, dok kod ¢etvrte
konvergente je najmanja pogreska kod racunanja.



2 Veriznil razlomeci

Na pocetku ¢emo navesti razliku izmedu konacnih i beskonacnih veriznih razlomaka i neke
osnovne ¢injenice za daljnje razumijevanje teksta.

2.1 Osnovni pojmovi

Definicija 2.1. Neka su dani prirodni brojevi ag, ay, ..., a,. Izraz oblika
1
Qo + (1)
ay +
as +

an

nazivamo konacni verizni razlomak. Izraz (1) kraée mozZemo zapisati kao |ag; ay, ag, ..., ay).

Definicija 2.2. Neka je zadan beskonacni niz prirodnih brojeva (a;)io. Izraz oblika
1
ap + —— (2)

a+ ———
! 1
as + —

nazivamo beskonacni verizni razlomak. Izraz (2) kraée mozemo zapisati [ag; ai, as, ...].
Navest ¢emo neke primjere veriznih razlomaka.

Primjer 2.1. Primjer konacnog veriznog razlomka

1 37
2:3.5] =2 ==
12:3,5] +3+§ 16

Primjer 2.2. Primjer beskonacnog veriznog razlomka /2 = 1;2,2,2,...]
tj.

1+
2+
2+

1

1
2+ —

Napomena 2.1. Brojevi a;, © = 0, ...,n nazivaju se parcijalni kvocijenti veriznog razlomka.
Ako je ag cijeli, te a;, i = 1, ...,n prirodni brojevi, kazemo da je verizni razlomak jednostavan.



2.2 Konacé¢ni verizni razlomci

Svaki racionalni broj x = §, q # 0 moze se zapisati u obliku

1

ag +

ay +

1
Ap—1 -+ i
To se zove razvoj broja x u verizni razlomak. Vrijedi i obrat, tj. sredivanjem konacnog
veriznog razlomka dobije se racionalan broj. U nastavku slijedi i dokaz te tvrdnje.

Teorem 2.1. Swvaki konacni jednostavan verizni razlomak moZe se prikazati kao raciona-
lan broj. Obrat, svaki racionalan broj moZe se prikazati kao konacan jednostavan verizni
razlomak.

Dokaz. Matematickom indukcijom ¢emo dokazati prvu tvrdnju po duljini veriznog razlomka.
Primijetimo da vrijedi [ag] = aq.
Baza indukcije za n=1:

1 apa; + 1
[ao;al]:a(ﬁ——:L.
aq aq

Zbog ag € Z i a; € N vrijedi da je %11“ € Q. Time smo pokazali bazu indukcije.

Sada pretpostavimo da je [ai;ag, ..., a,] € Q, za n > 1 imamo

1

[ao; a1, as, ..., an) = ag + ——————
[al,a,z, ...,an]

Zbog pretpostavke da je [a; asg, ..., a,] € Q pisemo

lag; ay, ...a,| = ag +

S| =

gdje nam je § racionalan broj. Sredivanjem desne strane jednadzbe dobijemo %fq cQ

te smo time nasu tvrdnju dokazali, tj. [ag; a1, ...a,] je racionalan broj.

Pokazimo sada obrat.

Za pocetak Ccemo pretpostaviti da je § racionalan broj, za b > 0. Trebamo pokazati da ¢
mozemo zapisati kao konacan verizni razlomak matematickom indukcijom po b.

Baza indukcije za b = 1, slijedi

—=a=la
L —a=a
Pretpostavit ¢emo da svaki racionalan broj koji ima nazivnik manji od b mozemo zapisati

kao konacni jednostavni verizni razlomak; pri tome koristec¢i teorem o djeljivosti s ostatkom
piSemo: a =bag+1r , gdjesuagir € Zi0 <r <b. Podijelimo li jednakost s b dobijemo,

r
:a0+—

b b



Ukoliko nam je r = 0 vrijedi da je § = ag = [ag] te nasa tvrdnja vrijedi.
Ukoliko je r # 0, onda imamo

a

b

3| =

Sada iskoristimo pretpostavku indukcije za 2 = [a; as, ..., a,) gdje su ai, as, ..., a, neki pri-

rodni brojevi. Kako nam je g > 1 te ay pozitivan broj, slijedi:

a
b = [ao;ab---,an]

te je s time obrat dokazan. O

U izrazu § = [ag; a1, ..., a,) iz gore navedenog dokaza mozemo posljednji parcijalni koefi-

cijent a,, preoblikovati tako da nam broj ¢lanova bude paran ili neparan. Za a, > 1 mozemo
pisati

1 1
an  (an—1)+1
te nam sada nas kraci zapis konacnog veriznog razlomka izgleda ovako

a
b = lag; a1, az, ..., ap_1,a, — 1,1]

Sada nam slijedi teorem koji nam to i dokazuje.

Teorem 2.2. Svaki racionalni broj 3 moZe biti izraZen kao jednostavni konacni verizni raz-
lomak u kojem posljedngi ¢lan moZemo preoblikovati tako da broj clanova razvoja bude paran
ili neparan.

Pokazimo to sada i primjerom.

Primjer 2.3.

tj. & =[3;6] = [3;5,1]

Definicija 2.3. Neka je x realan broj. Najveci cijeli broj koji nije veéi od x oznacavamo sa
| ] i zovemo najveéi cijeli broj od x ili "stopa od x”.

Dalje u tekstu ¢emo reé¢i nesto vise o konvergenciji veriznih razlomaka. Pogledajmo
sljedeci primjer:
Zapis broja % u verizni razlomak izgleda ovako:

93 1
- -3+ -
29 * 1

44
1+1

Sto se oznacava s 95 = [3;4,1,5]. Sada promotrimo sljedeéi postupak:



co=—=|3=3
’ do H
C1 ¢ [a] +4 4
16
=22 341)=3+— =2
q2 4 1 5
1
D3 1 93
=2 = 34,1,5|=34+—— ="
C3 % [’ 77] + 1 29
4+ ——
1
1+ -

5

93

Brojevi ¢y, c1, ¢a, c3 su konvergencije od broja 3,

stoga nam slijedi definicija konvergencije.

Definicija 2.4. Neka je x = [ag; ay, ..., a,]. Svaki racionalni broj ¢y = 22 = [ag; aq, ..., ax] za

ak
k <n zovemo k-ta konvergencija od .

Teorem 2.3. Brojnici py, i nazivnici qx, k-te konvergencije ¢y veriznog razlomka [ag; aq, ..., Gy
zadovoljavaju rekurzivne relacije

Dk = QpPr—1 + Pr—2, Po = o, p1 = ajag+1
Q. = Qkqr—1 + Qr—2, qo = 1, q1 = ay

za k €{2,3,....,n}.



3 Beskonac¢ni verizni razlomeci

Kao $to smo u gornjem tekstu naveli primjer (2.2) beskona¢nog veriznog razlomka, to nas
navodi na pretpostavku da oni predstavljaju skupinu iracionalnih brojeva. Pokazat ¢emo

racunski postupak dobivanja veriznog razlomka od nekog iracionalnog broja.

3.1 Racunski postupak

Neka nam je dan iracionalan broj z, tj. neka je za ag,a; € Z, ag < v < ag + 1.
Tada uzmemo za ag = |z ] i piSemo

1 1
T T

Kako je - < 1, to je 1 > 1, sada uzmemom za a; = |z, ], te nam vrijedi
z1

1 1
T =a; + —, 0<—x<1
X2 X2

analogno kao u prethodnom slucaju zbog 1—12 <1, x> 11imamo ay = |x2], te vrijedi

1 1
To = a9 + —, 0<—x<«1
€3 X3
1 1
Tp—1 = Qp—1 + —, 0<—x«1
Tk Tk

gdje nam je ag, a1, ..., A1, ... € Z 1T, 20,1, .., Tk, ... € L.

(6)

Sljededi postupak nam je uvrstavanje izraza (4) u (3) , (5) u (4) itd. Nakon ponavljanja tog

postupka £ puta dobivamo jedostavan beskonac¢ni verizni razlomak

r=ag+— =ag+ =ay+ —m = ...,
T

a kradi zapis je = [aop; a1, ...ax_1, Tg).



3.2 Konvergencija i bitna svojstva

Da bi mogli proucavati konvergenciju beskonacnih veriznih razlomaka, morali bi uzeti konacan
broj ¢lanova razlomka , [ag;ay, ...,ax] . Tako dobiveni izraz nazivamo k-ta konvergencija
veriznog razlomka. Kod njega ¢emo konvergente ¢, = Z—: = [ao; a1, ..., ai] racunati koristeéi
rekurzivne formule

Pk = QgPk—1 + Pr—2,  Po = ao, P1 = aiap+1

Qk = QkQr—1 + Qr—2, =1 qg=a

za neki k € {2,3,...,n}.
Dogovoreno uzimamo p_o =0ip_; =1,te ¢ = 11iqg_; = 0. Takoder nam vrijedi i sljedeca
relacija

PrQo—1 — Pr—aqr = (—1)*, kE>—1.

Propozicija 1. Neka je [ag; ay, as, ....] beskonacni verizni razomak. Tada nam je
(_1)k+1
a) cp — Cp_1 = ———
) k k—1 qkqK—1
,1)16
b) p — Cpp = D
) k k—2 9k9k—2

Dokaz. Gornje formule a) i b) dokazujemo raspisivanjem konvergenti pomoc¢u navedenih re-
kurzija.

a)
Pk Pkt DrGk—1 — Peqe  (—1)FH
Cp —Ch—1 = — — =
dk qk—1 qrqr—1 qrqk—1

_ Px Pk-2  DPrQk-2 — Pr—2qr
Cp — Ck—2 = — — =

qk qr—2 qrqr—2

_ (akpr—1 + Pr—2)qk—2 — Pr—2(kqr—1 + Qr—2)
qrqrk—2

AEPr—19k—2 + Prk—2qr—2 — QpQr—1Pk—2 — Pk—2qr—2
qr4qk—2

_ ae(Pr—1Ge—2 — Qr-1Pr—2) _ ar(—1)"F

qrqr—2 qr4r—2

Time smo time dokazali nasu propoziciju.



Teorem 3.1. Neka je ag cijeli broj i (a;)i>1 niz prirodnih brojeva. Tada niz (cy,), gdje je

Cp = [GOS ai, ag, ..., an] )
konvergira.

Dokaz. Teorem se dokazuje koriste¢i Cauchyev niz, jer znamo da svaki Cauchyev niz u R
konvergira (vidi [6]). O

Nadalje beskonaé¢ni verizni razlomak mozemo definirati na drugaciji nac¢in. Pogledajmo
definiciju koja slijedi.

Definicija 3.1. Neka je (a;);>0 niz cijelih brojeva gdje su a; pozitivni za i > 1. Tada
beskonacni verizni razlomak [ag; ay, as, ...] definiramo pomocu limesa, tj., kao

lim [ag; a1, ..., Gp| -
n—oo

Brojeve a; nazivamo parcijalnim kvocijentima, dok n-tu konvergenciju veriznog razlomka
lag; ay, ...| definiramo kao ¢, = [ag; ay, ..., ay].

Sada promotrimo razvoj beskonac¢nog veriznog razlomka kod kojeg nam dolazi do uzas-
tupnog ponavljanja odredenog broja ili brojeva, kao npr.

V2=1[1:2,2,2,..] = [1;2]
ili u ovom primjeru gdje nam se ponavlja vise brojeva
V3=1[1:1,2,1,2,1,2,1,2,..] = [1;12]

Takve verizne razlomke nazivamo beskonac¢ni periodi¢ni verizni razlomci, koje definiramo
ovako.

Definicija 3.2. Za beskonacni verizni razlomak x = [ag; a1, ...] kaZemo da je periodican ako
postoji s € N 1 N € Z takvi da je ap = agys, 2a Yk > N. Nagmangi takav s zovemo duljina
perioda veriznog razlomka, te mozZemo pisati

xr = [ao; ai,...,AN-1,AN, ..., CLN+S,1]
gdje
ANy -y AN45-1

znaci da se ti brojevi ay, ..., anys—1 ponavljaju.
U sluc¢aju kada nam je N = 0, tj. nema dijela koji se ne ponavlja, re¢i éemo da je veriini
razlomak c¢isto periodican, te moZemo pisati

x = [ag; ay, -y 51 -



3.3 Primjeri

Propozicija 2. Jednostavan beskonacni verizni razlomak predstavlja iracionalan broj.

Dokaz. Propoziciju ¢emo dokazati koristeci kontrapoziciju, tj. pretpostavimo da beskonaé¢ni
verizni razlomak predstavlja racionalan broj:

8 = [ag; a1, as, ...] nzv(a,b) =1 a,beZ .

Neka nam je n-ta konvergencija veriznog razlomka c, = %, sada uzmimo toliko velik n
tako da nam vrijedi |b] < g,.

Kako je ¢ 2—:, slijedi nam da je ag, — bp, #0 .

Primijenimo korolar, koji govori da kod zapisa realnog broja x u jednostavan verizni raz-

lomak sa ¢, n-tom konvergencijom i sa brojnicima p,, i nazivnicima g, vrijedi |z —c,| < ——.
Andn-+1

Koristeci taj korolar pisemo
a  Dn - 1

b Qn qngn+1 '

Kako je |b] < ¢n < @1 zakljuéujemo da vrijedi

14

qn+1

0 < lag, — bp,| < <1.

Kako je aq, — bp, cijeli broj, dolazi do kontradikcije. Zaklju¢ujemo da beskonaé¢ni verizni
razlomak predstavlja iracionalan broj O

Primjer 3.1. Pokazimo da je \/2 iracionalan broj.

Dokaz: Nasu tvrdnju ¢emo dokazati tako Sto ¢emo ve¢ poznatu tvrdnju o omjeru duljina
dijagonale i stranice kvadrata prikazati kao beskonacan verizni razlomak.

d-a

Slika 3.1

Iz sliénosti ADEC' i ADCF iz Slike 3.1 znamo da vrijedi DF - DE = DC?
odnosno (d—a)(d+a) = a® . Ako trazeni omjer oznacimo d : a s o, dobivamo (a—1)(a+1) = 1



Odatle slijedi

1+«

Postupak se nastavlja u beskonaéno. Omjeru a = v/2 odgovara beskonaéni verizni razlomak,
dakle nije racionalan broj. Tvrdnja je dokazana. ]

Primjer 3.2. Izvedimo formulu za /3.

Broj v/3 mozemo zapisati:

\/§:1+(‘/§_1):1+¢§+1:1+ — :1+1+}§71 =14+ =14+ —— =

Dalje se sitacija periodicki ponavlja, zato je v/3 = [1;1,2,1,2,1,2,1,2,...] = [1; T, 2]

Period se sastoji od dvije znamenke 11 2.

Nadalje, moze se pokazati da svaki broj oblika y/n koji nije prirodan broj, gdje n € N, moze
se pokazati u obliku beskona¢nog periodi¢nog veriznog razlomka.

10



4 Neke zanimljivosti beskonac¢nih veriznih razlomaka

Duzina duljine z podijeljena je u zlatnom rezu na dijelove a i x — a, ako nam vrijedi
r:a=a:(r—a). Zaomjer = x : anas problem zlatnog reza duzine dovodi do jednadzbe

E—pB—-1=0.

Pozitivno rjesenje te jednadzbe je f = @ Gornju jednadzbu mozemo zapisati u obliku

BP=p+1 tj. 5:1+%.

Ako izraz B uvrstimo s desne strane imamo 3 =1 + % =1+ 1% =1+ 1+11 = ...

B 1+%
Vidimo da je prikaz zlatnog reza preko veriznog razlomka 5 = [1;1,1,1,1,...] .
Njezini konvergenti su %, % , %, %, . . ., gdje se jasno vidi da su brojnici i nazivnici redom
Fibonaccijevi brojevi tj. 1,1,2,3,5,. . .

. Fn+l
1 =0.
im fa 15}

n—o0 n

Medu najpoznatijim iracionalnim brojevima, Ludolphovom broju 7 i Eulerovom broju e
primje¢ujemo jednu zanimljivost prilikom njihovih zapisa. Prvo pogledajmo zapis broja e

e=1[21,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,..]

koji se nastavlja prema pravilu koji je ocit, tj. dvije jedinice te visekratnik broja 2 itd.
Takoder je zanimljiv i ovaj zapis

Ve =[1:1,1,1,5,1,1,9,1,1,13,1,1,17,1, ..

gdje isto imamo pravilo po kojemu se niz nastavlja.

Pogledavsi radove L. Eulera vidimo kako se on bavio teorijom veriznih razlomaka, te na-
ilazimo na spise gdje dokazuje da se svaki racionalni broj moze zapisati u obliku konac¢nog
veriznog razlomka. Takoder je on autor i ovih jednakosti

1=1+ 2 L 1+ !
e — = = _—_—

At

45—

Gore navedeni primjeri nisu standardni verizni razlomci. Kao sto smo vidjeli kod Eulerovog
broja e imamo pravilo po kojem se niz brojeva nastavlja, dok kod broja m nije bas tako.
Pogledajmo kako je broj m Lambert prikazao

T =[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,2,1,1,15,3,13, 1,
4,2,6,6,99,1,2,2,3,5,1,1,6,8,1,7,1,2,3,7,1,2,1,1,12,1,1,3,1,1, ..

Par godina prije prikaza Lambertovog zapisa, pokazano je kako se tg(x) moze razviti u verizni
razlomak

U slucaju kada je x racionalan broj, desna strana jednadzbe je iracionalan broj. Znamo da
je tg(7) = 1, pa zakljucujemo da je § iracionalan broj. Time je zapravo i dokazano po prvi
put da je broj 7 iracionalan broj.
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