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Završni rad

Osijek, 2020.
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Sažetak

Ovaj završni rad bavit će se beskonačnim jednostavnim verižnim razlomcima. U pr-
vom dijelu navedena su neka osnovna svojstva i definicije o verižnim razlomcima, te
opisana je podjela na konačne i beskonačne verižne razlomke. U drugom dijelu raz-
matraju se beskonačni verižni razlomci, njihova svojstva, pitanje konvergencije i pos-
tupak računanja. Na kraju ćemo vidjeti neke zanimljivosti koje su vezane uz zapise
beskonačnih verižnih razlomaka.

Ključne riječi: Verižni razlomci, beskonačni verižni razlomci, konvergencija

Abstract

This paper will deal with infinitely simple continuous fractions. The first part
lists some basic properties and definitions of continuous fractions, and describes the
division into finite and infinite continuous fractions. The second part discusses infinite
continuous fractions, its properties, the convergence issue, and the calculating process.
Finally, some interesting facts related to the records of infinite continued fractions will
be seen.

Key words: Continuous fractions, infinite continued fractions, convergence
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2 Verižni razlomci 2
2.1 Osnovni pojmovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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1 Uvod

U samim početcima matematike razvija se pojam verižnih razlomaka. Iako su se mnogi mate-
matičari bavili verižnim razlomcima, većina povjesničara smatra da najvǐse zasluga možemo
pripisati Euklidu čiji algoritam danas upotrebljavamo prilikom raspisa racionalnog broja u
verižni razlomak. U njegovom algoritmu dolazi do traženja najvećeg zajedničkog djelitelja
dvaju prirodnih brojeva. Nešto kasnije su se verižni razlomci koristili za rješavanje nekih
matematičkih problema, ali samo u konkretnim primjerima.
John Wallis je u 17. stoljeću započeo proučavanje i generalizaciju teorije verižnih razlomaka,
te je nakon njega porastao interes za proučavanjem. Indijski matematičar Aryabhata je ko-
ritio verižne razlomke za rješavanje neodredenih linearnih jednadžbi.
U 19. stoljeću teorija verižnih razlomaka znatno je porasla te se to razdoblje smatra zlatnim
dobom verižnih razlomaka. Ali tu nije kraj, njegova upotreba širi se i dalje te u 20.st. su
matematičari koristili verižne razlomke u računu s različitim transcendentalnim funkcijama
i numeričkoj aproksimaciji. Time nam verižni razlomak pokažuje da će uvijek biti oko nas.
Primjena verižnih razlomaka velika je, koristimo ih u računalnim algoritmima za racionalne
aproksimacije realnih brojeva, kod rješavanja linearnih diofanskih jednadžbi, u kriptografiji
itd.
Jedna od zanimljivih primjena verižnog razlomka je u računanju kalendarske godine. Tra-
janje jedne sunčane godine eksperimentalna je veličina, stoga nam nema smisla proučavati
taj broj kao racionalan ili iracionalan. Taj broj ćemo zamijeniti s njegovom približnom
vrijednosti

α = 365 +
5h 48m 46s

1dan
= 365 +

20926s

86400s
= 365

10463

43200

Kao što vidimo, broj α je racionalan pa je njegov razvoj u verižni razlomak konačan. Sada
primijenimo Euklidov algoritam na brojeve 43200 i 10463 , te dobivamo

43200 = 10463 · 4 + 1348

10463 = 1348 · 7 + 1027

1348 = 1027 · 1 + 321

1027 = 321 · 3 + 64

321 = 64 · 5 + 1

64 = 1 · 64

Stoga je α = [365; 4, 7, 1, 3, 5, 64], te konvergente broja α− 365 su

1

4
,

7

29
,

8

33
,

31

128
,
163

673
,
10463

43200
.

Svaki od gore navedenih konvergenti nam daje jedno rješenje problema kalendara. Tako
je primjerice kod prve konvergente prosječno trajanje godine 3651

4
dana. To nam znači

da je svaka četvrta godina prijestupna. Gledajući općenito nazivnik konvergenti nam daje
duljinu ciklusa, a brojnik broj prijestupnih godina u svakom ciklusu. Vidimo da peta i šesta
konvergenta daju nepraktično riješenje stoga općenito razmatramo kalendare koje nam daju
prve četiri konvergente. Julijanski kalendar je upravo naša prva konvergenta, dok kod četvrte
konvergente je najmanja pogreška kod računanja.
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2 Verižni razlomci

Na početku ćemo navesti razliku izmedu konačnih i beskonačnih verižnih razlomaka i neke
osnovne činjenice za daljnje razumijevanje teksta.

2.1 Osnovni pojmovi

Definicija 2.1. Neka su dani prirodni brojevi a0, a1, ..., an. Izraz oblika

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . + 1
an

(1)

nazivamo konačni verǐzni razlomak. Izraz (1) kraće možemo zapisati kao [a0; a1, a2, ..., an].

Definicija 2.2. Neka je zadan beskonačni niz prirodnih brojeva (ai)i>0. Izraz oblika

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .

(2)

nazivamo beskonačni verǐzni razlomak. Izraz (2) kraće možemo zapisati [a0; a1, a2, ...].

Navest ćemo neke primjere verižnih razlomaka.

Primjer 2.1. Primjer konačnog verǐznog razlomka

[2; 3, 5] = 2 +
1

3 + 1
5

=
37

16
.

Primjer 2.2. Primjer beskonačnog verǐznog razlomka
√

2 = [1; 2, 2, 2, ...]
tj.

1 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

. . .

Napomena 2.1. Brojevi ai, i = 0, ..., n nazivaju se parcijalni kvocijenti verǐznog razlomka.
Ako je a0 cijeli, te ai, i = 1, ..., n prirodni brojevi, kažemo da je verǐzni razlomak jednostavan.
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2.2 Konačni verižni razlomci

Svaki racionalni broj x = p
q
, q 6= 0 može se zapisati u obliku

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

an−1 + 1
an

To se zove razvoj broja x u verižni razlomak. Vrijedi i obrat, tj. sredivanjem konačnog
verižnog razlomka dobije se racionalan broj. U nastavku slijedi i dokaz te tvrdnje.

Teorem 2.1. Svaki konačni jednostavan verǐzni razlomak može se prikazati kao raciona-
lan broj. Obrat, svaki racionalan broj može se prikazati kao konačan jednostavan verǐzni
razlomak.

Dokaz. Matematičkom indukcijom ćemo dokazati prvu tvrdnju po duljini verižnog razlomka.
Primijetimo da vrijedi [a0] = a0.
Baza indukcije za n=1:

[a0; a1] = a0 +
1

a1
=
a0a1 + 1

a1
.

Zbog a0 ∈ Z i a1 ∈ N vrijedi da je a0a1+1
a1
∈ Q. Time smo pokazali bazu indukcije.

Sada pretpostavimo da je [a1; a2, ..., an] ∈ Q, za n > 1 imamo

[a0; a1, a2, ..., an] = a0 +
1

[a1; a2, ..., an]

Zbog pretpostavke da je [a1; a2, ..., an] ∈ Q pǐsemo

[a0; a1, ...an] = a0 +
1
p
q

gdje nam je p
q

racionalan broj. Sredivanjem desne strane jednadžbe dobijemo a0p+q
p
∈ Q

te smo time našu tvrdnju dokazali, tj. [a0; a1, ...an] je racionalan broj.
Pokažimo sada obrat.
Za početak ćemo pretpostaviti da je a

b
racionalan broj, za b > 0. Trebamo pokazati da a

b

možemo zapisati kao konačan verižni razlomak matematičkom indukcijom po b.
Baza indukcije za b = 1, slijedi

a

b
= a = [a]

Pretpostavit ćemo da svaki racionalan broj koji ima nazivnik manji od b možemo zapisati
kao konačni jednostavni verižni razlomak; pri tome koristeći teorem o djeljivosti s ostatkom
pǐsemo: a = ba0 + r , gdje su a0 i r ∈ Z i 0 ≤ r < b. Podijelimo li jednakost s b dobijemo,

a

b
= a0 +

r

b

3



Ukoliko nam je r = 0 vrijedi da je a
b

= a0 = [a0] te naša tvrdnja vrijedi.
Ukoliko je r 6= 0, onda imamo

a

b
= a0 +

1
b
r

Sada iskoristimo pretpostavku indukcije za b
r

= [a1; a2, ..., an] gdje su a1, a2, ..., an neki pri-
rodni brojevi. Kako nam je b

r
> 1 te a1 pozitivan broj, slijedi:

a

b
= [a0; a1, ..., an]

te je s time obrat dokazan.

U izrazu a
b

= [a0; a1, ..., an] iz gore navedenog dokaza možemo posljednji parcijalni koefi-
cijent an preoblikovati tako da nam broj članova bude paran ili neparan. Za an > 1 možemo
pisati

1

an
=

1

(an − 1) + 1
1

te nam sada naš kraći zapis konačnog verižnog razlomka izgleda ovako

a

b
= [a0; a1, a2, ..., an−1, an − 1, 1]

Sada nam slijedi teorem koji nam to i dokazuje.

Teorem 2.2. Svaki racionalni broj a
b

može biti izražen kao jednostavni konačni verǐzni raz-
lomak u kojem posljednji član možemo preoblikovati tako da broj članova razvoja bude paran
ili neparan.

Pokažimo to sada i primjerom.

Primjer 2.3.
19

6
= 3 +

1

6
= 3 +

1

5 + 1
1

tj. 19
6

= [3; 6] = [3; 5, 1]

Definicija 2.3. Neka je x realan broj. Najveći cijeli broj koji nije veći od x označavamo sa
bxc i zovemo najveći cijeli broj od x ili ”stopa od x”.

Dalje u tekstu ćemo reći nešto vǐse o konvergenciji verižnih razlomaka. Pogledajmo
sljedeći primjer:
Zapis broja 93

29
u verižni razlomak izgleda ovako:

93

29
= 3 +

1

4 +
1

1 + 1
5

,

što se označava s 93
29

= [3; 4, 1, 5]. Sada promotrimo sljedeći postupak:

4



c0 =
p0
q0

= [3] = 3

c1 =
p1
q1

= [3; 4] = 3 +
1

4
=

13

4

c2 =
p2
q2

= [3; 4, 1] = 3 +
1

4 +
1

1

=
16

5

c3 =
p3
q3

= [3; 4, 1, 5] = 3 +
1

4 +
1

1 +
1

5

=
93

29
.

Brojevi c0, c1, c2, c3 su konvergencije od broja 93
29

, stoga nam slijedi definicija konvergencije.

Definicija 2.4. Neka je x = [a0; a1, ..., an]. Svaki racionalni broj ck = pk
qk

= [a0; a1, ..., ak] za
k ≤ n zovemo k-ta konvergencija od x.

Teorem 2.3. Brojnici pk i nazivnici qk, k-te konvergencije ck verǐznog razlomka [a0; a1, ..., an]
zadovoljavaju rekurzivne relacije

pk = akpk−1 + pk−2, p0 = a0, p1 = a1a0 + 1

qk = akqk−1 + qk−2, q0 = 1, q1 = a1

za k ∈ {2, 3, ..., n}.
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3 Beskonačni verižni razlomci

Kao što smo u gornjem tekstu naveli primjer (2.2) beskonačnog verižnog razlomka, to nas
navodi na pretpostavku da oni predstavljaju skupinu iracionalnih brojeva. Pokazat ćemo
računski postupak dobivanja verižnog razlomka od nekog iracionalnog broja.

3.1 Računski postupak

Neka nam je dan iracionalan broj x, tj. neka je za a0, a1 ∈ Z, a0 ≤ x ≤ a0 + 1.
Tada uzmemo za a0 = bxc i pǐsemo

x = a0 +
1

x1
, 0 <

1

x1
< 1 (3)

Kako je 1
x1
< 1, to je x1 > 1, sada uzmemom za a1 = bx1c, te nam vrijedi

x1 = a1 +
1

x2
, 0 <

1

x2
< 1 (4)

analogno kao u prethodnom slučaju zbog 1
x2
< 1 , x2 > 1 imamo a2 = bx2c, te vrijedi

x2 = a2 +
1

x3
, 0 <

1

x3
< 1 (5)

...

xk−1 = ak−1 +
1

xk
, 0 <

1

xk
< 1 (6)

gdje nam je a0, a1, ..., ak−1, ... ∈ Z i x, x0, x1, ..., xk, ... ∈ I.
Sljedeći postupak nam je uvrštavanje izraza (4) u (3) , (5) u (4) itd. Nakon ponavljanja tog
postupka k puta dobivamo jedostavan beskonačni verižni razlomak

x = a0 +
1

x1
= a0 +

1

a1 +
1

x2

= a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

x3

= ... ,

a kraći zapis je x = [a0; a1, ...ak−1, xk].
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3.2 Konvergencija i bitna svojstva

Da bi mogli proučavati konvergenciju beskonačnih verižnih razlomaka, morali bi uzeti konačan
broj članova razlomka , [a0; a1, ..., ak] . Tako dobiveni izraz nazivamo k-ta konvergencija
verižnog razlomka. Kod njega ćemo konvergente ck = pk

qk
= [a0; a1, ..., ak] računati koristeći

rekurzivne formule

pk = akpk−1 + pk−2, p0 = a0, p1 = a1a0 + 1

qk = akqk−1 + qk−2, q0 = 1, q1 = a1

za neki k ∈ {2, 3, ..., n}.
Dogovoreno uzimamo p−2 = 0 i p−1 = 1, te q−2 = 1 i q−1 = 0. Takoder nam vrijedi i sljedeća
relacija

pkqk−1 − pk−1qk = (−1)k+1, k ≥ −1 .

Propozicija 1. Neka je [a0; a1, a2, ....] beskonačni verǐzni razomak. Tada nam je

a) ck − ck−1 = (−1)k+1

qkqk−1

b) ck − ck−2 = ak(−1)k
qkqk−2

.

Dokaz. Gornje formule a) i b) dokazujemo raspisivanjem konvergenti pomoću navedenih re-
kurzija.

a)

ck − ck−1 =
pk
qk
− pk−1
qk−1

=
pkqk−1 − pk−1qk

qkqk−1
=

(−1)k+1

qkqk−1

b)

ck − ck−2 =
pk
qk
− pk−2
qk−2

=
pkqk−2 − pk−2qk

qkqk−2
=

=
(akpk−1 + pk−2)qk−2 − pk−2(akqk−1 + qk−2)

qkqk−2

=
akpk−1qk−2 + pk−2qk−2 − akqk−1pk−2 − pk−2qk−2

qkqk−2

=
ak(pk−1qk−2 − qk−1pk−2)

qkqk−2
=
ak(−1)k

qkqk−2
.

Time smo time dokazali našu propoziciju.
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Teorem 3.1. Neka je a0 cijeli broj i (ai)i≥1 niz prirodnih brojeva. Tada niz (cn), gdje je

cn = [a0; a1, a2, ..., an] ,

konvergira.

Dokaz. Teorem se dokazuje koristeći Cauchyev niz, jer znamo da svaki Cauchyev niz u R
konvergira (vidi [6]).

Nadalje beskonačni verižni razlomak možemo definirati na drugačiji način. Pogledajmo
definiciju koja slijedi.

Definicija 3.1. Neka je (ai)i≥0 niz cijelih brojeva gdje su ai pozitivni za i ≥ 1. Tada
beskonačni verǐzni razlomak [a0; a1, a2, ...] definiramo pomoću limesa, tj., kao

lim
n→∞

[a0; a1, ..., an] .

Brojeve ai nazivamo parcijalnim kvocijentima, dok n-tu konvergenciju verǐznog razlomka
[a0; a1, ...] definiramo kao cn = [a0; a1, ..., an].

Sada promotrimo razvoj beskonačnog verižnog razlomka kod kojeg nam dolazi do uzas-
tupnog ponavljanja odredenog broja ili brojeva, kao npr.

√
2 = [1; 2, 2, 2, ...] = [1; 2]

ili u ovom primjeru gdje nam se ponavlja vǐse brojeva

√
3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, ...] = [1; 12]

Takve verižne razlomke nazivamo beskonačni periodični verižni razlomci, koje definiramo
ovako.

Definicija 3.2. Za beskonačni verǐzni razlomak x = [a0; a1, ...] kažemo da je periodičan ako
postoji s ∈ N i N ∈ Z takvi da je ak = ak+s, za ∀k ≥ N . Najmanji takav s zovemo duljina
perioda verǐznog razlomka, te možemo pisati

x = [a0; a1, ..., aN−1, aN , ..., aN+s−1]

gdje
aN , ..., aN+s−1

znači da se ti brojevi aN , ..., aN+s−1 ponavljaju.
U slučaju kada nam je N = 0, tj. nema dijela koji se ne ponavlja, reći ćemo da je verǐzni
razlomak čisto periodičan, te možemo pisati

x = [a0; a1, ..., as−1] .

8



3.3 Primjeri

Propozicija 2. Jednostavan beskonačni verǐzni razlomak predstavlja iracionalan broj.

Dokaz. Propoziciju ćemo dokazati koristeći kontrapoziciju, tj. pretpostavimo da beskonačni
verižni razlomak predstavlja racionalan broj:

a
b

= [a0; a1, a2, ...] nzv(a, b) = 1 a, b ∈ Z .

Neka nam je n-ta konvergencija verižnog razlomka cn = pn
qn

, sada uzmimo toliko velik n

tako da nam vrijedi |b| < qn.
Kako je a

b
6= pn

qn
, slijedi nam da je aqn − bpn 6= 0 .

Primijenimo korolar, koji govori da kod zapisa realnog broja x u jednostavan verižni raz-
lomak sa cn n-tom konvergencijom i sa brojnicima pn i nazivnicima qn vrijedi |x−cn| < 1

qnqn+1
.

Koristeći taj korolar pǐsemo

|a
b
− pn
qn
| < 1

qnqn+1

.

Kako je |b| < qn < qn+1 zaključujemo da vrijedi

0 < |aqn − bpn| <
|b|
qn+1

< 1 .

Kako je aqn − bpn cijeli broj, dolazi do kontradikcije. Zaključujemo da beskonačni verižni
razlomak predstavlja iracionalan broj

Primjer 3.1. Pokažimo da je
√

2 iracionalan broj.

Dokaz: Našu tvrdnju ćemo dokazati tako što ćemo već poznatu tvrdnju o omjeru duljina
dijagonale i stranice kvadrata prikazati kao beskonačan verižni razlomak.

Slika 3.1

Iz sličnosti 4DEC i 4DCF iz Slike 3.1 znamo da vrijedi DF ·DE = DC2

odnosno (d−a)(d+a) = a2 . Ako traženi omjer označimo d : a s α, dobivamo (α−1)(α+1) = 1

9



Odatle slijedi

α = 1 +
1

1 + α
.

Uvrstimo li s desne strane umjesto α izraz kojemu je on jednak, slijedi nam

α = 1 +
1

2 +
1

1 + α

= 1 +
1

2 +
1

2 +
1

1 + α

= ...

Postupak se nastavlja u beskonačno. Omjeru α =
√

2 odgovara beskonačni verižni razlomak,
dakle nije racionalan broj. Tvrdnja je dokazana.

Primjer 3.2. Izvedimo formulu za
√

3.

Broj
√

3 možemo zapisati:

√
3 = 1 + (

√
3− 1) = 1 + 2√

3+1
= 1 + 1√

3+1
2

= 1 + 1

1+
√
3−1
2

= 1 + 1
1+ 1

1+
√
3

= 1 + 1
1+ 1

2+(
√
3−1)

= ...

Dalje se sitacija periodički ponavlja, zato je
√

3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, ...] = [1; 1, 2]
Period se sastoji od dvije znamenke 1 i 2.
Nadalje, može se pokazati da svaki broj oblika

√
n koji nije prirodan broj, gdje n ∈ N, može

se pokazati u obliku beskonačnog periodičnog verižnog razlomka.
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4 Neke zanimljivosti beskonačnih verižnih razlomaka

Dužina duljine x podijeljena je u zlatnom rezu na dijelove a i x− a, ako nam vrijedi
x : a = a : (x− a). Za omjer β = x : a naš problem zlatnog reza dužine dovodi do jednadžbe

β2 − β − 1 = 0 .

Pozitivno rješenje te jednadžbe je β =
√
5+1
2

. Gornju jednadžbu možemo zapisati u obliku

β2 = β + 1 tj. β = 1 +
1

β
.

Ako izraz β uvrstimo s desne strane imamo β = 1 + 1
β

= 1 + 1
1+ 1

β

= 1 + 1
1+ 1

1+ 1
β

= ...

Vidimo da je prikaz zlatnog reza preko verižnog razlomka β = [1; 1, 1, 1, 1, ...] .
Njezini konvergenti su 1

1
, 2

1
, 3

2
, 5

3
, . . . , gdje se jasno vidi da su brojnici i nazivnici redom

Fibonaccijevi brojevi tj. 1,1,2,3,5,. . .

lim
n→∞

Fn+1

Fn
= β .

Medu najpoznatijim iracionalnim brojevima, Ludolphovom broju π i Eulerovom broju e
primjećujemo jednu zanimljivost prilikom njihovih zapisa. Prvo pogledajmo zapis broja e

e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, ...]

koji se nastavlja prema pravilu koji je očit, tj. dvije jedinice te vǐsekratnik broja 2 itd.
Takoder je zanimljiv i ovaj zapis

√
e = [1; 1, 1, 1, 5, 1, 1, 9, 1, 1, 13, 1, 1, 17, 1, ...]

gdje isto imamo pravilo po kojemu se niz nastavlja.
Pogledavši radove L. Eulera vidimo kako se on bavio teorijom verižnih razlomaka, te na-
ilazimo na spise gdje dokazuje da se svaki racionalni broj može zapisati u obliku konačnog
verižnog razlomka. Takoder je on autor i ovih jednakosti

e− 1 = 1 +
2

2 + 3
3+ 4

4+ 5
5+...

1

e+ 2
= 1 +

1

2 + 2
3+ 3

4+ 4
5+...

Gore navedeni primjeri nisu standardni verižni razlomci. Kao što smo vidjeli kod Eulerovog
broja e imamo pravilo po kojem se niz brojeva nastavlja, dok kod broja π nije baš tako.
Pogledajmo kako je broj π Lambert prikazao

π = [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 14, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 84, 2, 1, 1, 15, 3, 13, 1,

4, 2, 6, 6, 99, 1, 2, 2, 3, 5, 1, 1, 6, 8, 1, 7, 1, 2, 3, 7, 1, 2, 1, 1, 12, 1, 1, 3, 1, 1, ...]

Par godina prije prikaza Lambertovog zapisa, pokazano je kako se tg(x) može razviti u verižni
razlomak

tg(x) =
x

1− x2

3− x2

5− x2

...

U slučaju kada je x racionalan broj, desna strana jednadžbe je iracionalan broj. Znamo da
je tg(π

4
) = 1, pa zaključujemo da je π

4
iracionalan broj. Time je zapravo i dokazano po prvi

put da je broj π iracionalan broj.
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