Prebrojivost skupova

Vukovié¢, Tihana

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / Sveuciliste Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://urm.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:982108

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-25

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:982108
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:497
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:497
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:497

Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Sveucilisni preddiplomski studij matematike

Tihana Vukovié

Prebrojivost skupova

Zavrsni rad

Osijek, 2020.



Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Sveucilisni preddiplomski studij matematike

Tihana Vukovié

Prebrojivost skupova

Zavrsni rad

Mentor: izv. prof.dr.sc. Dragana Jankov Masirevié

Osijek, 2020.



Sazetak

U ovome radu promatramo skupove i njihovu prebrojivost, kroz naivnu teoriju skupova. Naj-
prije se kratko bavimo istobrojnim, odnosno ekvipotentnim skupovima, a zatim prelazimo
na beskonacne skupove. Uz pomo¢ beskonac¢nih skupova gradimo prebrojive i neprebrojive
skupove te se njima bavimo do kraja rada. Uvodimo pojam kardinalnosti za proizvoljan
skup, prolazimo kroz glavna pravila aritmetike kardinalnosti te pokazujemo neka karakte-
risti¢na svojstva. Zatim navodimo Cantor-Schréder-Bernsteinov teorem i potkrepljujemo ga
primjerima koji ilustriraju njegovu izravnu primjenu. Najveéi fokus stavljen je na dokaze
svojstava i pravila ra¢unanja s kardinalnostima te brojnu primjenu istih na skupovima iz
razli¢itih grana matematike. Sadrzajno su postavljeni temelji za daljnji razvoj aksiomat-
ske teorije skupova koja precizno potvrduje i razjasnjava ono Sto ostaje "visjeti u zraku" u
pristupu naivne teorije skupova.

Kljucne rijeci
skup, ekvipotentnost, konacan skup, beskonac¢an skup, prebrojiv skup, kardinalnost, aritme-
tika kardinalnosti, Cantor-Schroder-Bernstein teorem

Set countability

Abstract

In this paper, we will observe sets and their countability through naive set theory. Firstly,
we will briefly deal with equipotent sets, and then proceed with infinite sets. With the help
of infinite sets, we will form countable and uncountable sets and focus on them until the
end of the paper. We will also introduce the concept of cardinality for an arbitrary set,
go through the main rules of cardinality arithmetic, and present the main features. Then
we will state Cantor-Schréder-Bernstein’s theorem and corroborate it with examples which
illustrate its direct application. The greatest focus is placed on the proofs of the properties,
rules of computation with cardinals as well as on their various use on sets from different
branches of mathematics. In terms of content, the foundations have been laid for the further
development of axiomatic set theory, which accurately confirms and clarifies what remains
"hanging in the air" in naive set theory.
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set, equipotency, finite set, infinite set, countable set, cardinality, Cantor-Schroder-Bernstein
theorem
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Uvod

Teorija skupova, jedna od fundamentalnih matematickih grana, pripada u skupinu mate-
matickih znanja s kojima se susre¢emo joS prije pocetka naSeg obrazovanja. Od samoga
djetinjstva pa nadalje kroz zZivot imamo potrebu predmete koji imaju nekakvo zajednicko
svojstvo svrstavati u skupine i time ih na neki nacin razlikovati jedne od drugih. Prirodno je
i zapitati se koliko ima takvih predmeta u svakoj pojedinoj skupini ili postoje li dvije skupine
s istim brojem predmeta u njima. Tako smo, na samim pocecima u osnovnoj skoli, brojali
imamo li jednako mnogo krusaka i jabuka, da bismo kasnije bili u moguénosti odluciti jesu
li Ni Z jednakobrojni skupovi. U nastavku se bavimo upravo time — promatramo razliCite
skupove i zelimo vidjeti u kakvoj su vezi jedan s drugim.

Utemeljiteljem teorije skupova smatra se Georg Cantor, njemacki matematicar koji je
bez sluzenja aksiomima izgradio dobar dio teorije koja je kasnije proSirena preciznim aksi-
omatskim Zermelo-Fraenkelovim sustavom. U naivnoj teoriji skupova, kakvom se bavio i
sam Cantor, a koja je ujedno zastupljena i u ovome radu, skup je pojam koji se ne definira.
Smatra se da ve¢ postoji odredena intuicija pojedinca o pojmu skupa, za kojeg se joS po-
nekad kaze da je kolekcija objekata koji zajedno ¢ine cjelinu. Medutim, takav pristup bio
je ujedno i jedini, dok se nisu pojavili paradoksi, a s njima i jasna potreba za uvodenjem
aksioma i drugacijim pristupom.

Glavni cilj ovoga rada je poblize promotriti skupove i njihovu brojnost na Cantorov na-
¢in i time motivirati i uvidjeti potrebu za uvodenjem Zermelo-Fraenkelovog sustava aksioma.
Poglavlje koje slijedi po¢injemo s brojnoséu kona¢nih skupova i pokusavamo uspostaviti bi-
jekcije medu njima promatrajucéi ekvipotentne skupove. Navodenjem tvrdnji koje takav
odnos uspostavljaju i izmedu beskonac¢nih skupova, dolazimo do podjele na prebrojive i ne-
prebrojive skupove. U konacnici zaklju¢ujemo kako se prebrojivost svodi na trazenje bijekcije
medu skupovima i mozemo ju interpretirati kao svojevrsnu generalizaciju ekvipotentnosti na
proizvoljne skupove.

U nastavku, brojnost beskonac¢nih skupova zelimo mo¢i kvantitativno zapisati, pa se stoga
bavimo kardinalnoséu skupova, upoznajemo se s racunskim operacijama s kardinalnostima i
potkrepljujemo ih odgovarajuéim primjerima. Na kraju proucavamo jedan od najvaznijih i
sudjelovali u njegovom nastanku — Georgu Cantoru, Ernstu Schroderu i Felixu Bernsteinu.
Zakljuc¢ujemo rad s izravnom primjenom ovog teorema na rac¢unanje kardinalnosti razli¢itih
vrsta skupova.



1 Ekvipotentnost skupova

Odmalena nas u 8koli uc¢e kako "prebrojati" ¢lanove neke cjeline i oduvijek nas zanima
mozemo li dvije cjeline ili skupine dovesti u vezu po jednakobrojnosti elemenata. No, Sto
se dogada kada ne znamo prebrojati koliko neka cjelina ima ¢lanova, jer taj broj ide u
beskona¢nost? U nastavku navodimo pri¢u o Hilbertovom hotelu preuzetu iz [10], jednu
od najpoznatijih prica vezanih uz prebrojivost i ekvipotentnost skupova kao motivaciju za
proucavanje ove tematike.

Primjer 1.1. Hilbertov hotel. Zamislimo da negdje daleko u Svemiru postoji hotel s be-
skonacno mnogo soba. Sobe su numerirane brojevima 1,2, 3,... No, zamislimo da su sve
sobe zauzete gostima, i dolazi jos jedan putnik koji Zeli sobu. Sto e portir napraviti s njim?
Jednostavno, zamolit ée gosta iz sobe 1 da se premjesti u sobu 2, gost iz sobe 2 u sobu 3, itd.
Novopridoslog gosta cée tada smjestiti u sobu broj 1. (Nemojte si postavijati pitanje koliko ce
to premjestanje trajati!) Pokusajte sami odgovoriti Sto ¢e portir napraviti kada stigne 1000
novth gostiju, a sve sobe hotela su pune.

Promotrimo jos jedan problem s kojim bi se mogao susresti portir hotela s beskonacno
mnogo soba, i ¢ije sve sobe su pune. Zamislimo da u Svemiru postoji jos jedan hotel s be-
skonacno mnogo soba cije su sve sobe popunjene gostima. Jednog dana glavna komisija za
graditeljstvo u svemirskim prostranstvima otkrila je da taj drugi hotel nema gradevinsku do-
zvolu. Istog trena taj drugi hotel je morao biti zatvoren i svi gosti (beskonacno mnogo njih!)
stali su pred vrata prvog hotela (¢ije su sve sobe pune). No, portir se brzo snaSao. Gosta iz
sobe 1 svojeg hotela premjestio je u sobu 2, gosta iz sobe 2 u sobu 4, gosta iz sobe 3 u sobu 6,
itd. Tako je ispraznio sve sobe s neparnim brojevima te je u njih smjestio goste iz zatvorenog
hotela.

Sada, kada se vec¢ tako dobro snalazimo s hotelima s beskonacno mnogo soba promotrimo
jos jedan problem koji bi portiru mogao zadati glavobolje. Zamislimo da u Svemiru postoji
beskonacno mnogo hotela s beskonacno mnogo soba, i sve su sobe popunjene gostima. Sve-
mirska gradevinska komisija iz raznih je razloga zatvorila sve hotele osim jednog. Tada su svi
gosti (po beskonacno mnogo njih iz svakog od beskonacno mnogo hotela) dosli pred vrata tog
jednog hotela koji je jos imao dozvolu za rad. SnalaZljivi portir sada nije znao rjeSenje ove,
na prvi pogled, bezizlazne situacije. Trebao je pomoé matematicara. MoZe li se uopce ova
ogromna grupa novopridoslih gostiju smjestiti u (puni!) hotel? MoZete li pomoci portiru? B

Rjesenje posljednjeg problema u Hilbertovom hotelu navest ¢emo na kraju ovog poglavlja,
nakon boljeg upoznavanja s teorijom i primjerima. Da bismo precizno definirali pojam
ekvipotentnih skupova, potrebna nam je definicija bijektivne funkcije.

Definicija 1.1. Neka su X i Y bilo koja dva neprazna skupa. Postupak f koji svakom
elementu x € X pridruzuje to¢no jedan element y € Y zovemo funkcija ili preslikavanje
sa X uY i piSemo

[fX—=Y ii - f(z), ze€X.

Skup svih vrijednosti funkcije f, odnosno skup

R(f) ={f(x) : € X},

zovemo slika funkcije f.



Definicija 1.2. Kazemo da je funkcija f: X — Y injekcija ako

vy # xo = f(x1) # f(x2) Vo, 20 € X).

Takoder, lako je vidjeti da je funkcija injekcija ako i samo ako vrijedi

f(l’l) = f((lfg) — I1 = T9.
Kazemo da je f surjekcija ako je f(X) =Y, tj. ako

VyeY)3Fre X): fx)=y.

Za funkciju koja je injekcija i surjekcija kazemo da je bijekcija. Za takve funkcije moguée je
definirati funkciju f=': Y — X za koju vrijedi f~'o f =idx i fo f~! =idy koju zovemo
inverzna funkcija funkcije f.

Sada mozemo definirati pojam ekvipotentnih skupova uspostavljajuc¢i posebnu vrstu presli-
kavanja izmedu njih.

Definicija 1.3. Za skup X kazemo da je ekvipotentan skupu Y ako postoji bijekcija
f: X — Y. Tada pisSemo X ~ Y.

Inverzno preslikavanje f~!: Y — X takoder je bijekcija te vrijedi Y ~ X, pa moZemo reéi
da su skupovi X 1Y ekvipotentni. Ekvipotentnost skupova relacija je ekvivalencije:

e refleksivnost: X ~ X, za svaki skup X, jer je identiteta idx: X — X bijekcija
e simetricnost: X ~Y = Y ~ X Sto slijedi iz gornjeg razmatranja

e tranzitivnost: X ~Y i Y ~ 7 = X ~ Z, jer je prema [4, poglavlje Algebra skupova,
str. 3| kompozicija bijekcija ponovno bijekcija.

Trivijalan primjer dvaju ekvipotentnih skupova je {0,1,2} ~ {0, A, 0}. Prema |8, str. 54],
dva konac¢na skupa su ekvipotentna ako i samo ako imaju jednak broj elemenata, te slijedi
da su navedeni skupovi takvi. Takoder, {1,2,3,...} ~ {2,4,6,...} jer postoji bijekcija
f:41,2,3,...} = {2,4,6,...} definirana pravilom pridruzivanja f(z) = 2z, za svaki

xz € {1,2,3,...}. Navedimo jo$ nekoliko primjera ekvipotentnih skupova.

Primjer 1.2. Skup prirodnih brojeva ekvipotentan je skupu cijelih brojeva, odnosno N ~ Z.
Zaista, ako definiramo funkciju f: Z — N tako da

f(x>:{—2x, <0

2¢ —1, x>0,

dobili smo jednu bijekciju sa Z u N. PokaZimo to!
Ispitajmo nagprije injektivnost prethodnog preslikavanja. Buduci da je funkcija zadana po
digelovima, promatramo dva slucaja:

e Uzmimo proizvoljne x1,x2 € Z za koje vrijedi x1,x2 < 0 te neka je f(x1) = f(xq).
Prema definiciji od f, tada je —2x1 = —2x9, a to je moguce ako i samo ako je r1 = xs.
Zbog proizvoljnosti od x1 1 xo slijedi injektivnost funkcije f u ovom slucaju.
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o U slucaju kada su x1,x9 > 0, analognim slijedom, iz 201 — 1 = 2x9 — 1 dobivamo
x1 = x9. Tada opet iz proizvoljnosti od x1 i xo slijedi da je funkcija f injekcija.

Preostaje jos provjeriti surjektivnost sto takoder dijelimo u dva slucaja:

e Neka je —2y € N proizvoljan. Trebamo pronaci x € Z, x < 0 koji se djelovanjem
funkcije f preslika w —2y. Vidimo da za v =y < 0 vrijedi f(y) = —2y te je stoga
funkcija f surjekcija.

e Neka je sada 2y — 1 € N proizvoljan. Kao u prethodnom slucaju zakljucujemo da za
x =y >0 vrijedi f(y) =2y — 1 te je funkcija [ surjekcija.
Dakle, [ je bijekcija v vrijedi Z, ~ N. |
Primjer 1.3. Bilo koja dva segmenta realnih brojeva su ekvipotentna, tj. [a,b] ~ |c,d].
Kako bismo se u to uvjerili, pogledajmo funkciju g: [a,b] — [c,d] danu s

b—a

glx) =c+ (x —a).

Ova funkcija je varijanta afine funkcije i nastala je kao posljedica formule pravca kroz dvije
tocke (a,c) i (b,d). Kako je ona linearna funkcija, to povlaci da je i bijektivna te su segmenti
ekvipotentni skupouvi. [ |

Napomena 1.1. Vrijedi i poopéenje prethodnog primjera (vidi [6, str. 18, Example 6]). Za
sve a,b € R, a < b vrijedi
la,b] ~ (a,b] ~ [a,b) ~ (a,b).

Primjer 1.4. Skup realnih brojeva ekvipotentan je bilo kojem omedenom intervalu realnih

brojeva, tj. R ~ (a,b).
Definirajmo funkciju f: (a,b) — R s

™

f(z) =tg <§+ bira(x—b))

Funkcija f je kompozicija dvaju funkcija, prve koja preslikava (a,b) — (—%,%) te druge
funkcije koja potom preslika (—73, %) — R. Uocimo kako imamo upravo interval (=73, %) jer
je tangens na tom intervalu bijektivna funkcija.

:U%%-l—ﬁ(x—b) ﬂ tg
<a7b> <_§7 > R

ol

v tg (5 + 55 (@ - b))

Slika 1: Tlustrativni prikaz preslikavanja f

Uvjerimo se da je preslikvange f bijektivno. Kako je veé navedeno, tangens je bijektivna

funkcija na (=75, %), stoga preostaje pokazati bijektivnost funkcije v — 5 + ;*(z —b).

Provjerimo najprije injektivnost danog preslikavanja:
T ™
S

T
2 b—a@ljl_b)__jL

2 b—a

(xg —b), Vri,29 € (0,0) <= x1 = 29.



Iz prethodne ekvivalencije slijedi da je dano preslikanje injekcija.

Preostaje jos provjeriti surjektivnost. Neka je 5+ 3(y—0) € (=5, %). Treba nacix € (a,b)
takav da v — 5 + ;7(y — b). Dakako, jedan takav x je upravo v = y € (a,b) te je ovo

preslikavanje surjekcija.

Bijektivnost funkcije f smo mogli provjeriti i na sljedeci nacin. Kako je preslikavanje

x> 5+ 7= (x — b) varijanta linearne funkcije g(x) = ax + b, a tangens i linearna funkcija
su bijekcije na svojim domenama, tako je i njihova kompozicija f takoder bijekcija. Stoga
su skup R i interval {a,b) ekvipotentni. [ |

Napomena 1.2. Direktno iz prethodnog primjera, za a = 0, b = 1, dobivamo R ~ (0, 1). Ta
¢e se tvrdnja pokazati vrlo korisnom kod dokazivanja neprebrojivosti skupa realnih brojeva
u nadolazeé¢im poglavljima ovoga rada.

Naposljetku, vratimo se nasem prvom primjeru u ovom poglavlju — Hilbertovom hotelu.
Ostao nam je nerazrijeSen slucaj kada u hotel dolazi beskona¢no mnogo novih gostiju iz be-
skona¢no mnogo ostalih hotela. Tvrdnju koju ¢emo upotrijebiti za rjeSavanje ovog problema
navodimo i dokazujemo u sljede¢oj lemi.

Lema 1.1. Skup prostih brojeva, u oznaci P, je beskonacan.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo na nacin na koji ju je dokazao Euklid. Drugi nacin dokazivanja,
za koji je potrebna teorija kompleksne analize, ¢itatelj moze pogledati u [7].

Pretpostavimo suprotno, tj. neka je skup prostih brojeva P konacan i neka je on oblika
P = {p1,...,px}- Na intuitivnoj razini, kona¢ne skupove mozemo zamisljati kao sku-
pove s konaCnim brojem elemenata, a na iducoj stranici uvjerit ¢emo se da na ovaj na-
¢in zaista prikazujemo konacne skupove pa je ovaj zapis skupa P valjan. Pogledajmo broj
q = pip2---pr + 1. Svakako je ¢ > p;, za svaki i = 1,... k jer smo mu dodali 1, pa ¢ ¢ P.
Stoga, ¢ nije prost broj, pa prema Osnovnom teoremu aritmetike! mora biti djeljiv nekim
prostim brojem, odnosno postoji p; € P takav da p; | ¢. Tada ocito p; | ¢ — pipe - - px te
pi | 1, $to nije moguce jer ¢ tada ne bi bio sloZen broj pa dolazimo do kontradikcije. Dakle,
skup P je beskonacan. O]

Stoviée, kasnije ¢emo pokazati da je N prebrojivo beskonacan skup, a kako je P C N,
iz Teorema 2.4 zakljucit éemo da je P prebrojivo beskonacan. Vise detalja o prebrojivim i
beskonacnim skupovima ¢itatelj moze pronaci u sljedeé¢em poglavlju.

U kontekstu Hillbertovog problema, goste mozemo povezati s potencijama prostih bro-
jeva. Ponovno, zbog Osnovnog teorema aritmetike, svakom pojedinom gostu ée biti dodije-
ljena jedinstvena potencija prostog broja. Najprije moramo premjestiti goste koji su ve¢ u
hotelu (beskona¢no mnogo njih) u druge sobe. Kreéemo od prostog broja 2. Prvo, gosta iz
sobe 1 premjestimo u sobu 2! = 2, zatim gosta iz sobe 2 premjestimo u sobu 22 = 4, gosta
iz sobe 3 premjestimo u sobu 2® = 8 itd. Opcenito, gosta iz sobe n premjestimo u sobu 2".

Sada dolaze na red gosti iz prvog od beskona¢no mnogo hotela. Njih smjestimo tako
da uzmemo sljedeci prost broj (5to je 3) te prvog gosta smjestimo u sobu 3! = 3, zatim
drugog gosta smjestimo u sobu 32 = 9 itd. Opéenito, n-tog gosta iz prvog hotela smjestimo
u sobu 3". Za goste iz drugog hotela uzimamo prost broj 5 i njegovim gostima pridruzujemo

'Prema [7], Osnovni teorem aritmetike kaZe da je prikaz svakog prirodnog broja veéeg od 1 u obliku
produkta potencija prostih brojeva jedinstven do na poredak faktora.



potencije broja 5. Ovaj postupak ponavljamo za svaki iduci hotel i prost broj. Na ovaj nacin
uspjeli bismo smjestiti sve goste u hotel te bismo ¢ak imali i praznih soba jer primjerice sobe
6 i 10 nisu potencije niti jednog prostog broja.

Ovaj problem jedan je od najpoznatijih paradoksa vezanih uz beskonac¢nost opéenito i
pokazuje nam da su neke beskonacnosti ipak "vece" i "teze" od drugih.

2 Pojam prebrojivosti

U slu¢aju konacnih skupova znamo da broj njihovih elemenata predstavlja njihovu kardinal-
nost. No, kada govorimo o prebrojivim ili ¢ak neprebrojivim skupovima, njihovu kardinal-
nost ne mozemo tako lako opisati. U poglavljima koja slijede dajemo odgovor na kompleksno
pitanje "kardinalnosti beskonac¢nosti".

2.1 Konacni i beskonac¢ni skupovi

Prije nego precizno definiramo ove pojmove, uvedimo oznaku za pocetni komad, tj. pocetni
segment skupa prirodnih brojeva. On se definira kao skup {1,2,...,k} za svaki prirodan
broj k. Oznaka koju ¢emo koristiti je [1..k], dok se recimo u [10] koristi oznaka Ny.

Definicija 2.1. Za skup X kazemo da je konacan ako postoji n € N takav da je X ekvi-
potentan skupu [1..n].

Prema dogovoru, uzima se da je () konacan. Takoder, napomenimo da za pocetni komad i
proizvoljni k € N vrijedi: ako je f: [1..k] — [1..k] injekcija, tada je f i surjekcija (dokaz ove
tvrdnje moze se pogledati u [9]). Prethodna tvrdnja nam govori da je broj n iz prethodne
definicije jedinstven i omogucava da za svaki kona¢ni skup X definiramo broj njegovih ele-
menata k(X)) (koriste se jos i oznake kX i card(X)) kao k(X) = n, pri ¢emu je X ~ [1..n].
Iz definicije neposredno slijedi da ako imamo skupove X i Y za koje vrijedi X ~ Y i X je
konacan skup, onda i Y mora biti konacan.

Teorem 2.1. Za svaki neprazan podskup X C [1..k] postoji | € N, | < k, takav da je
X ~ (1. te k(X) =1.

Dokaz. Teorem dokazujemo indukcijom po k.

e Baza indukcije: Za k = 1 vrijedi da je X C {1}, odnosno da je X = {1}. Tada je ocito
k(X)=1.

e Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k. Preciznije, za
svaki podskup X C [1..k] postoji [ € N, [ < k, takav da je X ~ [1..[] te k(X) =L

e Korak indukcije: Dokazimo sada da tvrdnja vrijedi zan = k+1. Neka je X C [1..k+1].
Ukoliko je X C [1..k], tvrdnja slijedi direktno iz pretpostavke indukcije. Ako je pak
k+1e€ X, tadaje X \ {k+ 1} C [1..k| te prema pretpostavci indukcije postoji I € N,
| < k takav da je k(X \{k+1}) = [, odnosno X\ {k+1} ~ [1..[]. Tada je X ~ [1..[+1]
te je k(X)) =1+ 1.

Ovime smo dokazali kako tvrdnja vrijedi za proizvoljan prirodan broj k. O

Navedimo jos neke vazne karakteristike konacnih skupova.



Korolar 2.1. Svaki podskup konacnog skupa je konacan skup.

Dokaz. Neka je X C Y, gdje je Y neki konacan skup. Prema definiciji kona¢nog skupa,
postoji k € N takav da je Y ~ [1..k] te je X ~ X', za neki X’ C [1..k]. Prema prethodnom
teoremu, postoji | < k takav da je X ~ [1..[] te je po definiciji X konacan. O

Korolar 2.2. Ako je X konacan skup, onda ne postoji bijekcija skupa X na neki njegov pravi
podskup. Drugim rijecima, konacan skup ne moZe biti ekvipotentan nekom svom pravom
podskupu.

Ovaj korolar pokazao se kao vrlo koristan alat u tvrdnjama u kojima Zelimo pokazati
da nesto nije konacan skup, a njegova posljedica je da skup N nije konac¢an. To mozemo
opravdati tako da definiramo preslikavanje f: N — N's f(n) = n + 1, za svaki n € N.
Ova funkcija je ocito bijekcija sa skupa N na njegov pravi podskup N\ {1}. Tada, prema
kontrapoziciji prethodnog korolara, slijedi da N nije konac¢an skup.

Definicija 2.2. Skup koji nije konacan je beskonacan.

Direktno iz prethodne definicije slijedi da je N primjer beskonacnog skupa. Upravo to svoj-
stvo skupa prirodnih brojeva opravdava jednu od karakterizacija beskona¢nih skupova opi-
sanu u idu¢em teoremu.

Teorem 2.2. Neka je X skup. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
a) skup X je beskonacan,
b) postoji injekcija sa N u X,
c¢) postoji injekcija sa X u X koja nije surjekcija,
d) skup X je ekvipotentan nekom svom pravom podskupu.

Dokaz. a) = b) Pretpostavimo da je X beskonacan skup i induktivno konstruirajmo
injekciju f: N — X.

e Baza indukcije: Kako je X # (), postoji element skupa X kojeg oznac¢avamo s f(1).
e Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da smo definirali f(2),..., f(n—1) € X.

e Korak indukcije: Kako je X \ f([1.n — 1]) # 0 (jer bi u protivnom X bio konac¢an
skup), postoji element skupa X \ f([1..n — 1]) kojeg mozemo oznaciti s f(n). Tada,
prema principu rekurzivne definicije (vidi [9, slide 88]), imamo funkciju f: N — X.

b) = c¢) Pretpostavimo da postoji injekcija f: N — X. Definirajmo funkciju g: X — X
na sljededi nacin:
x, x ¢ f(N
o) = P
fln+1), z=f(n).

Pokazimo da je preslikavanje g injekcija. Uzmimo proizvoljne z1, x5 € X takve da je 1 # ws.
Tada razlikujemo tri slucaja:

e Neka x1, 29 ¢ f(N). Tada prema definiciji funkcije g vrijedi da je
g(x1) = x1 # 9 = g(x2). Dakle, u ovom slucaju je g injekcija.



e Neka je 2y € f(N)izy ¢ f(N). Kako je 27 € f(N), slijedi da je zy = f(m), za neki
f(m) € f(N). Prema definiciji funkcije g slijedi da je g(x1) = f(m + 1), tj. da je
g(xq1) € f(N), ali da je g(x2) = 2o ¢ f(N). Tada ocito slijedi da je g(z1) # g(z2) pa je
g opet injekcija.

e Neka su z1, 25 € f(N). Tada postoje m,n € N takvi da je 1 = f(m) 1 z2 = f(n).
Kako je f funkcija, tada iz x; # x5 slijedi da je m # n, a kako je f injekcija, iz
fm+1) # f(n+1) slijedi da je g(z1) # g(z2).

Zaklju¢ujemo da je funkcija ¢ injekcija. Ukoliko uzmemo element f(1) € X, vidimo da se on
o¢ito nalazi u f(N) C X. No, f(1) nece biti slika nijednog elementa x € X pod djelovanjem
funkcije g jer bi u protivnom vrijedilo x = f(0) ¢ f(N). Dakle, postoji y € X (y = f(1))
takav da za svaki € X vrijedi g(z) # y pa funkcija g nije surjekcija.

¢) = d) Pretpostavimo da je preslikavanje f: X — X injekcija, ali da nije surjekcija.
Tada je f(X) C X pa ukoliko napravimo restrikciju kodomene na sliku funkcije f, dobivamo
bijekciju f: X — f(X). Dakle, X ~ f(X).

d) = a) NekajeY C X i f: X — Y bijekcija. Treba pokazati da je skup X beskonacan.
Ukoliko pretpostavimo suprotno, tj. da je X konacan skup, tada iz Definicije 2.1 postoji
prirodan broj n takav da je X ~ [l..n]. Sad iz definicije ekvipotentnih skupova slijedi da
postoji bijekcija g: [1..n] — X.

Ukoliko se sad fokusiramo na preslikavanje h = g~ o f o g: [1..n] — [1..n], moZemo lako
zakljuciti da je h bijekcija kao kompozicija bijekcija. No, istovremeno mozemo uociti sljedece:

h([L.n]) = g7 (f(g([1.n]))) = g7 (f(X)) = g (Y) # [L..n].

Buduci da slika funkcije h nije jednaka njenoj kodomeni, slijedi da A nije surjekcija ¢ime smo
dosli do kontradikcije. Dakle, pocetni skup X je beskonacan. O]

Intuitivno nam je jasno da ukoliko iz beskona¢nog skupa izbacimo konacno mnogo ele-
menata, ne mozemo imati konacan skup. Iduéi primjer nam ilustrira tu situaciju.

Primjer 2.1. DokaZite: ako je A beskonacan i B konacan skup, onda je skup A\ B besko-
nacan. Problem razlaZemo na tri slucaja:

1) Skupovi A i B su disjunktni, odnosno ANB =0 = A\B=ANB" = A, a A je
prema pretpostavcei beskonacan skup.

2) U presjeku skupova A i B nalazi se podskup skupa A, odnosno ANB = B C A pa
skup A mozZemo zapisati kao disjunktnu uniju na nacin A = (A\ B) U B. Znamo da
je skup B konacan. Kada bi A\ B bio konacan skup, onda bi prema tvrdnji koja kaZe
da je konacna unija konacnih skupova takoder konacan skup (vidi [9, slide 63]) skup A
takoder morao biti konacan. No, prema pretpostavci je A beskonacan, pa i A\ B mora
biti beskonacan skup.

3) U presjeku skupova A i B nalazi se podskup skupa B, odnosno AN B = B; C B pa
analogno kao u prethodnom slucaju zapisujemo A = (A\ B)U By. Kako je B konacan,
prema Korolaru 2.1 znamo da je By konacan. Sada, buduéi da je A beskonacan skup,
a B i By konacéni, opet analogno zakljucujemo da je A\ B beskonacan skup.



2.2 Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

Kako smo vidjeli u proslom poglavlju, kardinalni broj kona¢nog skupa se podudara s brojem
elemenata tog skupa, pa se i racunanje s kardinalnim brojevima kona¢nih skupova svodi na
rac¢unanje s prirodnim brojevima. Prirodno je zapitati se Sto se dogada s beskonacnim sku-
povima, odnosno prebrojivo i neprebrojivo beskona¢nim skupovima i njihovim kardinalnim
brojevima. Nastavljamo se baviti beskona¢nim skupovima, no u ovom poglavlju u kontekstu
prebrojivosti.

Definicija 2.3. Skup X je prebrojivo beskonacan ako postoji bijekcija f: X — N.
Skup je prebrojiv ako je konacan ili prebrojivo beskonacan. Skup koji nije prebrojiv je
neprebrojiv.

Prema [8], iz prethodne definicije vidimo da je skup X prebrojivo beskonacan ako i samo
ako postoji bijekcija f: N — X. Ukoliko ozna¢imo f(1) = z1, f(2) = 29, ..., f(n) = zp,,
..., prebrojivu beskona¢nost skupa mozemo definirati i na na¢in kako je navedeno u |2, str.
10]: Skup X je prebrojivo beskonacan ako i samo ako njegove ¢lanove moZemo poredati u
niz te je tada skup X oblika X = {z1,x9,...,2,,...}. Svi ¢lanovi toga niza medusobno
su razli¢iti jer su c¢lanovi skupa X medusobno razli¢iti. U nastavku navodimo primjere
prebrojivo beskonac¢nih skupova te neke njihove karakterizacije.

Primjer 2.2.
e N je prebrojivo beskonacan skup, jer je id: N — N, id(z) = = bijektivno preslikavanje.

e 2N je prebrojivo beskonacan skup. Naime, f: N — 2N, f(x) = 2x je bijekcija (u
Primjeru 1.2 pokazali smo bijektivnost za slicno preslikavange).

e 2N — 1 je prebrojivo beskonacan skup, jer je f: N — 2N — 1, f(x) = 2z — 1 ponovno
bijekcija (takoder vidi Primjer 1.2).

e 7 je prebrojivo beskonacan skup jer postoji bijekcija sa 7. u N navedena u Primjeru
1.2.

Do sada smo se uvjerili u prebrojivost skupova prirodnih i cijelih brojeva, no prirodno je
zapitati se moze li se ista tvrdnja prenijeti i na skup racionalnih te ¢ak realnih i komplek-
snih brojeva i njihove Kartezijeve produkte. Navedimo nekoliko karakterizacija prebrojivih
skupova koje ¢e nam, izmedu ostalog, pomo¢i da dokazemo prebrojivost skupa racionalnih
brojeva.

Teorem 2.3. Neka je X # (). Sljedece turdnje su ekvivalentne:
a) X je prebrojiv,
b) postoji surjekcija f: N — X
c¢) postoji injekcija g: X — N.

Dokaz. a) = b) Pretpostavimo da je X prebrojiv skup. Tada prema definiciji on moze
biti konacan ili prebrojivo beskonac¢an. Promatramo dvije situacije:



e Ukoliko je neprazan skup X konacan, tada postoji bijekcija f: [1..n] — X za neki
prirodan broj n. Definirajmo funkciju h: N — X na sljede¢i nacin:

N JrG), gelln
h(j)_{f(l), j>n.

Buduéi da je funkcija h definirana preko bijekcije f te za j > mn ne vrijedi injektivnost,
zakljucujemo da je h: N — X trazena surjekcija.

e Ukoliko je X prebrojivo beskonacan skup, tada postoji bijekcija f: N — X koja je
o¢ito i surjekcija.

b) = c¢) Neka je f: N — X surjekcija. Treba pronadi injekciju g: X — N. Uzmimo
proizvoljan x € X. Kako je funkcija f surjekcija slijedi da postoji element domene koji se
preslika u element z € X. Kako ne znamo niSta o injektivnosti funkcije f, taj element ne
mora biti jedinstven pa je praslika f~!(z) C N. Sada prema Teoremu o dobrom uredenju
skupa prirodnih brojeva?® slijedi da skup f~!(z) ima najmanji element kojeg moZemo oznagiti
s n,. Kako je f surjekcija, tako je skup f~'(z) neprazan za svaki x € X, a zbog jedinstve-
nosti najmanjeg elementa mozemo definirati funkciju g: X — N s g(z) = n,. Buduéi da
su za razliCite elemente skupa X njihove praslike disjunktni skupovi, funkcija g je trazeno
injektivno preslikavanje.

¢) = a) Neka je g: X — N injekcija. Ukoliko napravimo restrikciju kodomene na sliku
funkcije g, dobivamo bijekciju g: X — ¢(X). Prema tome je X ~ ¢g(X). Bududéi da je
g(X) C N, intuitivno je jasno da on moZe biti konacan ili prebrojivo beskonacan, u §to ¢emo
se uvjeriti u sljede¢em teoremu, pa iz prethodne ekvipotentnosti zakljucujemo da je skup X
prebrojiv. [

Teorem 2.4. Svaki podskup prebrojivog skupa je konacan ili prebrojivo beskonacan skup.

Dokaz. Neka je X prebrojiv skup, ¥ € X. Prema prethodnom teoremu znamo da postoji
injekcija f: X — N, pa ukoliko gledamo restrikciju f|y, znamo da je ona injekcija sa skupa
Y u skup N. Koristeé¢i prethodni teorem zakljucujemo da je Y prebrojiv skup, odnosno da
je konacan ili prebrojivo beskonacan. O

U sljede¢em korolaru pokazujemo da je skup N x N prebrojivo beskonacan. Dokaz je
moguce provesti formalno ili direktno. Mi ¢emo se fokusirati na formalan dokaz, a direktan
se moZe naci u |9, slide 66, Primjer 9.3].

Korolar 2.3. Skup N x N je prebrojivo beskonacan.

Dokaz. Prema Teoremu 2.3, dovoljno je konstruirati injekciju f: N x N — N. Jedno takvo
preslikavanje dano je s f(m,n) = 2™3" te pokazimo da je ono zaista injekcija.

Neka je (m,n) # (x,y), m < x. Ako je f(m,n) = f(z,y), tada je 2™3" = 273¥, odnosno
3" = 2*7™m3Y. S lijeve strane jednakosti imamo neparan broj, a s desne umnozak neparnog
i parnog broja. Da bi jednakost vrijedila, zdesna moramo imati neparan broj, pa mora biti
297™ =1, to jest x = m. Sada imamo 3" = 3Y, iz Cega slijedi n = y te je f injekcija. m

2Prema [9, slide 61], Teorem o dobrom uredenju skupa N tvrdi da svaki podskup skupa [1..n], za n € N,
ima najmanji element te da svaki podskup skupa N ima najmanji element.
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Ukoliko imamo prebrojivo mnogo prebrojivih skupova, moZe nas zanimati Sto mozemo
zakljuciti o njihovoj uniji i njihovom Kartezijevom produktu. Vise o tome nam govore
sljedece dvije tvrdnje:

Teorem 2.5. Unija prebrojivo mnogo prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je (A;);en niz prebrojivih skupova. Prema diskusiji nakon Definicije 2.3, tada

elemente svakog pojedinog skupa A; moZzemo poredati u niz a;i, a;o, a;3, ... te je stoga
UAZ = {aij : (Z,]) e N x N}
ieN

Sada definirajmo funkciju f: (J,cy4i — N x N na sljedeéi nacin: pretpostavimo da je
aij € Ujen Ai- Tada za takav element postoji minimalni indeks iy za koji je a; € Aj.
Iz prethodnog slijedi da postoji jedinstveni indeks j, takav da je a;; = a,;,. Definirajmo
f(aij) == (o, jo). Zbog nafin na koji je definirana, lako se vidi da je f injektivna funkcija te
je zato J;en Ai ~ f(U,;en Ai)- Dakle, dovoljno je pokazati prebrojivost skupa f(|J;cy Ai)-

Znamo da je f(J;en Ai) € N x N, a kako je prema prethodnom korolaru skup N x N prebro-
jivo beskonacan, prema Teoremu 2.4 skup f(|J,cy Ai) je konacan ili prebrojivo beskonacan.
Iz Definicije 2.3 tada slijedi da je on prebrojiv skup. O

Teorem 2.6. Kartezijev produkt konacno mnogo prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da imamo samo dva skupa A i B (slucaj
kada imamo vise od dva skupa dokazuje se indukcijom po broju skupova, citatelj moze
pronadi dokaz u [8]). Za svaki element a € A definiramo skup B, := {(a,b): b € B}. Prema
pretpostavci teorema skup B je prebrojiv, pa je takav i skup B,. Sada Kartezijev produkt
mozemo napisati kao prebrojivu uniju prebrojivih skupova Ax B = (. 4 B, te iz prethodnog
teorema mozemo zakljuciti da je A x B prebrojiv skup. O]

Prethodne dvije tvrdnje nam govore da ¢e prebrojiva unija i konacan Kartezijev produkt
prebrojivih skupova biti prebrojiv skup. No, sto ako imamo Kartezijev produkt prebrojivo
mnogo prebrojivih skupova? Iduéi primjer nam ilustrira kako ve¢ u slucaju Kartezijevog
produkta prebrojivo mnogo dvoclanih skupova neéemo imati prebrojiv skup.

Primjer 2.3. Skup nizova nula i jedinica {0, 1}N = {f| f: N — {0,1}} nije prebrojiv skup.
Pomocu ranije iskazanih tvrdngi znamo da ako je skup prebrojiv, tada postoji surjekcija sa
skupa prirodnih brojeva u taj skup. Prema kontrapoziciji te tvrdnje, kako bismo pokazali da
skup {0, 13N nije prebrojiv, nuino je wvjeriti se u nepostojanje surjekcije f: N — {0, 1},
Definiragmo takvu funkciju na sljedeci nacin:

f(n) = (Tpys Tngy oy Ty -+ )y X, €{0,1}, i €N,
Pokazimo sada da ta funkcija nije surjekcija. Uzmimo niz y € {0, 1} takav da je

0, x,, =1

y:(y17y27"'7yn7"')7 yz€{071}7 Yn =
1, z,, =0.

Zbog ovakve definicije od y lako vidimo da ée za svakin € N vrijediti da je f(n) # y. Dakle,
funkcija f nije surjekcija pa skup {0, 1} nije prebrojiv. [
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Prema [9, slide 79], prethodni se dokaz naziva Cantorov dijagonalni postupak, a nje-
govo ¢e nam poopcenje uskoro pomoci pri dokazivanju neprebrojivosti skupa realnih brojeva.
Prije toga, formalno pokazimo prebrojivost skupova cijelih i racionalnih brojeva, iako smo
se u prebrojivost skupa Z uvjerili i ranije u Primjeru 2.2.

Lema 2.1. Skupovi cijelih brojeva Z i racionalnih brojeva Q su prebrojivi.

Dokaz. Pokazimo prvo tvrdnju za skup Z. Uvodenjem oznake Z~ za skup negativnih cijelih
brojeva te Z* za skup pozitivnih cijelih brojeva, skup Z mozemo prikazati kao

Z =17 U{0}UZ". Kako je svaki od skupova Z~, {0}, Z" prebrojiv (Stovise, {0} je konacan
skup), tvrdnja slijedi iz Teorema 2.5.

Neka je sada Q~ skup negativnih racionalnih brojeva i Q* skup pozitivnih racionalnih
brojeva. Tada je Q = Q- U {0} U Q™. Preslikavanje f: QT — Q™ definirano sa f(q) = —¢
je o¢ito bijekcija, stoga ¢e tvrdnja biti pokazana ukoliko dokaZemo da je QT prebrojiv skup.
Neka je A = {(z,y): z,y € N, nzd(z,y) = 1}, odnosno A je skup svih uredenih parova
prirodnih brojeva takvih da su oni relativno prosti. Iz definicije skupa A ocigledno je da je
A C N x N, pa znamo da je A prebrojiv jer je N x N prebrojiv skup (Teorem 2.4 i Korolar
2.3). Definiramo F: A — QT, F(z,y) = z. Ovo preslikavanje je ocito bijektivno, pa iz toga
po definiciji slijedi da je QT prebrojiv te je i sam Q prebrojiv skup. O]

Dokaz prebrojivosti skupa Q mozemo i vizualizirati. Kao $to smo vidjeli u formalnom
dokazu, dovoljno je pokazati da je QT prebrojiv, odnosno naci bijekciju N — Q.

Graficki prikazano, napravimo tablicu kao na Slici 2, u kojoj u prvi red biljezimo raci-
onalne brojeve s nazivnikom 1, u drugom redu racionalne brojeve s nazivnikom 2 i tako dalje,
sve do racionalnih brojeva s nazivnikom 9 (naravno, niz racionalnih brojeva nastavlja se u
beskona¢nost, no mi stajemo ovdje zbog jednostavnosti prikaza). Prolazimo kroz sve brojeve
na nacin prikazan crvenim strelicama te na taj nacin formiramo skup Q% i pokazujemo da je
prebrojiv, pa onda od ranije znamo da je i Q prebrojiv skup. Neke racionalne brojeve, poput
%, g, Z% i ostalih, nismo ukljucili jer bismo u tom sluc¢aju ponavljali brojeve vise puta - jasno
je da smo ove brojeve veé¢ "pokupili" u obliku 1, 3, %, kao $to je slucaj i sa svim ostalima koje
smo "preskocili".
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Slika 2: Prikaz Cantorovog prebrojavanja skupa Q

Vidjeli smo da prebrojivost nekih skupova mozemo pokazati na dva nacina, koristeci
neke od navedenih tvrdnji ili direktno nalazenjem prikladne bijekcije u skup N. U nastavku
navodimo neke primjere prebrojivih, ali i neprebrojivih skupova.

Primjer 2.4. Pokazimo da je skup algebarskih brojeva prebrojiv. Jednadzbu
apr” +a "+ a1z +a, =0, ag,Q1,...,0, € Ron €N

nazivamo algebarska jednadzba n-tog stupnja nad skupom R. Prema Osnovnom teoremu
algebre® znamo da svaka algebarska jednadzba n-tog stupnja ima n korijena koji mogu biti
realni ili kompleksni brojevi jednostruke ili visestruke kratnosti. Algebarski broj je realan ili
kompleksan broj koji je korijen algebarske jednadzbe s cjelobrojnim koeficijentima ag, . . . , Q.
Znamo da je broj §7 p € Z, q € N korijen jednadzbe qx — p = 0, pa vidimo da je Q, za kojeg
smo dokazali da je prebrojiv, podskup skupa algebarskih brojeva.

Za svaki n € N, skup svih algebarskih jednadzbi s cjelobrojnim koeficijentima ekvipoten-
tan je prebrojivom skupu svih konacnih nizova cijelih brojeva ag,...,a,. Prema tvrdnji da
je skup svih konacnih nizova kojima su clanovi elementi zadanog prebrojivog skupa takoder
prebrojiv skup (za dokaz pogledati [8, str. 62]), skup svih algebarskih jednadzbi s cjelobrojnim

3Prema [5], Osnovni teorem algebre tvrdi da za svaki polinom P s koeficijentima iz polja C koji je
nekonstantan, tj. deg P > 1, postoji a € C takav da je P(a) = 0.
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koeficijentima je prebrojiv skup. Isto tako, skup svih rjesenja algebarskih jednadzbi s cjelo-
brojnim koeficijentima je prebrojiv jer svaka algebarska jednadzba n-tog stupnja ima tocno n
rjesenja, odnosno korijena. [

U nastavku ¢emo dokazati teorem o najvaznijem neprebrojivom skupu, skupu realnih
brojeva, pomoc¢u ranije spomenutog Cantorovog dijagonalnog postupka.

Teorem 2.7. Skup R je neprebrojiv.

Dokaz. U poglavlju "Ekvipotentnost skupova" pokazali smo da je R ~ (0, 1), §to povlaci da
je dovoljno pokazati da je (0, 1) neprebrojiv skup. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je (0, 1)
prebrojiv. Tada njegove ¢lanove mozemo poredati u niz te neka je (0,1) = {ag, a1, aq,. ..},
pri ¢emu svaki a; € R ima decimalni zapis koji sadrzi beskona¢no mnogo decimala razli¢itih
od nule:

agp = O.Cloo ap1 Ap2 - - -
ay = 0.&10 aip aig. ..

a9 = O.CLQO 921 422 . ..

Primjera radi, piSemo 0.899999. .. umjesto 0.9. Za svaki prirodan broj k definiramo broj

b — apr + 1, ako je axr € {0,1,2,...,7}
g 1, ako je ap, € {8,9}.

Sada mozemo definirati b = 0.by by by ... Jasno je da b nikada ne moze postiéi vrijednosti 0
i1, pajebe (0,1). Takoder, b # ay, za svaki k € N, jer se medusobno razlikuju na k-tom
decimalnom mjestu i time smo dosli do kontradikcije. Dakle, (0,1) je neprebrojiv, pa je
takav i R. O]

Primjer 2.5. Dijagonalnim postupkom dokaze se da R = R® = {f|f: R — R}. Za vise
detalja pogledati u [10, str. 33]. [ |

U algebri se ¢esto kod dokazivanja izomorfnosti struktura koristi ekvipotentnost skupova
na kojima je ta struktura zasnovana. Primjerice, grupe (Z,+) i (R \ {0}, ) nisu izomorfne
jer skupovi Z i R nisu ekvipotentni. Za viSe informacija o ovim strukturama pogledati u [5].

3 Kardinalnost

Za preciznu definiciju kardinalnog broja potrebna nam je definicija ordinalnih brojeva te
prije svega aksiomatska teorija skupova, koja je izvan dosega ovoga rada. Zato, nastavljamo
govoriti o "kardinalnostima" skupova, umjesto o kardinalnim brojevima skupova. U nastavku
uvodimo oznake za neke standardne kardinalnosti pojedinih skupova.

Definicija 3.1. Za ekvipotentne skupove X i Y kazemo da imaju istu kardinalnost i piSemo
k(X) = k().

Iz definicije slijedi da postoji bijekcija X — Y, odnosno da je X ~ Y. Ovime dolazimo
do temeljnog svojstva kardinalnih brojeva:

K(X) = k(Y) & X ~Y.
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Napomenimo da nigdje nismo precizno definirali kardinalni broj. Budu¢i da je ekvipotentnost
skupova relacija ekvivalencije, mogli bismo pokusati definirati kardinalni broj kao klasu
ekvivalencije s obzirom na relaciju biti ekvipotentan, odnosno

k(X)={Y:Y jeskup takav da je Y ~ X}.

Ako je X = (), definicija je dobra, medutim problemi nastaju za X # () jer tada k(X) nije
skup nego prava klasa (klasa koja nije skup) s kojom "ne znamo" raditi. U nastavku slijedi
paradoks koji nam razjasnjava zbog ¢ega ne mozemo na takav nacin definirati kardinalni
broj.

Primjer 3.1. Russellov paradoks nam daje primjer jedne prave klase. On nam kaZe da
R={x:x je skup i x ¢ x}

nije skup, veé¢ prava klasa. Prema [9], skup {x: o(x)} éemo zvati klasa ako je o nekakvo
svojstvo, odnosno izjavna funkcija.

U dokazu paradoksa prvo pretpostavimo suprotno, odnosno da je R skup te da je R € R.
Tada prema definiciji skupa R vrijedi R ¢ R te pretpostavka R € R nije bila dobra. Kako
vrijedi da R ¢ R, to povlaci da R mora zadovoljavali uvjet iz definicije skupa R, odnosno
mora vrijeditt R € R, $to nas opet vodi na kontradikciju. Dakle, pretpostavka da je R skup
dovodi nas do kontradikcije, sto znaci da R ne moZe biti skup.

Ovaj paradoks otkrio je i dokazao Bertrand Russell 1901. godine i njime obrazloZio zasto
u teorigi skupova ne mozZemo graditi skupove pomocu skupova koji jos nisu izgradeni. Laick:
receno, paradoks mozZemo oblikovati i ovako (sam Russell ga je takoder ovako koristio):
Pretpostavimo da postoji grad i u njemu samo jedan muski brijac te da su svi muskarci u
gradu redovito obrijani. Neki se briju sami, a neki dolaze brijacu. Razummno je zamisliti
sljedece pravilo: Briyjac brije sve © iskljucivo one muskarce koji se ne briju sami. U ovako
zadanim uvjetima mozZemo postaviti pitanje: Brije li brijac sebe?

Vise detalja o ovome paradoksu te skupovima i pravim klasama moZe se naci u [10]. |

Napomena 3.1. Navedimo neke temeljne kardinalnosti koje su nam poznate otprije:

(
(

e k(N) =N, (¢itamo: alef nula),
(R) = ¢ (¢itamo: kontinuum).

Uoc¢imo sljedece: ukoliko za neki skup X vrijedi da je k(X) = Xy, onda je X ~ N, odnosno,
postoji bijekcija s X u N. Analogno vrijedi i ukoliko je neki skup ekvipotentan sa skupom
realnih brojeva. Navedimo jos neka svojstva koja slijede iz tvrdnji i primjera koje smo
dokazali u proslom poglavlju te neke ¢iji se dokazi mogu pronaci u [9] i [10]:

o K(Z) = K(Q) = k(N x N) = k(Q x Q) = N,
e k({a,b)) = k({(a,b]) = k([a,b)) = k([a,b]) =¢, Va,beR, a<b,
o k(R\N)=k(R\Q) =k(R\Z) =,
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o k({0,1}") = k(P(N)) # R,
o k({0,1}%) = k(P(R)) #c.
U Lemi 3.1 pokazat ¢emo generalizaciju posljednja dva svojstva, na proizvoljan skup.

Definicija 3.2. Kazemo da je kardinalnost skupa X manja ili jednaka kardinalnosti
skupa Y, u oznaci k(X) < k(Y), ako postoji injekcija X — Y ili ako postoji Y7 C Y takav
da je X ~ Yi. Ako je k(X) < k(Y) i k(X) # k(Y), kazemo da je kardinalnost skupa X
manja od kardinalnosti skupa Y, u oznaci k(X) < k(Y).

Takoder, zapamtimo da uvijek vrijedi X C Y = k(X) < k(YY) kao vrlo korisnu tvrdnju
u rjeSavanju zadataka s kardinalnostima. Tvrdnja vrijedi jer postoji injekcija f: X — Y,
f(x) =z, zasvaki z € X.

3.1 Racunanje s kardinalnostima

Upoznali smo se s pojmom kardinalnosti skupova pa nas prirodno zanima koje sve operacije
s njima znamo raditi. Tri glavne operacije sazete su u sljede¢u definiciju.

Definicija 3.3. Neka su z i y kardinalni brojevi, a X 1 Y skupovi za koje vrijedi k(X) = x
1k(Y)=y.

e zbroj kardinalnih brojeva x i y je kardinalni broj unije skupova X i Y, pri ¢emu
su X i Y disjunktni skupovi, tj. X NY =0

r+y:=k(XUY).
Ukoliko je X NY # 0, tada je
r+y=k(X UY’),

pri ¢emu su, primjerice, X' = X x {1} 1Y’ =Y x {2} disjunktni skupovi. Naime,
tada vrijedi X ~ X'1Y ~ Y’ teje k(X) =k(X") i k(YY) =k(Y’).

e umnozak kardinalnih brojeva x i y je kardinalni broj Kartezijevog produkta sku-
pova X 1Y
-y =k(XxY)

e potencija 7V je kardinalni broj skupa XY svih funkcijas Y u X

z¥ = k(X").

Vidimo da su dane operacije definirane pomoc¢u skupovnih operacija unije i Kartezijevog
produkta. Sada pogledajmo neka opcéenita svojstva rac¢unanja s kardinalnostima (pored se
nalaze ekvivalentne operacije sa skupovima koje su u sustini smjernice na koji nac¢in pokazati
navedena svojstva).
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Teorem 3.1. Neka su X,Y, Z medusobno disjunktni skupovi. Tada vrijedi:

(1) (K(X)+kY)+k(Z)=k(X)+ (kYY) +k(2) (XUuY)uZ=XU(YUZ2)

(2) k(X)+EY)=kY)+k(X) XUY=YUX

(3)  (K(X)-k(Y))-k(Z) = k(X) - (k(Y) - k(2)) (X XY)xZ~Xx (Y x2)

(4) k(X) -kY)=kY)- k(X) XXxY~Y xX

(5) k(X)) - (k(Y)+k(2)=kX) kEY)+EX)- k2) Xx(YUZ)=(XxY)U(X x 2)
(6) k(X)k Y) | k<X)k(Z k(X )k(Y)+k(Z) XY w XZ ~ xYVZ

(7) k(XM k()N = (K(X) - k(Y))"D X2 x Y2~ (X xY)?

(8) (k(X)k: )k:(Z) _ k(X)k:(Y)k(Z) (XY)Z ~ XYXZ

9) 1-k(X)=kX {I}x X ~X

(10) 0-k(X)=0 0xX =0

Dokaz. Svojstva (1) i (2) slijede direktno iz asocijativnosti i komutativnosti unije skupova.
Ostala svojstva dokazujemo nalazenjem prikladnih bijektivnih preslikavanja kako bismo po-
kazali ekvipotentnost trazenih skupova, ili pokazujemo skupovnu jednakost.

(3) Trebamo pokazati ekvipotentnost skupa (X xY') x Z sa skupom X x (Y x Z). Za svaki
((x,y),2) € (X xY) x Z definirajmo preslikavanje ((z,y), z) — (z, (y, 2)) i uvjerimo
se da je bijektivno.

Injektivnost: Neka su (x1, (y1,21)), (22, (Y2, 22)) € X x (Y x Z). Tada je

(z1, (y1,21)) = (T2, (Y2, 22)) = w1 =22 A (Y1, 21) = (Y2, 22)
< 11 =T9 N Y1 = Yo N 21 = 29,

odnosno, preslikavanje je injektivno.

Surjektivnost: Za svaki (z,(y,z)) € X x (Y x Z) postoji ((a,b),c) € (X xY) x Z
takav da ((a,b),c) — (x,(y,z)). Takav element ((a,b),c) je upravo jednak elementu
((x,y), 2) te zakljuéujemo da je preslikavanje surjektivno.

Dakle, ovime smo pronasli trazeno bijektivno preslikavanje i pokazali ekvipotentnost
navedenih skupova.

(4) Pokazimo da je X XY ~ Y x X. Pogledajmo funkciju f: X xY — Y x X, definiranu
s f(z,y) = (y,x). Na analogan nacin kao u prethodnom sluc¢aju pokaze se da je ova
funkcija bijekcija, ¢ime smo pokazali trazenu ekvipotentnost medu skupovima.

(5) Treba pokazati skupovnu jednakost X x (Y U Z) = (X xY)U (X x Z). Neka je
(x,y) € X x (Y U Z) proizvoljan. Lako se vidi da je

(ry) e XxYUZ) <= z€ X AN(yeY VyeZ)
— (r,y) e X XY V (z,y) € X X Z
— (r,y) e (X xY)U(X x Z)

te je jednakost skupova pokazana.

(6) U ovom slucaju pokazujemo ekvipotentnost skupova XY x X7 i XYYZ,
Promotrimo funkciju f € X¥Y4, odnosno f: Y U Z — X (podsjetimo se,

XYVZ = Lf| f: Y UZ — X}) te njezine restrikcije fly: Y — X i flz: Z — X.
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(10)

Sada moZemo definirati novo preslikavanje g: X¥Y? — XY x XZ pravilom pridruZziva-
nja g(f) = (fly, f|z) i provjeriti njezinu bijektivnost.

Injektivnost: Pretpostavimo g(f1) = g(f2), za sve fi, fo € XYYZ. Prema definiciji
funkcije g, prethodno raspisujemo kao (fily, filz) = (f2ly, f2|z), a to vrijedi onda i
samo onda ako je fily = fo|y 1 fi|lz = f2|z, odnosno g je injekcija.

Surjektivnost: Neka je (hly,h|z) € XY x X% proizvoljan. Treba pronaéi f € XYYZ
tako da vrijedi ¢g(f) = (h|y, h|z). Prema definiciji funkcije ¢ iz prethodne jednakosti
dobivamo (f|y, f|z) = (h|y, h|z), §to vrijedi ako i samo ako je f|y = hly te f|z = h|z.
Ovime je surjektivnost preslikavanja g pokazana.

Dakle, g je bijektivno preslikavanje i pokazali smo trazenu ekvipotentnost.

Vrlo sliéno kao u dokazu prethodnog svojstva, promatramo funkciju f € (X x Y)?Z,
tj. [+ Z — X xY. Tada, za sve z € Z vrijedi f(z) = (fi1(2), f2(2)), pri ¢emu je
f1(z) € X, fo(2) € Y. Dakle, f; € X%, f, € YZ. Definiramo preslikavanje

g: (X xY)? = X% xY?Z dano s g(f) = (f1, f2). Na analogan nacin kao u slucaju (6)
pokaze se da je g bijekcija te smo pokazali ekvipotentnost XZ x YZ ~ (X x Y)%.

Trebamo pokazati (XY)Z ~ XY*Z_ Neka je f € XY*Z tj. f: Y x Z — X, definirana
s fly,2) =z, z€ X, yeY, z € Z. Ukoliko fiksiramo z € Z, dobivamo

g.-(y) = f(y,2), za sve y € Y. Sada pogledajmo funkciju h: Z — XY s pravilom
pridruZivanja h(z) = g., 2 € Z. Prema definiciji funkcije h, znamo da je h € (XY)Z.
Neka je F': XY*Z — (XY)2 F(f) = h nova funkcija te pokazimo da je ona bijekcija.
Injektivnost:

F(fi)=F(fa), .o e X7 = h1=hy < hi(z) = hs(z), Vz € Z
= gMy) =9 y),VzeZ yeY

z

<~ f1<y,Z) = fQ(yv 2)7 t.] fl - f2 1/ je injekCija'

Surjektivnost: Neka je h € (XY)Z. Treba pronaéi funkciju f € X¥*Z takvu da je
F(f) = h. Funkcija h je slika funkcije f, a f € XY*Z te je f(y,2) = ¢.(y) za fiksan
z€ Z, zasvey € Y. Kako je g. = h(z), vidimo da za proizvoljnu h € (XY)Z postoji
funkcija f € X¥Y*Z takva da ju funkcija F preslika u funkciju h. Odavde slijedi da je
F' surjekcija.

Dakle, F' je bijekcija, pa smo pronasli bijektivno preslikavanje i pokazali zadanu ekvi-
potentnost.

Zelimo pokazati {1} x X ~ X. Pogledajmo funkeiju f: X — {1} x X,
f(z) = (1,z), x € X i pokazimo da je ona bijektivna funkcija.
Injektivnost:

f(ﬂ?l) = f(JJQ), T1,T9 € X «— (1,1‘1) = (1,332) < T1 = 9,

tj. f je injekcija.

Surjektivnost: Neka je (1,y) € {1} x X, y € X. Trebamo prona¢i z € X koji se
djelovanjem funkcije f preslika u (1,y). Dakle, iz f(x) = (1,y) slijedi (1,z) = (1,y),
odnosno x = y te je jedan takav element y i f je surjekcija.

Pokazali smo da je f injekcija i surjekcija, pa i bijekcija te vrijedi dano svojstvo.

Slijedi iz svojstva navedenog u [8] koje tvrdi da je Kartezijev produkt praznog skupa
s bilo kojim skupom jednak praznom skupu.
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U aritmetici kardinalnosti postoje jo§ mnoge tvrdnje koje nam uvelike pomazu pri rjesava-
nju konkretnih zadataka te jednakosti koje opéenito vrijede za otprije poznate kardinalnosti.
U sljede¢im primjerima navodimo i pokazujemo neke od njih.

Korolar 3.1. Neka su X,Y, Z neprazni skupovi i neka je k(X) < k(Y'). Tada vrijedi:
i) k(X)+k(Z)<k(Y)+k(Z),
i) K(X)-k(2) <k(Y)-k(Z),
i) k(X)) < k(Y)k(2),
Dokaz.

i) Pretpostavimo da je X C Y. Ukoliko X g Y, odaberemo Y’ C Y takav da je
X ~ Y'. Nadalje, neka je YN Z =0 (tada jei X NZ = ). Ukoliko Y i Z nisu
disjunktni, mozemo odabrati Y’ i Z’ takve da je YYNZ =01 Y UZ =Y UZ.
Tada vrijedi XUZ CYUZ, paje k(XUZ) < k(Y UZ). Prema Definiciji 3.3, slijedi
E(X)+Ek(Z)<EkY)+k(Z).

i1) Ponovno pretpostavimo X C Y, u suprotnom postupamo isto kao u prethodnom slu-
¢aju. Tada je X x Z C Y x Z, odakle slijedi k(X x Z) < k(Y x Z), odnosno
k(X)) k(Z)<kY)- -k(Z).

i1i) Prema Definiciji 3.3, k(X)*?) = k(X?) i k(Y)¥?) = k(Y?), $to znaci da trebamo
pokazati da je k(X?) < k(Y?). Nekaje f: XZ —YZ  f(g) = h, odnosno g(x) = h(z),
za svaki x € Z. Pritome su g: Z — X, h: Z — Y te vidimo da su im domene iste,
dok za kodomene vrijedi X C Y. Provjerimo je li f injekcija:

g1 # go = E'.Io € Z takav da je gl(Io) §£ gz(Io) = hl(l’o) §£ hQ(IQ) = f(gl) % f<92)

Dakle, f je injekcija pa vrijedi k(X?) < k(YZ).

Napomena 3.2. Istaknimo takoder da ne vrijedi sljedece svojstvo:
Ako je k(X) + k(Y) = k(X) + k(Z), onda je k(Y) = k(Z).

Pokazimo to kontraprimjerom. Ukoliko je npr. X = NU {r}, a Y = NU {m, e}, tada je
E(X)=k(N)+E({r}) =No+1 te k(YY) = k(N) + k({m,e}) = Nog + 2. Vrijedi X ~ Y,
stoga vrijedi i jednakost Ny + 1 = Xy + 2, no 1 # 2. Napomenimo da je X ~ Y jer postoji
bijekcija f: X — Y dana s

m, n=m

f(n): €, n=
n—1, n e N\ {1}.
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Primjer 3.2. Dokazite da vrijedi:

e 2+2=4
Znamo k({0,1}) =2, k({3,4}) =2 i {0,1} N {3,4} = 0. Slijeds

2+ 2 =k({0,1}) + k({3,4}) = k({0,1} U {3,4}) = k({0,1,3,4}) = 4.

[ ] NO -+ NO — NO
Znamo da je k(—N) = Xg, jer je =N ~ N. Takoder, k(NU{0}) =R, jer NU{0} ~ N.
Uzimajuéi u obzir da je —=NN (NU{0}) =0 ¢ Z ~ N, imamo

Ny + Ry =k(—N) + k(NU{0}) = k(-NUNU{0}) = k(Z) = N,.

e c+Ny=c¢
Opéenito vrijedi: ako je A neprebrojiv i B C A prebrojiv, onda je A\ B ~ A
([10, str. 33, Propozicija 1.34]). Stavimo A =R i B =N te iz turdnje slijedi
E(R\N) = k(R) = ¢, dok je k(N) = Rg. Analognim postupkom kao u prethodnim

slucajevima, jer je R\ NNN = (), dobivamo traZenu tvrdnju.

ectc=c
Iskoristimo li ¢injenicu da je [a,b) ~ R, a < b te je stoga k([0,1)) = ¢ i k([1,2)) = «,
pri cemu je [0,1) N [1,2) = 0, analogno dobivamo turdnju.

e 2:2=4
Dokaz je slican dokazu za zbroj, a umgesto operacije unije koristi se operacija Kartezijev
produkt.

o NO'NOINO
No - Ng = k(N) - k(N) = k(N x N) = k(N) = X,
jger je N ~ N x N.

o c-Nyg=¢
Kako je k([0,1)) = ¢ i k(Z) = Ro, tmamo

¢ Ro = k([0,1)) - k(Z) = k([0,1) x Z.

Konstruirajmo funkciju f: [0,1) X Z — R pravilom pridruZivanja f(z,y) = = + y.
Preslikavange f je ocigledno bijekcija, pa je [0,1) x Z ~ R. Dakle,

k([0,1) x Z) = k(R) = c.

Preostala svojstva dokazujemo nakon sto dokazZemo C-S-B te Cantorov teorem, duvije
vrlo vazne turdnje koje imaju jaku ulogu u primjent na zadatke.
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3.2 Cantor-Schroder-Bernstein teorem i primjene

Sljedeéi teorem jedan je od najvaznijih teorema ove grane matematike. Povijesno gledano,
Cantor je prvi iskazao tvrdnju teorema, a Berstein ga je 1897. godine prvi dokazao. Teorem
je do danas dokazan na viSe razli¢itih nac¢ina. Nakon Bernsteina, 1898. godine dokazao
ga je i Schréder. U nekim literaturama mogu se pronaéi i nazivi Cantor-Bernsteinov ili
Schroder-Bernsteinov teorem, ovisno o verziji i godini izdanja dokaza.

Teorem 3.2. (Cantor-Schréder-Bernstein)
Ako postoje injekcije f: X — Y i g: Y — X, onda postoji i bijekcija izmedu skupova X i
Y, tojest X ~Y.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti, mozemo pretpostaviti da su skupovi X i Y disjunktni
(ukoliko X i Y nisu disjunktni, uzimamo njima ekvipotentne disjunktne skupove A i B).
Zanima nas unija X U Y i njezina odgovarajuca particija: uzmimo proizvoljan xqg € X i
djelujmo na njega najprije funkcijom f, zatim funkcijom g, nakon toga ponovno funkcijom
f, pa funkcijom g itd. Naizmjeni¢nim djelovanjem ovih dvaju funkcija na proizvoljni element
xo € X moguce je dobiti sljede¢a dva slucaja:

1) lanac se zatvara, odnosno ¢ini ciklus

f g f g g f

g

Zbog injektivnosti funkcija f i g i ¢injenice da g vraca y; na neki od prethodnih z;,
taj element moze biti jedino xg.

2) lanac se ne zatvara
Tada lanac pokuSavamo prosiriti ulijevo na sljedeéi nac¢in: ako je zop € R(g), tada
s lijeve strane lanac prosirujemo s g='(zp). Zatim, ako je g~'(zo) € R(f), slijeva
progirujemo lanac s f~(g7!(zo)) itd. Ponavljaju¢i postupak nadalje, moZemo dobiti
tri slucaja:

a) lanac se proteze beskonac¢no ulijevo, odnosno

g f g f g ! g
> T > Yo b > Tq b > Yy b > To > Yo b

g

b) lanac lijevo staje na nekom elementu skupa X

.f\ .g\ .f\ .g\ .f\ .g
l‘ov /y()' rxll 'yl' /.CEQI /y2-

~

c¢) lanac lijevo staje na nekom elementu skupa Y

g | N 9 N N f
Yo ! 7 Lot 7 Yt 7 L1t 7 Yot 7 Lo t

~
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Dakle, moguce su cetiri vrste lanaca. Sada definiramo funkciju koja ¢e elementu z, ukoliko
se on nalazi u nekom od prva tri navedena lanca, pridruziti f(z), te ukoliko se x nalazi u
cetvrtom tipu lanca, funkcija ¢e mu pridruziti g~!(z). Matematicki zapisano, definiramo
F: X — Y pravilom pridruzivanja

F(z) = {f($)7 ako je x u jednom od prva tri lanca

g '(z), inace.

Pokazimo da je tako definirana funkcija bijekcija.

Surjektivnost: Neka je y € Y. Ako je y u jednom od prva tri lanca, tada znamo da postoji
r € X takav da je f(z) = y, pa je prema definiciji funkcije F'(z) = f(z) = y. Ako je y u
¢etvrtom lancu, tada je i g(y) = z u tom lancu, pa vrijedi F(g(y)) = F(z) = g '(z) = v.
Time je dokazana surjektivnost.

Injektivnost: Uzmimo dva elementa z1,z, € X takva da je F(z1) = F(23). Uo¢imo da
je, zbog definicije funkcije F', element F'(x) uvijek ¢lan istoga lanca kao i element z. To
implicira da x; i o moraju biti sadrzani u istom lancu. Ukoliko su z; i x2 u jednom
od prva tri lanca, tada je F(x1) = f(x1) i F(x3) = f(z2). Iz pretpostavke slijedi da je
f(x1) = F(x1) = F(x2) = f(x2). Kako je, prema pretpostavci teorema, f injekcija, vrijedi
r1 = x9. Ukoliko se z1 i 7o nalaze u &etvrtome lancu, tada vrijedi F(z;) = g~ (z1) = 0
te F(x9) = g '(x9) = y». Ponovno, prema pretpostavci je F(z1) = F(x3), pa je y1 = yo.
Odavde slijedi g7 (z1) = y1 = yo = g '(x2), a kako je g dobro definirana bijektivna funkcija,
djelovanjem funkcije g na prethodni izraz dobivamo z; = x5 te je injektivnost dokazana.
Ovime smo pokazali da postoji bijekcija sa skupa X u skup Y, §to je i trebalo pokazati. [J

Napomena 3.3. U terminima kardinalnosti, C-S-B teorem mozemo i ovako iskazati:
Ako je k(X) < k(Y) i k(Y) < k(X), tada je k(X) = k(Y).

Pogledajmo izravnu primjenu C-S-B teorema na sljede¢im primjerima i tvrdnjama.

Primjer 3.3. Zelimo pokazati da je R ~ R2, odnosno naéi bijekciju sa skupa R u R? ili
obratno. Jedna takva funkcija je dana s x — (x,0), za svaki x € R. U Primjeru 1.3 pokazali
smo da je R ~ (0,1) pa ocito vrijedi (0,1) x (0,1) ~ R x R = R%. Odavde slijedi da moZemo
umgesto bijekcije sa R u R? naéi bijekciju sa (0,1) x (0,1) u R. Definiramo funkciju sa
(0,1) x (0,1) u R danu s

(O.yoyl R ,O.Zozl .. ) — O.yolzolyllzl ..
koja je zbog nacina na koji je definirana ocito bijekcija. |

Kako bismo mogli pokazati jo§ mnoge tvrdnje i jednakosti medu kardinalnostima, prije
svega zanima nas ponesto o kardinalnosti skupa i kardinalnosti njegovog partitivnog skupa.
U tu svrhu navodimo sljedece:

Lema 3.1. Za svaki skup X vrijedi P(X) ~ {0,1}X, odnosno k(P(X)) = 2FX).
Dokaz. Neka je Y C X. Definiramo karakteristicnu funkciju xy: X — {0,1} na sljedeci
nacin:
() = 1, zay €Y
W= N0, sayex\v

Svakom takvom pojedinom podskupu Y pripada jedinstvena karakteristi¢na funkcija. Skup
karakteristi¢nih funkcija definiranih na skupu X podudara se sa skupom {0, 1}*, pa vrijedi
P(X) ~{0,1}¥. U terminima kardinalnosti, k(P(X)) = k({0,1}*) = 2k(X), O
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Teorem 3.3. (Cantorov) Za svaki skup X vrijedi k(X) < k(P(X)), odnosno k(X) < 2k,

Dokaz. Ukoliko je X = (), tada je P(X) = P(0) = {0}. U terminima kardinalnosti slijedi da
jek(X)=0<1=FkP(X)).

Neka je sada X # (). Opcenito, znamo da je X C P(X) pa prema diskusiji nakon
Definicije 3.2 vrijedi da je k(X) < k(P(X)). Kako bismo dokazali tvrdnju teorema, potrebno
je jos pokazati da je k(X)) # k(P(X)). Pretpostavimo suprotno, tj. da je k(X) = k(P (X))
Sto povlaci postojanje bijekcije f: X — P(X). Za funkciju f vrijedi da za svaki x € X je
f(z) € P(X), odnosno da je f(z) C X.

Definirajmo skup YV = {z € X : x ¢ f(x)} C X. Ocito je Y € P(X). Bududi da
je funkcija f bijekcija pa time i surjekcija, tada za tako definiran skup Y € P(X) mora
postojati xy € X takav da je f(zo) = Y. Preostaje jos provjeriti je li 29 € YV ili 29 ¢ Y.
Vrijedi sljedeéi niz ekvivalencija:

o €Y <— Jfo%f(fo) <~ LL’0¢Y

Ocito smo dosli do kontradikcije $to povlaci da ne postoji takav zy koji ¢e funkcija f
preslikati u skup Y. Na temelju toga zaklju¢ujemo da funkcija f nije surjekcija pa time
ni bijekcija. Dakle, k(X) # k(P(X)) pa je k(X) < k(P(X)). Iskoristimo li jos i tvrdnju
prethodne leme, dobivamo da je k(X) < 2k(X). ]

Cantorov teorem nam, izmedu ostaloga, govori da niti jedan skup ne moze biti ekvipoten-
tan svom partitivnom skupu. U nastavku éemo pokazati preostala bitna svojstva o poznatim
kardinalnostima skupova.

Primjer 3.4.

e c-c=¢
Prema [8, Teorem 3.25] i Lemi 3.1, P(N) ~R <= k(P(N)) = k(R) < 2% =,
Dakle, ¢ - ¢ = 2% . 2% Prema Teoremu 3.1, (6), 2% . 2% = 2%o+Ro ¢ kako smo
uw Primjeru 3.2 pokazali da je Ry 4+ Vg = Ry, vrijedi 2%0+R0 = 2% — ¢ te je turdnja
pokazana.

o 22 =4
Znamo da vrijedi k({a,b}) = 2, k({c,d}) = 2. Tada je

2 = k({a, b)) = k({a, b}(e)

Promotrimo skup {a,b}e% = {f|f: {c,d} — {a,b}}. Takvih funkcija ima najvise
cetiri, neka su to funkcije f1, fo, f3, fa. Zapisimo sva mogucéa pravila pridruZivanja:

file) =a fac) =0 f3(c) =a falc) =10
fild) =10 fold)=a fs(d)=a fa(d) =b.
Slzyedz d(l je 22 = k’({fl, f2, f3, f4}) = 4.
° Ngo =c

Ovu tvrdnju pokazujemo koristeci C-S-B teorem na nacin da pokaZemo ¢ < Ngo 1
N§0 < ¢ odakle ce slijediti jednakost te dvije kardinalnosti.
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1) ¢ <N
Trebamo pronaci injekciju f: R — QN jer je k(R) = ¢ i k(QN) = N° (skup
QN je skup svih nizova racionalnih brojeva). Ukoliko za f uzmemo funkciju koja
svakom x € R pridruzuje niz racionalnih brojeva koji konvergira ka tom x, tada je
f ingekcija zbog jedinstvenosti limesa. Spomenimo da f ne moZe biti surjekcija,

a samim time ni bijekcija, jer postoje divergentni nizovi u koje se nitko mece
preslikati. Dakle, ¢ < Nﬁo.

2) R < ¢
Znamo da je k([0,1]) = ¢ i k(NN) = X3°, pa Zelimo pronaci injekciju
f: NN —10,1]. Uzmimo a € NN, a = (a1, as,...) i definirajmo

fla)=0.0...010...010...01...
N N N~

ai az as

Recimo, ako je niz a = (3,1,6,...), tada je f(a) = 0.0001010000001 ...
Ovako definirana funkcija je injektivna, sto znaci da je N§° < c.

Iz 1) i 2) slijedi traZena jednakost.

Ng
0 =¢
Prema do sada dokazanim svojstvima i Teoremu 3.1, (8), vrijedi

No (N0 \Ro __ aRo-Ro __ yRo __
0 = (N2 =R =R = .

2N — ¢
Prema prethodnim svojstvima vrijedi sljedece:

2% = k({0, 1})*™ =k ({0, 1}") .

Preostaje pokazati da je kardinalnost skupa svih nizova nula 1 jedinica jednaka c. Znamo
da je ¢ = k({0,1]) pa je dovoljno pronaci bijekciju izmedu poluotvorenog intervala (0, 1]
i skupa {0,1}N. To éemo postiéi tako da realne brojeve iz intervala (0,1] prikaZemo
u tzv. dyadskom sustavu, tj. samo pomocéu znamenki O i 1. Neki od primjera takvih
2apisa Su:

1 1 1

- =0.0101..., ==0.00110011..., = =0.0010101...

3 5 6

Uoc¢imo i da postoje primgjeri brojeva iz (0, 1] koji nemaju jedinstven zapis u dijadskom
sustavu. Primgerice:

1 1 1 1
-=0.1, =-=0.01111..., -=0.01, -=0.00111...
T2 T4 T4

No, buduci da ce dva zapisa tmati samo neki racionalni brojevi, takvih izuzetaka je
prebrojivo mnogo, dok ée ostali realni brojevi iz intervala (0, 1] imati jedinstven prikaz
u dijadskom sustavu. Zbog toga, svaki x € (0, 1] ima jedinstven zapis u obliku

r = 0.x12903... 2, ..., gdje je x, = 1 za beskonacno mnogo indeksa n. Na temelju
toga, mozemo definirati funkciju f: (0,1] — {0,1} koja ée svakom elementu danog
ntervala pridruziti niz nula 1 jedinica s beskonacno mnogo jedinica, tj.

flz) = (z1,29,. .., Tp,...).
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Medutim, uocimo kako se u skupu {0, 1} nalaze i nizovi s konaéno mnogo jedinica
te da takvih nizova tma prebrojivo mnogo. Ukoliko skup svih mizova s konacno mnogo
jedinica oznacimo s A, tada je skup A prebrojiv i moZemo ga zapisati kao

A= {0, 11"\ R(f).
Kako je skup A C {0, 1}V, slijedi da je
{0, 1} = AUR(f).

Ukoliko napravimo restrikciju kodomene {0, 1} na sliku funkcije f, tada ée funkcija
f:(0,1) = R(f) biti bijekcija. Dakle, vrijedi da je R(f) ~ (0,1] pa je

{0,1}% ~ AU (0,1].

Buduéi da znamo da je A prebrojiv, a (0,1] neprebrojiv skup pa time i beskonacan,
prema [8, str. 59] vrijedi
(0,1] ~ AU (0, 1].

Sada iz tranzitivnosti relacije ekvipotentnosti slijedi da je (0,1] ~ {0, 1}, U konacnici,
lako zakljucujemo da vrijeds

2% =k ({0,1}") = k({0,1]) = c.

Naposljetku, koriste¢i sve $§to smo do sada naveli rijeSimo nekoliko primjera i pogledajmo
kako to zaista izgleda u praksi.

Primjer 3.5. Odredite kardinalnost skupa svih aritmetickih nizova cijelih brojeva.

Neka je S = {a, = ag+nd: ay, d € Z, n € N} C Z%. Iz podrucja matematicke analize, a
ovdje 1 same definicije skupa S jasno je da aritmeticki niz jednoznacno odreduje pocetni ¢lan
i razlika niza. Definirajmo funkciju f: S — Z* s f((an)) = (ao,d). Funkcija f je bijekcija
ako i samo ako je S ~ Z?, odnosno k(S) = k(Z?). Sada je

k(Z2) = k(Z x Z) = k(Z) - k(Z) = Rg - Ry = (Rg)2 = N,

Dakle, k(S) = . u

U idué¢em primjeru koristimo sljedece:

"=c-coc=r,

n puta

a takoder vrijedi i

n-N0:N0+N0+"-+N0:NO, (No)n:NO'NO"'NOZNo.
N\ ~ v ———

n puta n puta

Tvrdnje vrijede zbog jednakosti dokazanih u Primjeru 3.2 i jer su konac¢na unija i konac¢an
produkt prebrojivih skupova ponovno prebrojivi skupovi.
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Primjer 3.6. Odredite kardinalnost skupa svih realnih matrica dimenzije 2 X 2 ¢ija je de-
terminanta jednaka 1.

Neka je T = {A € My(R): det(A) = 1} C My(R). Koristeéi C-S-B teorem, moramo
pokazati dvije nejednakosti:

1) k(T) < k(M

Skup Mz(

k(M2(R)) =

dana s f(a,b,c, d) J

Injektivnost: Pretpostavimo f(a,b,c,d) = f(e, f,q,h).

CCL b} a,b,c,d e R} ekvipotentan je skupu R*, pa je
R*Y) = ¢. Jedna bijekcija izmedu ova dva skupa je f: RY* — My(R)

. Provjerimo to:

.ﬁll
o

g
< a=eANb=fANc=gANd=h
: (a’b7c7d):(e7f7g7h)7

a b e f
fla,b,c,d) = f(e, f,g,h) <= L d}:{ h}

1z cega zakljucujemo da je f injekcija.
Surjektivnost: Neka je {(Cl Z] € My(R). Trazimo (x,y,2,w) € R* koji ée se djelova-

njem funkcije f preslikati v navedenu matricu, odnosno

a b
f(x,y,z,w):[c d}‘

Fu-ld

. b )
odnosno za svaku matricu [CCL d} € My(R) postoji uredena cetvorka (z,y, z,w) € R,

Imamo:

z,Y,z,w) = (a,b,c,d) takva da je f(x,y,z,w) = te je f surjekcija.
b,c,d) takva da je f ZZ f b

Dakle, f je zaista bijektivno preslikavanje. Imamo:

T C Ma(R) = k(T) < k(M2(R)) = k(R = k(R)* = ¢* =c.

9) K(Ms(R)) < k(T)
Neka je A = g (l) LT € R\{O}} CT. Znamo da je tada k(A) < k(T),
a k(A) = k(R\ {0}) = c. Dakle, ¢ < k(T).
Iz 1) i 2) primjenom C-S-B teorema slijedi k(T') = . |

Primjer 3.7. Dokazite da je skup N =N x Nx --- X N prebrojiv.
Pokazat éemo da je N ~ N"  odnosno u terminima kardinalnosti k(N) = kE(N") = X,.
Koristeci C-S-B teorem, trazimo injekciju za svaku od dvije nejednakosti. Prvo definiramo

[P N=>N"s f(n)=(n,1,1,...,1).
—_——

n—1 jedinica
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Ovako definirana funkcija je ocigledno injekcija te vrijedi k(N) < k(N™). S druge strane,

promotrimo funkciju

g: N* = N definiranu s g((ni,ng,...,n,)) = pipy---por,

pri cemu je p; i—ti prost broj. Osnovni teorem aritmetike (moZe se naci u [7]) nam tvrdi da
je faktorizacija jedinstvena do na poredak, pa imamo k(N™) < k(N). Dakle, vrijedi
[ |

k(N") = k(N) = Ry.
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