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Sazetak

Pojam stabilnosti je jedan od vaznijih pojmova primijenjene matematike bi-
tan mnogim znanstvenim disciplinama. Posebno je bitan u fizici i inzenjerstvu
gdje je proucavanje stabilnosti dovelo do novih saznanja. U ovome radu
definiramo osnovne pojmove i navodimo rezultate vezane uz stabilnost lin-
earnih vremenski invarijantnih sustava diferencijalnih jednadzbi. Preciznije,
opisujemo stabilnost rjesenja sustava u okolini tocaka ravnoteze. Ovaj tip sta-
bilnosti je poznat pod nazivom Ljapunovljeva stabilnost. Takoder definiramo
i udaljenost do nestabilnog sustava i uvodimo algoritam koji ¢e ju racunati.
Konacno, taj algoritam isprobavamo na nekoliko primjera te mjerimo njegovo
vrijeme izvrsavanja. Bududi da se algoritam bazira na rjesavanju svojstvenog
problema, njegovo vrijeme izvrsavanja se jako povecava s pove¢anjem dimen-
zije sustava.

Kljucne rijeci: tocka ravnoteze, stabilnost, svojstvene vrijednosti, Ljapunovl-
jeva funkcija



Abstract

Stability is an important concept in applied mathematics used in various
scientific disciplines. It is particularly important in physics and engineer-
ing where its studying has led to new knowledge. In this paper we define
basic concepts and show various results concerning stability of linear time-
invariant systems. More precisely, we study the stability of solutions of dif-
ferential equations around equilibrium points. This type of stability is also
known as Lyapunov stability. Furthermore, we define the distance to an un-
stable system and describe an algorithm to calculate it approximately. The
algorithm is then tested and its running time captured on several examples.
Since the algorithm is based on solving the eigenvalue problem, the running
time rapidly increases with the size of input.

Keywords: equilibrium point, stability, eigenvalues, Lyapunov function



1 Uvod

Intuitivno, pojam stabilnosti vezemo uz nesto sto je tesko pomaknuti ili
promijeniti. U ovom ¢emo radu pojam stabilnost prosiriti na sustave difer-
encijalnih jednadzbi te objasniti njegovo znacenje u matematici. Od sta-
bilnih sustava ocekujemo da se tesko mijenjanju, to jest da manje prom-
jene na pocetnim vrijednostima rezultiraju malim promjenama u rjesenju
sustava. Ovakav pojam stabilnosti je posebno vazan u primijenjenoj matem-
atici, gdje se posebno isticu fizika i inzenjerstvo koji razne procese modeliraju
dinamickim sustavima.

U ovom ¢emo radu proucavati tip stabilnosti vezan uz tocke ravnoteze zvan
Ljapunovljeva stabilnost. Naziv je dobio po ruskom matematicaru, fizicaru i
inzenjeru, Aleksandru Mihailovi¢u Ljapunovu (1857. - 1918.), zbog njegovog
doprinosa u izucavanju teorije stabilnosti.

Nakon uvoda, u drugome poglavlju ¢emo uvesti osnovne definicije, rezul-
tate i oznake koje ¢emo koristiti u ostatku rada.

U trecem poglavlju ¢emo definirati temeljne pojmove vezane uz Ljapunovl-
jevu stabilnost. Uvest ¢emo kriterije za odredivanje stabilnosti linearnih
sustava i opisati direktnu Ljapunovljevu metodu za odredivanje stabilnosti
koja odreduje stabilnost tocke ravnoteze koristeci se pri tome Ljapunovljevim
funkcijama.

U cetvrtom poglavlju definirat ¢emo udaljenost do nestabilnog sustava, sto je
u praksi ¢esto i bolja mjera prouc¢avanja stabilnosti. Opisat ¢emo i algoritam
koji ¢e ju racunati. Algoritam ¢emo isprobati na nekoliko primjera razli¢itih
dimenzija i mjeriti njegovo vrijeme izvrsavanja kako bi ustanovili koliko ono
ovisi o dimenziji problema.



2 Osnovni pojmovi

Za pocetak uvodimo neke od osnovnih definicija koje ¢emo koristiti u ovome
radu.

Definicija 1 Vektorska norma || - || je preslikavange || - || : C" — [0, +00) za
koje vrijeds

L ||=]| =0 = z=0, Yaecl®
2. [|Az|| = [Al ||z]], VAeC,zeC"
8. lz+yll <llzll +llyll, Vz,yeC”

Dodatno, kazemo da su dvije vektorske norme, || - ||; i || - ||2, ekvivalentne
ako postoje pozitivne konstante m i M takve da vrijedi

mlfa|ly < lells < Mllz]s.

Moze se pokazati da su sve vektorske norme ekvivalentne. U nastavku ¢emo
sve vektorske norme oznacavati sa || - ||.

Po uzoru na vektorske norme, takoder uvodimo i definiciju matri¢ne norme.

Definicija 2 Matricna norma || - || je preslikavange || - || : C"*™ — [0, 4+00)
za koje vrijeds

1 ]|A]|=0 « A=0, VAeC™»
2. |IMAJ = A ]|A]l, ¥AeC,Aecmn

3. ||A+ B|| < ||Al| +||B||, VA,BeC™"
4- ||AB|| < ||All |Bl|, VA,BeC™

Definicija 3 Neka je || - ||, vektorska norma. Pripadna inducirana norma
definira se sa

||Az]|,
All,, = max = max ||Az
Al = max S0 = max s,

za svaku matricu A.



Moze se pokazati da je ovakva inducirana norma matricna norma. Takoder
je bitno napomenuti da ¢emo u ostatku rada, radi jednostavnosti, koristiti
oznaku || - || za vektorske i matri¢ne norme.

Kako éemo kasnije promatrati sustave obi¢nih diferencijabilnih jednadzbi,
navest ¢emo neke vazne rezultate vezane uz njih.

Teorem 1 Rjesenje problema pocetne vrijednosti,
T = Az, z(ty) =xz9, Ae€R™"

je dano s
¢(t7 th .'II()) = ¢(t7 lo, .Z'O)JZ'(),

A(t—to)

gdje je ®(t,tg, xg) =€ xg.

Primijetimo da smo s & oznacili derivaciju funkcije x po vremenu t.

Rjesenje sustava iz prethodnog teorema je opisano s matricnom eksponenci-

jalnom funkcijom, eA(=%) Vige detalja o njoj se nalazi u [2].



3 Tocka ravnoteze

Promatrat ¢emo sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi prvog stupnja

i= f(x), (1)

gdjejexr € R", a f : R* — R". Takoder pretpostavljamo da problem pocetne
vrijednosti,

= f(x), z(to) =m0 (2)

ima jedinstveno rjesenje za svaki x i %.

Kako je gornji sustav vremenski invarijantan, bez smanjenja op¢enitosti mozemo
pretpostaviti da je to = 0. RjeSenje sustava ¢emo oznacavati sa ¢(t, xg), gdje
je Ty = .T(t(])

Prilikom proucavanja stabilnosti sustava (1), posebnu éemo paznju posvetiti
tockama ravnoteze koje su definirane na sljedeci nacin.

Definicija 4 Tocka z. € R" je tocka ravnoteze sustava (1) ako

f(ze) = 0.

Primijetimo da je tocka ravnoteze, x., ujedno i rjeSenje sustava (1), tj.
o(t,x.) =z Vt>0. Zaz. # 0, uvodedi bijektivno preslikavanje w = x —z,
dobivamo sljedeé¢i sustav

w = F(w), (3)

gdje je F(w) = f(w+ z.). Kako je F(0) = f(z.) = 0, vidimo da se jedna
tocka ravnoteze transformiranog sustava (3) nalazi u ishodistu. Zbog toga,
bez smanjenja opcenitosti, mozemo pretpostaviti da se promatrana tocka
ravnoteze z. nalazi u ishodistu. Stoga ¢emo u nastavku rada, radi jednos-
tavnosti, promatrati tocku ravnoteze koja se nalazi u ishodistu.

3.1 Stabilnost tocke ravnoteze

Promatranje kako se rjesenje sustava (1) ponasa u okolini prethodno defini-
rane tocke ravnoteze omogucuje nam donosenje zakljucaka o stabilnosti. U
tu svrhu promatrat ¢emo stabilnost tocke ravnoteze. Ovaj tip stabilnosti
je u literaturi poznat pod nazivom Ljapunovljeva stabilnost. Ona se moze
definirati na sljedeé¢e nacine.



Definicija 5 Tocka ravnoteze x = 0 sustava (1) je stabilna ako za svaki
e > 0 postoji &6 > 0 tako da

|6, z0)|| <€ Vt>0
za ||zol| < 0.

Drugim rije¢ima, tocka ravnoteze x = 0 je stabilna u Ljapunovljenom smislu
ako svako rjesenje koje pocinje blizu tocke ravnoteze ostane blizu iste.

Definicija 6 Tocka ravnoteze v = 0 sustava (1) je asimptotski stabilna ako
je stabilna i ako postoji & > 0 takav da

tllglo ¢(t,$0) =
za ||xo|| < 6.

Skup svih xg € R" takvih da tlim o(t,zg) = 0 se zove domena privla¢nosti
—00

tocke ravnoteze x = 0. Dodatno, ako vrijedi uvjet iz prethodne definicije,
tada kazemo da je tocka ravnoteze x = 0 privlacna.

Definicija 7 Tocka ravnoteze x = 0 sustava (1) je eksponencijalno stabilna
ako postoji o > 0 te ako za svaki € > 0 postoji 0 > 0 takvi da

(¢, 20)|] < ee®® Wt >0
za ||3§'0|| Z B
Definicija 8 Tocka ravnoteze x = 0 je nestabilna ako nije stabilna.

Prethodne definicije se odnose na lokalna svojstva tocke ravnoteze. U nas-
tavku uvodimo nove definicije koje se odnose na globalna svojstva tocke
ravnoteze.

Definicija 9 Tocka ravnoteze x = 0 sustava (1) je globalno asimptotski sta-
bilna ako je stabilna i ako svako rjesenje konvergira nuli za t — oo.

Primijetimo da je domena privlacnosti ovakve tocke ravnoteze cijeli R".
Takoder je = 0 ujedno i jedina tocka ravnoteze sustava (1).

Definicija 10 Tocka ravnoteze x = 0 sustava (1) je globalno eksponencijalno
stabilna ako postoji o > 0 te ako za svaki 6 > 0 postoji k > 0 takvi da

(¢, 20)|| < K||zo||le™ VE>0

za ||xo|| < 6.
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3.2 Stabilnost linearnih vremenski invarijantnih sus-
tava

U nastavku ¢emo promatrati stabilnost linearnih homogenih sustava oblika,
t=Azx, AeR™™ z(0)= x. (4)

Mozemo uociti da je x = 0 uvijek tocka ravnoteze takvog sustava. Takoder
mozemo pokazati da je to ujedno i jedina tocka ravnoteze tog sustava ukoliko
je A regularna matrica. Takoder znamo da je rjeSenje sustava (4) dano sa

o(t, x) = B(t)mo = ey

Opet ¢emo promatrat rjesenje sustava oko tocke ravnoteze x = 0. Moze se
pokazati da vrijedi sljede¢a tvrdnja.

Teorem 2 Tocka ravnoteze x = 0 sustava (4) je stabilna ako i samo ako
vrijeds

sup [[¢(t)]| = k < o0,

t>to
gdje je k konstanta.

Drugim rije¢ima, x = 0 je stabilna tocka ravnoteze ako i samo ako je norma
rjeSenja sustava omedena odozgo. Moze se pokazati da vrijede i sljedeée dva
teorema.

Teorem 3 Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
1. Tocka ravnoteze x = 0 je asimptotski stabilna.

1. Tocka ravnoteze x = 0 je globalno asimptotski stabilna.
iii. lim ||o(t)|] = 0.
t—o0
Dokaz ovog teorema je dan u [1].

Teorem 4 Tocka ravnoteze x = 0 sustava (4) je asimptotski stabilna ako i
samo ako je eksponencijalno stabilna.

11



Koristeci prethodna tri teorema, osnovne definicije stabilnosti mozemo napisati
na sljedeci ekvivalentan nacin.

Tocka ravnoteze x = 0 je stabilna ako i samo ako postoji v > 0 takva da za
svaki o € R" vrijedi

|[o(t, z0)|| < Y||zol[, t>0.

Tocka ravnoteze x = 0 je eksponencijalno (pa i asimptotski) stabilna ako
i samo ako postoje pozitivne konstante v > 11 a > 0 takve da za svaki
o € R™ vrijedi

ll(t, zo)l| < llzolle™, ¢ >0.

3.3 Svojstvene vrijednosti

Prethodno smo spomenuli da je rjeSenje sustava (4) dano s ¢(t)zy = elx.

Matriénu eksponencijalna funkciju e’ mozemo izra¢unati koristenjem Jor-
danove forme. Neka je J = P~'AP matrica A u Jordanovoj formi, gdje je
J=[Jo,J1,...,Js], aJ; Jordanovi blokovi. U tome je slu¢aju eA’ = Pe’ P71,
Primjena Jordanove forme u ra¢unanju matri¢ne eksponencijalne funkcije je
detaljnije opisana u [2].

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da se u nultom Jordanovom bloku,
Jo, nalaze sve svojstvene vrijednosti s algebarskom kratnosti 1. To jest, Jy =
diag{ A1, A, . .., A}, dok su ostali Jordanovi blokovi oblika J; = \g;I; + N;.

U tome sluéaju, e/t mozemo odrediti na sljedeéi nacin.
eot 0
Jit
Ji g
e =
0 e’st
gdje je e’ot = diag{eM?, et ... M} a
- 2 43 =1 7
Lt g 5 - (n;—1)!
1 2 i
7 (2!
eJit — €>\k+it

12



Uvodenjem z = Py u (4) dobivamo novi sustav
=P 'APy = Jy. (5)

Prijetimo da je y = 0 takoder tocka ravnoteze ovog sustava. Takoder vidimo
da je tocka ravnoteze y = 0 sustava (5) stabilna ako i samo ako je x = 0
stabilna tocka ravnoteze sustava (4). Na ovaj na¢in mozemo pronaéi vezu
izmedu stabilnosti sustava i svojstvenih vrijednosti pripadne matrice A.

Pretpostavimo da je ReA; < [ za svaki ¢ = 1,2,...,k. Tada ocito vri-
o |le™] . o et
jedi tllglo e < 00. Sli¢no, za B = Re Agy; vrijedi i tlggm < 00 za
bilo koji € > 0.

Iz svojstava matrice e/t zakljuéujemo da je ||e’!|| < k za neku konstantu
E > 0 ako i samo ako je realni dio svih svojstvenih vrijednosti manji ili
jednak nuli te ako se sve svojstvene vrijednosti ¢iji je realni dio jednak nuli
nalaze u nultom Jordanovom bloku Jy. Prema teoremu (2), tocka ravnoteze
y = 0 je stabilna.

Provjerimo jos kada je tocka ravnoteze y = 0 globalno asimptotski stabilna.

Pretpostavimo sada da sve svojstvene vrijednosti imaju negativne realne di-
jelove. Kao u prethodnom slucaju, tada postoje konstante k, « > 0 takve da
je

le”!]] < Ke™, vt >0.

Prema tome, vrijedi i ||é(t,yo)|| < ke™*||yo||. To jest, y = 0 je globalno
asimptotski stabilna.

Obratno, kada bi postajala svojstvena vrijednost sa nenegativnim realnim
dijelom, tada ili e’°* ne bi konvergirao ka nuli, ili e’ neograni¢eno raste kako

se t povecava pa y = 0 ne moze biti asimptotski stabilna.

Ovime smo pokazali da vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 5

13



i. Tocka ravnoteze x = 0 sustava (4) je stabilna ako i samo ako sve
svojstvene vrijednosti matrice A imaju nepozitivne realne dijelove, a sve
svojstvene vrijednosti ciji su realni dijelovi nula se nalaze u Jordanovim
blokovima reda 1.

ii. Tocka ravnoteze x = 0 sustava (4) je globalno asimptotski stabilna ako
1 samo ako sve svojstvene vrijednosti matrice A imaju negativne realne
dijelove.

3.4 Ljapunovljeva matricna jednadzba

[ako su prethodni rezultati korisni, njih ne mozemo koristiti ako prethodno
ne odredimo rjesenje sustava ¢(t). Zbog toga ¢emo u nastavku opisati di-
rektnu Ljapunovljevu metodu s kojom ¢emo moci izbjeéi trazenje rjesenja.
Ta metoda koristi pomo¢ne Laypunovljeve funkcije te ovisno o njezinim svo-
jstvima donosi zakljucke o stabilnosti sustava.

Primjerice, kao Ljapunovljevu funkciju mozemo odabrati v(z) = 272 =
||z||?, odnosno Euklidsku udaljenost od ishodista. Stabilnost tocke x = 0
¢emo odrediti promatrajuéi svojstva funkcije v(z) i njezine derivacije v(x).

Derivaciju funkcije v(z) mozemo lagano odrediti na sljedeéi nacin.
o(x) = 7z + 272 = (Az) 2 + 27 (Az) = 2T (AT + A)z.

Primijetimo da postoje matrice za koje ¢e gornji izraz uvijek biti negativan.
U tome ce se slucaju, s vremenom, udaljenost od ishodista smanjivati. Zbog
toga slutimo kako ¢e takav sustav biti stabilan.

U nastavku ¢emo koristiti ponesto drugaciju Ljapunovljevu funkciju danu
na sljedeci nacin
v(z) = 2T Pz,

gdje je P € R™" simetricna matrica. Sli¢cno, kao s prethodnom funkcijom,
zapocinjemo s odredivanjem derivacije

v(z) = 2T Pz + 2T P& = 2T AT Px + 2T PAz = 27 (ATP 4+ PA)x

ili

o(z) = £ Cx, (6)

14



gdje je
C=ATP+ PA. (7)

realna simetriéna matrica. Jednadzbu (7) jos i nazivamo Ljapunovljeva ma-
tricna jednadzba. Vidimo da ¢e predznak gornje derivacije biti vezan uz
definitnost matrice C. Kao i u prethodnom primjeru, slutimo da ¢e sustav
biti stabilan ukoliko je C' negativno semidefinitna. Upravo to ¢emo i pokazati
sljede¢om tvrdnjom.

Teorem 6 Tocka ravnoteze x = 0 sustava (4) je stabilna ako postoji simetricna,
pozitivno definitna matrica P € R™™ takva da je C = AT P 4+ PA negativno
semidefinitna.

Za potrebe dokaza prethodnog teorema, uvest ¢emo sljedeé¢u lemu.

Lema 1 Neka je A € R™™" simetricna matrica, i neka su A\pin © Amaz njeNG
najmanja, odnosno najveca svojstvena vrijednost. Vrijeds

Aminlx < 2T Ax < MpaeZ
za svaki r € R™.

Dokaz ove leme se nalazi u [5].

Primijetimo da je, po prethodnoj lemi, 27 Az > 0 ako i samo ako postoje
0 < ¢ <y takvi da 2Tz < 2T Az < cozTx za svaki z € R™. Vratimo se
sada na dokaz teorema (6).

Dokaz. Za rjesenje ¢(t) sustava (4) vrijedi

d

t t
S0 Polt) = af Pro+ [ ST Por)r = afPro+ [ (T Cotryar

za svaki t > 0. C' je prema pretpostavci teorema negativno semidefinitna pa
je

o) Po(t) — xl Pxy = /0 o(T)TCo(1)dr < 0.

Odnosno,
6(t)" Po(t) <z Pro.

15



Prema rezultatima leme 1 postoje co > ¢; > 0 takvi da
a1o(t) o(t) < (1) Po(t) < zg P < cam a0
za svaki t > 0. Odavde slijedi da je

3()76(t) < Zalw,

(&1

Co
o)z < 4/ —llzol 2.

C1

To jest, norma ||¢(t)|]2 je omedena odozgo pa je prema teoremu (2), tocka
ravnoteze x = 0 stabilna.

g

Teorem 7 Tocka ravnoteze v = 0 sustava (4) je globalno eksponencijalno
stabilna ako postoji simetricna, pozitivno definitna matrica P € R™"™ takva
da je C = ATP + PA negativno definitna.

Dokaz. Slicno kao u dokazu prethodnog teorema, prema lemi 1 za rjesenje
¢(t) sustava (4) postoje co > ¢; > 01 cg > ¢4 > 0 takvi da

a1g(t)" é(t) < ¢(t)" Po(t) < c20(t)" o(¢) (*)
—c30(t) 6(t) < 6(t)" Co(t) < —cag(t)" o(1) (**)

za svaki t > 0. Iz (**) vidimo da vrijedi i

(6(t)) = ZHOTPAE) = 6 Cot) < —d(t)6(0) < —6(0)" Pole).

Odnosno,

0(6(t) < —2u(4(t)).

Co
Dijeljenjem prethodnog izraza s v(¢(t)) i integriranjem od 0 do ¢ dobivamo

v(o(t) _ -

<e
T —
xg Pz

Y

v(6(t)) = d(t)TPh(t) < aF Prge ",

16



Uvrstavanjem prethodnog izraza u (*) imamo
e1d(t) 9(t) < 6(1)" Po(t) < o Page” 2",

Prema rezultatima leme 1 vrijedi i

c4

ad(t)T () < %Tpxoe_%t % 02$g$06_5t.

Odavde vidimo da je

s(1)T () < Zalzpe ",

(&1

Co _ 4
(D) < 4/ =Ilao|le” 22"

C1

za svaki t > 01 2zy € R”. Ovime smo pokazali da je tocka ravnoteze z = 0
globalno eksponencijalno stabilna.

O

Teorem 8 Tocka ravnoteze x = 0 sustava (4) je nestabilna ako postoji
simetricna, negativno definitna ili indefinitna matrica P € R™" takva da
je C = AT P + PA negativno definitna.

Prethodna tri teorema ovise i o svojstvima matrice P. Prilikom primjene
tih teorema prvo trebamo proizvoljno odrediti matricu P s potrebnim svo-
jstvima, pa zatim odrediti matricu C'. Ako matrica C' nema potrebna svojstva
za uvjete teorema, potrebno je odabrati novu matricu P te ponoviti postu-
pak. Upravo je ova ovisnost o dobrome odabiru matrice P najveéi nedostatak
Ljapunovljeve direktne metode.

Na sreéu, posebno za linearne sustave poput sustava (4), proizvoljno od-
abiranje matrice P mozemo u potpunosti izbje¢i. U nastavku ¢emo opisati
metodu s kojom za unaprijed odabranu negativno (semi)definitnu matricu C'
mozemo konstruirati matricu P tako da vrijedi

C =ATP + PA. (8)

Za pocetak ¢emo odrediti uvjete pod kojima ¢e taj sustav imati rjesenje,
odnosno pod kojima ¢emo moéi konstruirati matricu P. Za pocetak promot-
rimo sliénu matricu

A=QAQ™,
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to jest, -
A=Q1AQ,

gdje je @ € R™". Uvrstavanjem gornjeg izraza u (8) dobivamo
C=ATP+PA=QTAY (@ YT P+ PQ'AQ
(Q)'CQ™ = AT(Q)PQ™ + (@) PQA

Uz oznake C' = (Q HTCQ ! te P = (Q )T PQ~!, gornji izraz postaje
C— ATP+ PA (9)

Kako su matrice C' i C kongruentne, one su jednako definitne. Isto vrijedi
i za matrice P i P. Takoder () mozemo odabrati tako da matrica A bude
donje trokutasta. Vise informacija dano je u [5].

Uz pretpostavku da je matrica A donje trokutasta, sustav (9) mozemo za-
pisati kao

2\ 1P = Cny
a2p11 + (A1 4+ A2)P1a = Cio (10)
gdje su Ar, ..., A, svojstvene vrijednosti matrice A a i, Pij, Cij redom ele-

menti matrica A, P i C.

Matricu P mozemo odrediti, i to jedinstveno, ako gornji sustav ima jedin-
stveno rjesenje, to jest ako je determinanta pripadne matrice sustava razlicita
od nule. Kako je sustav (10) takoder donje trokutast, njegovu determinantu
mozemo jednostavno odrediti te ona iznosi

2"A1. . [T+ 2).
i<j
Odavde vidimo da ¢e determinanta biti razli¢ita od nule ako nijedna svo-
jstvena vrijednost matrice A nije jednaka nuli te ako niti jedan par svo-
jstvenih vrijednosti u sumi ne iznosi nula.

Rezultati prethodnog razmatranja su zapisani u sljede¢em teoremu.
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Teorem 9 Neka je A € R™" i neka su A1, ..., \, njezine svojstvene vrijed-
nosti. Tada sustav

C=ATP+PA, C=CT

ima jedinstveno rjesenje po P za svaki C' € R™"™ ako i samo ako
)\17&0 ViE{l,...,n}
Ai+ A #£0 Vi,je{l,...,n}

Ovime smo konstruirali matricu P koja zadovoljava Ljapunovljevu matrié¢nu
jednadzbu, no jos uvijek ne znamo njenu definitnost. U nastavku ¢emo
pokazati vezu izmedu svojstvenih vrijednosti matrice A i definitnosti ma-
trice P.

Ako sve svojstvene vrijednost matrice A imaju negativne realne dijelove,
tada je z = 0 stabilna tocka ravnoteze, i to globalno eksponencijalno. Ako
je i matrica C' negativno definitna, tada P mora biti pozitivno definitna.

Naime, kada P ne bi bila pozitivno definitna, tada za dovoljno mali § > 0,
matrica P—01 ima negativnu svojstvenu vrijednost dok je derivacija funkcije
v(z) = 2T (P —6I)z negativna. Prema teoremu (8), z = 0 je nestabilna tocka
ravnoteze, sto je u kontradikciji s pretpostavkom.

S druge strane, kada bi postojale svojstvene vrijednosti s pozitivnim realnim
dijelom, mogli bismo pronaéi matricu Q takvu da je Q71 AQ = diag[A;, As]
blok dijagonalna matrica takva da sve svojstvene vrijednosti matrice A;
imaju pozitivne realne dijelove, a A, negativne. Kako blok dijagonalna
matrica diag[—A;, As] ima samo svojstvene vrijednosti sa negativnim real-
nim dijelovima, prema prethodnom rezultatu, za negativno definitnu matricu
C' = diag|[C1, Cs] postoji pozitivno definitna matrica P = diag|[P;, P,] takva
da
Cy = (—A)TP(-4;) Cy=AIPRA,.

Tada pomocu Ljapunovljeve funkcije v(y) = yT Py za sustav § = Q 1AQy i
teorema (8) zaklju¢ujemo da je y = 0, pa i z = 0 nestabilna tocka ravnoteze.

Teorem 10 Neka su realni dijelovi svih svojstvenih vrijednosti matrice A
sustava (4) razliciti od nule. Ako realni dijelovi svih svojstvenih vrijednosti

19



negativni, ili ako postoji barem jedna svojstvena vrijednost sa pozitivnim re-
alnim dijelom tada postoji kvadratna Ljapunovljeva funkcija

v(z) =Pz, P=F",
¢ija je derwacija uwvijek ili negativna il pozitivna.

Posebno, ako sve svojstvene vrijednosti matrice A imaju negativne realne
dijelove, tada matricu P mozemo direktno izracunati.

Teorem 11 Ako A € R™" ima svojstvene vrijednosti s iskljucivo negativnim
realnim dijelovima, tada za svaku matricu C € R™™ sustav (8) ima jedin-
stveno rjesenje dano s

P:/ eATt(—C)eAtdt.
0

Dokaz je dan u [1].

Primjer 1 Promotrimo sustav & = Ax, gdje je

3 4
A=
Svojstvene vrijednosti ove matrice su A; 2 = £5. Prema teoremu 5, ovaj je
sustav nestabilan.

Takoder nestabilnost ovoga sustava mozemo pokazati koriste¢i Ljapunovl-
jevu matricni jednadzbu. Ako za matricu P uzmemo

—0.3 —0.4
P::[—OA 03]’

tada je

o [-5 0
C—AP+PA—{O_%]

Svojstvene vrijednosti ovakvo zadane matrice P su +0.5, dok je matrica C'
negativno definitna. Prema teoremu 8, ovaj je sustav nestabilan.
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4 Udaljenost

U praksi, tijekom proucavanja stabilnosti, vazno je provjeriti koliko je sustav
”blizu” nestabilnog sustava. Stovise, udaljenost do nestabilnog sustava je
¢esto i bolja mjera od same stabilnosti. U iducoj definiciji definirat ¢emo
udaljenost do nestabilnog sustava.

Definicija 11 Neka je A € R™"™ matrica cije svojstvene vrijednosti imaju
nenul realne dijelove te neka je U skup matrica koje imaju barem jednu svo-
jstvenu vrijednost ¢iji je realni dio nula. Udaljenost matrice A do skupa U
definiramo s

B(A) = min{||E|| : A+ E € U}.

To jest, za stabilni sustav (4), S(A) je njegova udaljenost do nestabilnog sus-
tava.

U nastavku ¢emo opisati iterativan bisekcijski algoritam, prikazan u [3], koji
¢e racunati udaljenost do nestabilnog sustava. Moze se pokazati da vrijedi

B(A) = min o pin(A — Twi),

weR

gdje je omin(A — Iwi) najmanja singularna vrijednost matrice A — Iwi. To
znaci da je za proizvoljni w 5(A) ograni¢en odozgo s

B(A) < omin(A — Twi).

Algoritam koji ¢emo opisati daje gornju i donju ogradu globalnog minimuma
funkcije f(w) = omin(A— Iwi). Time takoder dobivamo gornju i donju medu
udaljenosti S(A).

Za proizvoljni o > 0 se pitamo u kakvome je odnosu s 5(A). U tu svrhu
definiramo matricu H(o) € R**?" na sljede¢i nacin,

o= |7 ]

Hoce li o biti gornja ili donja ograda za udaljenost S(A) ovisi o svojstvima
pripadne matrice H (o). Sljedeé¢i nam teorem daje uvjet kojime é¢emo to moci
provjeriti.
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Teorem 12 H (o) ima svojstvenu vrijednost ¢iji je realni dio nula ako i samo

ako je B(A) < o.

Na osnovu prethodnog teorema ¢emo napraviti algoritam koji ¢e u svakoj
iteraciji poboljsati postoje¢u ogradu za [5(A).

Pretpostavimo da smo u nekoj iteraciji S(A) omedili odozgo i odozdo s m
i M, to jest da vrijedi m < B(A) < M. U sljedecoj iteraciji tu ogradu
mozemo poboljsati tako da izaberemo novi o takav da je m < 0 < M. Za
tako odabrani o ponovno konstruiramo matricu H (o) te prikladno azuriramo
m, odnosno M ovisno o svojstvenim vrijednostima matrice H (o) prema teo-
remu (12).

Algoritam 1

Ulaz: A R™" 7>0

Izlaz: m,M € R takvi da 3§ <m < B(A) < M ili0=m < B(A) < M <
107

m=0, M =44+ A7)
dok je M > 10 max{r, m}

o = /M max{r,m}

1.
25
3
4. ako H(o) ima svojstveni vrijednost sa realnim dijelom nula onda
5
6
7

=

=g

U gornjem smo algoritmu kao pocetnu vrijednost za M uzeli ponesto grubu
gornju medu 3|4 + A7||.

U cetvrtom koraku, prilikom provjere realnog dijela svojstvenih vrijednosti
moramo uzeti u obzir numericke pogreske. U tu ¢emo svrhu rec¢i da je svo-

jstvena vrijednost ¢isto imaginarna ako joj je realni dio dovoljno blizu nuli.

Ovom metodom SB(A) mozemo odrediti s proizvoljnom preciznoséu odabirom
dovoljno male tolerancije 7, ali zbog linearne brzine konvergencije precizno
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odredivanje udaljenosti 8(A) moze biti jako skupo. Ovo u praksi ¢esto nije
problem jer je velika preciznost rijetko potrebna. Vise detalja o algoritmu 1
raspolozivo je u [3].

U nastavku éemo promotriti rad algoritma na primjerima. Takoder ¢emo
1 mjeriti vrijeme potrebno za izvrsavanje algoritma.

Primjer 2 Promotrimo primjer iz [4].

&= Am,
gdje je . i
—0.5 1 1 1 1 1
0 -05 1 1 L 1
A 0 0 -05 1 il 1
0 0 0 -05 1 1
0 0 0 0 —-05 1
| 0 0 0 0 0 —0.5]

Kako su sve svojstvene vrijednosti gornje matrice —0.5, pripadni sustav je
ocito stabilan. No, ve¢ uz malu promjenu u matrici A, sustav postaje nesta-
bilan. Primjerice, sljede¢i sustav dobiven promjenom samo jednog elementa
matrice A,

=
I
O =

1

—0.

0

0 0
0

0

5

je nestabilan, sto znaci da je pocetni sustav jako blizu nestabilnom sustavu.

Prethodno opisani algoritam, uz 7 = 5 x 1079, daje sljede¢u ogradu nakon
tri iteracije

0.0012373 < 5(A) < 0.0049074,

sto nam dodatno potvrduje skoru nestabilnost sustava.
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U nastavku ¢emo ¢emo algoritam pokrenuti na primjerima poput prethodnog,
ali generaliziranih po dimenziji n. To je sustav oblika

—0.5 1 1 1 7
0 —0.5 1 1
0 0 —0.5 1
(tn — Anmn; An =
0o 0 o0 ... 0.5,

Sljedeca slika pokazuje izlazne vrijednosti m i M algoritma (1) u ovisnosti o
dimenziji n.
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1072 5
] —_—m
—_ M
1073
1074 5
1075
1070 5
20 30 40 50

dimenzija

Slika 1: Udaljenost do nestabilnog sustava u ovisnosti o dimenziji

Iz slike (2) vidimo da je sustav jako blizu nestabilnom sustavu, sto je bilo
i ocekivano. Takoder vidimo da je s povecanjem dimenzije sustav sve blize
nestabilnom.

Promotrimo sada vrijeme potrebno za izvrsavanje algoritma. Slika (2) pokazuje
vrijeme potrebno za izvrSavanje algoritma, opet u ovisnosti s dimenzijom
problema. Algoritam je implementiran u programskom jeziku Python ko-
riste¢i programski paket NumPy na racunalu sa procesorom Intel i7-6950X@3.00
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GHz i 64GB RAM.

10 4
8 -
n
m
=
S o
1+
g -
IS
@ o
£ 4
=
=
>
2 -
0 -
0 200 400 600 800 1000
dimenzija

Slika 2: vrijeme izvrSavanja (u sekundama) u ovisnosti o dimenziji

Iz slike vidimo da povecanje dimenzije dovodi do znatno duljeg vremena
izvrsavanja. Naime, veéina vremena izvrSavanja algoritma odlazi na racunanje
svojstvenih vrijednosti matrice H (o) u ¢etvrtom koraku. Vrijeme izvrsavanja
bi se moglo smanjiti koriste¢i metode za racunanje svojstvenih vrijednosti
koje iskoristavaju strukturu matrice H (o).

Pogledajmo jos jedan primjer iz fizike.

26



Primjer 3 Sustav jednostavnih harmonijskih oscilatora s prigusenjem je
opisan sljede¢om jednadzbom [10]

Mz +Ci+ Kz =0, (11)
gdjejesu M,C, K € R"™" ax:R — R". Fizikalna znacenja ovih veli¢ina su
M masa
C prigusenje
K krutost
z;(t) porzicija i-tog oscilatora

Matrica M je oblika M = diag{mi, ma,...,m,}, gdje je m; > 0 masa i-tog
oscilatora. K je tridijagonalna matrica oblika

(k1 + ko —F
—ky ko + k3

. —k,
_kn kn + kn-i—l_

Matrica C' je takoder tridijagonalna oblika slicnog matrici K,

c1+ ¢y —Co

—Cy  Co+C3

—Cn Cp+ Cn+1_

Primijetimo da su M i K pozitivno definitne, dok je C' pozitivno semidefinitna.

Na sljedecoj je slici prikazan jedan takav sustav.
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k1 ko ks ky ks
WW— 72— WW— 2 —WW— 7 —\WW—j s WY
1 1 1 1
1] 1 1] 1]

1 Cy Cs Cs

Kao sto je prikazano na slici, ovaj sustav se sastoji od cetiri mase povezane
oprugama i prigusivacima. Buduéi da nema prigusivaca izmedu treteg i
cetvrtog oscilatora, ¢4 je jednak nuli.

Kako bi provjerili stabilnost ovoga sustava, jednadzbu (11) ¢emo linearizirati
na sljedeci nacin
i=-M"'Ci—- M 'Kuz.

Uvodenjem supstitucije 1 = x te z2 = & dobivamo
d I o
il — A 12
dt LUJ {1'2 ’ (12)

0 I
A:{fMAK'—MAC}

gdje je

Kao i u prethodnom primjeru promatrat ¢emo udaljenost do nestabilnog
sustava i vrijeme izvrSavanja algoritma ovisno o dimenziji, to jest o broju
oscilatora u sustavu.

U ovom primjeru za masu svakog oscilatora uzimamo 0.1kg, krutost 2000N /mm,
a za prigusenje 0.75. Primjetimo da je dimenzija matrice sustava A sa n os-

cilatora 2n x 2n sto ¢e, na zalost, povecati vrijeme izvrSavanja.

Na sljedecoj slici mozemo vidjeti vrijeme izvrSavanja u ovisnosti o broju
oscilatora.
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Slika 3: vrijeme izvrSavanja (u sekundama) u ovisnosti o dimenziji

Kao i u prethodnom primjeru, s pove¢anjem dimenzije problema, odnosno s
Y o)
povecavanjem broja oscilatora se vrijeme izvrSavanja znatno povecava.

Algoritam je, po svim dimenzijama, proveo Cetiri koraka.
Na sljedecoj su slici prikazane dobivene ograde, opet u ovisnosti s brojem

oscilatora.
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Slika 4: Udaljenost do nestabilnog sustava u ovisnosti o dimenziji

Iz slike vidimo da se s povetanjem broja oscilatora smanjuje udaljenost
do nestabilnog sustava, ali za razliku od prethodnog primjera udaljenost je
znatno vec¢a od dane tolerancije 7.

Primjeri nam pokazuju da je vrijeme izvrsavanja jako veliko za probleme vece
dimenzije. Ve¢ ja na primjeru dimenzije 2000 x 2000 vrijeme izvrSavanja
preslo 80 sekundi, sto nam ukazuje na potrebu za poboljsavanjem algoritma.
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5 Zakljucak

U ovom diplomskom radu definirali smo osnovne pojmove vezane uz Ljapunovl-
jevu stabilnost poput tocke ravnoteze i njenu stabilnost. Stabilnost sustava
je posebno vazna u mnogim podruc¢jima znanosti i prakse, primjerice u fizici
i teoriji upravljanja. Naime, fizicari proucavanjem stabilnosti mogu potvrditi
valjanost matematickih modela, dok je primjerice pri upravljanju mehanickih
dijelova njihova stabilnost iznimno vazna.

Istaknuli smo kriterije pod kojima je linearan sustav stabilan. Takoder smo
opisali metodu s kojom mozemo odrediti stabilnost sustava bez trazenja nje-
govog rjesenja pomocu Ljapunovljeve matricne jednadzbe.

Osim pojma stabilnosti definirali smo i udaljenost do nestabilnog sustava,
sto je u praksi Cesto i bolja mjera proucavanja stabilnosti. Predstavili smo
algoritam koji za dani linearan sustav koji ne ovisi o vremenu racuna nje-
govu udaljenost do nestabilnog sustava. Algoritam smo isprobali na nekoliko
primjera. Pokazalo se da ve¢ nakon malog broja koraka algoritam vrati zado-
voljavajuc¢i rezultat, ali je vrijeme izvrsavanja veliko za probleme vec¢ih di-
menzija. Algoritam bi se mogao dodatno ubrzati implementacijom metode za
rjesavanje svojstvenog problema koja ¢e iskoristavati strukturu Hamiltonovih
matrica.
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