Eksponencijalna distribucija i Poissonov proces

Aleksov, Doris

Master's thesis / Diplomski rad
2021

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / Sveuciliste Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://urm.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:919039

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-26

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:919039
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:517
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:517
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:517

Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Diplomski studij matematike, smjer: Financijska matematika i statistika

Doris Aleksov

Eksponencijalna distribucija i Poissonov proces

Diplomski rad

Osijek, 2021.



Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Diplomski studij matematike, smjer: Financijska matematika i statistika

Doris Aleksov

Eksponencijalna distribucija i Poissonov proces

Diplomski rad

Mentor: izv. prof. dr. sc. Nenad Suvak

Osijek, 2021.



Sadrzaj

1

2

Uvod

Eksponencijalna distribucija

2.1 Svojstva eksponencijalne distribucije . . . . .. .. ...
2.1.1 Bvojstvo odsustva MEmMOTIE . - = s ¢ s ¢ w5 55 54 5 6 5 & a
2.1.2  Svojstvo eksponencijalne utrke . . . . . ... .00 0L L

Poissonova distribucija

3.1 Svojstva Poissonove distribucije . . . .. ... ... ... .. .. ..

Poissonov proces
4.1 Procesi brojanja . , - « -

4.2 Definicija Poissonovog procesa . . . . . . .. .. ...
4.3 Medudolazna vremena i vremena ¢ekanja . . . . . . . .. .. .. ..
4.4 Svojstva Poissonovog procesa . . . . . . .. .. ... L.

5.1 Nehomogeni Poissonov proces . . . . . .. ... .. ... ......

5.2.1 Cramér-Lundbergovmodel . . . . . . . ... ... ......

Generalizacije Poissonovog procesa
5.1.1 Hawkesov proces

5.2 Slozeni Poissonov proces

5.3 Uvjetni Poissonov proces

Literatura

Zivotopis

12
14

16
16
i i
19
21

23
23
25
2
29
32

34

36



1 Uvod

U izradi matematickog modela za fenomene iz stvarnog svijeta uvijek je potrebno
iznijeti odredene pojednostavljujuce pretpostavke kako bi provedba matematickih
izracuna bila izvediva. Medutim, ne mozemo iznijeti previse pojednostavljujué¢ih
pretpostavki jer zakljucci, dobiveni matematickim modelima, ne bi bili primje-
njivi na stvarne situacije. Dakle, moramo napraviti dovoljno pojednostavljujuc¢ih
pretpostavki kako bi bili u moguénosti baviti se matematickim izra¢unima, ali ne i
toliko pretpostavki da matematicki model vise ne podsjeca na fenomen iz stvarnog
svijeta. Jedna cCesta pretpostavka je pretpostavka da su odredene slucajne vari-
jable eksponencijalno distribuirane. Razlozi tome su Sto je s eksponencijalnom
distribucijom relativno lako raditi te je Cesto vrlo dobra aproksimacija stvarne
raspodjele, primjerice vremena ¢ekanja izmedu realizacije dvaju dogadaja.

Svojstvo eksponencijalne distribucije koje olakSava analizu je svojstvo zaborav-
ljanja. Pod time podrazumijevamo da ako je zivotni vijek promatranog objekta
eksponencijalno distribuiran, odnosno ako smo veé¢ cekali vise od t jedinica vre-
mena onda je vjerojatnost da moramo cekati jos s jedinica vremena jednaka kao
da u pocetku nismo uopée ni ¢ekali. Formalno ¢emo definirati ovakvo ponasanje
kasnije gdje ¢emo pokazati da je eksponencijalna distribucija jedina distribucija
koja posjeduje navedeno svojstvo.

Takoder, proucit ¢emo i procese brojanja s naglaskom na proces poznat kao Poisso-
nov proces. Izmedu ostaloga povezat ¢emo Poissonov proces s eksponencijalnom
distribucijom.



2 Eksponencijalna distribucija

Eksponencijalna distribucija cesto se javlja kod sluc¢ajnih varijabli koje imaju
znacenje Cekanja do pojave nekog dogadaja ako se karakteristike ne mijenjaju
tijekom vremena, primjerice vrijeme do pojave zelenog svjetla na semaforu. Defi-
nirajmo sada eksponencijalnu distribuciju i osnovna svojstva eksponencijalne dis-
tribucije.

Definicija 2.1. Za neprekidnu sluc¢ajnu varijablu kazemo da ima eksponenci-
jalnu distribuciju s parametrom A > 0, ako je funkcija gustoée dana izrazom

f(x):{o z <0

e 28 p>(’

Funkcija distribucije te slucajne varijable dana je izrazom

F(x):{o x <0

l—e™ >0
[lustrirajmo primjerom neprekidnu slucajnu varijablu koja ima eksponencijalnu
distribuciju.

Primjer 1. Vrijeme u sekundama koje protekne od servisa do prvog udarca teniske
loptice u tlo modelirano je eksponencijalnom slucajnom varijablom s parametrom
A = 1/3. Vjerojatnost da ée od servisa do prvog udara teniske loptice u tlo proéi
wise od dvije, ali najvise cetiry sekunde, racunamo na sljedeci nacin:

1 4
P2<X<4)=PX<4)—P(X<2) = g/ e*/3 dx ~ 0.249.
2

O

Pogledajmo sada kako izgledaju ocekivanje i varijanca eksponencijalne slucajne
varijable. Parcijalnom integracijom, pri ¢emu su v = z i dv = Ae™**, dobivamo
ocekivanje eksponencijalno distribuirane slucajne varijable:

E[X]:/:xf(x)dx:/ooome—”dx

oo 00 1
—|—/ e Mdr = =,
0 A

0
Takoder, parcijalnom integracijom, pri ¢emu su u = 22 i dv = A\e™**, dobivamo

E[X? = /00 2’ f(z) dr = /00 Az?e A dx
0

—00

= —me

(e}

& 2
+ / 2re Mdy = =
0 Y .

— _x2€—/\x




Odavde slijedi kako je varijanca eksponencijalno distribuirane slu¢ajne varijable:

Var(X) = E[X? — (E[X])?
2 1 1
=% o
Do ovih smo rezultata mogli do¢i i na drugaciji nacin, primjerice koristenjem
funkcije izvodnice momenata.

Definicija 2.2. Funkcija izvodnica momenata ¢(t) slucajne varijable X defi-
nira se za sve vrijednosti t kao

() = Ele™]
> (), ako je X diskretna slucajna varijabla
ffooo e f(z)dx, ako je X neprekidna slucajna varijabla,

ako prethodna suma, odnosno prethodni integral, aposlutno konvergiraju.

U prethodnoj definiciji, ako je X diskretna slucajna varijabla oznacimo skup svih
vrijednosti koje ona moze primiti odnosno sliku sluc¢ajne varijable X kao R(X) =
{z;,;i € I},I C N, a pripadne vjerojatnosti nizom brojeva (p(i),i € I) za koje
vrijedi p(i) = P(X = x;), za koji vrijede svojstva:

1) 0<p(i) <1,zasvakii €N,

2) 2.2, p() = 1.

Funkcija izvodnica momenata za eksponencijalnu distribuciju dana je izrazom

¢(t) = Ele¥] = / e Ae ™ dx = Ty Zasve £ < A
0 —

Ocekivanje eksponencijalne sluc¢ajne varijable sada mozemo ra¢unati kao

d A 1
EX]=—0o(t = S
[X] = =, ¢() s v At
dok nam je za varijancu takoder potrebno i
d? 2A 2
E X2 _ t = - = —,
] dt? (*) pg  A=EP s A

Odavde slijedi kako je varijanca eksponencijalno distribuirane sluc¢ajne varijable

2 1 1

Var(X) = B[X* - (BIX)* = 5 — 35 = 3

U nastavku ¢emo iskazati i dokazati neka vazna svojstva eksponencijale distribu-
cije.



2.1 Svojstva eksponencijalne distribucije
2.1.1 Svojstvo odsustva memorije

Tradicionalno je formulirati ovo svojstvo na primjeru ¢ekanja nepouzdanog vozaca
autobusa. Odnosno, ”ako smo ve¢ ¢ekali vise od t jedinica vremena onda je vjero-
jatnost da moramo ¢ekati jos s jedinica vremena jednaka kao da u pocetku nismo
uopce ni cekali”. Zapisimo ovo matematicki kao

P(T >t+s|T>t)=P(T > s).

Kako bismo ovo i dokazali prisjetimo se da ako je B C A onda je P(B|A) =
P(B)/P(A) te je stoga

P(T>t+s) e A+
P(T>t) e

P(T>t+s|T>t) = =& = P{T > 4),

pri éemu smo koristili ¢injenicu da je e5t* = e®¢’.

Ne samo da eksponencijalna distribucija ima svojstvo odsustva memorije, veé je
jedinstvena distribucija koja posjeduje ovo svojstvo. Kako bismo to i dokazali,
pretpostavimo da X posjeduje odsustvo memorije i neka je

F(z) = P(X > x),

F(s+1t) = F(s)F(2).

Neka je g zdesna neprekidna funkcija za koju je

g(s+1t)=g(s)g(t).

o2)-D)-0 ()

Ponavljajuéi postupak dobivamo

Tada je

Takoder vrijedi i

odnosno

Stoga je



sto implicira, kako je g neprekidna zdesna, da je

Kako je

zakljucujemo da je

rjesenje gornje jednadzbe, gdje je

A= —log(g(1)).

S obzirom na to da znamo da je funkcija distribucije uvijek neprekidna zdesna

imamo
F(z) =e™2,

odnosno
F)=P(X<z)=1—¢e

¢ime smo dokazali da je X eksponencijalno distribuirana slucajna varijabla.

Primjer 2. Pretpostavimo da se vrijeme koje osoba provede u banci mozZe opi-
sati eksponencijalnom distribucijom s parametrom A = 1—10 parametar predstavlja
ocekivano vrijeme cekanja). Kolika je vierojatnost da osoba provede barem 15 mi-
nuta u banci? Kolika je vierojatnost da ¢e osoba provesti barem 15 minuta u banci
ako znamo da je u banci i nakon 10 minuta?

Neka X modelira slucajnu varijablu koja predstavlja vrijeme koje je osoba provela
u banci. Tada je odgovor na prvo pitanje

P(X >15)=e 1 =32 092

U drugom pitanju trazi se informacija kolika je vjerojatnost da osoba koja je u
banci veé¢ 10 mainuta, u banci provede jos najmanje 5 minuta. Kako znamo da eks-
ponencijalna distribucija ne pamti da je osoba vec provela 10 minuta v banci, ova
vjerojatnost jednaka je onoj da osoba koja ulazi u banku u njoj provede najmanje
5 munuta Sto je jednako

P(X >5)=e =12 % 0.604.



2.1.2 Svojstvo eksponencijalne utrke

Neka su S i T nezavisne slucajne varijable s eksponencijalom distribucijom s pa-
rametrima A i g, redom. Kako bi minimum slué¢ajnih varijabli S i T" bio veéi od
t, obje slucajne varijable S i T" moraju biti veée od t. Koristeéi navedeno kao i
pretpostavku o nezavisnosti imamo

Plrmin{ S, T} >t} = P8 > 1,1 > t)= P{5S > 4OP[T' > 1)

_ €_>\t€_'ut _ 6_()\+M)t.

Vidimo da min{S, T} ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom A+p. Opéenito,
ovo mozemo primijeniti i na niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli 71, - - -, 7T, gdje je
slucajna varijabla T; eksponencijalna s parametrom \;

Pt T oo Tr) 20) = PTG >80Ty > 1)

=[] 2@ > 8= ][]
1=1 1=1
= ¢~ QattAn)t.

Vidimo da min{Ty, ..., T,} ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom
M+ A

Vratimo se na slucaj dvije slucéajne varijable, rasélanjujemo prema vrijednosti .S,
a zatim pomocu nezavisnosti funkcije gustoce i funkcije distribucije zakljucujemo:

PB=T)= /0OO P(S < T|8 = s)fs(s)ds = /000 fs(s)P(T > s)ds

oo A o0
= e MeTHds = —— A+ p)e”Otus gg
/0 A+ Jo ( )
A

_—)\—i—,u’

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili ¢injenicu da je (A + p)e” A3 funkcija
gustoce pa je stoga njezin integral jednak 1.

Primjer 3. Pretpostavimo da imamo dva monitora (nezavisna): jedan u uredu
Zivotnog vijeka X1, jedan kod kuce Zivotnog vijeka Xo. X1 @ Xy su eksponencijalno
distribuirane s parametrima Ay = 0.25 1 Ay = 0.5, redom. Kada se jedan od njih
pokvari potrebno je odmah naruciti novi monitor. Koja je vjerojatnost da ce se
monitor u uredu prvi pokvariti?

Xy 0.25 1
PIE, « Xl = — ==
e 2) M+ 025405 3




Propozicija 2.1. Ako suTh, ..., T, nezavisne eksponencijalno distribuirane slucajne
varijable gdje je slucajna varijabla T; eksponencijalna s parametrom \;, onda je

Ai

P(T; = muird By oy T} ) = )\1_|_—_|_)\

Dokaz. Neka je S =T, i neka je U minimum od {7},j = 1,...,n,j # i}. Znamo
da je U eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom p = (A; +- -+ Ay,) — A,
pa koristenjem rezultata o dvije slucajne varijable slijedi

’

PIT = w10, wus T k) = P < U = Nt Mt +A

¢ime dokazujemo propoziciju. Q.E.D.

Primjer 4. Pretpostavimo da osoba stigne u banku s dva sluzbenika te su oba za-
uzeta, ali nitko drugi ne ceka u redu. Osoba dolazi na red kada jedan od sluzbenika
postane slobodan. Ako su vremena sluzbenika banke za obradu klijenta eksponen-
cijalno distribuirana s parametrima Ay © Ay redom za prvog i drugog sluzbenika,
odredimo E[T| gdje T predstavlja kolicinu vremena koju je osoba provela u banci.
Neka R; modelira preostalo vrijeme potrebno da sluzbenik banke v obradi klijenta,
v = 1,2. Valja napomenuti kako su zbog svojstva odsustva memorije Ry i@ Ry
nezavisne eksponencijalne slucajne varijable s pripadnim koeficijentima Ay i Ao
(brzinama obrade klijenata). Slijedi:

E[T] = E[T|R; < Ry]P(Ry < Ry) + E[T|R; < R)|P(Ry < Ry)

Ag

A1
=FET|Ry < Ry)|——+ E[TIR, <R :
TIRy < Ry TR < Ral 3

AL+ Ao

Sada, neka S oznacava vrijeme cekanja osobe da dode na red
E[T|R1 < RQ] = E[Rl + S|R1 < RQ]
= E[R1|R1 < Rg] + E[S|R1 < Rg]
1
— E[R1|R1 < RQ] + x
At

_ 11
ISV

Kako je Ry < R, slucajna varijabla Ry je minimum od Ry © Ry pa je stoga
eksponencijalna sa koeficijentom Ay + Ay. U ovom slucaju klijent dolazi na red kod
sluzbenika 1. Slicno,

1 1
E[T|R; < Ry| = -
s d AL+ A2 Ao
pa dobivamo rezultat
3
E[T| = .
7] AL+ Ao

10



Drugi nacin na koji bismo mogli izracunati E[T)] je da T zapisemo kao sumu.

E[T] = Elmin(Ry, Ry) + S] = E[min(R1, R2)] + E[5]
1

= + E[S
o TR
pri cemu je
A1 A2 2
E[S]=FE[S|R, < R + E[S|R: <R = "
5] = E[S|R: < Rely= + BISIR < Rl =

11



3 Poissonova distribucija

U ovom ¢emo poglavlju definirat Poissonovu distribuciju, pokazati kako Poisso-
nova distribucija proizlazi iz binomne distribucije te navesti osnovna svojstva.

Prije svega definirajmo binomnu distribuciju. Ona je vezana uz nezavisno ponav-
ljanje uvijek istog pokusa. Ako nas pri svakom izvodenju pokusa zanima samo
je 1i se neki dogadaj dogodio (uspjeh) ili nije (neuspjeh), onda svako izvodenje
pokusa mozemo modelirati Bernoullijevom distribucijom

0 1
YZ( )7p€<071>7q:1_pa
q P

gdje p predstavlja vjerojatnost uspjeha. Pretpostavljamo da pokus ponavljamo
nezavisno n puta i pri tome nas zanima broj uspjeha. Za slucajnu varijablu X koja
opisuje broj uspjeha u n nezavisnih ponavljanja slu¢ajnog pokusa modeliranog
Bernoullijevom sluc¢ajnom varijablom Y kazemo da ima binomnu distribuciju s
parametrima n i p.

Definicija 3.1. Neka je n € Nip € (0,1). Za slucajnu varijablu koja prima
vrijednosti iz skupa {0,1,2,...,n} s vjerojatnostima

p=pPx =)= (7)pa-pr
kazemo da ima binomnu distribuciju s parametrima n i p.
Ocekivanje i varijanca binomne sluc¢ajne varijable X dani su s
E[X] = np,
Var(X) =np(1 — p).

Primjer 5. Poznato je da cée bilo koji proizvod proizveden od odredenog stroja bit
ostecen s vjerojatnoscu 0.1, neovisno o bilo kojoj drugoj stavci. Kolika je vjero-
jatnost da u uzorku od tri proizvoda, najvise jedan bude neispravan?

Neka je X slucajna varijabla kojom modeliramo broj neispravnih proizvoda koje

proizvodi odredent stroj. X je binomno distribuirana slucajna varijabla s parame-
trima 3 1 0.1. Stoga je Zeljena vjerojatnost dana

PX=0+PX=1)= (3) (0.1)°(0.9)* + G’) (0.1)1(0.9)* = 0.972.

12



Poissonova distribucija, slicno kao i binomna, moze se primijeniti kao distribucija
slucajne varijable koja broji uspjehe, ali ne pri nezavisnom ponavljanju pokusa
kona¢no mnogo puta, nego u jedinicnom vremenskom intervalu ako pokus zado-
voljava sljedece uvijete:

- vjerojatnost da se pojavi uspjeh ne ovisi o tome u kojem ¢e se jedini¢nom inter-
valu dogoditi,

- broj uspjeha u jednom intervalu neovisan je o broju uspjeha u drugom intervalu,

- ocekivani broj uspjeha isti je za sve jedini¢ne intervale i dan je pozitivnim real-
nim brojem .

Definicija 3.2. Slucajna varijabla X ima Poissonovu distribuciju s parame-
trom A > 0 ako prima vrijednosti iz skupa {0, 1,2, ...} s vjerojatnostima

_AN

Z'

Ocekivanje sluc¢ajne varijable X koja ima Poissonovu distribuciju s parametrom A
racunamo na sljede¢i nacin

S~ -—)\Ai © i B e )\zl
R N SR D

i=0 i=1
e A AA
= de ZE:)\e et = A,
k=0

gdje smo iskoristili identitet .- ’]\ﬁ—lf =&,

13



3.1 Svojstva Poissonove distribucije

Kako je ovo prvi puta da spominjemo Poissonovu distribuciju, sada ¢emo iskazati
i dokazati neka njezina svojstva.

Teorem 3.3. Za proizvoljan k > 1 je
BIX(X —1)---{X — k+1}] = X5,
pa je Var(X) = A
Dokaz. Kako je X(X —1)--- (X —k+1)=02za X <k, slijedi da je

e}

)\J
BX(X-1)---(X—k+1]=) e?j(i—1)---(f-k+1)
Jj=k 2
/\ki -2 )\]_k )\k
= e - — “
= U-R!

Koriste¢i Var(X) = E[X(X — 1)] + E[X] — (E[X])? zaklju¢ujemo
Var(X) =22+ X - (A)? =
Q.E.D.

Teorem 3.4. Ako su X; nezavisne Poissonove slucajne varijable s intenzitetom
Ai onda vrijedi da je X1 + - - - + X Poissonova s intenzitetom Ay + - - - + Ay,

Dokaz. Dovoljno je pokazati za k = 2, generalizacija slijedi induktivno.

P(X;4+ Xy, =n) = ZPXl )P(Xy =n —m)
S en O o

m! (n—m)!
Zadnji izraz mozemo zapisati na sljedeé¢i nac¢in:

_atag) (M) + A)" — (n A . Ao e
¢ nl > i} B+ D B '

m=0

Zbog normiranosti binomne distribucije s parametrima n i p, gdje je p = Ay /(A +
A2). Izraz koji prethodi sumi je Zeljena tvrdnja. Q.E.D.

Aproksimirajmo sada Poissonovu distribuciju binomnom distribucijom.

Pretpostavimo da svaki student na Odjelu za matematiku baca simetrican nov¢ié
s vjerojatnoséu A\/n, kako bi odlucio zeli li oti¢i do kantine izmedu 12:15 i 12:16.
Vjerojatnost da se tocno k studenata odlucilo oti¢i do kantine tijekom tocno jedne
minute dana je binomnom distribucijom s parametrima n i A/n

pe(n) = n(n—l)].{!..(k+1) . (%)k (1_%)n_k

14




Teorem 3.5. Za fiksan A > 0, binomna distribucija s parametrima n i A/n ko-
nvergira prema Poissonovoj distribuciji s parametrom A\ kada n — oo. Drugim
rijecima, vrijeds
Mo
lim pg(n) = e

n—oo

gdje je
- () ) ()" et ()2

pa je za veliki n

Dokaz. Prilagodbom (1) dobivamo

%T.n(n—l)...k(n—k—kl).(1_é)n_(1_é)_k. @

n n
Ukoliko (2) rastavimo na cetiri odvojena izraza imamo
i) A /k! ne ovisi o n.

i1) Imamo k faktora u brojniku i k faktora u nazivniku pa drugi izraz u produktu
(2) mozemo zapisati na sljedeéi nacin
n n—1 n—k+1
n o n n '

Za svaki j imamo (n — j)/n — 1 kada n — oo, pa drugi izraz konvergira
prema 1 kada n — oo.

i1i) Pogledajmo sada:

n

(-3)
1—-—] —2e",n— o0

Prisjetimo se sada da je
log(l—z)=—z+2*/2+---,
pa imamo nlog(l — A/n) = —A+ A?/n+--- — X kada n — oo.
iv) Kako A/n — 0, pa 1 —A/n — 1. Slijedi

A\ F
<1 - —) - 1% =1
n

Sada vidimo da (2) konvergira prema

XE a
i R
sto je upravo zakon razdiobe Poissonove distribucije s parametrom . Q.E.D.
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4 Poissonov proces

4.1 Procesi brojanja

Stohasticki proces {N(t),t > 0} je proces brojanja (brojac) ako N(t) reprezentira
ukupan broj dogadaja koji se dogodio zakljuéno s vremenom ¢. Neki od primjera
procesa brojanja su sljededi:

Primjer 6.

a) Neka je N(t) broj osoba koje udu u banku do trenutka t ukljucujuéi i njega.
Tada je {N(t),t > 0} proces brojanja u kojemu dogadaj odgovara ulasku
osobe u banku. Primijetimo da ako je N(t) jednak broju osoba u banci u
trenutku t, proces {N(t),t > 0} nije proces brojanja.

b) Uzmimo da je svaki puta kada se dijete rodi promatrani dogadaj. Tada je
{N(t),t > 0} proces brojanja kada god je N(t) jednak ukupnom broju osoba
koje su rodene do trenutka t.

c) Ako je N(t) jednak broju ostvarenih golova rukometnog igraca do trenutka t,
onda je {N(t),t > 0} proces brojanja. Primijetimo da se dogadaj u ovom
sluc¢aju realizira kada god je rukometni igrac zabio gol.

O

S obzirom na to kako je proces brojanja definiran logi¢no je da N(t) mora zado-
voljavati sljedece:

N(t) 2

N(t) je cjelobrojna vrijednost

7
X

)

)

iii) Ako je s < t, onda je N(s) < N(t)

iv) Za s < t, razlika N(t) — N(s) je jednaka broju dogadaja koji su se dogodili
na intervalu (s, .

Proces brojanja posjeduje svojstvo nezavisnosti prirasta ako su dogadaji koji su
se dogodili u medusobno disjunktnim intervalima medusobno nezavisni. Pretpos-
tavka o nezavisnosti prirasta prirodna je u Primjeru 5. a), medutim u primjeru b)
nije sasvim oc¢ita. Razlog tome je sto ako je N(t) velik moguée je da ima mnogo
rodenih u trenutku t sto bi vodilo do zakljucka da je broj novih rodenja na inter-
valu (t,t+ s] takoder velik (ne ¢ini se razumnim da je N(t) nezavisan od N(t+s),
pa {N(t),t > 0} ne bi imao nezavisne priraste). U primjeru c) pretpostavka o
nezavisnosti prirasta bila bi opravdana ako razmislimo da broj zabijenih golova
rukometasa u danasnjoj utakmici ne ovisi o broju zabijenih golova u prethodnim
utakmicama.

Proces brojanja posjeduje svojstvo stacionarnosti prirasta ako distribucija do-
gadaja koji su se dogodili u bilo kojem vremenskom intervalu ovisi samo o duljini
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vremenskog intervala. Drugim rijecima, proces ima stacionarne priraste ako broj
dogadaja koji su se dogodili u intervalu (s, s + t) imaju istu distribuciju za svaki
s. Pretpostavka o stacionarnosti prirasta u primjeru a) ima smisla jedino ako
pretpostavimo da je jednako vjerojatno da osoba ude u banku u svakom trenutku
dana. Primjerice, da je guzva u banci svaki dan (npr. izmedu 14 1 16 sati), pretpos-
tavka o stacionarnosti prirasta ne bi imala smisla. Ako vjerujemo da je populacija
planeta Zemlje podjednaka cijelo vrijeme (Sto nije podrzano od veéine znanstve-
nika), onda bi pretpostavka o stacionarnosti prirasta imala smisla u primjeru b).
Stacionarnost prirasta nije smislena za pretpostaviti u primjeru c) jer, kao sto bi
se ve¢ina ljudi slozila, prosjecan igra¢ rukometa vjerojatno bi postigao vise golova
izmedu svoje 20. i 25. godine zivota nego sto bi ih postigao izmedu svoje 35. i
40. godine zivota. Pretpostavka o stacionarnosti prirasta u ovom slu¢aju imala bi
smisla kada bi promatrali manji period, primjerice od jedne godine.

4.2 Definicija Poissonovog procesa

Jedan od najvaznijih procesa brojanja je upravo Poissonov proces. Prije nego
formalno damo definiciju Poissonovog procesa, definirajmo pojam funkcije f(-)
koja je tipa o(h).

Definicija 4.1. Funkcija f(-) je tipa o(h) ako je

. f(h) _
g U

Primjer 7.
a) Funkcija f(z) = 2? je tipa o(h) obzirom da je

h h3
hmM = lim — = lim h* = 0.
h—0 h h—0 h h—0

b) Funkcija f(x) = x nije tipa o(h) obzirom da je

am L) o B
TR =

c) Ako su f i g tipa o(h), onda je i f + g tipa o(h) obzirom da je
R e) _f) g

h—0 h h—0 h h—>0 h :0+O:O'

d) Ako je f tipa o(h), onda je i g = cf,c € R, tipa o(h) obzirom da je

lim —Cf(h) = clim @

h—0 h h—0 h =a-0=0

e) Iz ¢) i d) slijedi da je svaka linearna kombinacija funkcija koje su tipa o(h)
takoder tipa o(h).
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Notacija o(h) omoguéava preciznije iznoSenje tvrdnji. Primjerice, neka je X ne-
prekidna sluc¢ajna varijabla s gusto¢om f i funkcijom intenziteta A(t). Aproksimi-
rajuce tvrdnje

Pt<X <t+h)= f(t)h
Pt<X <t+h|X >t)=At)h,h >0
mogu biti preciznije izrazene kao
Pt<X <t+h)=f(t)h+o(h)
Pt < X <t+h|X >t) = A{t)h + o(h).
Sada mozemo definirati Poissonov proces.

Definicija 4.2. Proces brojanja {N(t),t > 0} je Poissonov proces s intenzite-
tom A > 0 ako vrijedi:

N(0) =

)

it) {N(t),t > 0} ima nezavisne priraste,
)
)

i) P(N(t4+h) — N(t) =1) = Ah + o(h),
iv) P(N(t+h)— N(t) >2) =o(h).

Interpretacija svojstava iz definicije Poissonovog procesa:

iii) Vjerojatnost jedne realizacije promatranog dogadaja u kratkom vremenskom
intervalu (h) priblizno je proporcionalna duljini tog intervala.

iv) Kad duljina intervala h tezi u nulu, vjerojatnost da se promatrani dogada]
realizira barem dva puta tezi u nulu.
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4.3 Medudolazna vremena i vremena cekanja

Promotrimo Poissonov proces i oznac¢imo vrijeme realizacije prvog dogadaja sa 7.
Nadalje, za n > 1 neka 7,, oznacava proteklo vrijeme izmedu (n — 1)-og i n-tog
dogadaja. Niz {7,,,n = 1,2, ...} zovemo nizom medudolaznih vremena. Primjerice,
ako su 71 = 51 1 = 10, onda je prvi dogadaj koji bi Poissonov proces zabiljezio
bio u trenutku 5 a drugi u trenutku 15.

Odredimo sada distribuciju od 7,,. Kako bismo to napravili, uo¢imo da se dogadaj
{m >t} dogodio ako i samo ako se nista nije dogodio na intervalu [0, t], te je
P(1, > t) = P(0 dogadaja na (0, t])
= P(N(t) — N(0) =0)

_ €_>\t.

Stoga 71 ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom 1/A. Prema teoremu o
dvostrukom ocekivanju je

P(TQ > t) = E[I{T2>t}] = E[E[[{72>t}|7'1”.
Medutim,

P(my > t|my = s) = P(0 dogadaja na (s,s + t]|m = s)
P(N(t+s)— N(s) =0|N(s) =1)
(
(

0 dogadaja na (s,s + t])
N({t+s)— N(s)=0)

—At
)

P
P

I
)

gdje su jednakosti proizasle iz nezavisnosti i stacionarnosti prirasta. Zakljucujemo
da je 7, takoder eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom 1/\. Stovise, 7,
je nezavisna od 7. Ponavljajuc¢i ovaj postupak dolazimo do sljedeceg rezultata.

Propozicija 4.1. Sluc¢ajne varijable 1,,n = 1,2, ... su nezavisne jednako distribu-
wrane eksponencijalne varijable s parametrom .

Ova propozicija svakako nas ne iznenaduje. Pretpostavka o stacionarnosti i neza-
visnosti prirasta zapravo je ekvivalentna tvrdnji da u bilo kojem trenutku proces
vjerojatnosno ponovno krece od pocetka. Odnosno, proces od bilo kojeg trenutka
nadalje neovisan je o svemu $to se prethodno dogodilo (zbog nezavisnosti prirasta),
a takoder ima istu distribuciju kao i izvorni proces (zbog stacionarnosti prirasta).

Druga veli¢ina od interesa je T,,, vrijeme realizacije n-tog dogadaja, koji se naziva
vrijeme cekanja do n-tog dogadaja. Lako se vidi da je

n
I = Zn,n =L,
i=1
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stoga slijedi da T}, ima gamma distribuciju s parametrima n i A. Funkcija gustoce
od 7T,, dana je izrazom

Ae‘”L t >0
fr.(t) = { = : (3)

0, inace

Ovu tvrdnju dokazali bismo indukcijom.

Kada je n = 1, T} ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom A. Znamo da je
nulta potencija bilo kojeg pozitivnog broja jednaka 1, te koriStenjem ¢injenice da
je 0! = 1 funkcija gustoce slucajne varijable T} reducira se na

le (t> = )‘6_”7

¢ime smo pokazali da je formula to¢na u slucaju da je n = 1.

Pretpostavimo da formula vrijedi za n te pokazimo da vrijedi i za n + 1.

Bududéi da je T,,11 = T, + Tny1, svodimo se na T, i ¢injenicu da su T, i 7,41
nezavisne imamo

Froa® / Fra(5) fonpa (£ — 5) ds

a+b

Koristenjem c¢injenice da je e® e =g te koriStenjem supstitucije a = —As i

b= —\(t — s) dobivamo

¢ 5 —_ £ n—1 A
/ )\e—)\s ( s) )\e_A(t_S) dS = e_At)\n / S— ds B )\e_At
a (n—1)! o (n—1)! n!

¢ime smo dokazali tvrdnju.

Primjer 8. Pretpostavimo da broj osoba koje udu u banku mozemo modelirati
Poissonovim procesom s intenzitetom A\ = 10 po satu.

a) Koje je ocekivano vrijeme prije dolaska 100. osobe u banku?
E[Tl()o] = 100/A = 10 sats.

b) Koja je vjerojatnost da izmedu dolaska 100. ¢ 101. osobe koja ude u banku prode
vise od 1 sata?
P(rig1 > 1) = e = €710 = 0.000454.
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4.4 Svojstva Poissonovog procesa

Kako bismo sto bolje objasnili zasto proces {N(t),t > 0} zovemo Poissonovim,
a ne eksponencijalnim pogledajmo neka njegova distribucijska svojstva. Neka su
medudolazna vremena Ty, Ty, ..., nezavisne eksponencijalno distribuirane slucajne
varijable s parametrom A, neka je vrijeme n-te realizacije T, = 71 + - - - + T, za
n > 1, To = 0, te neka je broj realizacija do trenutka s, N(s) = max{n: T, < s}.

Lema 4.1. N(s) ima Poissonovu distribuciju s parametrom As.

Dokaz. N(s) =n ako i samo ako T,, < s < T,,,1, primjerice n-ta musterija dolazi
prije trenutka s ili u samom trenutku s, a (n 4+ 1)-a musterija nakon trenutka s.
U nasem slucaju 7,, =t i T,,41 > s, a kako moramo zadovoljiti da je 7,41 > s — ¢
i da su 7,41 1 T, medusobno nezavisne slijedi

P(N(g) =n)= /05 Jr, &) P(Tpy1 > s — t) dt.

Odavde primjenom (3) slijedi da je

PN (g] =n) = /05 P 7((:?711_)1' - g8 g

— A )' . e—/\s/ tn—l dt = 6—/\5 (/\S) )
0

Q.E.D.

Lema 4.2. {N(t+s) — N(s),t > 0} intenziteta A je Poissonov proces nezavisan
od slucajnih varijabli N(r),0 <r < s.

Objasnimo prethodnu lemu. Pretpostavimo da su se do trenutka s dogodile cetiri
realizacije T, T5, T3, Ty u trenucima t,ts,t3,t4. Znamo da do realizacije T5 mora
proéi 75 > s — t4 vremena, ali zbog svojstva odsustva memorije eksponencijalne
distribucije vrijedi
P(rs>s—ty+tlms >5—ty) = P15 > t) = e,

Odavde vidimo kako je distribucija prve realizacije nakon s eksponencijalna s pa-
rametrom A te da je ona nezavisana od Ti,Ts,T5,Ty. Ocito je da su 74,77, ...
nezavisni od 11,75, T3, T, i T5. Ovime smo pokazali da su medudolazna vremena
nakon s nezavisna eksponencijalno distribuirana s intenzitetom A obzirom da je
N(t+s)— N(s),t > 0 Poissonov proces.

Iz prethodne leme dolazimo do sljedeceg.

Lema 4.3. {N(t),t > 0} ima nezavisne priraste, odnosno ako su tp < t; < -+ <
tn, onda su N(t1) — N(tg), N(t2) — N(t1),..., N(t,) — N(t,—1) nezavisne slucajne
varijable za svai izbor ¢-ova u gornjem poretku.
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Dokaz. Lema 4.2 implicira kako su N(t,) — N(f»-1) nezavisni od N(r),r < t,_1,
stoga isto vrijedi i za N(t,—1) — N(tn—2),..., N(t1) — N(t9). Zeljena tvrdnja slijedi
induktivno. QE.D.

Sada smo spremi dati i drugu definiciju Poissonovog procesa u terminima procesa
{N(s) : s > 0} koji broji broj realizacija dogadaja u intervalu [0, s].

Teorem 4.3. Ako je {N(s):s >0} Poissonov proces, onda
i) N(0) =0,
i) N(t+ s) — N(s) je Poissonova slucajna varijabla s parametrom \t,
i11) Proces {N(t) : t > 0} ima nezavisne priraste.

U suprotnom, ako vrijede i), ii), iii), onda je {N(s) : s > 0} Poissonov proces s
intenzitetom .

Dokaz. Ocito i) vrijedi. Lema 4.1 i Lema 4.2 dokazuju i) i ii7).

Pokazimo sada suprotan smjer. Neka je 7, vrijeme n-tog dolaska. Prvi dolazak
dogada se nakon t ako i samo ako nije bilo dogadaja u [0, ¢]. Koristenjem zakona
razdiobe Poissonove distribucije slijedi da je

P(r >t) = P(N(t) =0) = e,

pa vidimo da 73 = T} ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom \. Za 7o =
TQ — T1 je
P(1y > t|my = s) = P(bez dolazaka na (s,s + t]|7 = s)
=P(N(t+s)— N(s)=0|N(r)=0r <s,N(s) =1)
= PNt 4 5) — N{s) = 0y =%,

zbog nezavisnosti prirasta u iii), pa je 7o eksponencijalna s parametrom \ neza-
visna od 71. Provodeéi ovaj proces dolazimo do zakljucka da su 7y, 75 nezavisne
eksponencijalne s parametrom . 66 T
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5 Generalizacije Poissonovog procesa

5.1 Nehomogeni Poissonov proces

U ovom poglavlju promotrit ¢emo generalizacije Poissonovog procesa. Prva ge-
neralizacija o kojoj ¢emo re¢i vise je nehomogeni Poissonov proces cesto zvan i
nestacionaran Poissonov proces, odnosno Poissonov proces koji dozvoljava da in-
tenzitet u trenutku ¢ postane funkcija od ¢.

Definicija 5.1. Za proces {N(t),t > 0} kazemo da je nehomogeni Poissonov
proces s funkcijom intenziteta A(t),t > 0 ako

i) N(0) = 0.

it) {N(t),t > 0} ima nezavisne priraste.
iii) P(N(t+ h) — N(t) > 2) = o(h).

iv) P(N(t+h) — N(@t) = 1) = A(t) + o(h).

Funkcija m(t) definirana izrazom

zove se funkcijom parametra nehomogenog Poissonovog procesa. Napomenimo,
ako je A\(t) = A onda se radi o homogenom Poissonovom procesu.

Teorem 5.2. Ako je {N(t),t > 0} nehomogeni Poissonov proces s funkcijom
intenziteta A(t),t > 0, onda je N(t —s) — N(t) Poissonova sluc¢ajna varijabla s
parametrom m(t + s) — m(t) = fSHS Ay) dy.

Dokaz. Pokazimo prvo da je N(t) Poissonova. Neka je u > 0 fiksan. Definiramo

g(t) = Ele™V).
Dobit ¢emo ¢(t) pomocu
gt + h) = E[e™N ()
_ E[e_u(N(t)—q—N(t-‘rh)—N(t))]
= BV O N o)
= Ele~"N®) ple—uNE+h)-N®O)]
= g(§) B

gdje je Niy(h) = N(t + h) — N(t). Koristeéi ¢injenicu da je P(Ny(h) = 0) =
1 — A(t)h + o(h), iz svojstava i), i), 4ii),iv) definicije nehomogenog Poissonovog
procesa uvjetovanjem u ovisnost je li N(¢) 0,1 ili > 2 dobivamo

glt+h)=gt)(1 = At)h+ e “At)h + o(h)).
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Stoga,
gt +h) —g(t) = g(t)At)(e™ = 1)h + o(h)

dijeljenjem sa h i pustanjem da h — 0 dobivamo

Sto moze biti zapisano kao

Integracijom obje strane dobivamo
t
log(g()) ~ og(9(0) = (" = 1) [ A
0

Koristedi ¢injenicu da je g(0) =11 da je f(f A(t) dt = m(t) dobivamo izraz oblika

g(t) = exzp{m(t)(e™" = 1)}.

Stoga E[e "N ®)], Laplaceova transformacija od N(t), je exp{m(t)(e *—1)}. Slijedi
da je N(t) Poissonova slucajna varijabla. Propozicija proizlazi iz Ny(t) = N(s +
t) — N(t), {Ns(t),t > 0} nestacionaran proces s funkcijom intenziteta As(t) =
A(s+t),t > 0. Zakljucno, Ns(t) je Poissonova sluc¢ajna varijabla s parametrom

[rtar= [N +ndr= [ 2w

¢ime smo dokazali propoziciju. Q.E.D.

Primjer 9. Banka se otvara wjutro u 8 sati i zatvara w 17 sati. Od 8 do 11 klijent:
dolaze u prosjeku s intenzitetom koji linearno raste od 5 klijenata po satu u 8 ujutro,
do 20 klijenata po satu w11 sati. Od 11 do 13 sati intenzitet je konstantan i jednak
20 klijenata po sati, a od 15 do 17 sati intenzitet linearno pada @ v 17 sati jednak je
12 klijenata po satu. Pretpostavimo da je broj klijenata u disjunktnim vremenskim
intervalima nezavisan.

a) Kolika je vjerojatnost da nema klijenata od 8:30 do 9:307
54+ 5t, te€]0,3]

At) = 1 20, t€ {3, 5]
30—2t, te (59
/ /
P(N3/2 - N1/2 — 0) =e€ fs ;A =e 13/22(5+5u)du = e 10,

b) Koji je ocekivani broj klijenata u periodu od 10 do 12 sati?
Zanima nas E[Ny — Ny|. Kako znamo da je Ny — No distribuirana Poisso-
novom distribucijom s parametrom f24 Au) du = f24(5 + 5u) du = 75/2 oéito
je E[Ny — Ny| upravo 75/2 obzirom da je ocekivanje Poissonove slucajne
varijable jednako njenom intenzitetu.

g
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5.1.1 Hawkesov proces

Dok je funkcija intenziteta A(f) nehomogenog Poissonovog procesa deterministicka
funkcija, postoje procesi brojanja {N(t),t > 0} ¢ija je funkcija intenziteta u tre-
nutku ¢, ozna¢imo je R(t), sluc¢ajna varijabla koja ovisi o proslosti procesa do
trenutka t. Hawkesov proces je primjer procesa brojanja koji ima takvu, slu¢ajnu
funkciju intenziteta. Ovaj proces pretpostavlja da postoji osnovna vrijednost in-
tenziteta A > 0, te ako je bilo ukupno N(t) dogadaja do trenutka ¢, pri ¢emu su
Sp < Sy < --- < Sy dolazna vremena, onda je slucajna funkcija intenziteta
jednaka

N(t)
R(t) =X+ plt—5).

Sama struktura funkcije R(t) je prilicno fleksibilna te je potrebna samo specifi-
kacija osnovne vrijednosti intenziteta A > 0 te oblik funkcije p. Uobicajen izbor
funkcije i je eksponencijalna funkcija odnosno funkcija oblika ju(t) = ae P, gdje
su « i B pozitivne konstante. Sada vidimo da je slucajna funkcija intenziteta
upravo jednaka

N(t)
R(t) = A+ ae =5,
1=1

Drugim rije¢ima, Hawkesov proces je proces brojanja u kojemu
1L B0} =1
2. kada god dode do realizacije, slucajan intenzitet poveca se za konstnatu «,

3. ako nema novonastalih dogadaja od trenutka s do trenutka s + ¢, onda je
R(s+1t) =X+ (R(s) — N)e ™.

Drugi cesti izbor funkcije p daje slucajnu funkciju intenziteta oblika

N(@) "
RO=24 D ore=sow

gdje su ¢, k i p nenegativne konstante. Slucajna funkcija intenziteta ovog oblika
koristi se za modeliranje vremena i magnituda potresa zvanog Omorijev zakon.
Medutim, nadalje ¢emo se fokusirati na p kao eksponencijalnu funkciju.

Izvest ¢emo E[N(t)], ocekivani broj dogadaja koje zakljucno s trenutkom t broji
Hawkesov proces. Da bismo to ucinili, trebat ¢e nam sljedeca lema koja vrijedi za
sve procese brojanja.

Lema 5.1. Neka je R(t),t

; slucajna funkcija intenziteta procesa brojanja
{N(t),t > 0} za koji je N(0)

>0
= 0. Tada je



Dokaz.
E[N(t+ h)|N(t), R(t)] = N(t) + R(t)h + o(h)
Ocekivanje ovog izraza je
E[N(t+ h)] = E[N(t)] + E[R(t)|h + o(h),
odnosno
m(t + h) = m(t) + hE[R(t)] + o(h)

. m(t 4+ h) — m(t)

Kada h — 0 slijedi da je

Integrirajuéi obje strane slijedi

m(t):/o E[R(s)]ds.
QE.D.

Sada mozemo iznijeti sljede¢u vaznu propoziciju za Hawkesov proces. Dokaz ove
propozicije moze se vidjeti u [8].

Propozicija 5.1. Ako je E[R(t)] = p, onda vrijedi

AL
(n—a)?
Primjer 10. Hawkesouvi procesi proucavani su u kontekstu seizmologije. Uvodimo
model slijeda naknadnih udara potresa. Ovaj model je Hawkesov za modeliranje
vremena i magnituda potresa. Neka k; € [0, 00) oznacava magnitudu potresa koji se
dogodio u trenutku T;. U najjednostavnijoj formi model slijeda naknadnih potresa
definiramo funkcijom intenziteta

At) = Ao + @ Z ePhig=0(t-T)

Ti<t

E[N®)] =X+ (=t — 1 — (u— a)t).

gdje su o, 3,0 > 0 parametri, te je

f(k[t) = e
funkcija gustoce od k;.
Ekvivalentno, kada bismo pri definiranju funkcije intenziteta koristili uvjetnu funk-
ciju intenziteta 1 vremena imali bi model sljedeceg oblika

At k) = (Ao + o Z eﬁkie—é(t—Ti))ve—vt‘
Ti<t
Ideja koja stoji 1za koristenja ovog modela je da potresi uzrokuju potresne udare
sto se reflektira u c¢injenici kako svaki movi potres povecava intenzitet za ceP*i.
Uoc¢imo da jaki potresi vise utjecu od slabijih potresa. Takoder, napomenimo i to
da intenzitet ovisi o proslosti, pa znamo da ovaj model sigurno nema nezavisne
komponente. O
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5.2 Slozeni Poissonov proces

Za slucajni proces { X (t),t > 0} kazemo da je sloZeni Poissonov proces ako je
N(t)
Xt)=) Yt>0
i=1

gdje su {N(t),t > 0} Poissonov proces te {Y;,i > 1} familija nezavisnih jednako
distribuiranih slu¢ajnih varijabli nezavisnih od {N(t),t > 0}. Kako bismo bolje
objasnili ove pretpostavke pogledajmo sljedeéi primjer.

Primjer 11. Promotrimo slanje poruka internetom. Poruka stize na sredisnje
racunalo kako bi se prenijela preko interneta. Ako zamaslimo wvelik broj koris-
nika koji koriste svoja racunala za slanje poruka te su tim povezani na sredisnje
racunalo, tada se medudolazna vremena poruka na sredisnje racunalo mogu mo-
delirati Poissonovim procesom. Stavimo li da je Y; velicina i-te poruke, razumno
je pretpostaviti kako su Yy, Ys, ... nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable
te da su nezavisne od medudolaznih vremena poruka na sredisnje racunalo koja su
modelirana Poissonovim procesom. 0]

Prirodno je razmotriti sumu Yj-eva kojima smo svjedocili do trenutka ¢:

gdje je S(t) = 0 ako je N(t) = 0. U prethodnom primjeru, S(t) predstavlja
ukupnu broj bajtova svih poruka do vremena t. Zanimljivo je znati koliko iznose
ocekivanje i varijanca od S().

Teorem 5.3. Neka su Yy, Ys, ... nezavisne i jednako distribuirane, te neka su N 1
Sp =Y1 + -+ Y, nezavisne slucajne varijable, gdje je Sy = 0 kada je N = 0.

i) Ako su E|Y;|, E[N] < oo, onda je E[S,] = E[N] - E[Yi].
i1) Ako su E[Y?], E[N?] < oo, onda je Var(S,) = E[N|Var(Y;)+Var(N)(E[Y;])2.
i11) Ako je N Poissonova s parametrom X, onda je Var(S,) = AE[Y?].
Dokaz.

i) Kada je N =n,S, = Xi + - - -+ X,, ima o¢ekivanje E[S,] = nE[Y;], pa je
E[Sa] =)  E[Sn|N =n] - P(N =n)
n=0

= nE[Y]- P(N =n) = E[N]- E[Y]].

i) Kada je N =n,S, = X; + -+ X,, ima Var(S,) = nVar(Y;), stoga je

E[S?|N = n] = nVar(Y;) + (nE[Y3])*.
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Sada dobivamo

E[S2] =) E[S:N =n]- P(N =n)

— Z{nVar(Y}) +n?(E[Yi])?} - P(N = n)
= (E[N]) - Var(Y;) + E[N}? - (E[Yi])2.
Primijetimo sada

Var(S,) = E[Sa]* — (E[S.])’
E[N)) - Var(Y;) + E[N?] - (E[Y;])* — (E[N] - E[Y})’]
[ (

= (BIN))-
= (E[N]) - Var(Y;) + Var(N) - (E[Y;])?,

gdje smo u zadnjem koraku koristili da je Var(N) = E[N?] — (E[N])? kako
bismo iskoristili drugu i tre¢u jednakost.

i41) Primijetimo da u specijalnom slucaju kada imamo Poissonovu sluc¢ajnu va-
rijablu imamo F[N] = A i Var(N) = A, pa rezultat slijedi iz Var(Y;) +

(E[Y])? = EIY2).
Q.E.D.

Primjer 12. Pretpostavimo da obitelji migriraju na neko odredeno podrucje Po-
1ssonovom distribucijom s parametrom A = 2 po tjednu. Ako je broj ljudi u svakoj
obitelji nezavisan © moZe 1znositi 1,2,3 it 4 s vjerojatnostima %, %, %, é, odredite
ocekiwanu vrijednost i varijancu broja osoba koje su migrirale na odredeno podrucje
tijekom fiksnog vremena od 5 tjedana.

Neka je Y; broj ljudi koji pripadaju i-toj obitelji. Sada imamo

1 1 1 1 5
EY]=1-=4+2-=4+3-=44-- = —,
[Yi] sBis el ali g1

1 1 43

1 1
ElY)?=1%2--4+22. 2 +32. - 4+4*. 2 .
(EY]) s T2 313 34 5%

Kako X (5) predstavlja broj ljudi koji su migrirali tijekom 5 tjedana, slijedi
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5.2.1 Cramér-Lundbergov model

Rizik je §irok pojam koji oznacava neizvjesnost, gubitak, nesigurnost. Cesto se
umjesto rizika pogresno koristi neizvjesnost, medutim oni nemaju isto znacenje.
Neizvjesnost je nesposobnost predvidanja ishoda i obi¢no se temelji na nedovolj-
nom broju informacija sto se sve moze dogoditi u buduénosti. Ona je sastavni dio
rizika koji je zapravo stanje u kojemu postoji moguénost negativnog odstupanja
od ishoda kojemu se nadamo. Ako vjerojatnost dogadaja nije poznata, govorimo
0 neizvjesnosti.

Osiguranjem prenosimo rizik koji okruzuje pojedinca na osiguravatelja sklapanjem
ugovora o osiguranju. Ugovorom o osiguranju se pojedinac nastoji zastiti od ri-
zika koji moze ugroziti njegov zivot ili njegovu imovinu. Sklapanjem ugovora o
osiguranju osiguranik varijabilne troskove pretvara u fiksne pla¢anjem premije.
Premija je iznos koji osiguranik placa osiguravaju¢em drustvu za zastitu. Obicno
se premija skuplja od velikog broja osiguranika koji se osiguravaju od istog rizika.
Ovdje je osnovna pretpostavka da ¢e samo mali broj osiguranika zaista i imati
stetu. U slucaju da do Stete dode, osiguravajuc¢e drustvo ¢e osiguraniku isplatiti
stetu. Osiguranja se mogu podijeliti na nezivotna osiguranja i zivotna osiguranja,
a nama ¢e od interesa biti nezivotna osiguranja.

Kako bi nesto bilo predmet osiguravajuce zastite od stetnog dogadaja potrebno je
da ispunjava sljedec¢e uvijete:

1. radi se o budu¢em dogadaju koji je neizvjestan i nezavisan od volje osiguranika,
2. rizik je procjenjiv,
3. Steta je procjenjiva.

Kako u stete najznacajnija veli¢ina osiguravajué¢em drustvu, a one su neizvjesne,
potrebno je odrediti vjerojatnost nastanka stete. Model koji ¢emo promatrati imat
¢e mnoga poopcéenja.

Broj Steta nastalih u vremenskom intervalu [0,%] za sve ¢ > 0 opisat ¢emo pro-
cesom brojanja {N(t),t > 0}, dok ¢emo iznos steta opisati slu¢ajnim procesom
jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli {X;,i € N}, gdje je X; slucajna varijabla
koja modelira iznos i-te stete. Ukupne stete u vremenskom intervalu opisane su
slozenim Poissonovim procesom {S(t),t > 0} pri ¢emu je

N(t)

St =) X

Osiguravajuce drustvo prima premiju neprekidno i po konstantnoj stopi ¢, pa je
ukupna premija u vremenskom intervalu [0, ¢] jednaka ct. Funkcija kojom mode-
liramo prihod od premija je zbog pretpostavki modela deterministicka te ¢emo ju
oznacavati s

pt) =et,t 20.
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Pretpostavimo jos i da je osiguravaju¢e drustvo u trenutku ¢ = 0 odvojilo iznos
novca koji ¢emo oznacavati s u, a zovemo ga pocetnim viskom. Dakle, proces viska
prihoda {U(t),t > 0}, koji jo§ nazivamo i procesom rizika, je oblika

U(t) =u+p(t) — S(t). (4)

Napomenimo jos jednom da je ovo pojednostavljen model u kojemu je zanema-
rena inflacija i druge deterministicke promjene. Takoder, pretpostavit ¢emo i da
se Stete rjesavaju odmah kada nastanu te da su troskovi rjesavanja Steta uracunati
u premiju. U praksi to bas nije tako, Stete se uobicajeno rjesavaju uz malu od-
godu, a ako su u pitanju stete koje se rjesavaju na sudu postupak moze potrajati
1 nekoliko godina.

Kako bismo mogli re¢i nesto vise o riziku osiguravaju¢eg drustva potrebno je poz-
navati distribuciju procesa viska prihoda {U(t),t > 0}. Filip Lundberg postavio
je temelje moderne teorije rizika, a Harold Cramér usavrsio je njegove ideje prema
kojima je nazvan prvi model procesa rizika kojeg ¢emo definirati u nastavku.

U daljnjem specificiranju modela (4) uvodimo pretpostavke na ukupne stete {S(t),t >

0}:

1. Stete stizu u trenutcima 0 < T} < Ty < --- < T, koje nazivamo dolaznim
vremenima.

2. Steta koja stize u trenutku 7} ima iznos X;. Slucajni proces {X;,i € N} ¢ine
nezavisne, nenegativne, jednako distribuirane slucajne varijable.

3. Slucajni procesi dolaznih vremena {T;,7 € N} i iznosa steta {X;,i € N} su
medusobno nezavisni.

Stete se dogadaju u vremenima T}, Tb, ... u iznosima X, X,, ... pa broj pristiglih
steta do trenutka ¢ zapisujemo kao

N@) =) Ly =#{i e N: T, < t},t € [0,00)

ieN
pri cemu je # broj elementa skupa.
Iznosi steta ne utjecu na broj steta i iznos jedne stete ne utjece na iznos druge
Stete. Visak prihoda osiguravajuceg drustva se u trenucima nastanka stete sma-

njuje za iznos stete, dok se tijekom trajanja osiguranja povecava za iznos premije
po konstantnoj stopi.

Definicija 5.4. Cramér-Lundbergov proces rizika je proces {U(t),t > 0}
definiran sa

N(t)
U(t) :u—l—ct—ZXi,
=1
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pri ¢emu je u > 0, ¢ > 0, {N(t),t > 0} je homogeni Poissonov proces s inten-
zitetom A, a slucajan proces {X;,i € N} ¢ine nezavisne, nenegativne, jednako
distribuirane sluc¢ajne varijable s funkcijom distribucije F'.

Distribucije steta gotovo nikada nisu poznate, medutim pretpostavlja se kako one
dolaze iz neke parametarske familije distribucija. Parametri familije se procje-
njuju na osnovu podataka o iznosima steta u odredenom periodu te se pri tome
koriste razne statisticke metode, kao sto su metoda maksimalne vjerodostojnosti
i metoda momenata. Distribucije steta vrlo ¢esto imaju pozitivnu asimetri¢nost i
dug rep, stoga je kod odabira vazno da funkcija moze modelirati i najvece Stete.
Naime, jedna velika Steta moze svojim iznosom premasiti sumu svih ostalih Steta
te time ugorziti poslovanje osiguravajuc¢eg drustva. Procjena prethodno opisanih
ekstremnih dogadaja izuzetno je vazna te se opisuje desnim repom distribucije,
odnosno ponasanjem repne funkcije distribucije

F=1—FPlag)=PX >u)
za velike vrijednosti z, gdje je F'(xz) odabrana funkcija distribucije.

Definicija 5.5. Za slucajnu varijablu X s funkcijom distribucije F' kazemo da
ima distribuciju s teskim repom ako je

gdje a > 0 nazivamo repni indeks, a funkcija L je takva da za svaki x > 0 vrijedi

L(t
lim (i)

=1,

Parametar a odreduje tezinu repa, odnosno sto su vrijednosti nize veca je vjero-
jatnost ekstremnih vrijednosti.

Primjer 13. Pretpostavimo da je u Cramér-Lundbergovom modelu iznosa $teta
distribuiran eksponencijalnom distribucijom s parametrom X > 0. Tada je

F(z)=1—-F(z) =e ™, za x> 0.

Rep distribucije eksponencijalno brzo pada u nulu, odnosno vjerojatnost uocavanja
velikih $teta vrlo je mala. Ovakva situacija vrlo je rijetka u stvarnim primjerima
jer njih bolje opisuju distribucije kod kojih repna funkcija sporije opada uw nulu. [
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5.3 Uvjetni Poissonov proces

Neka je {N(t),t > 0} proces brojanja takav da postoji pozitivna slucajna varijabla
L takva da je uvjetno na L = X proces brojanja Poissonov intenziteta A\. Ovako
definiran proces zove se uvjetni Poissonov proces.

Pretpostavimo da je L neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce g. S
obzirom na to da je

P(N(t+ 5)) — N(s) = /Ooo P(N(t+ ) — N(s) = n|L = A)g(A) dA

— /oo e—*tMg(A) d\,

n!

vidimo da uvjetni Poissonov proces ima stacionarne priraste. Medutim, kako
poznavanje broja dogadaja realiziranih u odredenom intervalu daje informacije
o mogué¢im vrijednostima slucajne varijable L koja utjece na raspodjelu broja
dogadaja u bilo kojem drugom intervalu, proizlazi da uvjetni Poissonov proces
opcenito nema nezavisne priraste. Slijedom toga, uvjetni Poissonov proces u pra-
vilu nije Poissonov proces.

Pogledajmo sada ocekivanje i varijancu uvjetnog Poissonovog procesa. Kako je
N(t) uvjetno na L = [ Poissonov proces s oc¢ekivanjem [t zakljucujemo kako su

E[N@®)|L=1] =1,
Var(N@)|L =1) = lt.
Posljedi¢no, uvjetna varijanca je
Var(N(t)) = E[Lt] + Var(Lt) = tE[L] + t*Var(L).
Takoder, mozemo izracunati distribuciju sluc¢ajne varijable L uz uvjet N(t) = n

na sljedec¢i nacin

P(L < g|N@®) =n) = —

P(N(t) = n)
J5° P(L <z, N(t) = n|L = X)g(A) dX
N P(N(t) = n)
Jy P(N(t) = n|L = X)g(X)dX
P(N(t) = n)

T et (g Ay

Drugim rije¢ima, uvjetna funkcija gustoce slucajne varijable L uz uvjet N(t) =n
je

NGy (5)

JoS e Arg(A)dX’

frn(Aln) =
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Primjer 14. Osiguravajuce drustvo smatra da svaki od njegovih osiguranika ima
rejting vrijednost © da ¢e ugovaratelj osiguranja koji tma vrijednost rejtinga A imati
potrazZivanja koja pristizu prema Poissonovom procesu s intenzitetom A, gdje se
vrijeme mjeri u godinama. Drustvo takoder vjeruje da se vrijednosti rejtinga raz-
likuju od ugovaratelja do ugovoritelja, gdje je rejting uniformno distribuiran na
intervalu (0,1). S obzirom na to da je u prvih t godina osiguranik podnio n zah-
tieva, koja je uvjetna distribucija vremena do sljedeceg potrazZivanja osiguranika?

Neka je T slucajna varijabla koja mjeri vrijeme do sljedeceg potrazivanja osigura-
nika. Zelimo izracunati P(T > x|N(t) = n). Koristeci (5) dobivamo

P(T > z|N{t) =n) = /0OO P(T > z|L=XN(t) =n)funeg(Aln) dA

[ e v e XAm dA
Jyetamdx

O

Postoji lijepa formula za vjerojatnost da se u intervalu duljine ¢ dogodi vise od n
dogadaja. U njegovom izvodenju posluzit ¢emo se identitetom

ZOO \t)J : AP
e_)‘t%:/ )\e_Ax@ dff
N 74 0 n!
Jj=n+1

koji slijedi uz napomenu da izjednacava vjerojatnost realizacije dogadaja do tre-
nutka ¢ (koji ima Poissonovu distribuciju s parametrom \) s vjerojatnoséu da je
vrijeme realizacije (n 4+ 1)-og dogadaja ovog procesa (koje ima gama distribuciju
s parametrima n 4+ 1 i A) manje od t. Zamjenom A i ¢t u prethodnom izrazu daje

ekvivalentni identitet
00 i A
VAL tw)™
E e_Atu — / te_txﬂ dx
0

Py 4! n!
Sada imamo
= ()
P(Nt)>n)= ) /0 At(jf g(\) dx
j=n+1 :
2 o (MY
:/0 S e At(ﬂ) g(\) dA
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Sazetak

U ovom radu su opisane eksponencijalna i Poissonova distribucija, njihova osnovna
svojstva kao i Poissonov proces te njegova svojstva. Uvodni dio daje detaljnije
informacije o funkciji distribucije i funkciji gustoée eksponencijalne i Poissonove
distribucije, dok su u glavnom dijelu rada navedene definicija te dokazana osnovna
svojstva Poissonova procesa i njegovih transformacija. Posljednji dio rada opisuje
primjenu Poissonovog procesa, odnosno Cramér-Lundbergov model za modelira-
nje procesa rizika kod osiguranja.

Kljuéne rijeci: eksponencijalna distribucija, Poissonova distribucija, Poissonov
proces, Cramér-Lundbergov model

Abstract

This paper describes the exponential and Poisson distributions, their basic pro-
perties, as well as the Poisson process and its properties. The introductory part
provides more detailed information on the distribution function and the density
function of the exponential and Poisson distributions, while in the main part of
the paper the definitions of the basic properties of the Poisson process and its
transformations are proved. The last part of the paper describes an example of
the Poisson process, ie the Cramér-Lundberg model for modeling the insurance
process.

Key words: exponential distribution, Poisson distribution, Poisson process, Cramér-
Lundberg model
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