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1 Uvod

Problemi mreznog protoka najcesée su rjeSavani problemi linearnog progra-
miranja. Mrezni protok je vrlo vazan jer se pomocu njega mogu izraziti
razliciti problemi. Mreze se koriste za modeliranje prometa u cestovnom
sustavu, struje u elektricnom krugu, financijske mreze i mnogih drugih pro-
blema. Problemi mreznog protoka ukljucuju kao posebne slucajeve problem
transporta, problem najveéeg protoka i problem najkraceg puta. Poseban je
slucaj linearnog programiranja i bilo koji algoritam linearnog programiranja
moze se izravno primijeniti.

Diplomski rad podijeljen je na ¢etiri dijela. Nakon kratkog uvoda, u drugom
poglavlju navode se neki osnovni pojmovi iz teorije grafova, koji su potrebni
kod problema mreznog protoka. Zatim, u tre¢em dijelu razmatra se opcéenito
problem mreznog protoka. U zadnjem dijelu bavit ¢emo se nekim specijal-
nim slucajevima problema mreznog protoka, te algoritmima koji se koriste
pri rjesavanju istih.



2 Teorija grafova

U ovom dijelu zapocet ¢emo uvodenjem nekih osnovnih pojmova koji ¢e se
koristiti u ovom radu. Promotrimo kratki uvod u grafove koji nam pruzaju
jezik za proucavanje problema protoka mreze i formulaciju tih problema.
Problemi mreznog toka definirani su na grafovima.

Definicija 2.1. Neusmgjereni graf G = (N, E) sastoji se od skupa vrhova
N i skupa E (neusmjerenih) lukova ili bridova, gdje je brid e neuredeni par
razli¢itih vrhova, odnosno podskup {i,j} od N. Takoder, uoc¢imo kako je
neusmjereni luk {i,j} isti objekt kao i neusmgjereni luk {j,i}. Luk {i,j} je
incidentan s vrhovima 11 j, te se ti vrhovi nazivaju krajnjim tockama luka.

Definicija 2.2. Stupanj vrha u neusmjerenom grafu je broj lukova koji su
incidentni sa tim vrhom. Stupanj neusmjerenog grafa definiran je kao mak-
simum stupnjeva njegovih vrhova.

Definicija 2.3. Setnja od vrha i, do vrha i, u neusmjerenom grafu definira se
kao konacan niz vrhova iy, is, ..., iy takvih da {ig, i1} € B k=1,2, ...t —1.

Staza je Setnja u kojoj nema ponovljenih bridova. Ako su na stazi i vrhovi
medusobno razliciti, onda se ta Setnja naziva put.
Ciklus se definira kao Setnja i1, %5..., 4;, tako da su vrhovi 7y, ..., 2,1 razliciti i
'l.t = il.

Definicija 2.4. Za neusmjerent graf kaZemo da je povezan ako za bilo koja
dva razlicita vrha v, j 1z N postoji staza od i do j.

Primjer 2.1. Promotrimo neusmjereni graf koji je prikazan na Slici 1.
Primjer jedne setnje v ovom grafu sastoji se od vrhova 1,2,3,4. To je ujedno
1 put jer su u toj Setnji svi vrhovi razliciti. Primjer ciklusa je niz vrhova

1,2,3,1.



Slika 1: Neusmjereni graf

Definicija 2.5. Usmjereni graf G = (N, A) sastoji se od skupa vrhova N i
skupa A (usmjerenih) lukova, gdje je usmjereni luk uredeni par (i, j) razlicitih
vrhova.

Prethodna definicija dopusta da skup (i, j) kao i skup (7, 7) budu elementi
skupa A. Za bilo koji luk (i, ) kazemo da je vrh i pocetni vrh, a vrh j zavrsni
vrh tog luka. Mozemo definirati dva skupa, I(i) i O(i) na sljedeéi nacin:

1(i) ={j € N|(4,%) € A}
O(i) ={j € N|(z,j) € A}

gdje je skup I(i) skup ulaznih vrhova lukova koji ulaze u vrh i, a skup O(7)
je skup izlaznih vrhova lukova koji izlaze iz vrha i. Setnja, staza i ciklus
se definiraju analogno kao i u neusmjerenom grafu. Za razliku od definicije
ciklusa u neusmjerenom grafu, ovdje dopustamo da se ciklus moze sastojati
samo od 2 razlic¢ita vrha.

Primjer 2.2. Usmjereni graf (prikazan na Slici 2.)
Primjerice, jedna usmjerena Setnja u ovom grafu sastoji se od niza 1,(1,3),3,(3,4),4.
To je ujedno i usmjerens put jer su u toj setnji svi vrhovi razliciti. Usmjerens

ciklus sastoji se od niza 3,(3,4),4,(4,3),3.



Slika 2: Usmjereni graf

Takoder ¢emo navesti i definiciju stabla.

Definicija 2.6. Neusmjereni graf G = (N, E) naziva se stablo ako je povezan
@ nema ciklusa. Specijalno, ako je vrh stabla stupnja 1, onda se taj vrh naziva
list.

U sljedec¢em teoremu navesti ¢emo neka vazna svojstva stabla.

Teorem 2.1.  a) Svako stablo koje ima vise od jednog vrha ima barem
jedan list.

b) Neusmjereni graf je stablo ako i samo ako je povezan i ima |N| — 1
lukova.

¢) Za bilo koja dva razlicita vrha i i j u stablu postoji jedinstvena staza od
1 do j.

d) Ako zapocnemo sa stablom i dodamo novi luk, rezultirajuci graf sadrzi
tocno jedan ciklus.

Dokaz:

a) Razmotrimo stablo koje ima vise od jednog vrha i pretpostavimo da
nema listova. Tada svaki vrh ima stupanj veéi od 1. (Da je stupanj vrha
1, taj vrh bi bio list, a da je stupanj vrha 0, graf bi bio nepovezan.) Ako
krenemo od nekog vrha i luka kroz koji ulazimo u drugi vrh, mozemo
pronaci drugi luk kroz koji izlazimo iz tog vrha. Ponavljanjem takvog
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postupka, na kraju moramo posjetiti isti vrh dva puta, sto implicira da
postoji ciklus. To je kontradikcija s definicijom stabla.

b) = Prvo dokazujemo da svako stablo ima |N| — 1 lukova. Ako stablo

ima samo jedan vrh, dokaz je trivijalan. Razmotrimo sada stablo koje
ima viSe od jednog vrha. Takvo stablo mora imati barem jedan list,
zbog tvrdnje iz a).Izbrisemo taj list zajedno sa lukom koji je incidentan
sa tim vrhom. Rezultirajuéi graf je ponovno stablo, zbog toga Sto
brisanjem lista ne moze doéi do pojavljivanja ciklusa ili uzrokovati da
graf bude nepovezan. Ovaj proces se moze ponavljati |[N| —1 puta, sve
dok ne ostane samo jedan vrh i niti jedan luk. S obzirom da je u svakom
stadiju bilo samo jedno brisanje luka, zaklju¢ujemo kako pocetno stablo
ima |N| — 1 lukova.
& Kako bismo dokazali obrat, razmotrimo povezani graf sa |[N| — 1
lukova. Ako graf sadrzi ciklus, mozemo izbrisati jedan od lukova u
ciklusu, te povezanost i dalje vrijedi. Ponavljamo ovaj proces sve dok
ne dobijemo povezani graf bez ciklusa koji je stablo. Veé¢ smo dokazali
da stablo sa |N| vrhova mora imati |[N| — 1 lukova, a to pokazuje da
krajnje stablo ima lukova koliko i pocetni graf. Slijedi da niti jedan luk
nije izbrisan, te da je pocetni graf stablo.

c¢) Pretpostavimo da postoje dvije razlicite staze koje spajaju iste vrhove
¢ 1 7. Spajanjem ove dvije staze i brisanjem lukova koji su zajednicki
za oba vrha, ostaje jedan ili vise ciklusa, Sto je u kontradikciji sa defi-
nicijom stabla.

d) Promatramo stablo te dodajemo neusmjereni luk {7, j}. Koriste¢i dio
b), postojeéi graf mora sadrzavati |N| lukova. Dakle, taj graf ne moze
biti stablo, te on mora imati ciklus. Svaki ciklus koji je nastao ovakvim
dodavanjem lukova sastoji se od luka {i, j}, te staze od i do j. S obzi-
rom da postoji jedinstvena staza od i do 7, koristedi dio ¢) zaklju¢ujemo
da je nastao jedinstveni ciklus.O

Definicija 2.7. Za dani povezani neusmjereni graf G = (N, E), neka je
E, C FE takav da je T = (N, Ey) stablo. Takvo stablo T' naziva se razapinjuce
stablo.



3 Problem mreznog protoka

Mreza je usmjereni graf G = (IV, A) zajedno s nekim dodatnim numerickim
podacima, kao sto su:

e b, — vanjska zaliha za svaki vrth i € N

e u;; — nenegativni brojevi koji predstavljaju kapacitet svakog luka
(5,5) € A

e c;; — vrijednosti koje predstavljaju cijenu po jedinici protoka duz luka
(¢, )
e fi; — koli¢ina protoka kroz luk (i, j).

Mrezu vizualiziramo tako da zamisljamo neki materijal koji protjece svakim
lukom. Zaliha b; se moze interpretirati kao koli¢ina protoka koja ulazi u
mrezu u vrhu 7. Za vrh ¢ kazemo da je izvor ako je b; > 0, odnosno vrh 7 je
ponor ako je b; < 0. Sada navodimo uvjete koji se postavljaju na varijable
protoka fi;, (¢,7) € A:

JEI(E) JEO()
Prva jednadzba je zakon sacuvanja protoka. Ona znaci da koli¢ina protoka u
vrh 2 mora biti jednaka ukupnom protoku iz tog istog vrha. Druga jednadzba

oznacava da protok kroz luk mora biti nenegativan, te da ne smije premasiti
kapacitet luka. Iz jednadzbe 3.1, sumiranjem obje strane po svim 7 € N,

dobivamo

iEN
Sto znaci da ukupan protok iz okoline u mrezu mora biti jednak ukupnom pro-
toku iz mreze u okolinu. Opéi problem minimalne cijene problema mreznog
protoka odnosi se na minimizaciju linearne funkcije cijene koja ima sljedeci

oblik:

Z Cij fij-

(i,5)€A
Ukoliko vrijedi da je u;; = 00,V(i,j) € A, kazemo da je problem nekapaci-
tiran, tj. bez ogranicenja kapaciteta. U suprotnom kazemo da je problem
kapacitiran.



3.1 Problem mreznog protoka u matricnom obliku

U ovom dijelu vidjet ¢emo kako problem mreznog protoka mozemo predsta-
viti i u matricnom obliku.

Neka je N = {1,...,n}, te m broj lukova. Takoder, s f ozna¢imo vektor pro-
toka s komponentama f;;. Uvodimo matricu incidencije vrh-luk A dimenzije
n x m, gdje n predstavlja broj vrhova i m broj lukova. Elemente matrice A
oznacavamo sa a;, te ima sljedeci oblik:

1 ako je ¢ pocetni vrh k-tog luka
Qi = —1 ako je 7 zavrsni luk k-tog luka
0 inace

Primjer 3.1. Matrica incidencije
Koristeci graf iz Primjera 2.2., vidimo kako u tom grafu imamo lukove (1,2),

(1,3),(3,2),(3,4),(4,3). Matrica A je sljedeceg oblika

Neka nam sada a predstavlja i-ti redak matrice A. Nenul vrijednosti te
matrice oznacavaju da je neki luk incidentan sa vrhom 7. Prema tome a;
mozemo zapisati na sljedeci nacin:

af = Z Fis — Z i
je0(i) jeI(d)

Sada mozemo vidjeti kako se zakon sacuvanja protoka u vrhu ¢ moze zapisati
kao

a’;f = bi7
tj. u matricnom obliku

Af =b,
gdje je b=(by, ..., b,).



Kod problema mreznog protoka u matricnom obliku cilj nam je minimi-
zirati funkciju kostanja
Z Cij fij

(i,5)€eA

uz ogranicenja

Af = b
uijz fz]Z 0, V(l,])EA

4 Specijalni slucajevi problema mreznog pro-
toka

U nastavku ¢emo navesti nekoliko specijalnih slucajeva problema mreznog
protoka, te ¢emo ih ukratko opisati.

4.1 Problem najkraceg puta

Problem najkra¢eg puta vazan je problem s primjenama u transportnim
mrezama, komunikacijskim mrezama, itd., koji se mogu postaviti kao pro-
blem mreznog protoka. Pri rjesavanju problema najkra¢eg puta, prakticne
metode ne oslanjaju se na formulaciju mreznog protoka. Umjesto toga koris-
tit ¢e se skup optimalnih uvjeta, poznatijih kao Bellmanova jednadzba koju
¢emo u nastavku i opisati. U ovom dijelu cilj nam je odrediti put koji spaja
izvor i ponor, tako da zbroj troskova na putu bude minimalan.

Polazimo od usmjerenog grafa G = (N, A) koji ima n vrhova i m lukova. Za
svaki luk (¢,7) € A, ¢;; predstavlja trosak ili duljinu. Pri tome se duljina
nekog puta, Setnje ili ciklusa definira kao suma duljina lukova. Pretpostavit
¢emo kako je n zavrsni vrh, te da postoji barem jedan put iz svakog vrha
¢ # n do vrha n. Takoder, bez smanjenja opéenitosti pretpostavljamo kako
ne postoje lukovi koji izlaze iz vrha n. Graf G promatramo kao mrezu ¢iji
su kapaciteti lukova beskonacni. Pretpostavimo da svaki od preostalih n — 1
vrhova je izvor s jednom jedinicom ulaza (zaliha), te da je vrh n jedini po-
nor s n — 1 jedinica izlaza (zahtjeva). Ako postavimo problem minimiziranja
¥, (i.)eA Cij fi; po svim dopustivim vektorima protoka, mozemo zakljuciti kako
za svaki vrh ¢ razli¢it od vrha n, jedna jedinica protoka treba biti poslana od
vrha 7 do vrha n, tako da bude najmanji trosak. Sve dok ne postoje ciklusi
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negativne duljine, to treba ¢initi najkraé¢im putem. Ako s druge strane pos-
toje ciklusi negativne duljine, optimalni trosak u problemu mreznog protoka
jest —oo, jer bismo mogli progurati proizvoljno veliku koli¢inu protoka oko
takvog ciklusa. O tome govori sljedeéi teorem.

Teorem 4.1. Promotrimo problem najkraceg puta u usmjerenom grafu sa n
vrhova i pridruzeni problem mreznog protoka. Pretpostavimo da postoji put
do vrha n iz svakog drugog vrha i da vrh n nema wzlazne lukove.

a) Ako postoji ciklus negativne duljine, optimalni trosak u problemu mreznog
protoka je —oo.

b) Pretpostavimo da svi ciklusi imaju nenegativnu duljinu. Ako je do-
pustiwo rjesenje stabla optimalno, tada je odgovarajuce stablo stablo
najkraceg puta.

c¢) Pretpostavimo da svi ciklusi imaju nenegativnu duljinu. Ako fiksiramo
dualnu varijablu p, na 0, dualni problem ima jedinstveno rjesenje p*,
te je pf nagkraci put od vrha i.

Dokaz:
a) Trivijalno

b) Prvo primijetimo kako (po pretpostavci) u dopustivom rjesenju stabla
svi lukovi u tom stablu moraju biti orijentirani od listova prema kori-
jenu. Razlog tome je zato Sto ukoliko je luk (7,7) u stablu orijentiran
u suprotnom smjeru, protok kroz taj luk je negativan sto je u kontra-
dikciji s dopustivoséu. Ako za neki vrh ¢ postoji put od 7 do n cija je
duljina manja od duljine puta u stablu, dopustivo rjesenje stabla nije
optimalno, jer bi se protok mogao preusmjeriti na taj put. Stoga nam
optimalno dopustivo rjesenje stabla pruza stablo s najkra¢im putovima
(stazama).

¢) Neka je dualna varijabla p = 0 te neka je (pf,...,p:) vektor dual-
nih varijabli povezanih s optimalnim dopustivim rjesenjem stabla. Za
svaki luk na stablu vrijedi p; = ¢;; + pj. Bududi su svi lukovi orijenti-
rani prema korijenu, mozemo dodati jednakosti p; = ¢;; + p; duz puta
sadrzanog u stablu, te zaklju¢imo kako je p! duljina puta od vrha ¢
do vrha n. Uocimo kako je to najkraci put, buduéi se radi o optimal-
nom dopustivom stablu. Napokon primje¢ujemo da je svako dopustivo
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rjesenje stabla nedegenerirano. To je zato sto bilo koji luk (i, j) u sta-
blu mora nositi zalihu (ulaz) na vrhu 7. Slijedi da dualni problem ima
jedinstveno rjesenje.O

4.1.1 Bellmanova jednadzba

Neka su by = ... = b,_1 = 1. Pod pretpostavkom da je p, = 0, dualni
problem je oblika
n—1
max Zpi
i=1

uz uvjet
pigcij +pja \V/(Z,])EA

Optimalno rjesenje p* dualnog problema, koje je isto kao i vektor najkracih
duljina puta, zadovoljava

p: = minkGO(i){cik +p2}7 1= 17 ceey, U — 1

gdje je p;, = 0. To je sustav od n — 1 nelinearnih jednadzbi sa n — 1 nepoz-
nanica, poznatijih kao Bellmanova jednadzba.

Pretpostavimo da trazimo putove koji kre¢u iz vrha ¢ do vrha n, ali uz
ogranic¢enje da put zapocinje s lukom (i, k). Tada je najbolje sto mozemo
uciniti, pronaci najkra¢i put od vrha k£ do vrha n ukupne duljine c; + pj.
Cilj ove jednadzbe je posti¢i optimalnost. Ako postoji najkraéi put od i do
n koji prolazi kroz vrh k, tada je i dio puta od k do n najkraci put.

Postoje mnogi nacini za izracun Bellmanove jednadzbe. To se moze uciniti di-
rektnim rjesavanjem jednadzbe, ali ona daje nekoliko rjesenja od kojih samo
jedno daje duljinu najkrac¢eg puta. Iz tog razloga za rjesavanje ove jednadzbe
koristit ¢emo Bellman-Ford algoritam.

4.1.2 Bellman-Ford algoritam

Bellman-Ford algoritam je algoritam koji se koristi pri rjeSavanju problema
najkraceg puta, od pocetnog vrha do svih ostalih vrhova u tezinskom grafu. U
usporedbi s Dijkstrinim algoritmom, tezinske vrijednosti lukova mogu imati
negativne vrijednosti. Ako graf sadrzi negativni ciklus koji je dostupan iz
izvora, tada algoritam ne moze rijesiti problem najkraceg puta.

Pretpostavimo da vrh n nema izlazne lukove. Neka p; predstavlja duljinu
najkrac¢eg puta od vrha ¢ do vrha n koja koristi najvise ¢ lukova. Ukoliko
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takva Setnja ne postoji, onda je p;(t) = oo. Neka je p,(t) = 0,Vt i p;(0) =
00, Vi # n. Primijetimo kako je p;(t + 1) < p;(t),Vi,t. Razlog tome je $to
povec¢avanjem t, postoji sve vise putova koji se mogu izabrati. Najkraéi put
od vrha ¢ do vrha n koji se sastoji od najvise ¢t + 1 lukova, sadrzi pocetni luk
(1, k) i etnju od vrha k do vrha n koja se sastoji od najvise ¢ lukova. Setnja
mora biti Sto kraca, te duljina te Setnje iznosi py(t). Buduéi bi vrh k trebao
biti odabran na Sto profitabilniji na¢in imamo

pi(t) = minkeO(i){Cik +pW)}i=1,...,n—1

te je ovom jednadzbom definiran Bellman-Ford algoritam.
Sada ¢emo navesti u kojim slucajevima zavrsava navedeni algoritam:

1. Ako pretpostavimo da ne postoje ciklusi negativne duljine. Tada pos-
toji najkraca Setnja, koja je takoder i najkraéi put te ima najvise n — 1
lukova. Vrijedi da je p;(n — 1) = pf. Ukoliko dopustimo Setnju koja
ima n ili vise lukova, ukupna duljina se ne moze smanjiti, te vrijedi
pi(n) = pi(n — 1) za sve vrhove.

2. Ako pretpostavimo da postoje ciklusi negativne duljine. Takoder pret-
postavimo i da vrijedi p(n) = p(n — 1). To povlad da je p(t) =
p(n),Vt > n te je duljina svake Setnje ogranicena odozdo. Uz prisut-
nost ciklusa negativne duljine, postoje Setnje ¢ija duljina tezi u —oo.
To je kontradikcija, sto dokazuje da je p(n) # p(n — 1).

Usporedbom ova dva slucaja, vidimo kako nije potrebno vise od n iteracija.
Ako je p(n) = p(n — 1), tada p(n) vektor duljine najkraceg puta. Ako je
p(n) # p(n — 1) tada postoji ciklus negativne duljine.
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Primjer 4.1. U ovom primjeru trazimo najkracu udaljenost od vrha A do
svih ostalth vrhova u grafu.

U pocetku postavimo vrijednost u A na 0, dok sve preostale vrijednost:
postavimo na oo. U prvom koraku trazimo putove sa jednim bridom, zatim u
tducem koraku putove sa dva brida, itd. U svakom sljedecem koraku prolazi
se kroz svaki ¢vor i aZurira tablica najkraceg puta. S obzirom da nas graf
ima 5 vrhova, algoritam zavrsava nakon 4 koraka. Rjesenje ovog primjera
mozemo vidjeti u sljedecoj tablici:

A|B|C|D|E
O‘OO‘OO‘OO‘OO
0| -1| 4 |oc0]| o0
0|-1| 2| 1] 1
0|-1| 2|-2]| 1
0|-1| 2 |-2]| 1

Kako su p(4) = p(3), zakljucujemo da je p(4) vektor duljine najkraceg puta.

4.1.3 Algoritam ispravljanja oznaka

Metoda ispravljanja oznaka jedan je od nacina trazenja najkraceg puta. Vrlo
je slican Bellman-Ford algoritmu. Ideja koja stoji iza ove metode je odrzati
na svakom vrhu j oznaku p;, koja je jednaka duljini do sada otkrivene naj-
krace Setnje od vrha j do vrha n. S obzirom na postojecu Setnju od j do
n duljine p;, postoji Setnja od ¢ do n duljine ¢;; + p;. Svaki put kada se p;

14



premjesti prema dolje, takoder revidiramo prema dolje oznake svih vrhova ¢
koji imaju izlazni luk prema vrhu j. Algoritam odrzava listu S svih vrhova
¢ije su oznake revidirane prema dolje, te revizija jos nije prosirena na njihove
prethodnike.

Sada ¢emo taj algoritam zapisati formalno:

Algoritam s ispravljanjem oznaka:
Algoritam je inicijaliziran sa S = {n},p, = 0,p; = 00, Vi # n.

1. Ukloni vrh j iz S.

2. Za svaki vrh i # n takav da je (4, 7) luk, ucini sljedece:
Neka je p; = min{p;,c;; + p;}. Ako je nova vrijednost od p; manja,
dodaj vrh 7 u S.

3. Ako je skup S prazan, algoritam zavrSava. Inace se vrati na korak 1.

Oznaka vrha uvijek je jednaka duljini neke Setnje do vrha n. U slucaju kada
put jos nije otkriven, oznaka je onda beskonacno.

Sljedeéi teorem govori o uvjetima zaustavljanja prethodno navedenog algo-
ritma.

Teorem 4.2. Pretpostavimo da postoji put od svakog vrha do vrha n, te da
svi ciklust imaju nenegativnu duljinu. Tada algoritam ispravljanja oznaka
konacno zavrsava s oznakom p; svakog vrha koja je jednaka duljini najkraceg

puta p;.

Dokaz: Pretpostavimo da je 11,19, ...,% = n najkraéi put od nekog vrha
11 do vrha n. 1z definicije algoritma, vrijedi p, = 0 = p} u svakom trenutku.
U prvom koraku algoritma vrijedi S = {n}, ispitani su prethodnici od n, te
stavljamo p;,_, = ¢;,_,, Sto je jednako p;, . Ovo vrijedi zato §to je posljednji
luk u najkracem putu sam po sebi ve¢ najkraci put. Sada razmotrimo srednji
vrh ix u putu, te pretpostavimo kako je konacna oznaka p;, jednaka pj .
Kako je p;, u pocetku bio beskonacan, njegova oznaka se promijenila barem
jednom. Posljednji put kada se p;, promijenio i postavljen je na p; , vrh
i je usao u skup S. Kada u nekom sljede¢em koraku iy izade iz skupa
S, postavljamo p;,_, na min{p;,_,, ¢, i, + p;‘k}. Ta vrijednost je manja ili
jednaka od ¢;,_ i, +pj, = p; . Sadruge strane, p;, _, predstavlja duljinu neke
setnje, te ona ne moze biti manja od p; . Time je dokazano da je p;, = p;,
za svaki k. O

15



4.1.4 Dijkstrin algoritam

Dijkstrin algoritam je algoritam koji se koristi za rjeSavanje problema naj-
kraceg puta u grafu c¢ije vrijednosti duljine lukova imaju nenegativne vri-
jednosti. Ideja ovog algoritma je identificirati vrhove po redoslijedu odgova-
rajuc¢ih najkrac¢ih duljina puta, pocevsi od najkrace.

S ¢;; oznacavat ¢emo cijenu protoka duz usmjerenog luka (i, j), te ¢;; je de-
finiran za svaki par (i, j) razlic¢itih vrhova, a moze i poprimiti vrijednost oo
za neke parove.

U sljede¢em teoremu pokazat ¢emo kako pronalazimo najkrac¢i put za neki
el I

Teorem 4.3. Pretpostavimo da je c¢;; > 0,Yi,j. Neka je | # n takav da
vrijeds
Ci. = TV 20 Ciys
Tada: p? = Cin szk < p]:avk 7é n.
Dokaz: Bilo koji put do vrha n ima luk (i,n) ¢ija duljina ¢;, iznosi ba-
rem cp,. Prema tome, p; > ¢, Vk # n. Za vrh [ takoder vrijedi p; < cp.

Zakljucujemo kako je pf = ¢, < pi,Vk #n. O

Dwyjkstrin algoritam:

1. Pronadi vrh [ # n takav da je ¢, < ¢, za svaki ¢ # n. Postavi pj = ¢,

2. Za svaki vrh i # [, n, postavi
G = TN, Ciny Gt ¥ Cin}

3. Ukloni vrh [ iz grafa te ponovi iste korake.

Primjenu ovog algoritma pokazimo na sljede¢em primjeru.
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Primjer 4.2. U ovom primjeru trazimo najkraci put od danog vrha do svih
ostalih vrhova. Za pocetni vrh uzet ¢emo vrh F.

Na pocetku postavimo vrijednost u F na 0, a sve preostale vrijednosti posta-
vimo na o0o. Prvo gledamo koji su susjedni vrhovi vrha F. Vidimo kako su to
vrhovi G @ E. Udaljenost od F do G iznosi 3, a udaljenost od F do E iznosi
2. Biramo F — E jer ima manju duljinu. Zatim kao sljedecu mogucnost
uzimamo F' — G jer je to i jedina mogucnost.

Sada kao sljedece mogucnosti imamo G — A, tj. put F — G — A duljine 6
1 G— C, tj. put F— G — C duljine 5. Odabiremo G — C.

Zatim imamo moguénosti G — A duljine 6, C — A duljine 71 C — D
duljine 8. Odabiremo G — A.

Kao sljedec¢e mogucnosti imamo A — B duljine 12, C' — A duljine 7, A — D
duljine 7, te C' — D duljine 8. Odabiremo A — D.

Na kraju nam jos jedino preostaje A — B c¢ija duljina iznosi 12.

Na iducoj slicc moZemo wvidjeti najkrace putove od vrha F do preostalih vr-
hova.
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4.2 Problem najveceg protoka

Neka je G = (IV, A) usmjereni graf, te neka u;; € [0,00 > predstavlja kapaci-
tet usmjerenog brida za svaki brid (i, j) € A. Neka su s it izvor i ponor grafa.
Cilj ovog problema je pronaci najveéi moguci protok koji moze biti poslan
kroz mrezu, od s do t. Problem najveéeg protoka moze se modelirati kao
problem mreznog protoka. Vrhovi predstavljaju izvor, ponor, spojna mjesta,
dok lukovi (bridovi) predstavljaju kanale kroz koje se prevozi materijal.
Sljedeca definicija govori o putovima kroz koje se moze progurati (staviti)
dodatni protok.

Definicija 4.1. Neka je f vektor dopustivog protoka. Povecavajuci put je put
od s do t takav da je fi; < w; za sve lukove od naprijed, te fi; > 0 za sve
lukove od nazad na putu (stazi).

Ako s P ozna¢imo povecavajuéi put, tada s d(P) oznacavamo koli¢inu
protoka koji se moze dodati (staviti, pogurati) kroz P:

gdje F'i B predstavljaju skupove izlaznih i ulaznih lukova (tj. lukova od na-
prijed, te lukova od nazad) u P. Ako svi lukovi na putu imaju neogranicen
kapacitet, tada nema ogranic¢enja iznosa protoka i d(P) = oc.

Sada uvodimo algoritam kojeg ¢emo koristiti za problem najveceg protoka.

18



Radi se o Ford-Fulkerson algoritmu kojeg su 1956. godine otkrili Ford i Ful-
kerson. Ideja ovog algoritma je da sve dok postoji put od izvora do ponora, s
raspolozivim kapacitetom na svim rubovima staze, saljemo protok duz jedne
staze. Zatim pronademo drugi put, i tako nastavljamo dalje. Algoritam
zavrSava onda kada vise ne mozemo pronadi put koji poboljsava protok.

Ford-Fulkerson algoritam:
1. Zapoé¢ni s dopustivim protokom f.
2. Pronadi povecavajuéi put.
3. Ako ne postoji povecavajuci put, algoritam zavrsava.
4. Ako postoji povecavajuéi put P, onda:

a) Ako je 0(P) < oo, posalji §(P) jedinica protoka kroz P, zatim se
vrati na korak 2.

b) Ako je §(P) = oo, algoritam zavrsava.

U sljede¢em teoremu navest ¢emo svojstva koja uvjetuju zavrsavanje pret-
hodnog algoritma.

Teorem 4.4. Pretpostavimo da su kapaciteti lukova u,; cjelobrojne ili be-
skonacne wrijednosti, te da je Ford-Fulkerson algoritam inicijaliziran cje-
lobrojnim vektorom protoka. Tada, wvarijable protoka lukova ostaju cjelo-
brojne kroz cijeli algoritam i ako je optimalna vrijednost konacna, algoritam
zavrsava nakon konacno mnogo koraka.

Dokaz: Ako imamo cjelobrojni dopustivi protok i ako su svi kapaciteti
lukova cjelobrojni ili beskonaé¢ni, onda je i §(P) cjelobrojan ili beskonacan.
Svaka iteracija algoritma povecava vrijednost protoka za barem 1. Iz tog
razloga se vrijednost protoka pove¢ava do beskonacnosti ili algoritam mora
zavrsiti. O

Primjer 4.3. U ovom primjeru trazimo maksimalan protok kroz mreZu pri-
mjenom Ford- Fulkerson algoritma. Zelimo odrediti maksimalan protok izmedu
vrhova A 1 F.
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Trazimo stazu od A do F kojom moZemo poslati pozitivan protok. Gledamo
stazu A — C — E — F. Maksimalan protok koji moZemo poslati duz
ove staze je k=3. Sljedeca staza kojom mozZemo poslati pozitivan protok je
A — C — F. Maksimalan protok koji saljemo duz ove staze je k=2. Zatim
imamo stazu A — B — D — F, kojom Saljemo maksimalan protok k=3.
Sljedeca staza kojom mozZemo poslati pozitivan protok je A - B — D —
E — F. Maksimalan protok koji mozZemo poslati duz ove staze je k=1.
Vidimo kako vise ne postoji staza na dobivenoj mrezi koja dopusta pozitivan
protok. Maksimalna kolicina materijala koja se mozZe poslati do vrha A do
vrha F iznosi 9.

4.2.1 Povecavajuéi put

Trazenje povecavajuéeg puta u mrezi jednostavno mozemo odrediti pomoéu
metode oznacavanja. Pretpostavimo da je f dopustiv protok. Razmotrimo
put od izvora s do nekog vrha £, takav da vrijedi f;; < w;; za sve lukove
prema naprijed na putu, te f;; > 0 za sve lukove prema nazad na tom putu.
Za takav put kazemo da je nezasiceni.

Za neki vrh ¢ ¢emo reci da je oznacen ako smo utvrdili kako postoji nezasic¢eni
put od s do ¢. Sada ¢emo navesti algoritam za oznacavanje:

Algoritam za oznacavanje:
1. Algortiam je inicijaliziran sa I = {s}, gdje je s jedini oznaceni vrh.

2. Tteracija zapocinje skupom [ oznacenih, ali jos neispitanih vrhova. Ako
jet € I1ili I = (), algoritam zavrSava. Inace, izaberi vrh i € I za
skeniranje, i izbrisi ga iz skupa I. Treba ispitati sve lukove oblika (i, j)
ili (7,14).
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3. Ako je (i,j) € A, fi; < u;j 1 j nije oznacen, tada oznaci j i dodaj ga u
skup 1.

4. Ako (j,1) € A, f;; > 0,1 j nije oznacen, tada oznaéi j i dodaj ga u skup
&

4.3 Problem pridruzivanja i aukcijski algoritam

Problem pridruzivanja javlja se kao specijalni slucaj problema transporta. Iz
toga razloga ¢emo prvo definirati problem transporta.

Pretpostavimo da imamo m opskrbljivaca i n potrosaca. Neka s;;2=1,...,m
predstavlja koli¢inu jedinica robe koju i-ti opskrbljiva¢ moze isporuciti, dok
je dj,7 = 1,...,n kolicina jedinica koju potrazuje j-ti potrosac. Pri tome

pretpostavljamo kako je Y " s = Z?:l d;. Pretpostavimo kako trosak
transporta robe po jedinici robe od i-tog proizvodaca do j-tog potrosaca iz-
nosi ¢;;. S f;; oznacit ¢emo koli¢inu proizvoda koju transportiramo od i-tog
proizvodaca do j-tog potrosaca. Nas problem transporta svodi se na to kako
transportirati robu od proizvodaca do potrosaca po minimalnoj cijeni, tj.

m n
min E E Cijfij
i=1 j=1
uz uvjet

Zfij:dj, \V/jzl,,n
i=1

n
E fij:Si; \V/Zzl,,m
J=1

fi; =20, Vi,j.

Kao sto smo veé i spomenuli, problem pridruzivanja specijalan je slu¢aj pro-
blema transporta, gdje ima n proizvodaca i n potrosaca, te svaki proizvodac
ima jedinicu robe i svaki potrosac¢ ima jedinicu zahtjeva, pri ¢emu treba mi-
nimizirati linearnu funkciju troska. Pri tome je f;; = 1 ako je i-ti proizvodac

pridruzen j-tom potrosacu, a f;; = 0 u suprotnom. Dakle, problem pri-
druzivanja je
n n
mind > ciili
i=1 j=1
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uz uvjet

> f=1, f=L...n
i=1

ifijzl) izl,...,n
7=1

Fs 20, Wi,

Broj proizvodaca jednak je broju potrosaca. Moze se pokazati da uvijek pos-
toji optimalno rjesenje u kojem je svaki f;; jednak ili 1 ili 0.

Sada ¢emo gledati dualni problem problema pridruzivanja. Povezujemo du-
alnu varijablu r; sa svakim ogranicenjem 2?21 fi; = 1, te dualnu varijablu
p; sa svakim ogranicenjem » " | f;; = 1. Tada dualni problem pocetnog pro-
blema ima sljede¢i oblik

n

max Z T + ij
j=1

i=1
uz uvjet

T; +pj S Cij; Vz,j
[z dualnih ogranicenja vidi se da jednom kada su vrijednosti py, . . ., p, odredene,

> i, 7 je maksimizirana ako svaki r; postavimo na najveéu vrijednost koja

je dopustena uz uvjet r; + p; < ¢, tj.
;= minjzl’m’n{cij = pj} (41)

To vodi do sljedeceg ekvivalentnog dualnog problema:
mazx ij - Z min;{ci; — p;} (4.2)
j=1 i=1

Sada ¢emo razmotriti komplementarne uvjete (”complementary slackness
conditions”, tj. uvjete oslabljene komplementarnosti) za problem
pridruzivanja:

a) protok mora biti o¢uvan
b) ako je f;; > 0, tada je r; + p; = ¢;5.
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Koristenjem jednadzbe 4.1 za eliminaciju r;, drugi komplementarni uvjet ek-
vivalentan je sljedecem uvjetu

ako je fi; > 0, onda je p; — ¢;; = —r; = maxi{px — cix}-

Uzmimo jednu interpretaciju problema pridruzivanja, kao da postoji n osoba
i n projekata, te da treba svakom pojedinom projektu pridruziti razli¢itu
osobu za minimiziranje linearne funkcije troska. Tada prethodni uvjet znaci
da bi svaka osoba trebala biti pridruzena projektu koji je najvise profitabilan

(jer razlika py — c;x predstavlja profit (zaradu) osobe i koja provodi projekt

4.3.1 Naivni aukcijski algoritam

Aukcijski algoritam koristi se pri rjesavanju problema pridruzivanja. Koristi
se u poslovnom okruzenju za odredivanje najboljih cijena niza proizvoda koji
su ponudeni za vise kupaca. Radi se o iterativnom postupku u kojem se ge-
nerira niz optimalnih cijena i pridruzivanja. Takoder, komplementarni uvjet
p; — ¢ij = —r; = max{py — cix} vrijedi za sve parove (7, j) iz pridruzivanja.

Naivni aukcijski algoritam:

1. Neka je pq, ..., pn, dani skup cijena za razlicite projekte, te neka su osobe
djelomi¢no pridruzene objektima. Svaka osoba koja nije dodijeljena
projektu trazi najbolji projekt koji maksimizira profit p,c;;. Osoba
licitira za taj projekt, pri ¢emu prihvaca nizu cijenu. Cijena se spusta
za razliku izmedu profita najboljeg projekta i profita drugog najboljeg
projekta.

2. U ovoj fazi svaki projekt dodjeljuje se ponudacu s najmanjom ponudom
(ako postoji). Nova cijena svakog projekta postavlja se na vrijednost
najnize ponude. Osoba koja je bila dodijeljena nekom projektu na
pocetku, sada postaje nedodijeljena.

Nazalost, ovaj algoritam se ne moze primijeniti uvijek. To ¢emo vidjeti na
sljede¢em primjeru.
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Primjer 4.4. Pretpostavimo da imamo tri osobe i tri projekta. Neka su
troskovt za prva dva projekta jednaki nula za svaku osobu i, tj. c;; = 0,
cio=0,Ve=1,2,3, a za treéi projekt je c;3 = 1, Vi.

U ovom slucaju problem pridruzivanja ima oblik

3 3

minimazirati E E cijfij = ci3fiz + ca3 fos + c33f33,
=l gl

uz uvjete
3
Zfijzla j:17273a
i=1

3
Zfijzla i:172737
=1

fi; >0, Vi,j=1,23.

Neka su svi p; jednaki 1, osoba 1 dodijeljena je projektu 1, osoba 2 projektu
21 osoba 3 projektu 3.

Osoba 3 racuna koliki profit imaju preostala dva projekta. Za prvi i drugi
projekt profit iznost 1 —0 =1, a za trecr 1 — 1 = 0. Kako su profiti za pruvi 1
drugi projekt jednaki, osoba 3 licitira za drugi projekt, te je pridruZena tom
projektu. U sljedecem koraku, osoba 2 koja sada nema dodijeljen projekt,
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racuna profit na isti nacin kao i osoba 3. Dobivene su iste vrijednosti, te
se osoba 2 odlucuje licitirati za projekt 2. Cijena je opet mepromijenjena.
Algoritam zavrsava s istim vrijednostima koje su bile © na pocetku.

Ovo je primjer kada naivni aukcijski algoritam nije primjenjiv. Medutim,
pokazat ¢emo da uz neke korekcije algoritam funkcionira.

4.3.2 Aukcijski algoritam

Kao sto je veé¢ i spomenuto u prethodnom naslovu, uz dodatne modifikacije
naivni aukcijski algoritam funkcionira. Iz tog razloga, fiksiramo pozitivan
broj e.

Sada je licitacija (ponuda) za neki projekt manja za taj €, od one koja bi bila
da smo zeljeli da projekt ostane najbolji. Uoc¢imo kako licitacija smanjuje
cijenu projekta ispod razine na kojoj bi taj projekt bio profitabilniji. Iz tog
razloga, osobe opcenito nece biti dodijeljene najprofitabilnijem projektu.
Komplementarni uvjet u ovom sluc¢aju definiran je na sljedeéi nacin.

Definicija 4.2. Razmotrimo skup cijena p; 1 djelomicno pridruzivanje u ko-
jem je svaka pridruzena osoba i € S pridruzena projektu j;. Kazemo da uvjet
e-komplementarnosti vrijedi ako je

Pj; — Cij; > mazp{pr —cu} —€, Vi€ES.

7

Aukcigski algoritam:

1. Iteracija zapocinje skupom cijena py, ..., p, za razlicite projekte, sku-
pom S u kojem se nalaze pridruzene osobe, te projektom j; koji je
pridruzen svakoj osobi ¢ € S, pa je fi;, = 1 zai € S. (Na pocetku
algoritma je skup S prazan).

2. Svaka nepridruzena osoba i ¢ S pronalazi najbolji projekt k; tako sto
maksimizira profit p,—cg, za svaki k. Neka k; predstavlja drugi najbolji
projekt za kojeg je

Py — Cipl 2 Dk — Ciky  VEF K

Neka je Ag, = (pk, — Cix;) — (Pk; — € )

/
%

Osoba ¢ licitira px, — Ay, — € za projekt ¢.
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3. Svaki projekt za koji postoji najmanje jedna licitacija dodjeljuje se
ponudacu s najnizom cijenom; stari nositelj projekta (ako postoji) pos-
taje nedodijeljen. Nova cijena p; svakog pojedinog projekta koji je
primio barem jednu ponudu postavlja se na vrijednost najnize ponude.

Moze se pokazati da ovaj aukcijski algoritam zavrsava nakon konaéno mnogo
koraka.

Teorem 4.5. Aukcijski algoritam zavrsava nakon konacno mnogo koraka s
dopustivim pridruzivanjem.

Dokaz: Dokaz ovog teorema zasniva se na sljede¢im zapazanjima:

a) Jednom kada je dobivena licitacija (ponuda) za projekt, on je dodijeljen
nekoj osobi. Jednom kada je taj projekt dodijeljen, on kasnije moze biti
dodijeljen nekoj drugoj osobi, ali nikada nece biti nedodijeljen. Ako su
dobivene licitacije za sve projekte, svi projekti su dodijeljeni, a samim
time su i sve osobe dodijeljene (pridruzene).

b) Ako su sve osobe dodijeljene, vise nema licitacija (ponuda) i algoritam
zavrsava.

c) Ako algoritam ne zavrsava, onda neki projekt nikada nije dodijeljen.
Takav projekt nikad nije bio licitiran, te je njegova cijena fiksirana na
pocetnu vrijednost.

d) Ako algoritam ne zavrsava, neki projekti zaprimaju beskona¢no mnogo
licitacija. Bududi da svaka uzastopna ponuda snizava cijenu za najma-
nje €, cijena takvog projekta pada na —oo.

Koristedi ¢) i d), moze se zakljuciti da projekt koji nikada nije bio licitiran
mora postati profitabilniji od bilo kojeg projekta za kojeg je zaprimljeno be-
skonacno mnogo licitacija. Sa druge strane, vrijedi i suprotna tvrdnja. A to
je kontradikcija, te utvrdujemo kako ¢e svaki projekt na kraju biti licitiran
(tj. primiti ponudu). Koristedi a) i b), algoritam mora konacno zavrsiti, kada
su svim osobama dodijeljeni projekti. O

Zavrsetkom aukcijskog teorema dobili smo pridruzivanje koje zadovoljava

e-komplementarnost, ali se pitamo je li to pridruzivanje optimalno. Odgovor
na to pitanje daje velicina e. Moze se pokazati da ako je € proizvoljno mali,
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aukcijski algoritam ima optimalno rjesenje.
Idu¢i teorem nam govori da kada je € < %, a svi ¢;; su cjelobrojne vrijednosti,
pridruzivanje koje je dobiveno zavrsetkom aukcijskog algoritma je optimalno.

Teorem 4.6. Ako su koeficijenti troska c;; cijeli brojevi i ako vrijedi
1
0<e< —,
n
onda aukcijski algoritam zavrsava s optimalnim rjesenjem.
Dokaz: Neka j; predstavlja projekt pridruzen osobi ¢ u trenutku zavrsetka
algoritma. Koristec¢i e-komplementarnost imamo

Sumiranjem nejednakosti po svim 7, te preslagivanjem dobivamo

n

Zciji = Z(sz- — maz;{p; — cij}) + ne = Z(pji +ming{ci; — p;}) + ne.
=1

i=1 i i=1
Sada neka je z trosak optimalnog pridruzivanja. Vidimo kako je suma na
desnoj strani nejednakosti jednaka dualnom obliku problema

max ij + Z min;{ci; — p;},
=1 i

pa prema slaboj dualnosti slijedi da je ogranicena odozgo sa optimalnim
troskom z. To implicira da je

n

Zciji <z+ne<z+ 1.
i=1

S druge strane, prema definiciji od z vrijedi da je

n

Z Cljz 2 <

i=1
Kako su z i ¢;j, cijeli brojevi, zaklju¢ujemo da je

n

E ciji =z,

i=1

te vrijedi optimalnost.O
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Primjer 4.5. U ovom primjeru primijenit cemo aukcijski algoritam na pro-
blem kojeg smo veé¢ razmatrali uw primjeru 4.4. Pretpostavimo da su osobe 1
1 2 dodijeljene redom projektima 1 ¢ 2, te da su sve pocetne cijene jednake 1.
Osoba 3 licitira za projekt 2, te smanjuje njegovu cijenu na 1 — €. Osoba 2
postaje nedodijeljena, te izracunava dobit za razlicite projekte; te vrijednosti
su redom jednake: 1 —0=1,(1—€)—0=1—¢1-1=0.

Vidimo kako je projekt 1 najprofitabilniji. Njegove cijene treba sniziti tako
da mu profit postane jednak dobiti drugog najboljeg projekta, umanjen za e.
Stoga, ponuda iznosi 1 — 2e.

U iducoj iteraciji, osoba 1, koja je nedodijeljena, licitira za projekt 2 i sma-
njuje njegovu vrijednost na 1 — 3e. Pri svakoj iteraciji projekti 1 1 2 imaju
cijene koje su unutar € jedna od druge. Nedodijeljena osoba uvijek licitira za
onaj projekt koji ima vecu cijenu i snizava joj cijenu za 2¢. Nakon odredenog
broja ponavljanja, cijene projekata 1 v 2 postaju negativne. U tom trenutku,
projekt 3 konacno postaje profitabilan, dobiva ponudu, postaje dodijeljen, te
algoritam zavrsava.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu razmatrani su neki slucajevi problema mreznog
protoka. Na samom pocetku definiran je opéenito problem mreznog pro-
toka. U glavnom dijelu rada definirani su problem najkra¢eg puta, problem
najveceg protoka, te problem pridruzivanja. Takoder, detaljno su objasnjeni
i algoritmi koji se koriste pri rjeSavanju navedenih problema mreznog protoka.

Kljuéne rijeci:
usmjereni graf, mrezni protok, problem najkraceg puta, Bellman-Ford algo-

ritam, Dijkstrin algoritam, problem najveceg protoka, Ford-Fulkerson algo-
ritam, problem pridruzivanja, aukcijski algoritam.
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Summary

In this thesis, some cases of network flow problems are considered. At the
very beginning, the problem of network flow was defined in general. The
main part of the paper defines the shortest path problem, the maximum flow
problem and the assignment problem. Also, the algorithms used in solving
the mentioned network flow problems are explained in detail.

Key words:

directed graph, network flow, shortest path problem, Bellman-Ford algo-
rithm, Dijkstra algorithm, maximum flow problem, Ford-Fulkerson algo-
rithm, assignment problem, auction algorithm.
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