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Sazetak

Tema ovog zavrsnog rada su krivulje drugog reda te njihova identifikacija pomocéu kvadratnih
formi. Za svaku osnovnu krivulju drugog reda dana je definicija te osnovna svojstva. Glavni
dio ovog zavrsnog rada je identifikacija osnovnih krivulja (elipse, hiperbole i parabole) i ta]
dio je poprac¢en primjerima s detaljnim rjeSenjima i grafickim prikazima. Graficki prikazi
su dobiveni u programu dinamic¢ne geometrije GeoGebra. Na kraju rada dani su i primjeri

specijalnih sluc¢ajeva koji se mogu dobiti identifikacijom krivulja.

Kljucne rijeci

kruznica, elipsa, hiperbola, parabola, krivulja drugog reda

Identification of second-order curves

Summary

The topic of this final paper is second-order curves and their identification using square
forms. For each basic second-order curve, a definition and basic properties are given. The
main part of this final paper is the identification of the basic curves (ellipses, hyperbolas and
parabolas) and is accompanied by examples with detailed solutions and graphical represen-
tations. Graphical representations obtained in the program of dynamic geometry GeoGebra.
At the end of the paper, examples of special cases that can be obtained by identifying curves

are also given.
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Uvod

Krivulje drugog reda se drugacije nazivaju i konike. Pod krivulje drugog reda ubrajaju se
kruznica, elipsa, hiperbola i parabola.

Ovaj rad je podijeljen na 4 poglavlja.

U prvom poglavlju definiran je sam pojam krivulja drugog reda te su dane definicije
kruznice, elipse, hiperbole i parabole. Pored samih definicija navedene su i njihove jednadzbe
te neki dodatni pojmovi vezani uz njih.

U drugom poglavlju su dane definicije osnovnih pojmova te tvrdnje potrebne za sam
postupak identifikacije krivulja drugog reda. Takoder je u drugom poglavlju opisan i sam
postupak identifikacije.

Trece poglavlje donosi po jedan detaljno numericki raspisan i graficki potkrijepljen primjer
identifikacije za svaku osnovnu krivulju drugog reda.

éetvrto, ujedno i zadnje poglavlje donosi specijalne sluc¢ajeve koji mogu nastati identifi-
kacijom krivulja drugog reda.



1 Osnovno o krivuljama drugog reda

U ovom poglavlju iskazat ¢emo definicije kruznice, elipse, hiperbole i parabole. Takoder
¢emo navesti njihove jednadzbe i objasniti temeljne pojmove vezane uz navedene krivulje

drugog reda. Definicije krivulja preuzete su iz [1].

1.1 KruZnica

Definicija kruznice

Definicija 1. Kruznica je skup svih tocaka ravnine koje su jednako udaljene od jedne fiksne

tocke ravnine.

Zadanu fiksnu toc¢ku zovemo srediste kruZnice i1 oznac¢avamo sa S.
Udaljenost od sredista kruznice do bilo koje tocke na kruznici nazivamo polumjer kruznice

1 oznacavamo ga s 7.

Jednadzba kruznice

Neka je k(S,r) kruznica sa srediStem u S i polumjerom r. Neka srediste kruznice ima
koordinate S = (p, ¢), a koordinate proizvoljne toc¢ke na toj kruznici su T' = (z,y).
Za svaku tocku T koja se nalazi na kruznici vrijedi d(S,T) = r, tj. svaka tocka T je od

sredista kruznice S jednako udaljena i ta udaljenost je jednaka polumjeru kruznice r.

Slika 1: Kruznica

Kao sto mozemo vidjeti i iz 1.1, jednadzba kruznice u opéem obliku glasi:
(z—p)*+(y—q*=r"

U slucaju kad je S = (0,0), tj. srediste kruznice je u ishodistu koordinatnog sustava,
jednadzba kruznice je
24yt =12

i takva kruznica se naziva centralna ili sredisnja kruznica.



1.2 Elipsa
Definicija elipse

Definicija 2. Neka su Fy i Fy dvije razlicite c¢uvrste tocke ravnine M i neka je d(Fy, Fy) = 2e,
te neka je a > 0 zadani realan broj takav da vrijedi a > e. Elipsa je skup svih tocaka ravnine

za koje je zbroj udaljenosti od tocaka Fy i Fy konstantan i jednak 2a.

Krace zapisano, radi se o skupu tocaka F definiranim sa
E={TeM:dF,,T)+d(F,,T) =2a}.

Cvrste tocke F} i F; nazivamo zaristima ili fokusima elipse.

Poloviste O duzine F} F, nazivamo srediste ili centar elipse.

Nadalje, udaljenost d(O, F}) = d(O, F;) = e zovemo linearni ekscentricitet elipse.
Tocke A, B, C'i D sa slike 1.2 nazivamo tjemenima elipse.

Duzinu AB nazivamo glavna os elipse, a duzinu C'D nazivamo sporedna os elipse.
Duzine AO i OB nazivamo glavne poluosi elipse.

Duzine CO i OD nazivamo sporedne poluosi elipse.
Vrijedi: |AO| =|0OB|=ai |CO|=|0OD|=b.

Slika 2: Elipsa

Jednadzba elipse

Kanonska ili sredisnja jednadzba elipse, to jest jednadzba elipse sa sredistem u ishodistu

koordinatnog sustava dana je s
2 2
? v
az b2

Jednadzba translatirane elipse sa sredistem u toc¢ki O = (p, q) glasi:

(@-p® -9

a? b2




1.3 Hiperbola
Definicija hiperbole

Definicija 3. Neka su Fy i Fy dvije razlicite cuvrste tocke u ravnini i neka je d(Fy, Fy) = 2e.
Hiperbolom zovemo skup svih tocaka ravnine kojima je apsolutna vrijednost razlike udaljenosti

od tih tocaka konstantna i jednaka 2a, gdje je 0 < a < e.

Krace zapisano, radi se o skupu toc¢aka H definiranim sa
H={TeM:|dT,F)—dT,F,)| =2a}.

Cvrste tocke F} i F5 nazivamo zaristima ili fokusima hiperbole.

Poloviste O duzine Fy F, nazivamo srediste hiperbole.

Nadalje, udaljenost d(O, F}) = d(O, F;) = e zovemo linearni ekscentricitet hiperbole.
Tocke A i B nazivamo tjemenima ili vrhovima hiperbole.

Toc¢ke C'i1 D nazivamo imaginarnim vrhovima hiperbole.

Duzinu AB nazivamo glavna ili realna os hiperbole

Duzinu CD nazivamo sporedna ili imaginarna os hiperbole.

Duzine AO i OB nazivamo realne poluosi hiperbole.

Duzine CO i OD nazivamo imaginarne poluosi hiperbole.

Vrijedi: |AO| =|0OB| =ai |CO|=|0OD|=b.

Pravce y; i y» nazivamo asimptotama hiperbole.

Slika 3: Hiperbola



Jednadzba hiperbole

Kanonska ili sredisnja jednadzba hiperbole, to jest jednadzba hiperbole sa sredistem u isho-
distu koordinatnog sustava dana je s

Jednadzba translatirane hiperbole sa srediStem u toc¢ki O = (p, q) glasi:
(z—p)? (y—9q? _

= 72 1.

1.4 Parabola

Definicija parabole

Definicija 4. Neka je d bilo koji pravac u ravnini i F tocka te ravnine M koja ne leZi na
praveu d. Skup svih tocaka ravnine za koje je udaljenost od pravca d jednaka udaljenosti od

tocke F' zovemo parabolom.
Dakle, radi se o skupu toc¢aka P definiranim sa
P={T e M:dT,d)=d(T,F)}.

Pravac d nazivamo direktrisa ili ravnalica parabole, a tocku F' fokus ili zariste parabole.
Ako s N oznac¢imo noziste okomice iz fokusa F' na direktrisu, onda je poloviste duzine

NF tocka A koju nazivamo tjeme parabole.

Slika 4: Parabola

Iz slike 1.4 vidimo da vrijedi: d(T,d) = d(T, F).



Jednadzba parabole

Sredisnja ili tjemena jednadzba parabole, to jest jednadzba parabole sa tjemenom u ishodistu
koordinatnog sustava dana je s
y? =2px, pe RT

gdje je p poluparametar parabole. Parametar parabole (2p) je duljina tetive parabole koja

prolazi fokusom F' parabole i okomita je na os parabole te vrijedi F' = 5 0>

Jednadzba parabole translatirane za vektor a7 + bj', tj. jednadzba s tjemenom u tocki
A = (a,b) glasi:
(y —b)* = 2p(z — a).



2 Identifikacija krivulja drugog reda

Krivulje drugog reda ili konike pripadaju u jedne od prvih proucavanih krivulja, a proucavale
su se i definirale jos od starogrckih vremena. Prvi zapisi se pripisuju Menehmu, a sezu u 4.
stoljece prije Krista.

U ovom poglavlju definirat ¢emo krivulje drugog reda kao i ostale osnovne pojmove
potrebne za razumijevanje i provedbu postupka identifikacije krivulja drugog reda. Iskazat
¢emo i najvaznije tvrdnje vezane uz postupak identifikacije. Definicije i tvrdnje su preuzete
i (1], [4] 1 [3].

2.1 Opcéa teorija krivulja drugog reda
Oznacimo s X vektorski prostor Xo(M) ravnine M.

Definicija 5. Svako preslikavanje A: Xy — X nazivamo operator.

Definicija 6. Za operator A: Xq — Xy kaZemo da je linearan ako (YA, u € R) (Vx,y € X)
vrijeds

Az + py) = A(z) + pA(y).

Definicija 7. KazZemo da je kompleksni broj A € C svojstvena ili karakteristicna vrijednost
linearnog operatora A: Xg — X, ako postoji ne-nul vektor x # 0 takav da bude

Azr = Az,

pri cemu vektor x nazivamo svojstvens ili karakteristicni vektor koji pripada svojstvenoj vri-

jednosti \.
Definicija 8. KaZemo da je linearni operator A: Xg — X, simetrican ako vrijedi
Az -y =z Ay, Vz,y € X,.

Teorem 1. Ako je A: Xy — Xy simetricni linearni operator na vektorskom prostoru X, =
Xo(M), onda postoje realni brojevi A, Ay € R i ortonormirana baza (€}, €},) vektorskog pros-
tora Xy, tako da bude

Ael = \e),  Aey, = hae.

Korolar 1. Swvojstvene vrijednosti simetricnog linearnog operatora A: Xo — Xy su realne,

a odgovarajucéi svojstveni vektori medusobno okomita.

Definicija 9. KazZemo da je linearni operator U : Xy — X, ortogonalan ako je
Uz - Uy =x -y, Vz,y € X.
Definicija 10. Kvadratnu funkciju dviju varijabli ¢: R?* — R,
q(z1,12) = anﬂU% + 2a1271%2 + a22$g, aii, a1z, a2 € R

nazivamo kradratna forma dviju varijabls.



Uz definiciju kvadratne forme definiramo linearni operator A: X, — X kojemu u bazi

(e1, e2) pripada simetri¢na matrica
ai; Q12
A=
ai2 Q22
koju zovemo matrica kvadratne forme. Definirani linearni operator A je simetric¢an.
Definicija 11. KaZemo da je kvadratna forma dviju varijabli q: R?* — R,
2 4
q(z1,T2) = a117] + 2019717y + agpT5, a1, 012,09 € R
a) indefinitna, ako prima i pozitivne i negativne vrijednosti,
b) pozitivno semidefinitna, ako prima samo pozitivne vrijednosti,
c) negativno semidefinitna, ako prima samo negativne vrijednosti,

d) semidefinitna, ako prima samo pozitivne odnosno samo negativne vrijednosti,

e) pozitivno definitna, ako je pozitivno semidefinitna i ako je q(xy,x2) = 0 ekvivalentno

sa T = T9 =0,

f) negativno definitna, ako je negativno semidefinitna i ako je q(x1,x2) = 0 ekvivalentno
sa T = Ty =0,

g) definitna, ako je pozitivno ili negativno definitna.

Kriteriji za ispitivanje definitnosti kvadratne forme
Kvadratna forma q je:

a) indefinitna ako i samo ako je detA < 0,
b) pozitivno semidefinitna ako i samo ako je a;; > 0, age > 01 detA > 0,
¢) negativno semidefinitna ako i samo ako je a;; <0, asx < 01idetA >0,
d) semidefinitna ako i samo ako je pozitivno semidefinitna ili negativno semidefinitna,
e) pozitivno definitna ako i samo ako je a;; > 01 detA > 0,
f) negativno definitna ako i samo ako je aj; < 01 detA > 0,
g) definitna ako i samo ako je pozitivno ili negativno definitna.
Definicija 12. Skup svih nultocaka polinoma drugog reda dviju varijabli P: R* — R,

2 2
P(x1,x9) = aj1xy + 2a12T1T9 + a0 + a1y + asxs + ag,  aiy, @12, G2, a1, 09,09 € R

Y s . a1 Qo 54 : s :
pri cemu matrica prisutne kvadratne forme A = [a 0o | e nul-matrica nazivamo kri-
12 (22

vulja drugog reda.



Za tocku P = (x1,x9) € M kaZemo da je nultocka polinoma P ako vrijedi P(z,x2) = 0.
Skup svih nulto¢aka polinoma P oznac¢imo sa S.

Teorem 2. Neka je S C M skup definiran jednadzbom ay1x3 + 2a1971T9 + aoex3 + a1y +
asxs + ag = 0 u pravokutnom koordinatnom sustavu i neka je A matrica linearnog operatora

pridruzenog toj jednadzbi. Tada, ako je:

1. detA > 0, onda je S elipsa, kruznica ili skup koji sadrzi samo jednu tocku ili prazan

skup.
2. detA < 0, onda je S ili hiperbola ili unija dvaju ukrstenih pravaca.

3. detA = 0, onda je S ili parabola ili unija dvaju paralelnih pravaca ili jedan pravac ili

prazan skup.

Napomena 1. Dokaz prethodnog teorema se moze vidjeti u [2].
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3 Primjeri

Ovo poglavlje sadrzava po jedan rijeSeni primjer za svaku od osnovnih krivulja te je naveden
jo§ barem jedan primjer bez rjeSenja koji takoder identifikacijom daje navedenu krivulju.
Svaki primjer je popracen i pripadnim grafom.

Primjeri se mogu pronadi i u literaturi koja je navedena na kraju ovoga rada.

3.1 Elipsa

Primjer 1. Identificiraymo skup tocaka ravnine zadan jednadzbom
533% + dzx5 + 8x§ — 32x1 — 5629 +80 =0
u pravokutnom koordinatnom sustavu (O; ey, e2).

Rjesenge:
Za pocetak is¢itajmo koeficijente dane jednadzbe:

ajp = 5, a1 = 2, 99 = 8, a; = —32, a9 = —56, ag = 80.

Nadalje odredimo matricu prisutne kvadratne forme:

_|an aiz2| 5 2
A= le GQJ B [2 8] '
Kako je detA=5-8 —2-2 =40 —4 = 36 > 0 iz prethodnog teorema znamo da su moguéa
rjeSenja za ovu jednadzbu elipsa, kruznica, skup koji sadrzi samo jednu tocku ili prazan skup.
Vektor a je jednak: a = aje; + ases = —32e; — Hbes.
Nadalje racunamo trag matrice A: trA =5+ 8 = 13.

Sada imamo dovoljno podataka za trazenje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora
operatora A.
P(A) = A2 —trAX +detA = A2 — 13\ + 36
As = 13+£./(-13)2—4-1-36 _ 13+169 144 _13+V25 _13+5
2-1 2 2 2

M= =9i)= =4 ... pronasli smo svojstvene vrijednosti

Pripadni svojstveni vektori su:
v, = Ae; — Aeg = bey +2e9 — 4e; = e + 2e, 1
= Ae; — Mep = 5e; + 2e9 — 9e; = —4e; + 2es.
Kako bi smo pronasli zapis u novoj bazi u koordinatnom sustavu (Oy; €], €,) potrebno je

normirati prethodno dobivene svojstvene vektore.

lall = VTP =5 i flull = AP TE = V30 =245

vy e1 + 2ep ) _ —2e1te

el = = i al
L o] V5 2 ||U2\| V5

Nadalje,
by = a-e} = (—32e; —56¢,) (

S T I TR N
VRS v 5= V5 V5 B



2 1 (-2) 1 64 5 8
by = a-ey = (—32e; — H6e e—l——e>:—32 +(—56 =———F=—
? 2= b 2)(\/51 \/52 \/5 ks

Sada pocetna jednadzba prelazi u oblik:
MYE 4+ Aoys +412y1 =+ b2y2 +ap=0
9yt +4y; — —=y1 + —=y2 +80 =0
b f | R .
Grupiranjem i svodenjem na potpuni kvadrat dobivamo ljepsi zapis ove jednadzbe iz kojeg

mozemo iS¢itati Sto je naSe rjeSenje.

16 2
9(yf—%y1)+4<y§+ﬁyg)+8020
8 \2 64-9 1\> 4-1

- -y — 1 —Z -4 80=0
U1 ) 5 + (y2+\/5> 5 +
2 2

1 64-9 4-1

4 — ) =804+ —" 42—

- (y2+\/5) + =+

8)2 1 2
—— ) +4(p+—] =36 : 36
o 5) (? \/5> /
2

9
(1 — %)2 (v2 + )
+ =1

! 8 1
Ovo je elipsa sa sredistem u toc¢ki O; = | —, ——= | i poluosima 2 i 3.

e 1 <ﬁ \/5> ’
Na kraju trazimo polozaj nase krivulje u poc¢etnom koordinatnom sustavu (O; ey, e2).
— 8 ’ 1 ’ 8 e+ 262 1 261 + €9
00, = —€; — —€;, = — e i —— 2

v VBT B\ VB Vb Vb

— 8 1 1 —2 1 1
OOl = \/7 \/g €1 — % ( —62 — 362 = 261 + 362

Iz ovog vidimo da se sredlste (O e1, 62) nalazi u tocki O' = (2, 3).

-3 =/ -1

Slika 5: Skup svih rjesenja jednadzbe 523 + 4,75 + 872 — 32w, — 5625 + 80 =0
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Primjer 2. Identificirajmo skup tocaka ravnine zadan jednadzbom
1722 4+ 12125 + 822 4 2075z, +20 =10
u pravokutnom koordinatnom sustavu (O;eq, ez).

Rjesenge:

Analognim postupkom kao u prethodnom primjeru dobiva se da je rjesenje elipsa koja ima

-4 3
srediste u poc¢etnom koordinatnom sustavu (O; e, e3) u tocki O' = (—, — |, a poluosi su
p (O; 1, €2) Y

jednake 11 2.

3.2 Hiperbola

Primjer 3. Identificiraymo skup tocaka ravnine zadan jednadzbom
522 4+ 62129 — 323 + 621 + 225 — 1 =10

u pravokutnom koordinatnom sustavu (O; ey, es).

Rjesenje:
Matrica prisutne kvadratne forme:
5 3
A= )
5 3
Kako je detA = —24 < 0 iz prethodnog teorema znamo da su moguca rjeSenja za ovu

jednadzbu hiperbola ili unija dvaju ukrstenih pravaca.
Svojstvene vrijednosti operatora su: Ay =61 Ay = —4.

Odgovarajuéi svojstveni vektori potrebni za novu bazu su:

e = L(3@1 +e) 1 €= L(—61 + 3ez)
V10 ‘T V10
Jednadzba u novom koordinatnom sustavu glasi:
6y7 — 4y; +2V10y, —1 =0
Grupiranjem i svodenjem na potpuni kvadrat dobivamo ljepsi zapis ove jednadzbe iz kojeg

dolazimo do rjeSenja.

2
4/10 8
6(3/14—7 —4y§:§

Ovo je hiperbola sa sredistem u tocki O; = [ ———

6
Na kraju trazimo polozaj nase krivulje u po¢etnom koordinatnom sustavu (O; ey, e3).
O—>O —1 1
= —e — —¢€
1= 56— e

-1 1
Iz ovog vidimo da se srediste u (O; ey, e2) nalazi u tocki O’ = <7, —6)
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224

=8

5

Slika 6: Skup svih rjesenja jednadzbe 5x2 + 6x zy — 322 + 621 + 225 — 1 =0

Primjer 4. Identificiraymo skup tocaka ravnine zadan jednadzbom

8
x%+4x1x2—2x§—2x1+4x2——20

3
u pravokutnom koordinatnom sustavu (O;eq, ez).
Rjesenge:
Analognim postupkom kao u prethodnom primjeru dobiva se da je rjesenje hiperbola koja

1 2
ima srediste u po¢etnom koordinatnom sustavu (O; ey, e3) u tocki O' = <—§, §)

3.3 Parabola

Primjer 5. Identificirajmo skup tocaka ravnine zadan jednadzbom

25
121‘% + 12z129 + 3:5% + 6z + 1325 + T2 =0

u pravokutnom koordinatnom sustavu (O; ey, es).

Rjesenge:

Matrica prisutne kvadratne forme:
12 6
A= 2
3
Kako je detA = 0 iz prethodnog teorema znamo da su moguca rjesenja za ovu jednadzbu
parabola ili unija dvaju paralelnih pravaca ili jedan pravac ili prazan skup.

Svojstvene vrijednosti pripadnog linearnog operatora su: Ay = 151 Ay = 0.

Odgovarajuéi svojstveni vektori potrebni za novu bazu su:
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1 ) 1
g = %(261 + es) I Eg= %(—61 + 2e9)
Jednadzba u novom koordinatnom sustavu glasi:

25
1542 + 5\/53/1 + 4\/5312 + = 0
Grupiranjem i svodenjem na potpuni kvadrat dobivamo ljepsi zapis ove jednadzbe iz kojeg

dolazimo do rjesenja.

2
5
15 <y1 + %) +4V5y, =0

9
Ovo je parabola sa tjemenom u tocki O = —%, 0) :
Na kraju trazimo polozaj nase krivulje u poc¢etnom koordinatnom sustavu (O; ey, e3).
O—>O —1 1
= —e; — =€
1 3 617 g% o
Iz ovog vidimo da se srediste u (O; ey, e5) nalazi u tocki O' = (%, _6)

2

\

Slika 7: Skup svih rjeSenja jednadzbe 1222 + 12z1x9 + 323 + 621 + 1335 + f—g =0

Primjer 6. Identificirajmo skup tocaka ravnine zadan jednadzbom
922 + 24z, 75 + 1625 + 501, — 10025 +25 =0
u pravokutnom koordinatnom sustavu (O; ey, es).

Rjesenje:
Analognim postupkom kao u prethodnom primjeru dobiva se da je rjesenje parabola koja

3 4
ima tjeme u pocetnom koordinatnom sustavu (O;eq, e;) u tocki O = (g, 5)
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4 Sto jos mozemo dobiti identifikacijom?

Zadnje poglavlje ovoga rada sadrzi primjere identifikacije kad rjeSenje nije ni elipsa ni hiper-
bola ni parabola.

Primjer 7. Identificiraymo skup tocaka ravnine zadan jednadzbom
212 4 21120 + 222 + 2v/22, +4v22, +4 =0
u pravokutnom koordinatnom sustavu (O;eq, es).

Rjesenge:
To je tocka s koordinatama T = (0, —v/2).

) ) 1 o ] 2 3 4 5

31

Slika 8: Skup svih rjesenja jednadzbe 230% + 2x179 + QCL‘% + 2221 + 4229 +4 =0
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Primjer 8. Identificirajmo skup tocaka ravnine zadan jednadzbom
2 2 5
] + 41129 — 225 — 271 4 479 — 3 =0

u pravokutnom koordinatnom sustavu (O; ey, e2).

Rjesenge:

-1 2
Unija dvaju pravaca koji se sijeku u tocki T = (?, §>

2 3

Slika 9: Skup svih rjeSenja jednadzbe x7 + 4zy2y — 225 — 221 + 425 — 2 =0



i ¥y

Literatura

[1] B. PAVKOVIC, D. VELIAN, Elementarna matematika II, Skolska knjiga, Zagreb, 1995.
[2] S. KUREPA, Uvod u linearnu algebru, Skolska knjiga, Zagreb, 1982.
(3] L. CAKLOVIC’, Zbirka zadataka iz linearne algebre, Skolska knjiga, Zagreb, 1992.

[4] R. Scrtovski, D. JANKOV MASIREVIC, Linearni operatori u ravnini, dostupno na
http://www.mathos.unios.hr/geometrija/Materijali/Geo_2.pdf



