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Sazetak

U ovom radu iskazat ¢emo i dokazati Taylorov teorem te se upoznati s razvojem naj-
¢esée koristenih funkcija u Taylorov red. Prije svega podsjetit ¢emo se vaznijih definicija i
rezultata koji se spominju u samom Taylorovom teoremu i koji ¢e nam pomoéi pri kasni-
jem rjeSavanju zadataka. Na kraju ¢emo vidjeti primjene razvoja funkcija u Taylorov red u

razli¢itim prirodoslovnim granama.
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Taylorov teorem, Taylorova formula, razvoj analiticke funkcije u Taylorov red



Taylor theorem and Taylor series

Summary

In this final paper, we will state and proof Taylor theorem and consider some Taylor
series expansion of the most frequently used functions. First of all, we will mark some basic
definitions and results that are mentioned in Taylor theorem. Later, it will help us in solving
problems. Finally, we will see the applications of Taylor series expansion of functions in

different branches of science.

Keywords

analytical function, convergence, Taylor series, Maclaurin series, Taylor polynomial,

Taylor theorem, Taylor formula, development of analytical function
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Uvod

Taylor Brook, engleski matematicar, roden je u Edmontonu 18. ozujka 1685. godine, a
umro je u Londonu 29. prosinca 1731. godine. U djelu lzravna @ inverzna metoda razvoja
(engl. Methods incrementorum directa et inversa, 1715.) predstavio je svoj najvazniji re-
zultat, a to je prikaz funkcije u obliku polinoma, to jest, u obliku reda. Danas takav prikaz

nazivamo Taylorovom formulom.

Prije nego li definiramo Taylorove polinome, odnosno redove, prisjetimo se najprije sljede¢ih

pojmova.
Definicija 1. Kazemo da je funkcija f : {(a,b) — R neprekidna u tocki xo € (a,b) ako ona
ima limes u tocki xy koji je jednak f(xq), tj. ako je

lim f(z) = f(zo)-

T—xQ

Funkcija f : (a,b) — R je neprekidna na intervalu (a,b) ako je ona neprekidna u svakoj tocki

tog intervala.

Primjer 1. Pogledajmo funkciju f : R — R definiranu kao

z* — 16, ako je x < —2
flx) =< 16 — 2%, ako je v € [-2,2].
z* — 16, ako je x > 2

Znamo da su polinomi neprekidne funkcije (pogledati [1, Primjer 5.29]) i vidimo da je nasa
funkcija f neprekidna na R\{—2,2} te da bi eventualni problem mogao biti u tockama x = —2
i x = 2. Pogledajmo je li funkcija neprekidna i u tim tockama. U tim tockama je f(x) =

16 — z* pa imamo:

lim f(x) = lim 16 — 7t =16—(-2)*=16—-16=0 (1)
f(-2)=16-(-2)*=16-16=0 (2)

Vidimo da su (1) i (2) medusobno jednaki, odnosno funkcija f je neprekidna v v = —2.
Analogno se pokazZe da je funkcija f neprekidna v x = 2.

Dakle, funkcija f je neprekidna na cijelom R.
Primjer 2. Funkcija f : R — R definirana kao

—4x, ako jex <0
f(x)_{ﬁ—i—l, ako je x >0

ima prekid u tocki x = 0. Stoga ona nije neprekidna funkcija.

Definicija 2. Neka je (a,) niz realnih brojeva. Za a € R kaZemo da je gomiliste toga niza

ako se u svakoj njegovoj € okolini nalazi beskonacno mnogo clanova promatranog niza tj.

(Ve>0)(VnpeN)(IneN):n>ny=la, —a|<e=a—€e<a, <a+e.



i

Definicija 3. KazZemo da je a € R limes ili granicna vrijednost niza realnih brojeva (a)
ukoliko za svaki e > 0 postoji ng € N takav da je |a, — a| < €, za svaki n > ng. Limes niza
(ay) zapisujemo u obliku

a= lim a,.
n—oo

Vrijedi da je limes promatranog niza (a,) ujedno i njegovo gomiliste, medutim, obrat ne

mora vrijediti.

Definicija 4. Definiramo limes superior kao najvece gomiliste niza (a,) i vrijedi da ukoliko

je niz konvergentan, limes superior jednak je limesu toga niza, tj.
limsupa, = lim a,.
n—00 n—eQ

Analogno, definiramo limes inferior kao najmanje gomiliste niza (a,) i oznacavamo ga kao

liminf a,,.
n—o0

Primjer 3. Niz a, = (_i)n ima dva gomilista i to su -1 1 1. Dakle, niz nije konvergentan, a

limsup = 1
n—o0

liminf = —1.
n—oo

Definicija 5. Neka je I C R skup, funkcija f, : I — R te (fn)n niz funkcija. Red > fn

zovemo redom funkcija. Red

an(a:) = Zan(x —o)*=ag+ai(r —c) +ag(z —c)® +. .. (3)

nazivamo redom potencija oko tocke ¢ € R ukoliko za svakin € Ny vrijedi f,(z) = a,(x—c)",

pri cemu su @ a realni brojevi. Ukoliko nam je ¢ =0 dobiwvamo red
Zanx”:a0+a1x+a2x2—|—... (4)

Sa I éemo oznaciti skup svih x € R za koje ée gornja dva reda konvergirati i nazivamo ga
interval konvergencije. Primijetimo da nam je I # 0 jer za x = ¢ imamo konvergentan red
potencija ¢ija je suma jednaka ag. Pri tome se dogovorno uzima da je 0° = 1. Nadalje,

definiramo radijus konvergencije s r = sup{| x — c |: red potencija (3) konvergira}.

Ukoliko deriviramo i integriramo red (3) dobit ¢emo ponovno redove potencija i sva ta tri
reda imaju iste radijuse konvergencije. Kao i kod redova realnih brojeva i za redove potencija
postoje odredeni kriteriji konvergencije. Za odredivanje radijusa konvergencije posluzit ce

nam sljedeci teorem.

Teorem 1 (Vidjeti [4, Teorem 10.6], [1, Stranica 110.], [1, Stranica 111.]). Neka je > f, =

> an(x — )" red potencija i r njegov radijus konvergencije. Vrijedi sljedece:



il

a) (Cauchy-Hadamardova formula) Radijus konvergencije r reda (3) jednak je
1

- hnlsupn—xm ©|anv

pri cemu je r = 0 ukoliko je imsup,,_, ., /|a,| = +00 te r = 400 ukoliko je
lim sup,,_,o, V/|an| = 0.

b) (D’Alabertov kriterij u formi limesa) Neka je lim,, o |

r

Snt1
In
L-|z—c|. Ukoliko je taj limes manji od 1 tj. |x—c| < 1 red potencija (8) konvergira i

An41
Qn

| = it o0 |- |z —¢| =

njegic radijus konvergencije jednak je r = % U protivnom, ukoliko je limes veci od 1,
tj. |v—c| > 1 red potencija (3) divergira. Za L-|x—c| = 1 nema odluke o konvergenciji

reda (3).

¢) (Cauchyjev kriterij u formi limesa) Neka je lim, oo /| fn] = lim, oo ¥/|an| - |z —c| =
L |z — c|. Ukoliko je taj limes manji od 1 tj. |x — c| < 1 red potencija (3) konvergira

© njegov radijus konvergencije jednak je r = % U protivnom, ukoliko je limes veci
od 1, tj. |z —c| > 1 red potenicija (3) divergira. Za L - |z — ¢| = 1 nema odluke o

konvergenciji reda (3).

Dokaz Cauchy-Hadamardove formule moZe se pogledati u [4, Stranica 184]. Kako su
iskazi b) i ¢) analogoni iskazima za D’Almbertov, odnosno, Cauchyjev kriterij u formi limesa
za redove realnih brojeva, njihovi su dokazi analogni dokazima koji se mogu pronadi [1,
Stranica 110,111].

Za konvergenciju reda mora vrijediti nuzan uvjet koji je dan u sljede¢em teoremu.

Teorem 2 (Pogledati [1, Stranica 104.]). Neka je > a,, red realnih brojeva. Ako je red Y ap

konvergentan, onda je lim,, ., a, = 0.

Dokaz. Oznac¢imo sa s = lim,,_,, S,, pri ¢emu je S, niz parcijalnih suma reda » a,. Znamo
da limes niza ne ovisi o pomicanju indeksa za konac¢an broj mjesta. Stoga je i limy, o0 Sp—1 =

s. Sada imamo lim,,_, @, = lim, o (Sp_1 — S,) = s — s =0. d

Napomena 1. Obrat prethodnog teorema ne vrijedi. Medutim, moZemo ga izreci i na drugi

nacin, odnosno, ako limes opceg clana reda nije jednak nuli, onda red nije konvergentan.

Definicija 6. Neka je r > 0 radijus konvergencije pripadnog reda potencija > a, - (x — c)".
Funkciju f : (c —r,c+r) = R definiranu s f(x) =Y " ay - (x — €)™ nazivamo analiticka

funkcija.

Analiticka funkcija ima derivaciju svakog reda na intervalu (¢ —r,c+7), tj. kazemo da je
ona klase C*° na tom intervalu i pisemo f € C*°({¢ —r,c+r)). Primitivna funkcija funkcije
fie F(z) =3 072 - (x — o)™, a njena prva derivacija f'(z) = > 2 n-ay - (x — )" L.
Akoje f(z) = ag+ay-(x—c)+ay-(x—c)*+az- (x—c)3+ay-(x—c)?, ... iznamo da je f € C™,



onda je f(c) = ag, f'(c) = ay, f'(c) = 2aq, f"(c) = 6as, f1V(c) = 24ay, ...

Stoga su koeficijenti a,,n > 0 jednaki

pri ¢emu se dogovorno uzima f°(c) = f(c).

v

e} = nlay.

(6)



1 Taylorov teorem i redovi

U sljedeéem poglavlju definirat éemo Maclaurinov i Taylorov red te Taylorove polinome.
Nakon toga ¢emo iskazati i dokazati Taylorov teorem te pokazati kako se razvijaju elemen-
tarne i ¢eSce koristene funkcije u Taylorov red. Zatim ¢emo vidjeti razvoje nekih nestan-
dardnih funkcija u Taylorov red, a na kraju primjene razvoja nekih funkcija u Taylorov

red.

1.1 Taylorov red i polinomi

Promotrimo ponovno red potencija > a, - (z — ¢)". Ukoliko uvrstimo formulu (6) za

koeficijente a, u taj red, dobivamo novi red potencija »_ fnn—(,c) (=)™

Definicija 7. Neka je f : (c —r,c+ 1) = R funkcija klase C* na intervalu (¢ — r,c + r).

ST oo )

nazivamo Taylorov red funkcije f oko tocke ¢ Ukoliko je ¢ = 0 red se naziva Maclaurinov red.

Red potencija

Raspisemo li Taylorov red funkcije f oko tocke ¢ dobivamo funkciju f(z) = f(¢)+ # (x—
c)+ fQ—(,C)(ac —c)? + fg—,(c)(x —¢)? + ..., dok je prikaz za ¢ = 0, odnosno za Maclaurinov red

jednak f(z) = f(0) 4+ fll(lo)x—l— f/;(!o)ﬁ -+ fﬁz;fo)x‘g +....

Definicija 8. Parcijalne sume Taylorova reda nazivaju se Taylorovi polinomi i oznacavamo

ih ko Tl 62) =3 5y fl;(!c) - (z — o)k,

Taylorov polinom je polinom n — tog stupnja i on je medu svim polinomima toga stupnja
u okolini tocke ¢ najbolja aproksimacija funckije f. Opcenito, ta aproksimacija postaje sve
bolja kako n raste.

Iskazimo i dokazimo sada glavni teorem ovog rada.

Teorem 3 (Taylorov teorem, vidi [8, Teorem 8.25|). Pretpostavimo da su funkcija f :
(a,b) — R i njenih prvih n derivacija neprekidne na [a,b]. Nadalje, pretpostavimo da postoji
(n+1)-a derivacija funkcije f, za svaki x € (a,b) i ona je takoder neprekidna. Tada za svaki

x € (a,b) postoji €, € (c,x) takav da je

) IRECHEOES AP} ®

pri cemu je
fn+1 (Ex)

CFEN o —lf 9)

Rn(f7 & CE) =

Raspigemo li izraz (7), tzv. Taylorovu formulu dobijemo f(z) = f(c) + L l,c © (g —c) +

f”(c)( c)? + A 3,( Jo—c)¥+---+ %(,C)(m — )"+ R, (f,c; ), pri ¢emu izraz (8), nazivamo
Taylorov n-ti ostatak.

Za dokazivanje Taylorove formule, posluzit ée nam sljedeéi teorem.



Teorem 4 (Rolleov teorem, vidi |6, Teorem 36.]). Neka za funkciju f : I = [a,b] — R

vrijedi:
i) f je neprekidna funkcija na domeni I ;
i) f(a) = 1(8) = 0;
i) f je diferencijabilna u svakoj tocki intervala {(a,b).
Tada postogi barem jedna tocka c iz intervala (a,b) za koju je f'(c) = 0.

Dokaz Rolleovog teorema kao i njegova geometrijska interpretacija mozZe se pronaci u |6,
Stranica 128.].
Provedimo sada dokaz Taylorovog teorema.

Dokaz. Kako smo R,, Taylorov n-ti ostatak definirali kao R, (f,c;x) = el (m—a)rr,

(n+1)!
mozemo zapravo pisati R, (f,c;z) = f(z) — f(c) — f'(c) — %(w —c) = — %(m —o)m.
Odaberemo z i c iz skupa realnih brojeva. Tada za m koji se nalazi izmedu z i ¢ definiramo
11 (n)
F(m) = f(@) - f(m) — £/m) — L0 @ gy . - L e
takav da je F'(c) = Ru(f,c;z). Tada je
Fm)= — f/m) ~ f'(m)a—m) + fm) — L0z -y
n+1 n
b —m)— - — ) n!(m) (z —m)" + (i f”?), (z —m)".

Primje¢ujemo kako se drugi i ¢etvrti sumand poniste (—f"(m)(x —m) + f"(m)(x —m)).

Analogno, poniStavaju se treci i Sesti sumand, itd. Dakle, preostaje F'(m) = - H;!)(m) (&
m)".
Definirajmo sada funkciju G tako da je G(m) = F(m)—(Z2)"" F(c). Zam = cje G(c) = 0.

Isto tako za m = z je G(x) = 0. Stovise i F(z) = 0. Sada na funkciju G primijenimo Rolleov
teorem. Znamo da postoji €, koji se nalazi izmedu c i = takav da je G'(e;) = 0.

Sada imamo sljedece jednakosti:

(x —ex)"

0 = Ge)=Flez)+ (n+ I)WF(c)
(il T —€;)"
= —%(m—ex)n—l-(n—l—l)((x_ic;lﬂF(C)

Sjetimo se da smo funkciju F' definirali tako da je F'(c) = R,(f,c;x). Preslagivanjem pos-

ljednje jednadzbe dobivamo da je R,(f,c;z) = f;;(f)f) o f = g, O

Prethodni Taylorov teorem iskazan je za realnu funkciju jedne realne varijable. Medutim,
teorem se moze iskazati za funkcije vise varijabli te za kompleksne funkcije. Pogledajmo

najprije za funkcije dviju varijabli.



Teorem 5 (Vidi [7, Teorem 12|). Neka je Q C R? otvoren skup i f : Q — R funkcija klase
C™1 na Q. Ako su (xo,v0) © (w0 + h,yo + k) dvije tocke iz Q i ako njihova spojnica lezu u
Q, onda vrijedi Taylorova formula

f'(%0, yo)
1!

(o, Yo)

(s o) 4= oo o

f(‘TO_*_hayO—i_k‘i) :f(x07y0)+ (h7 k)_'_Rna

pri cemu je
n+1 ) .
Ro(ag,osh, by = L0 E R &R 4
(n+1)!

ostatak Taylorove formule u Lagrangeovom obliku za & € (0,1).

Dokaz ovog teorema moze se pogledati u |7, Stranica 97].

Napomena 2. Vazno svojstvo Taylorova polinoma je da se vrijednost tog polinoma v vri-
jednosti njegovih derivacija poklapaju s vrijednostima funkcije @ odgovarajucih deriwacija u

(70, %0)-

Napomena 3. Za funkciju dvije varijable Taylorovu formulu smo mogli zapisati u obliku

Fen) = San)+ (=) + - w) ) fao) +oo+ (B -2
n (n+1)
0 =w) Fen) + (£ -+ -m)  Soaw)
pri cemu je T, = (x.,y.) jedna od tocaka koja se nalazi na spojnici T = (x,y) i Ty = (z9, Yo)-
Dodatno, moZemo pisati x — xg = de = Az te analogno y — yo = dy = Ay.
Pogledajmo sada Taylorov teorem te jos neke dodatne informacije za kompleksne funkcije.

Teorem 6 (Vidi [5, Teorem 23|). Neka je Q@ C C otvoren skup i f : Q@ — C analiticka
funkcija.

1) Funkcija fima derivaciju svakog reda na ) i svaka od tih derivacija je takoder analiticka

funkcija.

2) Vrijednost n-te derivacije funkcije f u tocki zg € Q dana je formulom

f"(z0) = ! /r—( /z) dz

21 Jp (2 — z)* 17

pri cemu je I' neka proizvoljna kontura koja je pozitivno orijentirana i zajedno sa svojim

unutarnjim podrucjem D lezi uw ), a zy € D.

3) Taylorov red

n!

Z fn(ZO) (Z . Zo)n

apsolutno konvergira na svakom krugu K(zo,r) C Q i suma reda je jednaka f(z) u
svakoj tocki z € K (zo,r).

Dokaz ovoga teorema moze se pronaci u |5, Stranica 74,75|.



1.2 Razvoj nekih elementarnih i korisnih funkcija u Taylorov red

e Pogledajmo najprije razvoj eksponenacijalne funkcije e u Taylorov red oko tocke ¢ = 0.
Kako smo ranije pokazali za razvoj funkcije u Taylorov red potrebne su nam derivacije
te funkcije. Primijetimo da je svaka derivacija funkcije f(z) = €” jednaka e®, tj.
imamo f(z) = fO(z) = f'(z) = --- = f™(x) = ® za sve n € Ny. Kako je derivacija
f™(0) = 1, za svaki n € Ny, koriste¢i formulu (7) dobivamo sljedeé¢i Taylorov red oko

tocke ¢ = 0: (0) .
N z

Kako Taylorov red kovergira ka broju f(c) samo za x = ¢, zelimo pokazati da to vrijedi
iza x # c, tj. pokazati da je funkcijom f(x) = e” predstavljen red (10). Za to ¢e nam

pomoci sljedeca dva teorema.

Teorem 7 (Vidi [10, Theorem, Stranica 756]). Ukoliko je f(z) = T, + R,, pri cemu
je T, Taylorov polinom n-tog stupnja funkcije f u c, R, n-ti Taylorov ostatak takav da
je limy, oo Rp(f,c;2) = 0 za |x — ¢| < r i r radijus konvergencije, tada je funkcija f

predstavljena Taylorovim redom na intervalu |z — c| < r.

Teorem 8 (Vidi [10, Taylor’s Inequality, Stranica 756|). Neka je funkcija f : (a,b) — R
klase ¢ na intervalu (a,b) i neka je ¢ € (a,b). Ukoliko je za M € R, M > 0 je

|f"t(z)| < M, za |z —c| < r, onda za n-ti Taylorov ostatak R, vrijedi |R,(f,c;x)| <
M ‘I—C|n+1 <
e Az —c <

Teorem 8. interpretiramo na sljede¢i na¢in: ako uzmemo realne brojeve 6, M > 0
takve da za svaki z € (c — d,c + ) i za svaki n € N vrijedi |f"*!(z)] < M, onda je

limp—oo Ry (f,c;x) = 0. Znamo prema Teoremu 7 da je tada funkcija f predstavljena
0 f(c)

n=0 n!

Taylorovim redom, odnosno f(z) = > (x — ¢)". Nadalje, to znaci da je f
analiticka na intervalu (a,b) i moze se, uz postojanje ¢ € (a,b), predstaviti redom,
takvim da Taylorov red funkcije f oko tocke ¢ predstavlja funkciju f u svakoj toci x.

Dokazimo sada Teorem 8.

Dokaz. Definirali smo n-ti Taylorov ostatak kao R, (f,c;z) = £ :;i(f)z,) -(x—c)"™! i znamo

da je R, > 0. Tada je 0 < |Ru(f,c;7)| = |90 f*+(e,)]. Kako je |f1(z)| < M

za proizvoljan realan M > 0, onda je i f"*1(e,) > M pa imamo sljede¢u nejednakost:

. . (l._c)n-f-l n+1

Ukoliko imamo x = ¢ dokazali smo tvrdnju.

|CU _ C|TL+1

(n+1)!

Neka je x # c. Pogledajmo red Y. % @ > 0 i primjenimo D’Alambertov kriterij u

n!?

formi limesa. Imamo
an+1

(n:nl)! = lim ¢

limp 00



i dijeljenjem sa n te pustanjem n u oo dobijemo 0 Sto je manje od 1 pa znamo da

promatrani red konvergira. Stavimo sada da je a = |z — ¢| i iskoristimo nuZzan uvjet

konvergencije reda tj. da je lim,, ., % = (0. Primjenom teorema o sendvicu slijedi
da je i limy oo Ry (f, c; x) = 0. Iskoristimo Teorem 7 i dokazali smo tvrdnju. O

Vratimo se sada na red (10). Odaberemo ¢ > 0 takav da nam je z € R, x € (=6, 0).
Funkcija e® je monotono rastuca funkcija pa je e™ < e* < €, tj. |e*| < €’. Uzmimo

M = € i primjenimo prethodni teorem. Dakle, Taylorov red 3 % predstavlja funkciju

=0
Promatrajmo sada funkciju ( ) = cos(x). Derivacije viseg reda te funkcije su:

FO() =1, () = —sin(z), f*(x) = —cos(z), §"(z) = sinz),
¥ (z) = cos(z),..., f*(z) = Cos(n2—7T + ).

f(x) = €”, odnosno,
B* _ 7 &’ 1
—! e 21 * 3! i (11)

Uvrstimo li x = 0 dobijemo

£90) =1, f(0) =0, f'(0) = =1, f"(0) = 0, fV(0) = 1,...,
717'(')‘

17(0) = cos(

Vrijedi da za svaki z € R je |f""!(z)|] < 1 pa prema Teoremu 8 i prema formuli (7)
dobivamo Taylorov red oko tocke ¢ =0

2 l‘4 1'6

P
1+0— 5 +0+ 7 +0— o +...
Dakle, razvoj funkcije f(z) = cos(x) u Taylorov red oko tocke ¢ = 0 jednak je
- — (_1)n 2n
cos(x) = 2 "(2n)] e, (12)
Znamo da je [cos(x) = sin(z). Ukoliko Zelimo razviti funkciju f(z) = sin(z) u

Taylorov red oko tocke ¢ = 0, to mozemo pomocu razvoja od cos(x). Integriramo li

izraz (12) dobijemo

iz Cega slijedi da je k = 0.
Dakle,

sinz) = Z (_7@?1'3:2”“. (13)



Napomena 4. Pogledajmo sljedeéi prikaz funkcije sin(x) i pripadnih Taylorovih poli-

nome 1, zan =1,2. 3.

Slika 1

Ranije smo spomenuli da Taylorovi polinoms predstavljaju aprksimaciju odredene funk-

cije te da ista postaje bolja kako n raste, sto sada vidimo i iz prikazanog grafa.
Napomena 5. Iz izraza (12) primjecujemo da za x koji je jako blizu nule je cos(x) =
il — é—? Analogno, ako raspisemo izraz (13) dobijemo x — ”g—? + gg—? —... 1 2a x jako blizak
0 je sin(x) = x.

Napomena 6. Prethodno razvijene funkcije u Taylorov red oko tocke ¢ = 0 konvergi-

raju za svaki r € R.

e Razvijmo sada funkciju f(z) = = u Taylorov red oko tocke ¢ = 0. Derivacije te
funkcije su redom f©(z) = 1, f'(z) = ﬁ,f"(ﬁv) = ﬁjm(l‘) = ﬁ,flv(x) =
%, s LB = %, odnosno za r = 0 imamo f©(0) = 1, f/(0) = 1, f"(0) =

2, f"(0) =6, fIV(0) = 24, ..., f*(0) = n!. Prema tome, primjernom formule (7) slijedi

nam razvoj

l+z+224+2°84+... (14)
Kako je prva derivacija funkcje f pozitivna, za svaki x funkcija je monotono rastuca.
Odaberemo § > 0,6 € R takav da je =% < = < %5, tj. || < 1=5. Uzmimo
M = ﬁ i primjenimo Teorem 8. Dakle,
1 =~
T Z & (15)
n=0

Napomena 7. Formulu (15) mogli smo dobiti iz formule za georetrijski red koja je
ekvivalentna formuli (14). Naime, ako oznac¢imo S = 1+z+x*+x3+. .., pomnoZimo

taj S s x te pogledamo razliku S — xS, slijedi nam:

S—28=8(l-a)=1424 38 4+ Fese—=g—F" = —swu= L



Dijeljenjem prethodne jednakosti sa (1-x) dobijemo > " ja" =14z +a® + a3+ =
1

1—x°

Pogledajmo sada funkciju f(x) = 14+x Njen razvoj u Taylorov red oko tocke ¢ = 0

dobit ¢emo pomoéu razvoja iz prethodne tocke. Funkciju f mozemo zapisati kao

1 | - "o
Rl =Y ()" => (1) "z (16)

n=0 n=0

Sada pomoc¢u prethodno razvijene funkcije mozemo u Taylorov red oko tocke c=0

razviti funkciju f(z) = In(1 + z). Naime, kako je f'(z) = H—Lx i HLI =¥ o wl—L "

integriranjem dobijemo

o0 I.n—f—l
In(1+z) = Z(—nnn — Tk
n=0

Najprije uvedimo supstituciju, d = n+ 1. tadajen =d—-1lizan =0jed =1
te za n = 00 je d = oo. Odredimo vrijednost konstante k. Neka je z = 0. Tada je
f(z) = In(1+0) = In(1) = 0, odnosno Zil(—l)d_l% + k = 0 iz Cega slijedi da je
k = 0. Dakle,

o0

In(1+z)=> (-1)

n=1

no1t"

— (17)
Napomena 8. Buduci da smo uw Napomeni 7. izveli Taylorov red funkcije ﬁ oko
tocke ¢ = 0 pomocu geometrijskog reda, pomocu njega mozZemo doci i do intervala
kovergencije. Kako geometrijski red konvergira za —1 < x < 1 onda je podrucje ko-
nvergencije reda (15) I = (—1,1), tj. |z| < 1. Prema tome, isti radijus konvergencije
vrijedi i za redove (16) i (17).

Dakle,

1 o0
= E z", zalz| < 1,
l—% =

o0

= Z(—l)"m",za|x| <1,
1+ =
o0 Z‘n
In(1 = o | < 1.
a+e) = 31Tl

Pogledajmo sada funkciju f(z) = ch(x). Kosinus hiperbolni definiran je kao ch(z) =

€4 " Derivacije te funkcije su redom fO(z) =1, f'(z) = <=, f"(z) = <H—,

f(z) = ==, fV(2) = &=, ..., f"(z) = % Prema tome, primjenom

formule (7) za ¢ = 0 direktno nam slijedi razvo]

140 120 140



Kako je prva derivacija funkcje f pozitivna, funkcija je monotono rastuc¢a. Odaberemo

. —fed - T —z 5 -4 . 7 —z 6 —6 “
d >0, d € R takav da je (e;e )<8+2€ < £ ). || < &2~ Uzmimo

M = eég—eﬂs i primjenimo Teorem 8. Dakle,

i) = }_:0 (;”nn)!. (18)

Napomena 9. Kao kod primjera funkcije sin(x), pogledajmo prikaz funkcije f(x) =
ch(x) te pripadnih Taylorovih polinoma zan =1,2,3.

14:

Slika 2

Dakle, kako se n povecava, tako se polinomi pribliZavaju samoj funckiji, odnosno, funk-

cija je jednaka sumi pripadnog Taylorova reda.

et —

e Neka nam je dana funkcija f(z) = sh(z). Znamo da je sh(z) = <=—. Pogledajmo

najprije derivacije te funkcije: fO(z) = 1, f'(z) = <=, f"(z) = <=, f"(z) =

T

Fios —x i3 — x _1\n+l,—=
e+2e afIV(Z):e_Qe a"'?fn(x)ze—'_( 1; - '

Za ¢ = 0 iz formule (7) slijedi:

1
1—|—x+0+§x3+0+....

Kako je f'(x) > 0,Vz, funkcija je monotono rastuca. Zato odaberemo 6 > 0,0 € R

- AT gD B — 6__—6 " r_ ,—T S5_ _—96 % 5__—96
takaw daje =0 ) ¢ T LgE g [ETEE] o8 <—. Neka nam je M = <=—

2 2 2 2 2
te primjenom Teorema 8 dobijemo

sh(z) =Y m (19)

Napomena 10. Prethodno izvedeni razvoj kosinusa, odnosno sinusa hiperbolnog v Taylorov

red oko tocke c = 0 vrijedi za svaki x € R.

Napomena 11. Osim ranije izvedenih razvoja, postoji jos poznatih, cesce koristent razvoja

funkcija uw Taylorov red oko tocke c = 0. Neke od njih prikazane su u sljedecoj tablici.



FUNKCIJA | TAYLOROV RED OKO ¢=10

logl—=z) |—> o5 [xI<l

(14 x)* Yo (8)2" x|<1,a e C

aresin(x) Y e %x%ﬂa 2| <1

arctan(z) S e %x%“, lz] <1

V1i+zx S s %x”, 2] < 1
Tablica 1

1.3 Razvoj nestandardnih funkcija u Taylorov red

Pomocu prethodno izvedenih Taylorovih redova oko ¢ = 0 mozemo rijesiti mnogo slose-

nije zadatke, odnosno razviti slozenije funkcije u Taylorov red. Stoga, pogledajmo sljedece

primjere:

Primjer 4. Razvijte funkciju f(x) = == u Taylorov red oko tocke c = 0.

Rjesenge:

Pogledamo li jednakost (15) imamo da je 2= = >.° (2", za |2| < 1 te zamjenom x s 2
imamo:

1 (o.¢] o0
b DCHED IS S L SR LSS I A
n=0 n=0

Dakle, podrucje konvergencije dobivenog Taylorovog reda je |z| < 1.

Primjer 5. Funkciju f(z) = In(ZL) razvijmo u Taylorov red oko tocke ¢ = 0.

Rjesenge:

Najprije transformiramo funkciju f primjenom svojstava logaritma

fl@) = m(7+az)—ln(7—x):ln<7<1+§>)—zn(7<1—§))
- zn(7)+zn(1+§>—zn(7)—zn<1—§):ln(1+§)—zn<1—§>.

Svaki od logaritama razvijamo u Taylorov red oko tocke ¢ = 0 kao zasebnu funkciju. Iz (17)

In(1+ %) = Z(—l)”—l( )n, (20)

n

1mamo

N8

n=0
pri ¢emu je |Z| < 1, odnosno, |z| < 7.
Iz Tablice 1 direktno nam slijedi

m1 -5 = -3 & @

n=0

~8
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uz uvjet |Z| < 1, odnosno, |z| < 7.
Iz (20) i (21) slijedi nam

o - - (£D)

za sve x € R sa svojstvom |z| < 7.
Primjer 6. Izracunajmo Taylorov red funkcije f(x) = 2 - cos®(x) oko tocke c = 0.

Rjesenge:
Kako vrijedi osnovni trigonometrijski identitet te formula za kosinus dvostrukog kuta, od-
nosno jednakosti:

cos(2x) = cos*(z) — sin’(x)
sin®(z) + cos*(z) = 1,
slijedi da je
cos*(z) = cos(2z) + sin®(x)
= c0s(2z) + 1 — cos*(x)

pa je 2 - cos’(z) = 1 + cos(2x). Direktnom primjenom razvoja (12) dobivamo cos(2z) =

D ((gn))' (2x)?", odnosno,

3

n=0
Kao sto smo vidjeli u prethodnom primjeru, ukoliko je funkcija zadana kao suma drugih
funkcija, razvoj u Taylorov red ée biti jednak sumi razvoja pojedinog sumanda. Pokazimo

to na joS jednom, sloZenijem primjeru.

Primjer 7. Razvijmo funkciju f(z) = x - cos(32%) + 2¢™* — In(1 + z) u Taylorov red oko
c=0.

Rjesenge:

Neka je h(z) = z - cos(32?), g(z) = 2¢77 te k(z) = In(1 + z).

Iz jednakosti (12) dobivamo cos(32?) = > ((_2711))7 (322)*". Tada je

hig) = =« 24(71 i

_ o e
_;)4” 24,
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U prethodnom poglavnju pokazali smo da je e* = >~ & Sada
glx) =
n=0 n
o~ (=)
= 2 ,
nZ:O nl "
Iz razvoja (17) direktno slijedi da je
- B
k{xm) = Hnt =,
®)=2 T
Zbog toga je
— ( S 7"
= N (ol
fla) = ZAM” +n§:: n, ;( =

Do sada smo imali primjere razvoja funkcije u Taylorov red oko ¢ = 0. Pogledajmo

sljedece primjere gdje nam je ¢ # 0.

Primjer 8. Razvijmo funciju f(x) = v/x u Taylorov red oko tocke ¢ = 1 te odredimo interval
konvergencije.

Rjesenge:

Uvedemo li supstituciju y = = — 1, iz ¢ega slijedi da je v = y + 1 imamo funkciju f(x) =

f(1+y) = /1+y. Iz Tablice 1 i&itamo da je /1+y = > o 1 2n n,iny za |y| < 1. Iz
toga slijedi da je razvoj od y/z oko ¢ =1 dan sa

_1n
Z 1—2n n‘4”<x )"

n:[)
za |r — 1| < 1. Prema tome, 0 < x < 2, odnosno interval kovergencije je I = (0, 2).

U Primjeru 7 vidjeli smo kako razviti funkciju u Taylorov red ako je ona zadana kao
suma nekoliko funkcija. Pogledajmo sada kako se u takvim slucajevima odreduje interval

konvergencije.

Primjer 9. Razvijmo funkciju f(x) = m u Taylorov red oko tocke c = —4 te odredite
interval konvergencije.

Rjesenge:

Kako su nultocke kvadratne funkcije koja se nalazi u nazivniku jednake r = —6 iz = —5
mozemo pisati f(z) = m Sada napravimo rastav na parcijalne razlomke kako bi f
zapisali kao sumu jednostavnijih funkcija. Dobivamo

1 A L B
(x+6)-(x+5) 2+6 z+5

fz) =
Mnozenjem sa (x + 6)(x + 5) dobijemo jednakost

1=(A+ B)z+ (54 +6B),
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iz Cega slijedi sustav

A+B = 0, (22)
5A+6B = L. (23)
Dobijemo B=1i A= —1.
Sada funkciju f(z) = x_}r5 — #G razvijamo u Taylorov red oko tocke ¢ = —4, odnosno
razvijamo ju po potencijama od z + 4.
Neka je g(x) = 96+5 te h(x) = -1&-6' Razvijmo najprije funkciju g(z). Imamo
=x+4 1 1 1
r=y y—4+5 y+1 14y
Iz razvoja (16) imamo
gl@) =Y (=)"y" =Y (~1)"(=+4)", (24)
n=0 n=0

za |x 4 4| < 1 pa dobijemo interval konvergenicje I, = (—5, —3).

Analogno,
y=1+4 1 1 1 1 I
r=y—4 y-446 gy+2 24y 2:-(1+%) 2 14%
Ponovnom primjenom formule (16) imamo
nw) =5 =2 ey = e, )
n=0 n=0 n=0

pri demu je |ZH4| < 1, tj. |z + 4| < 2. Dobivamo interval konvergencije I;, = (—6, —2).
Iz (24) i (25) dobijemo razvoj funkcije f(z) u Taylorov red po potencijama od z + 4:

R IR o=
n=0 n=0
- 1 n n
= D0 g (U

Jos treba vidjeti za koje x € R to vrijedi. Dakle, za interval konvergencije funkcije f uzimamo

presjek intervala konvergencije funkcija g i h, tj.
I=1I,N0nI,=(-5,-3)N(-6,—-2) = (—5,-3).

Pogledajmo sada, ukoliko imamo analiticku funkciju, kako odrediti radijus te interval

konvergencije.

Primjer 10. Odredimo radijus i interval konvergencije analiticke funkcije 7 | -2 (3)".
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Rjesenge:

Vidimo da je a,, = Radijus konvergencije potrazit ¢emo koristenjem D’Alambertovog

(n+1 )y
kriterija u formi limesa.

n+1 n+1

" T (g 2) T (nt2) 1)
lim |2 |z = lm |22z = lim |20 | = lim R .
n—oo | G, n—o00 g T) n—00 ) n—00 7n(n + 2)
1 (n+1)% 1) n?+2n+1 1
= = — |z| = =|x|.
7 n—oo (n + 2) n—>oo n?+2n 7
Dakle, L = pa je radijus konvergencije r = + = 7.

Kako vrijedl da red konvergira za L|z| < 1 Slljedl da konvergira za |x| < 7, tj. -7 <z <T.
Kako bi zakljucili §to je interval konvergencije ove analiticke funkcije, pogledajmo Sto se
dogada na rubovima x =71z = —T.

Za x = —T7 imamo ) -22(~1)". Primjenimo li nuzan uvjet konvergencije reda imamo

n(—1)"
n+1

parni n (—1)" = 1, a za neparni n (—1)" = —1). Zbog toga x = —7 ne ulazi u interval

limy, oo @n, = iMoo i taj limes je razli¢it od nule jer lim,_,..(—1)" divergira (za

konvergencije danoga reda.

Neka je sada « = 7. Tada je a, = ;251" = 5. Pogledamo li limes opceg ¢lana dobit ¢emo

lim,, o, —— = 1 # 0. Dakle, niti z = 7 ne ulazi u interval konvergencije danoga reda.

n+1l
Dakle, interval kovergencije ove analiticke funkcije je I = (=7,7).
Osim Taylorova teorema za funkciju jedne verijable, iskazan je i teorem za funkcije dviju

varijabli (Teorem 5.). Pogledajmo jedan jednostavan primjer primjene toga teorema.

Primjer 11. Izracunajmo razvoj funckije f(x,y) = €*¥ u Taylorov red u okolini tocke
To = (1,-1).
Rjesenje:
Vidimo da je funkeija f klase C"! te da je svaka derivacija jednaka polaznoj funkciji. Stovise
vrijednost derivacija u tocki (1, —1) je uvijek jednaka 1. Pogledajmo d"f(1,—1), gdje nam
d™ oznacava parcijalnu derivaciju funkcije f n-tog reda:
%) o \" = (n\ O"f(1,—1) i s
d'f(1,-1) = | z=—dz+ —d 1,-1) = ————(dx)" " (dy)"
1) = (gotet pay) sa-0 =3 (1) FHE S @y

1=0
n

n —1 % n n n
= 3 (%) i) = (ot dy = (At A = [ = 1)+ (54 1)
i=0
= [z-1+y+1]"=(z+y)"
Dakle, razvoj zadane funkcije u Taylorov red bit ¢e jednak > -, (‘TTL—?,/)n ukoliko ostatak
R, (z,y) — 0, za svaku tocku (z,y). Kako je

| R (2, y)| < |z + g™,

1
(n+1)!
za lim, o |Rn(x,y)| dobijemo nulu.

Isti rezultat bi dobili direktnom primjenom razvoja (11), odnosno,

eTtY — i (:U +y)n

n!
n=0
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Takoder smo iskazali Taylorov teorem za kompleksne funkcije. Kao i kod realnih funkcija
vrijedi da je razvoj funkcije f(z) = i u Taylorov red oko tocke zy = 0 oblika >, 2", pri
cemu je z € Ci|z| < 1. Iz |z| < 1 slijedi da je radijus konvergencije R = 1.

Napomena 12. Razvijemo li analiticku funkciju u red potencija, taj red moZemo derivirati i
integrirats “clan po ¢lan”. Derwirani, odnosno, integrirani red ima jednak radijus kovergencije

kao polazni red.

Pogledajmo sljede¢i primjer u kojemu ¢emo koristiti ranije spomenuti f(z) = 1; te

Napomenu 12.

Primjer 12. Razvijmo u Taylorov red funkciju g(z) = ﬁ oko tocke zy = 0 te odredimo

radijus konvergencije.
Rjesenge:
Deriviramo li funkciju f(z) = 1= dobijemo

F() === 27 (1) = =55 = 9(2) (26)

Kako je f(z) =Y ooy 2", |2| <1liza R =1, onda je

@) =3 et = g2),l2l < 1.

Zapisemo li sumu tako da n polazi od 0, iskoristimo jednakost (26) i primijenimo Napo-

menu 12, dobivamo
o0

glzh = Z(n +1)z", R=1.

n=0
U Primjeru 9. gledali smo sto se dogada s intervalom konvergencije realne funkcije koja
je zadana kao suma drugih funkcija. Pogledajmo sada Sto je s radijusom konvergencije
kompleksne funkcije zadane na takav nacin.

Primjer 13. Funkciju f(z) = 55—

razviymo u Taylorov red oko tocke zqg = 0 te odredimo

radijus konvergencije.

Rjesenge:
Nultocke nazivnika funkcije f su 21 = 21 2o = —1 pa tu funkciju mozemo zapisati kao
flg) = m Radimo rastav na parcijalne razlomke:

1 A B
&= ery " =2 T 741 28

Mnozenjem (27) sa (z — 2)(z + 1) dobijamo

1=(A+B)z+ (A—-2B)
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iz Cega slijedi sustav

1 = A—2B, (28)
0 = A+B, (29)

teje A=3iB=-1.
Dakle, imamo funkciju

1 1 1 1 1
f(z):3(z—2)_3(2+1) :§'<z—2_z+1)‘

Neka je g(z) = =15, a h(z) = ﬁ Gledamo najprije razvoj od g:

1 1 -1 1 i I (2\" = &

I8 =5 =T 2(1—2) 21—2 2%(2) ;2%1’ (30)
pri ¢emu je |5| < 1, odnosno R, = 2.
Analogno, razvijamo funkciju h:

M) = — D D e (31)
Z) = = —] —Z — —_ z ,
z+1 1—(—2) — —

pri ¢emu je | — z| = |z| < 1, odnosno, R, = 1.

Iz (30) i (31) slijedi da je

f<z>=§(—§°_°fo

n=

£ fre) -2 ko))

n=0

pri ¢emu je R = min{R,, R} = min{2,1} =1, tj. |2| < L.

1.4 Neke primjene razvoja nekih funkcija u Taylorov red

Do sada smo vidjeli primjere zadataka u kojima smo trebali odredenu funkciju razviti
u Taylorov red oko neke tocke i primjere kako veé¢ razvijenoj funkciji odrediti radijus ili
interval konvergencije. No, Taylorovi redovi imaju Siru primjenu, odnosno mogu se koristiti

u razli¢itim podruéjima i razli¢itim problemima. Pogledajmo neke od njih.

Primjer 14. (Vidjeti [2, Zadatak 2738.]) Odredimo priblizno rjesSenje diferencijalne jed-

oy =y=F(ty)
nadzbe { y(0) = 1

Rjesenje:
Priblizno rjeSenje trazimo pomoc¢u Picardovih iteracija. Kako bi mogli provesti Picardove

iteracije, moraju vrijediti uvjeti Picardova teorema:

a) Skup S = [ty —a,to +a] X [yo — b, yo +b] C R?, za tg, v, a,b € R, pri ¢emu su a, b > 0;
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b) funkcija f : S — R je neprekidna i neograni¢ena, tj. |f(t,y)] < M, pri ¢emu je
(t,y) € 5;

c¢) f je Lipsitzova po drugoj varijabli s konstantom koja ne ovisi o t.

Zat € [to — Tty + T), pri ¢emu je T = min{a, &}, definiramo niz funkcija (uz), k € Ny na

sljedeci nacin:
Uo(t) = Y
t t
w(®) = v+ [ Fou)ds=un+ [ fls,m)ds
to

to

w(®) = wt [ o)

Tada u;, = u, gdje nam = oznacavaju uniformnu konvergenciju, sto zna¢i da se k-ta Picar-
dova iteracija moze uzeti za priblizno rjesenje diferencijalne jednadzbe.

U naSem primjeru je t; = yo = 0 pa imamo S = [—a,a] x [~b,b] C R?. Stoga je a) uvjet
zadovoljen. Funkcija f(f,y) = y je polinom pa znamo da je f neprekidna. Pogledajmo
sada |f(t,y)| = |y|. Buduéi da je (t,y) € S = [to — a,to + a] X [yo — b, yo + b] slijedi da je
Yy € [yo — b,yo + b]. Kako je u nasem primjeru yo = 0, onda je y € [—b,b], odnosno vrijedi
nejednakost |y| < b. Oznac¢imo li M := b imamo da je f i ograni¢ena, odnosno zadovoljen
je i b) uvjet. Pogledajmo jos je li f Lipsitzova. Promatramo |g—£| = |1| = 1 &to je ograni-
¢eno konstantom neovisnom o t. Dakle, f zadovoljava uvjete Picardova teorema te mozemo

provesti Picardove iteracije.
up(t) = yo=1
t t
u(t) = 1—|—/ f(s,l)ds:1+/ lds =1+t
0 0

2

t t
t
us(t) = 1—|—/f(s,l—i—s)ds:1+/(1—|—s)ds=1—|—t—|—§
0 0

t 82 t 82 t2 t3
ug(t) = 1+/f(s,1+s+—)ds:1+/(1+s+—)ds:1+t+—+—
. 2 . 2 2 6

2 t3

= Il4t4f—+ =

i +2+3!

u(t) = €.

Dakle, raspisom Picardovih iteracija prepoznali smo Taylorov red funkcije ¢’ pa ta funkcija
prestvalja priblizno rjesenje polazne diferencijalne jednadzbe
Vige o Picardovom teoremu, Picardovim iteracijama i opéenito o diferencijalnim jednadz-

bama moze se pronaci u [9].

Primjer 15 (Pogledati [3, Zadatak 11.8]). Radioaktivni element, cije je vrijeme poluraspada

100 dana, emitira (3-cestice srednje kineticke energije 8 - 1074.J. B-cestice apsorbira uredaj
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koji pretvara njihovu kineticku energiju u elektricnu s efikasnoséu 5%. Odredimo kolicinu

tvari (mnoZinu) tog elementa potrebno staviti u uredaj da bi generirana elektricna snaga bila

5W ¢

Rjesenge:

Naprije pretvorimo vrijeme poluraspada u sekunde. Dakle imamo T% = 8640000s.
Koristimo sljedece formule:

" = Pxor
Puro
E
Pyro = %Ng
N,
Ny = AN =DNy— N =Ny — Noe™ = Ny(1 — e™™)
% = 17;}(2)7

pri ¢emu je 1) korisnost, Pxop koriStena snaga, FPyro uloZena snaga, ? uloZena snaga jedne
Cestice, N3 broj cestica, n mnozina tvari, Ny pocetan broj estica, N4 Avogadrova konstanta,
A konstanta raspada.

Iz prethodno napisanih formula slijedi nam

_— Pxor-t
77NA(1 — G_At)E,g'

(32)

Osim mnoZine, nepoznat nam je i t. Kako se e

ﬁ jako mala te je aproksimacija te funkcije s prva dva ¢lana MacLaurentova reda dobra,

nalazi u nazivniku, onda je vrijednost

. _ - . : In(2)
odnosno imamo e~* = 1 — A\t. Vra¢anjem u (32) i uvritavanjem \ = %) imamo
2

Pror -t Prxor -t Pror - T1

T UNA(1—1+X)Es nNaME; nNan(2)Es

Uvrstavanjem zadanih vrijednosti dobijemo n = 0.026 mol.

Pogledajmo jos jedan primjer koji pripada grani fizike.

Primjer 16 (Vidjeti [11, Primjer, slajd 21|). Za zracenje crnog tijela vrijedi Planckov zakon,
odnosno formula

8mhc
pA) = ————, (33)
A3 (exkT — 1)
pri cemu je p spektralna gustoca energije zracenja valne duljine X, h Planckova konstanta, c
svjetlosna brzina 1 T temperatura zadana u Kelvinima.

Prije Planckova zakona, postojala je jednostavnija formula (Rayleigh i Jeans)

o =L (34)

Pokazimo da se te dvije formule podudaraju.
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Rjesenge:

Iz formule (34) bi slijedilo da kako se A priblizava nuli tako spektralna gustoca jako raste
pri svakoj temperaturi. To bi znacilo da sva tijela emitiraju ultraljubicasto zracenje koje je
kratkovalno, tj. emitiraju tzv. ultraljubic¢astu katastrofu. Ako stavimo x = /\};:T vrijedi da za
velike valne duljine je taj x blizu nule. Zbog toga je aproksimacija funkcije eXT 5 prva dva
¢lana Taylorova reda oko tocke 0 dobra. étovi§e, bolja je sto se x priblizava nuli, ondosno

sto valna duljina postaje vec¢a. Dakle. za veliki A, nazivnik Planckova zakona je priblizno

jednak A’ pa vrijedi

8rhe kT
PN~ = ,
PO

odnosno podudaraju se ranije navedene formule.
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