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SazZetak

U ovom radu promatramo krivuljne integrale i njihove primjene. Najprije se bavimo krivuljnim
integralom prve vrste. Motivacijskim primjerom dolazimo do definicije, a nakon toga poste-
peno navodimo svojstva i karakterizacije. Zatim prelazimo na primjene krivuljnog integrala
prve vrste s naglaskom na primjene u matematici i fizici. Za svaku od primjena navodimo izvod
kao i primjer kojim ilustriramo mogucu primjenu u stvarnom Zivotu. Nakon toga se posvecu-
jemo krivuljnom integralu druge vrste i njegovim primjenama, uspostavljajuci analogne tvrd-
nje i rezultate kao i u slu¢aju krivuljnog integrala prve vrste. Takoder, pronalazimo vezu izmedu
izmedu ta dva krivuljna integrala, kao i vezu s dvostrukim integralom danu Greenovim teore-
mom. Na samom kraju bavimo se primjenama krivuljnog integrala druge vrste uz odgovarajuce
primjere.

Klju¢ne rijeci
krivulja, Jordanov luk, krivuljni integral prve vrste, orijentirana krivulja, krivuljni integral druge
vrste

Line integrals and some of their applications

Abstract

In this paper, we will observe line integrals and their applications. First, we will focus on sca-
lar line integrals. With a motivational example we come to a definition, and then we gradually
state various properties and characterizations. Then, we move on to applications of scalar line
integrals with emphasis on applications in mathematics and physics. For each of the applica-
tions, we derive the formula and provide an example to illustrate possible application in real
life. After that, we devote to vector line integrals and their applications, establishing analogous
statements and results as in the case of scalar line integral. Also, we find connection between
the two types of line integrals, as well as a connection with the double integral given by Green’s
theorem. At the very end, we deal with applications of vector line integrals with appropriate
examples.

Keywords

curve, Jordan arc, scalar line integral, oriented curve, vector line integral
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1 Uvod

Ideja krivuljnog integrala pojavila se u 18. stoljecu. Proucavajuci kretanje Zice kojoj je jedan kraj

ucvrscen, a ostatak pod utjecajem sila, J.-L. Lagrange je s ds = \/(dx)2 +(dy)? + (dz)? oznacio
element krivulje u prostoru. Ulogu te krivulje imala je Zica. Ta razmatranja navela su ga da raz-
motri integriranje obzirom na element ds. Slicne integrale proucavao je i P.-S. Laplace, ali za sile
koje djeluju na tijelo duZz krivulja. U djelu Méchanique analytique iz 1811. Lagrange se pribliZio
modernoj primjeni krivuljnog integrala prilikom razmatranja pravokutnih komponenti X, Yi Z
sila koje djeluju u tockama Zice. lako im je danas glavna primjena u fizici, krivuljni integrali su
se u njoj poceli koristiti tek Cetrdesetak godina kasnije. U meduvremenu, motivacija za njihov
daljnji razvoj bila je primjena prilikom racunanja kompleksnih integrala.

U pismu upuéenom E Besselu, C. E Gauss raspravljao je o integriranju kompleksnih funk-
cija duz krivulja u kompleksnoj ravnini, ali nije objavio bitan rad u tom podrucju. Tu ideju
je dalje razvio A. L. Cauchy u svojim radovima iz 1825. i 1846. U radu Sur les intégrales qui s’
étendent a tous les points d'une courbe fermée Cauchy je opisao koncept krivuljnih integrala u
n-dimenzionalnom prostoru te je iskazao teorem koji je danas poznat kao Greenov teorem. Ne-
koliko godina kasnije B. Riemann je u svojoj disertaciji pojasnio i dokazao Greenov teorem kao
i jo$ neke Cauchyjeve rezultate. Nakon Riemannove disertacije krivuljne integrale poceli su ko-
ristiti fiziCari, a neke vazne rezultate iznijeli su C. Maxwell i C. Delauney. Delauney je u svojem
djelu Treatise on Rational Mechanics sredinom 19. stolje¢a raspravljao o radu sile F duz krivulje.
Nakon toga krivuljni integrali su se dalje razvijali uglavnom u fizici i to u dinamici fluida.

U prvom dijelu rada bavimo se krivuljnim integralom prve vrste. Zapocinjemo motivacij-
skim primjerom iz fizike koji ¢e nam posluZiti za uvodenje precizne definicije. Nakon toga is-
kazujemo i dokazujemo neka bitna svojstva i karakterizacije koje se koriste prilikom rac¢unanja.
Zatim prelazimo na primjene krivuljnog integrala prve vrste. Fokusiramo se na duljinu luka kri-
vulje, povrsinu rotacijske plohe te masu, moment tromosti i polumjer vrtnje Zice. Za svaku od
primjena navodimo teorijsku pozadinu kao i formule koje se koriste prilikom racunanja.

U nastavku rada prelazimo na krivuljni integral druge vrste. Navodimo analogne tvrdnje kao
i u prvom dijelu kod krivuljnog integrala prve vrste. Nadalje, uspostavljamo vezu izmedu dvaju
krivuljnih integrala, ali i povezujemo krivuljni integral druge vrste s dvostrukim integralom u
Greenovom teoremu. Na kraju rada prouc¢avamo neke primjene krivuljnog integrala druge vrste
kao $to su rad sile, povr§ina omedenog podrucja, elektromotorna sila i Amperov zakon.

1.1 Osnovni pojmovi

Kako bismo lakse iskazali definicije i tvrdnje vezane za krivuljne integrale, potrebno je uvesti
nekoliko klju¢nih pojmova iz matematicke analize.

Definicija 1.1. Neka je Q < R3. Svaku funkciju f : Q — R nazivamo skalarno polje ili skalarna
funkcija. Preciznije, skalarno polje f svakoj tocki P € Q pridruZuje neki skalar.

Primjer 1.1. Funkcija

flx,y,2) =32 +2y°+2° -3xz, (x,y,2z)eR?,

je primjer skalarnog polja.



Definicija 1.2. Neka je Q < R®. Svaku funkciju F : Q — R® nazivamo vektorsko polje ili vektorska
funkcija. Preciznije, vektorsko polje F svakoj tocki P € Q pridruzuje neki vektor.

Primjer 1.2. Funkcija
E(x,y,2) = (x*+22)i- (yz-1)j+xk, (x,y,2)eR’,
je primjer vektorskog polja.

Definicija 1.3. Neka je Q < R" otvoren skup. Za funkciju f : Q — R kazemo da je klase C!(Q)
ako je ona neprekidna na i postoje sve parcijalne derivacije 0; f, i = 1,..., n, te su neprekidne
na Q.

Oznacimo s E prostor i neka je O tocka ishodiSta tog prostora. Svakoj tocki P u prostoru
mozemo pridruZiti radijvektor 7 = OP. Oznacimo s X, = {OP: PeE } skup svih radijvektora u
prostoru.

Definicija 1.4. Neka je I <R intervali7: I — X, neprekidna funkcija na I. Oznac¢imo s r(¢) € E

_

vrh radijvektora 7(¢) € Xy, odnosno 7(¢) = Or(t). Za skup
I={r(t)eE: tel}
kaZzemo da je krivulja u prostoru.

Pretpostavimo da se u prostoru kojeg promatramo nalazi krivulja I'. Tada svakoj tocki kri-
vulje I' moZemo pridruziti radijvektor 7. U nastavku rada ¢emo se preteZito ogranicavati na
prostore R? i R®, buduéi da brojne primjene krivuljnih integrala koriste upravo takve realne
prostore, te poistovjecivati vrijednosti radijvektora 7( ) i njegovog vrha r(t), za t € I.

Neka je P(x, y, z) proizvoljna tocka krivulje I' « R®. Tada je 7 = x7+yJ + zk radijvektor pridru-
Zen toj tocki. Pronademo li parametar t, uz neke uvjete, takav da se radijvektor ¥ moze zapisati
kao 7 = 7(t) = x(£)7 + y(£)] + z(1)k, za neke koordinatne funkcije x, y i z, onda kazemo da smo
parametrizirali krivulju I'.

Primjer 1.3. Parametrizirajmo krivuljuT dobivenu kao presjecnicu sfere x> + y?> + z> = 4 i kruz-
nog stosca z = \/ x> + y? u prvom kvadrantu.

Znamo da je z = \/x% + y? pa uvrstimo to u jednadzbu sfere:
4:x2+y2+ <\/x2Ty2>2:x2+y2+x2+y2:2x2+2y2.
Koristenjem polarnih koordinata lako slijedi
X= \/.’Zcost, V= \/isint, te [O,g],

buducida sel” nalazi u prvom kvadrantu. Ovako definirane x i y uvrstimo u jednadzZbu kruznog
stoSca pa kao parametrizaciju krivulje " u konacnici dobivamo

4 T
7(t) = V2costi+V2sintj+v2k, te [0’5] .

U nastavku ovog rada ¢e nas iskljucivo zanimati krivulje koje zadovoljavaju odredena po-
Zeljna svojstva. Naime, promatrat ¢emo krivulju I' koja samu sebe ne presijeca, neprekidna je i
ima tangentu u svakoj svojoj tocki.



Definicija 1.5. Parametriziranu krivulju I" koja ima barem jednu parametrizaciju 7 : [a, b] — T
sa svojstvima

1) 7 jeinjekcija,
2) 7€ Cl(la,bl; R3),
3) r'(t)#0, te[a,bl,
nazivamo Jordanov luk ili jednostavna glatka krivulja.

Napomena 1.1. Ako uz uvjete iz Definicije 1.5 dodatno vrijedi da je 7(a) = 7(b), tj. da je poCetna
tocka ujedno i krajnja onda je krivulja I' zatvoren Jordanov luk ili kontura.

Definicija 1.6. Za krivuljuI' kaZemo da je po dijelovima glatka krivulja, ako se ona moZe dobiti
nastavljanjem konacno mnogo Jordanovih lukova I'g, I';,..., I'; na nacin da je krajnja tocka
lukaT';_; ujednoipocetnatockalukal;, i=1,2,...,n.

Primjer 1.4. Pogledajmo primjere Jordanovog luka, zatvorenog Jordanovog luka i po dijelovima
glatke krivulje prikazane na Slici 1.

a) b) ©)
Slika 1: a) Jordanov luk, b) zatvoren Jordanov luk, c) po dijelovima glatka krivulja.

Neka je sada I' Jordanov luk u prostoru te 7(a) = A poCetna i 7(b) = B krajnja tocka krivulje
I'. Svakoj tocki krivulje I' moZemo pridruziti tangentu u toj tocki. Orijentirati krivulju I" znaci
u svakoj tangenti uzeti orijentaciju. To znaci da se krivulja I moZe orijentirati na beskona¢no
nacina, no nama ¢e od interesa biti samo tzv. neprekidne orijentacije. Neprekidne orijentacije
na krivulji I' su one koje se dobivaju prenoSenjem orijentacije sa skupa R na I" glatkim parame-
trizacijama. Tada imamo dvije moguénosti za orijentaciju krivulje I', tako da jedini¢ni vektori
tangente pokazuju gibanje po krivulji u smjeru od A do B, ili u suprotnom smjeru, od B do A.

Ukoliko je I' zatvoren Jordanov luk onda takoder imamo samo dvije moguce orijentacije.
Ako vektori tangente pokazuju gibanje suprotno smjeru kazaljke na satu kazemo da je zatvo-
rena krivulja I' pozitivno orijentirana, a ako vektori tangente pokazuju gibanje u smjeru kazaljke
na satu onda je zatvorena krivulja I' negativno orijentirana.



2 Krivuljni integral prve vrste

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s motivacijom za uvodenje krivuljnog integrala prve vrste
i njegovom definicijom. Takoder, navest ¢emo neka bitna svojstva i karakterizacije koje ¢emo
koristiti prilikom racunanja. Nakon toga ¢emo detaljnije prouciti razli¢ite primjene krivuljnog
integrala prve vrste u matematici i fizici.

2.1 Definicija i svojstva

Kako bismo motivirali uvodenje definicije krivuljnog integrala prve vrste, promotrimo sljedecu
fizikalnu interpretaciju. Neka je I' Jordanov luk te

T=7(t), tela,bl, (2.1)

njegova glatka parametrizacija. Pretpostavimo da je duz I' rasporedena neka materija linijske
gustoce p. Zelimo pronaéi masu m te krivulje. U slu€aju da je dana krivulja segment, masu
bismo dobili integriranjem dane gustoce p duz segmenta, odnosno po zadanoj krivulji. Na
analogan nacin pristupamo i ovom problemu. U tu svrhu napravimo razdiobu krivulje I' na n
dijelova po tockama

A=Py, Py, ..., Py, P,=B. 2.2)

Tada razdiobi (2.2) krivulje I', koriste¢i parametrizaciju (2.1), odgovara sljedeca razdioba seg-
menta [a, b] :
d:t()<t1<"'<tn_1<tn:b, (2.3)

gdje je 7(t;) = P;. Treba uociti da vrijedi i obratno. Naime, razdiobi (2.3) segmenta [a, b] preko
funkcije (2.1) odgovarat ce razdioba (2.2) krivulje I. Oznacimo sada s I(P;-;, P;) duljinu luka
krivulje I' izmedu tocaka P;_; i P;. Akoje S;, i =1,..., n, bilo koja tocka luka P;,_; P; onda je s

m= Zp(s,) l(Pi_l,Pi> (2.4)
i=1

priblizno dana masa krivulje I'. Buduc¢i da nam duljina luka nije poznata, pokusat ¢emo traZeni
luk linearno aproksimirati. Promotrimo sada tangentu na krivulju I' u tocki P;_; prikazanu na
Slici 2 danu s

t—’?(ti_l)+(t—[i_1) ’(ti_l), teR. (2.5)

Slika 2: Tangenta na krivulju I" u to¢ki P;_;.

Ukoliko u jednadZbi tangente stavimo ¢ = f;, na tangenti dobivamo tocku

P =7 (tim1) + (£ — ti-1) 7' (£i-1),

4



pa duljinu luka P;_; P; krivulje I' moZemo aproksimirati pomocu udaljenosti tocaka P;_; i P} na

tangenti. Udaljenost tih to¢aka, odnosno norma vektora P;_; P}, jednaka je 7 (t;i—1)l-(t;i — ti=1)-
UvrStavanjem tog izraza u (2.4) dobivamo

m~ Y p(F(u:)) ¥ (tiz)| (8 — ti-1), 2.6)
i=1

gdje je u; € [t;—1, 1;] vrijednost za koju je 7(u;) = S;. Kako je s (2.6) dana integralna suma za
funkciju t — p(7(¢)) |7'(¢)|, zaklju¢ujemo da je trazena masa krivulje I dana s

b
m:fp(?(t)) (0 dt. 2.7)

Definicija 2.1. Neka je I' Jordanov luk, 7 : [a,b] — T njegova parametrizacijai f : I' — [a, b]
funkcija takva da je (f o 7)|7| : [a, b] — R Riemann-integrabilna na segmentu [a, b]. Broj

b
‘[f(ﬂiﬁlp(wldt 2.8)

nazivamo krivuljni integral prve vrste funkcije f po krivulji I" i ozna¢avamo s

rffals,

ds=|r'(t)| dt

pri Cemu se izraz

naziva element duljine luka.

Napomena 2.1. Neka je I' po dijelovima glatka krivulja koja nastaje nadovezivanjem Jordanovih
lukova jednog na drugi: I' =Ty U, U---UT, gdje se poCetna tocka luka I's> veZe na krajnju tocku
luka I'y, itd. Tada se krivuljni integral po krivulji I' moZe racunati po formuli

rffds:r[fds+r[fds+--~+rjk‘fds.

Definicija krivuljnog integrala prve vrste zahtjeva poznavanje parametrizacije krivulje koju
promatramo. No, poznato je kako krivulje ne moraju imati samo jednu parametrizaciju. Ilus-
trirajmo to na primjeru jedinicne kruznice.

Primjer 2.1. Promotrimo jednadzbu jedinicne kruznice u gornjoj poluravnini (y = 0), koja je
implicitno dana s x* + y* = 1. Kako bismo parametrizirali tu krivulju moramo pronaci neke x i
y koji zadovoljavaju danu jednadzbu. Primjerice, odaberimo

x=cost, y=sint, te€][0,mn].
Direktnim uvrstavanjem se lako uvjerimo kako ovako definirani x i y zaista zadovoljavaju jed-

nadzbu jedinicne kruznice:
x2+y2 =cos’t+sint=1.



Dakle, s 7(t) = costi+sintj, t € [0,7], dana je jedna parametrizacija jedinicne kruznice u gor-
njoj poluravnini. Pogledajmo sada

=t P=vV1-£, ge{il)

Ponavljajuci prethodni postupak, direktnim uvrstavanjem dobivamo
)
PLP= t2+<\/1—t2) =F+ti-F#=1
Sada vidimo da je i ﬁ(t) = ti+ V1-1t?], t € (—1,1), takoder jedna parametrizacija jedinicne
kruznice u gornjoj poluravnini.

Buduc¢i da parametrizacija krivulje I' nije jedinstvena, zanima nas utjece li odabir parame-
trizacije na raCunanje samog integrala. Prije toga, iskazat ¢emo vaZnu tvrdnju koja nam daje
vezu bilo koje dvije parametrizacije neke glatke krivulje.

Teorem 2.1. Neka jel Jordanov luk i

7=7(t), telabl, a<b
R=R(u), uclcdl, c<d,

bilo koje dvije glatke parametrizacije lukaI'. Tada postoji strogo monotona bijekcija
w:la,bl —[c,dl, weC'([a,b))
takva daje? = Row, odnosnow = R~ o 7.
Dokaz. Za dokaz vidjeti [10], Teorem 32., str. 175. O

Prema prethodnoj tvrdnji svaka se parametrizacija dane krivulje moZe dobiti iz neke druge
parametrizacije te krivulje bijektivnom transformacijom. To nam pomaze u pokazivanju neo-
visnosti krivuljnog integrala prve vrste o parametrizaciji krivulje, Sto je iskazano u sljedecoj
lemi.

Lema 2.1. Neka jel Jordanov luk i

7(t), telabl, a<b
R:E(u), uelc,d], c<d

bilo koje dvije parametrizacije lukaT. Tada vrijedi

b a

f(fo?)(t) () dt:f(foﬁ)(u) \B/(w)] du. 2.9

a Cc

Dokaz. Neka je w € C'([a, b;|c,d]) strogo monotona bijekcija takva da je 7 = Row, odnosno
w = R™!oF. Kako je o' takoder neprekidna i vrijedi w'(t) # 0, t € [a, b], moZemo promatrati dva
slucaja u ovisnosti o predznaku prve derivacije.



1. Akoje o'(f) >0, t€ [a,b], onda 7 = Row povlatidaje |r'(t)| = |R'(w(t))| '(t). Uvritava-
njem u formulu (2.9) te koristenjem supstitucije u = w(t) dobivamo:

b b

[(renorai= [ (roRow)o) R w(e) w'(r) ds

’ iv(b) d
ffoR ) 1B/ )|du:f(foﬁ)(u)|§'(u)|du.
w(a) c

Granice u integralu mogli smo zamijeniti na ovaj nacin zato $to je w(a) = ciw(b) =d
posljedica rasta funkcijewia< b, c<d.

2. Neka je sada /(1) <0, t € [a,b]. Tada 7 = Row povlaéi daje |7'(£)| = |R (w(1))] (o' (£)).
Ponovnim uvrstavanjem u formulu (2.9) te koriStenjem supstitucije u = w(t) dobivamo

b b
[ren Fordi=[(roRow)e) Rw() (~o'(1)) at
o(b)
_ f (FoR)(w) 1B ()| du
ola)
c d
—_f(foﬁ)(u) R (u) du:f(foﬁ)(u> R/ (1)) du.
d Lo

U ovom slu¢aju w pada, a < bic < d paje posljedi¢no w(a) =diw(b) =c.

Na ovaj nacin smo pokazali da, iako Jordanov luk I' moZe imati vi§e parametrizacija, vrijednost
integrala ostaje ista. 0

Promotrimo sada kako racunati vrijednost tog integrala. Naime, racunanje krivuljnog inte-
grala ovisi o tome kako je zadana krivulja I

a) Nekajekrivuljal zadanas y = w(x), x € [a, b]. Ako uzmemo ¢ := x za parametar onda je s
F(t)=ti+y(t)j, tela,bl,

dana jedna parametrizacija krivulje I te vrijedi
ffxy ds—ff (6w (D) 1+ (v () dr. (2.10)

b) Ako je ravninska krivulja I' zadana u polarnom koordinatnom sustavu kao r = r(¢p),
@ € |a, B, onda ¢ moZemo shvatiti kao parametar. Tada je jedna parametrizacija krivulje
I' danas

(@) =r(p)cos(@)i+r(p)sin(p)], ¢€la,pl.
Uvr§tavanjem u formulu (2.8) dobivamo

[fxy )ds= ff cos (¢ r(@)sin(p)) \/(r(@)2+ (r(9)? dp. 21D



¢) Ako je ravninska krivulja I' zadana parametarski s
7(t)=x(t)i+y(t)j, tela,bl,

onda je

b
[y ds= [ see.v) w0+ ()2 a @.12)
T a
Prethodni zapis lako se generalizira ukoliko imamo zadanu krivulju u prostoru. Parame-
trizacija te krivulje dana je s
7()=x(0)i+y()j+z(0)k, tela,b]

ivrijedi

b
[ nz)ds= [ £x(o,3(0),2(0) /@ @+ PR+ (DR dr. @13)

Jo§ jedno korisno svojstvo krivuljnog integrala prve vrste dano je u sljedecoj lemi.

Lema 2.2. Krivuljni integral prve vrste ne ovisi o smjeru integriranja po krivuljiT, tj.
[ ey ds= [ rxy) as
r -T

Dokaz. Neka je s
() =x(t)i+y(1)], tela,bl

dana parametrizacija krivulje I'. Tada prema [7], krivulju —I' moZemo parametrizirati s
R(t)=F(a+b-t)=x(a+b-1t)i+y(a+b-1)], tela,bl.

Buduéi da su krivulje I' i —I' zadane parametarski, koristimo formulu za racunanje krivuljnog
integrala parametarski zadanih funkcija danu s (2.12). Za krivulju I imamo

b

[ £xyids= [ fextonyon/ (07 + ()2,

dok za krivulju —T" vrijedi

b
ff(x,y)ds:ff(x(a+b—t),y(a+b—t))\/(x’(a+b—t))2+(y’(a+b—t))2dt.

Uz supstituciju a + b — t = u slijedi
b

[ £, () ()2 (v ()2 =) = [ £, () (2 ()2 + (v (w) P
b

a

Dakle, dobili smo da je

[ sy as= [ sy as
T -T
Sto je trebalo pokazati. O



Kako je krivuljni integral prve vrste definiran pomoéu Riemannovog integrala, ne iznena-
duje Cinjenica da imaju neka zajednicka svojstva. Naime, vrijedi sljedeca lema.

Lema 2.3. Neka su f,g: T — [a, b] dvije funkcije definirane u svim tockama krivulje I' koja je
podijeljena na dvije krivuljeT’y iT2, pricemujel' =T1 0T, i1 N[y = @, te neka je a proizvoljan
realan broj. Tada vrijedi:

f(af) ds:affds, a€R, (homogenost)
I

T

f(f+g) dSszds+fg ds,  (aditivnost)
T T

r

f fds= f fds+ f fds (aditivnost po podrucju integracije).
r

Dokaz. PokaZimo prvo homogenost. Ukoliko krivuljni integral prve vrste raspiSemo po defini-
ciji, dobivamo Riemannov integral. Za takav integral znamo da vrijedi homogenost:

f<af>ds—f<af< (OIF (D) de=a ff Dl

r

Nadalje, opet koristeci definiciju, moZemo pisati

aff(f(t))|F'(t)| dt:affds.

Na slican nacin dokazujemo aditivnost. Po definiciji raspiSemo sumu krivuljnih integrala tako
da dobijemo Riemannov integral, za koji znamo da vrijedi aditivnost:

b

[r+g ds=[(rF0)+gFONIF (01 ff B ldt+fg ld,

r a
ffds+fgds.
E ¥

Za dokaz treCeg svojstva, potrebno je uociti sljedece: kako je I' definirana na segmentu [a, b]
te podijeljena na dvije krivulje I'; i I’ (koje su po dijelovima glatke krivulje), tada postoji neka
tocka c € [a, b] takva da je, bez smanjenja opcenitosti, s 7 = 7(t), t € [a, c] dana parametrizacija
krivulje I';, dok je s 7 = 7(t), t € [c, b] dana parametrizacija krivulje I',. Po definiciji, mozemo

pisati
ffds—ff )l dt.

Sada imamo Riemannov integral i tocku c € [a, b] pa vrijedi aditivhost po podrucju integracije
Riemannovog integrala:

ff(?( NIF(8) dt = ff NIF( |dt+ff NIF( dt—ffds+ffds

$to je jednako upravo



Ovim smo pokazali da aditivnost po podrucju integracije vrijedi i kod krivuljnih integrala prve

vrste. O

Pogledajmo kako racunanje krivuljnog integrala prve vrste izgleda na konkretnom primjeru.

f (22- W) ds

C

Primjer 2.2. Izracunajmo integral

gdje je C prvi zavoj stoZaste spirale
7(r) = tcos i+ tsin ¢ + tk.

Stozasta spirala (Slika 3, lijevo) je prostorna krivulja koja je parametarski zadana. Buduéi da
promatramo njen prvi zavoj (Slika 3, desno), slijedi da je t € [0, 27].

gol Ry

Slika 3: StoZasta spirala i prvi zavoj stoZaste spirale.

Imamo
f(Zz—\/x2+y2> ds:f<2t—\/(tcost)2+(tsint)2> V((reost))2 + ((esine))2 + ()2 d

:f (Zt— Vt2cos? t + 2 sin? t) \/(cost— tsint)? + (sint+tcost)>+1dt

0
2n

:f (Zt— vV t2> Vcos? t—2fsintcos ¢+ £2sin2 £ +sin? £+ 2¢sin fcos £ + t2cos? £+ 1dt

0

27 27
:f(Zt—t)\/(coszt+sm £)+ t2(cos? t +sin® r) + ldt = ft\/2+ 2 dr.
0 0

Uvodimo supstituciju 2 + t* = u pa gornji integral postaje

2+472 24472 2+472

[t [ et 2

10
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Konacno, uvrstavanjem granica dobivamo

Nlw

_2%]:&
3

(2+47°)

(1+27r2)%—1].

2.2 Primjene krivuljnog integrala prve vrste

Kao $to smo mogli vidjeti na pocetku ovog poglavlja, jedna od motivacija za proucavanje kri-
vuljnih integrala potekla je iz fizike kod racunanja mase zadane krivulje. Osim te postoje jo$
mnoge primjene krivuljnog integrala prve vrste. Posebno ¢emo prouciti samo neke od njih kao
$to su duljina luka dane krivulje, povrsina plohe nastale rotacijom krivulje oko zadane osi te
moment tromosti i polumjer vrtnje Zice.

2.2.1 Duljina luka krivulje
Neka je krivulja I' zadana eksplicitno s y = f(x), f € C([a,bl), x € [a, b]. Kako bismo odredili

duljinu luka te krivulje napravimo najprije ekvidistantnu razdiobu segmenta [a, b] :
aAa=Xo<x1<---<Xx,=b,

te s Ax := x; — x;—1 oznacimo Sirinu svakog podsegmenta te razdiobe. Ako stavimo da je y; =
f(x;), na krivulji I' dobivamo tocke P;(x;,y;), za i = 1,..., n. Te tocke predstavljaju vrhove pra-
vokutnih trapeza €ija unija aproksimira lik omeden krivuljom I' i pozitivnim dijelom osi x, kao
Sto je prikazano na Slici 4.

Py :

0 I a X1 X3 Xi-1 X Xn x

Slika 4: Aproksimacija krivulje I' pomo¢u mnogokuta.

Ovakvarazdioba krivulje I' omogu¢ava nam da njenu duljinu aproksimiramo pomocu zbroja
duljina gornjih krakova pravokutnih trapeza, odnosno zbrojem duljina duZina P;_;P;, za i =
1,...,n. Uo¢imo kako ¢emo za veci n imati viSe tocaka na krivulji pa ¢e aproksimacija zbrojem
njihovih medusobnih udaljenosti biti bliza stvarnoj duljini krivulje. Dakle, duljinu luka krivulje
I' moZemo aproksimirati s

n
I(T) =) |Pi—1Pyl. (2.14)
i=1

Kako bi prethodna formula bila primjenjiva u prakticnim zadacima, potrebno ju je izraziti
pomocu funkcije f koja eksplicitno odreduje zadanu krivulju I'. Buduéi da se nalazimo u rav-
nini, udaljenost to¢aka P;_; i P; moZemo zapisati kao

|P;—1P;| = \/(xi —Xi-1)?+ (yi—yi-1)? = \/(Ax)z +(Ayi)?, (2.15)
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gdje je Ay; := y; — yi—1. Kako je funkcija f neprekidna na [x;_;, x;] < [a, b], te uz dodatnu pret-
postavku derivabilnosti funkcije f na (x;_;,x;) < [a, b], prema Lagrangeovom teoremu srednje
vrijednosti postoji tocka x} € (x;-1, x;) takva da je

)= f(xic1) _ oo
Xi — Xi-1 _f(xi)’
$to se moZe zapisati kao
Ay; = f'(x])Ax. (2.16)

Ako (2.16) uvrstimo u (2.15) dobivamo
VR @2 = (o2 + (7 (x)80)7 = (2 (1+ (7 ()7) = a1+ (7))
Sada je
I(T)= Y, 1Py Pil = ) Axy/1+ (£ AT

S$to odgovara integralnoj sumi za funkciju x — /1 + (f'(x))?, pa je duljina krivulje I' dana izra-
g paj ] )

zZom 5
l(l“):f\/1+(f’(x))2 dx.

Time smo dokazali sljedeci teorem.

Teorem 2.2. Ako je funkcija f € C'(la, bl), onda je duljina luka eksplicitno zadane krivulje
y = f(x), x € [a, bl, dana formulom

b
l(l"):f\/1+(f’(x))2 i (2.17)

Sli¢no, ukoliko je krivulja I' zadana parametarski s

-

F(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k, tela,bl,

tada je duljina luka krivulje I' dana formulom

b
I(T) :fds:f\/(x’(t))2+(y’(t))2+(z’(t))2dt. (2.18)

Izvod ne¢emo navoditi, ali se on moze pronacdi u [8], Teorem 3.6., str. 44.

Uocimo kako analogan rezultat vrijedi i op€enito, bez ograni¢avanja na poseban tip para-
metrizacije. Duljinu Jordanovog luka I' zadanog proizvoljnom parametrizacijom 7 : [a,b] — T
mozemo izraCunati integriranjem elementa duljine luka. Odnosno, prema definiciji krivuljnog
integrala prve vrste, vrijedi sljede¢a formula:

Z(r):fds:fm(t)mt.

Ilustrirajmo sada koriStenje krivuljnog integrala prve vrste u racunanju duljine luka krivulje
na iduc¢em primjeru.

12



Primjer 2.3. Jednog suncanog dana Bruno i Sven odlucili su se natjecati tko ¢e prvi doci do slas-
ticarnice. Do nje se moze doci na dva nacina, cestom u obliku krivulje y = x%, i biciklistickom
stazom u obliku krivulje x = % y?. Dogovorili su se da ée Bruno ié¢i automobilom, a Sven biciklom.
Zbog neocekivanih radova na cesti Bruno ¢e na cekanje dodatno potrositi 10 minuta. Uvedimo
koordinatni sustav tako da tocka iz koje Bruno i Sven krecu ima koordinate (0,0), a slasticarnica
se nalazi u tocki (4,8). Ako ¢e Bruno voziti prosjecnom brzinom od 45 km/h, a Sven prosjecnom
brzinom od 23 km/h, odredite tko e prvi doci do slasticarnice.

Kako su krivulje zadane eksplicitno, za racunanje duljina njihovih lukova mozemo koristiti for-

mulu (2.17) danu s
b
:f\/1+(f’(x))2 dx.

Oznacimo sT'y krivuljuy = x%, x€[0,4], asT, krivulju x = {6, y € 10,8]. Odredimo prvo udalje-
nost koju ¢e Bruno prijeci automobilom:

l(l"l):f\/1+(g\/})zdx:f\/l+§xdx.

Uvodenjem supstitucije t =1+ %x gornji integral postaje

10

10

4 4 4 2

— tdt=- | t2dt==---t

9f\/_ 9[ 9 3
1

1

10

:%(\/1000—) 7(10\/_ 1) =9.073.

1

Nlw

Dakle, Bruno je automobilom presao 9.073 km. Koristeci istu formulu izracunajmo udaljenost
koju je Sven presao biciklom:

8 8
\/ 2dy:f\/1+( dy= f\/1+—dy
0 0
8 1
f\/6—4 (64+y?)dy=— f\/64+y2dy I.
0

.. e e . 3 . _ .
Prethodni integral rijeSit cemo pomocu hiperbolne supstitucije y =8sh ¢, t = arsh g :

r\w

8 arsh1 arsh1
= %f\/64+y2 dy= f chtV64+64sh’tdt= f chty/64(1+sh?¢) dt
0 0 0
arsh1 arsh1 arsh1
=8 f chrV1+sh?r=8 f chrVch®tdr=8 f ch?r dt.
0 0 0
Koristeéi identitet ch x = exge_x imamo
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arsh1 arsh1 2 arsh1
g 4™ 2t 2t
8 f chztdt:Sf = drzzf (e*'+2+e7%") dr
0 0 0

1 1 arsh1
=3 (—e2t+2t— —e‘2t>
2 2

= (e**™M _1) + 4arsh1 - (e72*"M1 —1) =9.182.

0

Sven je presao9.182 km. Sada kada znamo koliku udaljenost su Bruno i Sven presli, vrijeme koje
im je trebalo moZemo jednostavno izracunati kao kvocijent duljine puta i brzine:

I(T1) _9.073 km
vg 45 km/h

tg = =0.2016 h =12.096 min.

Ako uzmemo u obzir 10 minuta koje je Bruno proveo cekajuci zbog radova na cesti ukupno vri-
jeme koje mu je trebalo da dode do slasticarnice iznosi 22.096 min. Na isti nacin racunamo
vrijeme koje je Svenu bilo potrebno da biciklom dode do slasticarnice:

_I(T3) _9.182 km

ts = = =0.3992 h =23.952 min.
. Vs 23 km/h e

Bruno je do slasticarnice dosao za 22.096 min, a Sven za 23.952 min pa zakljucujemo da je Bruno
bio brzi.

2.2.2 Povrsina rotacijske plohe

Pretpostavimo sada da krivulja y = f(x) > 0, x € [a, b] rotira oko x-osi. Zelimo odrediti povrsinu
nastale rotacijske plohe. Kao i ranije, neka je s

a=xp<x1<--<x,=b

dana razdioba segmenta [a, b], te neka su P;(x;,y;) tocke na krivulji. Ravninama kroz tocke
xi, i1 =1,...,n, okomitima na x-os, plohu podijelimo na trake (Slika 5).

Slika 5: Podjela plohe na trake.
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Kako bismo aproksimirali povrSinu dobivenih traka, a time i povr$inu cijelog rotacijskog tijela,
potrebno je postupiti na slican nacin kao u slu¢aju aproksimacije duljine luka krivulje. Naime,
duzine P;_, P; linearno aproksimiraju dio krivulje I izmedu tocaka P;_; i P;. Ukoliko sada roti-
ramo duzine P;_; P; oko x-osi, na isti nacin kao §to smo rotirali poc¢etnu krivulju I, dobit éemo
tzv. konusne trake koje aproksimiraju trake s originalne plohe. Dakle, povr§inu pojedine trake
moZzemo aproksimirati povr§inom odgovarajuce konusne trake, ¢ija je izvodnica P;_; P; kao §to
je prikazano na Slici 6.

Pry

fx) =1

ria = f(Xia)

Slika 6: Konusne trake.

Zbog tehnickih razloga, bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je dodatno f(x;) < f(xi-1).
Uvodenjem oznaka

ri:=f(xi), di:=|Pi-1Pyl, di:=|P;S|, Ax:=x;—xi,

povrsinu i-te trake moZemo izracunati kao razliku povrsina stoZaca koji imaju zajednicki vrh
u tocki S, a polumjeri baza jednaki su r;_; i r;. Kako je povrsina plasta stoSca dana formulom
A = rmns, gdje je r polumjer baze, a s izvodnica stoSca, uz nase oznake povrsina i-te konusne
trake glasi

Aiz ri-1w (di+d;>—l‘i7'[d§ =Tri-1 ndi+dl'.7r(ri_1—ri).

Iz sli¢nosti pravokutnih trokuta na Slici 6 mozemo zakljuciti da je
d. d;+d,

I ri-1

, odnosno (r;_;—r;)d; =r;d;.
Ukoliko sada prethodni izraz uvrstimo u formulu za A’;, dobivamo

Al;:ri_lnd,-+rindi
= dl‘ T (r,-_1 + r,-)
= |Pi1 Pil m (f(xi-1) + f(x:))
~2nf(x))y/1+(f'(x}))" Axi

Ovdje smo |P;_ P;| aproksimirali duljinom dijela luka na isti na¢in kao u dokazu Teorema 2.2, a
f(xiz1)+f(x;)s2 f(x;.k ), gdje je x; € (x;-1, x;). Povr$inu rotacijske plohe sada mozemo zapisati
kao

n X n
A=Y ALY omf () 1+ (f(x))° Axi,
i=1 i=1
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Sto predstavlja integralnu sumu funkcije x — 27 f(x)4/1+ (f'(x))? pa trazenu povr$inu mo-
Zemo racunati koristenjem krivuljnog integrala prve vrste kao

—anf +(f'(x )zdx 2nffds (2.19)

Prethodni izraz koristan nam je za racunanje povrsine rotacijske plohe ukoliko je ona nastala
rotacijom eksplicitno zadane krivulje y = f(x) oko x-osi. Analogna formula vrijedi i u slu¢aju
kada krivulja x = g(y), y € [¢,d] rotira oko y-osi te je dana s

Ay= ang y))2 dy. (2.20)

Primjer 2.4. Posada svemirskog broda radi na dizajniranju nove letjelice. Prema nacrtu, jedan
od dijelova dobiven je rotacijom krivulje f (x) = V12— x2, x € [-3, 2], oko x-osi. Ako za izgradnju
posada na raspolaganju ima aluminijske ploce Cija je ukupna povrsina jednaka 100 m?, hoce li
im to biti dovoljno za izgradnju dijela letjelice?

Kako bismo provjerili hoce li posada imati dovoljno aluminijskih ploca za izgradnju dijela letje-
lice, trebamo odrediti povrsinu rotacijske plohe koja nastaje rotacijom krivulje f(x) = V12— x?,
x € [-3,2], oko x-o0si. MoZemo koristiti formulu (2.19):

b

2
A= 2nffds—2nff W1+ (f'(x)?dx= 271/\/12 xz\ll+<m) dx
—27rf\/12 x%) 1+12 )dxzznf\/12—x2+x2dx:2nf\/ﬁdx
-3 -3

= 2n2\/§x(_3 = 4v/37(2 - (-3)) = 20v/37 = 108.83.

Povrsina dijela letjelice iznosi 108.83 m?, a posada na raspolaganju ima samo 100 m? aluminij-
skih ploca. Dakle, ne¢e moci izgraditi taj dio letjelice.
2.2.3 Masa, moment tromosti i polumjer vrtnje Zice
Zamislimo da krivulja T, koja je zadana parametrizacijom
7(1)=x(0)i+y(0)j+z(0)k, rela,bl, (2.21)

predstavlja polozaj Zice u prostoru €ija je gustoca dana funkcijom p. Ve¢ u motivacijskom pri-
mjeru mogli smo vidjeti kako se masa zadane Zice, ¢iji smo polozaj opisali parametarski zada-
nom krivuljom, moZe dobiti integriranjem funkcije gustoée p po danoj krivulji I' s obzirom na
parametrizaciju 7, odnosno kao

m:fp(x,y,z) ds:/bp(t) Ir' ()| dt

b
= [ o))/ () + (v () + (2 (0)) ar. 222
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U mehanici ¢vrstih tijela pojam koji se Cesto spominje je moment tromosti. Prema [11], str.
345., on se definira kao mjera otpornosti tijela na okretanje, odnosno na rotaciju tijela oko za-
dane osi. Za Cesticu mase m c¢ija udaljenost od osi rotacije iznosi R, moment tromosti raCuna
se po formuli

I=mR®. (2.23)

No, kako bismo odredili moment tromosti Zice ¢ija gustoca nije konstantna u svim tockama te
koja nije u svim tockama jednako udaljena od osi rotacije, potrebno je postupiti analogno kao
u izvodu integralne formule za masu krivulje.

Pretpostavimo bez smanjenja opcenitosti da krivulja rotira oko z-osi. Ukoliko podijelimo
segment [a, b] na n manjih podsegmenata [f;_1, t;], za i = 1,..., n, parametrizacija (2.21) nam
daje razdiobu krivulje I' na n dijelova po tockama

Poloxc( sl 6 )0 8:)) == (o5 5528

Ako s [(P;_1,P;) oznacimo duljinu luka krivulje izmedu tocaka P;_; i P; te odaberemo pro-
izvoljnu tocku S;(x},y;,z;) s toga luka, onda moment tromosti krivulje oko z-osi mozemo
aproksimirati izrazom

I~ ; (24 (90)?) 0(S:) I(Pi-1, Py),

pri ¢emuizraz ((x})? + (y;)?) predstavlja kvadrat udaljenosti tocke S; od z-osi. Uotimo analo-
giju s formulom (2.23) koja ¢e vrijediti u specijalnom slucaju kada je krivulja I" pravac paralelan
s osi rotacije. Linearnim aproksimiranjem duljine luka P;_; P;, prateci argumente slicne onima
iz potpoglavlja 2.1 te profinjenjem pocetne subdivizije, dolazimo do sve bolje podjele Zice pa
moZemo pisati

n
I=1lim 3 ((x7)*+(¥7)%) p(x},y;,2]) U(Pi—1, Pi) = f(xz +y) p(x,y2)ds.  (2.24)
i=1 T

Ovime smo moment tromosti oko z-osi izrazili pomocu krivuljnog integrala prve vrste. Ana-
logno, moment tromosti Zice obzirom na ostale koordinatne osi dan je formulama

Ix:f(y2+z2)p(x,y,z) ds, Iy:f(x2+zz)p(x,y,z) ds.
r r

Prethodno opisani moment tromosti moZe se, primjerice, iskoristiti u izracunu polumjera
vrtnje tijela obzirom na os rotacije (engl. radius of gyration). Definira se kao udaljenost k od
osi rotacije na kojoj bi se trebala nalaziti tocka u kojoj je koncentrirana sva masa tijela, tako da
moment tromosti ostane isti, te je dan formulom

gdje je I moment tromosti tijela obzirom na os rotacije, a m masa tijela (vidi [6], str. 385.).

Dakle, kod ra¢unanja momenta tromosti znamo udaljenost krivulje od osi rotacije, dok nas
kod polumjera vrtnje zanima na kojoj udaljenosti ostvarujemo unaprijed zadani moment tro-
mosti, uz uvjet da je sva masa te krivulje koncentrirana u jednoj tocki. U slucaju Zice, formule
za polumjer vrtnje obzirom na koordinatne osi su oblika

1 I 1
ke=\=, ky=1=, k=12
m m m

Pogledajmo kako izgleda primjena prethodnih formula na konkretnom primjeru.
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Primjer 2.5. Tanka Zica savijena je tako da ima oblik krivulje dane parametrizacijom
7(f) =2costi+2sint] +4rk, tel[0,27].

Neka je gustoéa u svakoj tocki krivulje jednaka kvadratu udaljenosti te tocke do ishodista. Ako
Zica rotira oko z-osi odredite masu, moment tromosti i polumjer vrtnje te Zice.

Znamo da se u prostoru udaljenost tocke do ishodista racuna po formuli d = \/x* + y* + z2.
Koristeci tu Cinjenicu, gustoéu zadane krivulje moZemo zapisati kao p(x, y,z) = x* + y* + z%, od-
nosno p(t) = 4cos® t + 4sin® t + 161> = 4 + 1612, $to odgovara kvadratu udaljenosti proizvoljne
tocke krivulje do ishodista. Masu Zice racunamo po formuli (2.22):

271

m= fpxy,)ds-f(4+16t V4sin? t+4cos? t+16 dt = f\/_4+16t)d
0

3 27
t
=25 (4t+ 16§>

0

71'3 71'3
=2v5 <8Jr+ 128?) =165 <n+ 16?) .

Zica rotira oko z-osi pa koristimo formulu (2.24) za racunanje momenta tromosti obzirom na
z-0S:

2
P :f(x2+y2)p(x,y,z) ds:f(élsin2 t +4cos? t)(4+16t2)\/4sin2 t+4cos’t+16dt
r 0

27

3 21
= f4\/%(4+ 16t%) dt=8V5 <4t+ 16%)

0 0

71'3 7'[3
=8v5 (8n+ 128?) =64v5 <n+ 16?) )

Preostalo je izracunati polumjer vrtnje obzirom na z-os:

7 64\/_ 7w +16%
k=1 — = \/ =v4=2.
i 16\/_ n+16”
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3 Krivuljni integral druge vrste

U nastavku rada bavit ¢emo se krivuljnim integralom druge vrste. Kao i u prethodnom poglav-
lju, navest ¢emo motivaciju, njegovu definiciju te neka bitna svojstva i karakterizacije. Nakon
toga ¢emo prouciti neke primjene krivuljnog integrala druge vrste.

3.1 Definicija i svojstva

Kao u slucaju krivuljnog integrala prve vrste, i ovdje ¢emo definiciju integrala od interesa naj-
prije motivirati fizikalnim primjerom. Neka je I orijentirani Jordanov luk u prostoru s poetnom
tockom A i zavrSnom tockom B, te neka je

7=7(t), tela,bl,

njegova glatka parametriza Cija, pri Cemu je Fla)=Ai ?(b) B. Neka je F:T — R sila koja
djeluje u svakoj tocki luka T. Zelimo izratunati rad sile F po luku T. U slu¢aju kada je sila
konstantna, a put pravocrtan i odreden vektorom §, rad sile duz puta racunamo kao skalarni
produkt W = F- 5. Kako bismo varijantu prethodne formule mogli koristiti i u slu¢aju kada je
put sile odreden lukomT, za pocetak podijelimo krivulju?po tockama:

A:PO) Pl)---y Pn—l,Pn:B,

pri ¢emu je P; = 7(t;), i =1,...,n. Ako silu FnalukuP;,_,P;i=1,...,n, aproksimiramo njezi-
nom vrijednosti u proizvoljnoj tock1 Q; togluka, asamluk P;_; P; s Vektorom pripadne spojnice
P;_1P;, onda rad sile F duz cijele krivulje I' moZemo aproksimirati s

W= iﬁ(Q, Z C(F(t) = F(ti-1)). 3.1)

Slika 7: Aproksimacija krivulj eT.

Sada primjenom Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti dobivamo

F(t) = F(ti-1) = 7' (wi) (8 — ti-1),



gdjeje u; € [t;_1, t;] vrijednost za koju je 7(u; ) = Q;. UvrStavanjem prethodne jednakosti u (3.1),
dobivamo

~ éﬁ<?<ui))';,<ui)(ti_ti—l); (3.2)

sto predstavlja integralnu sumu za funkciju t — F(7(t))-7'(). Time smo dobili da je trazeni rad
sile F duz krivulje T dan s

W = f E(F(2))-7'(¢) dt. (3.3)
Deﬁn1c1]a 3.1. Neka ]e?orl]entlran Iordanov luk od tocke A =7(a) do tocke B =

7(
: [a, b] — T njegova parametrizacija. Ako je F: T — R3 takva da je funkcija ¢ — F(7(¢t)
Rlemann integrabilna na segmentu [a, b] onda broj

b) gdje je
)7 (2)

f E(7(2)-7/(¢) dt (3.4)

nazivamo krivuljni integral druge vrste vektorskog polja F duz lukaT i oznacavamo s

F-ds. (3.5)

) —

Ako je krivulja?zatvorena, onda umjesto (3.5) piSemo

fﬁ-cﬁ

r
i taj se broj naziva cirkulacija vektorskog polja F po krivulji,ﬁ

Napomena 3.1. Ako je krivulja,ﬁdobivena na nacin da se pocetak Jordanovog luka T, nado-
vezuje na kraj Jordanovog luka I'y, itd., tako daje I'=T Ul U---UT, onda krivuljni integral
vektorskog polja F duzluka T ra¢unamo po formuli

fﬁ.cﬁ:fﬁ-d§+[ﬁ-d§+---+fﬁ-d§,

— ey

r T r g
. v . . o . . .o .
pri cemu su svi lukovi T';, i =1,..., k iste orijentacije.

U prethodnom poglavlju pokazali smo kako parametrizacija krivulje I' ne mora biti jedins-
tvena, ali da to ne utjeCe na vrijednost krivuljnog integrala prve vrste po toj krivulji. Analogan
rezultat vrijedi i za krivuljni integral druge vrste te se temelji na sli¢noj tvrdnji da su dvije razli-
Cite parametrizacije orijentirane krivulj e?povezane bijektivnim preslikavanjem.

Lema 3.1. Neka je’ﬁorijentimni Jordanov luk i

7=7(t), telabl, a<b
E:E(u), uelc,d], c<d
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bilo koje dvije parametrizacije lukaT. Pretpostavimo da je u = w(t), t€la,bl, takav dajew(a) =
ciw(b)=d tenekajew'(t) >0, t € [a,bl. Tada vrijedi

d

b
fﬁ(?(r))-?’(z‘) dt:fﬁ(ﬁ(u))-R’(u) du,

c

za svako vektorsko polje F.

Dokaz. Za dokaz vidjeti [7], Teorem 4.2., str. 144. O

Ranije smo vidjeli kako raCunanje krivuljnog integrala prve vrste ovisi o nacinu na koji je
zadana krivulja I'. Ista stvar vrijedi i za krivuljni integral druge vrste, tj. racunanje ¢e ovisiti o
nacinu zadavanja orijentirane krivulje I'.

a)

b)

Neka je krivuljaT zadana s y = /(x), x € [a, bl. Ako uzmemo ¢ := x kao parametar onda je
s

F(t)=ti+w(t)j, tela,b]
dana jedna parametrizacija krivulje’ff Ako je vektorsko polje F zadano po komponen-
tama kao

E(x,y) = fi(x,y)i+ fo(x.y)],

onda vrijedi
b b
fﬁ-dfz[ﬁﬁ(l‘))-P(I)dt:[[fl(frWU)ﬁ"‘ﬁ(f»W(t))ﬂ'[7+w,(t)f] dt.

Sada racunanjem skalarnog produkta dobivamo

b
f*-dg:ffl(t,w(w)dt+fz(t,w(z>>u/(t)dt. (3.6)

Neka je krivulj aT zadana parametarski s
F(t)=x(t)i+y(t)], tela,bl
pri Cemu je .
r'(t)=x'"(t)i+y'(¢)], tela,bl,
njena derivacija. Ako je vektorsko polje F zadano po komponentama s

E(x,y)= fi(x, )i+ fo(x.y)],

tada krivuljni integral druge vrste vektorskog polja F duz orijentirane krivulj eT racunamo
kao

b
E(7(1))-r'(1) dt:f[fl(x(t)»y(t))7+fz(X(t),y(t))f]'[X'(t)7+y’(f)7] dt

*—1)\
“_m
Q
)
Il
Q\w

b
= [ (A0, 7(0) 2 (0)+ (03D ¥ (0) de= [ filxp) dx+ pley)dy. 6)
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Primijetimo da zbog x = x(t)iy = y(¢) slijedidx = x'(¢) dtidy = y'(t) dt, §to je koristeno
u izvodu prethodnog izraza.

Prethodnu formulu moZemo opcenitije zapisati za slu¢aj kada imamo prostornu krivulju
parametriziranu s

7()=x(0)i+y(0)j+z(0)k, rela,bl,
i njenu derivaciju ~
r'(t)=x"(t)i+y' (0)j+2(t)k, tela,bl.
Tada vrijedi

]ﬁ-dfszl(x,y,z) dx+ fo(x,y,2) dy+ f3(x,y,2) dz. (3.8)

r T

Uocimo kako uvjet w'(t) >0, t € [a, b] uiskazu Leme 3.1 ukazuje na to da su obje parametri-
zacije knvul]e I"iste orijentacije. No, ukoliko je w’(t) <0, ¢ € [a, b], onda prema [10] imamo dvije
parametrizacije iste krivulje, ali suprotne orijentacije, $to nas dovodi do sljedeceg rezultata.

Lema 3.2. Krivuljni integral druge vrste vektorskog polja F ovisi o smjeru integriranja po krivulji

T, 4.
fﬁ(x, y)-ds= —fﬁ(x,y) -ds.
T T
Dokaz. Neka je,ﬁorijentiran Jordanov luk ¢ija je parametrizacija dana s
7(t)=x(t)i+y(t)j, tela,bl.
Tada prema [7], luk —’ﬁsuprotne orijentacije 0dT mozemo parametrizirati s
R(t)=F(a+b-t)=x(a+b-t)i+y(a+b-1)], te€la,bl.

Neka je F : T — R? vektorsko polje zadano po komponentama s F(x,y) = fi(x,y)i+ f2(x, )],
pri cemu su f;,f» € C 1( ) Buduéi da su krivulje Ti -T zadane parametarski, koriStenjem
definicije krivuljnog integrala druge vrste imamo

b
[ - as= [ Fikeo)-Ro ar
T a
UvrStavanjem parametrizacije dobivamo
b
f[fl(x(a+b—t),y(a+b—t))7+f2(x(a+b—t),y(a+b 0))7]-[-x'(a+b-1)i-y'(a+b-1t)]]dt.

a

Racunanjem skalarnog produkta i koristenjem supstitucije u = a + b — ¢ slijedi

a

f [A(x(w), y () (=x"(w)) + fo(x(w), y () (=Y (w))] (~du)
b
b

) _f [ Geu), y () x'(w) + fo(x(w), y(u))y'(u)] du

a

b
ffl(x’J/) dx+ fa(x,y) dy =—fl:"(x,y)- ds.

—

r
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U Lemi 2.3 vidjeli smo kako Riemannov integral prenosi neka svoja svojstva i na krivuljni
integral prve vrste. Kako je i krivuljni integral druge vrste definiran na sli¢an nac¢in, moZemo
iskazati identican rezultat iducom lemom.

Lema 3. 3. Neka su F i G dva neprekidna vektorska pol]a cije domene ukljucuju orl]entzmnu
krwul]u I koja je podijeljena na dvije krivulje T, iT, iste orijentacije, pri cemu je T=T,ul, i
F1 N Fg = @, te neka je a € R. Tada vrijedi:

]
N
2
©
I
S

f F-ds,  (homogenost)
T

T
Q
)
1l
—
s’
QL
)
+
\
2!
Q
)
R
Y
by
<
S
)
(92
o~
=
S
=
S
INH
==
s
&8
&
S
3
N
%]
~
N

T
f (F+G)-ds= f F-ds+ f G-ds,  (aditivnost)
= J,

Dokaz. Dokaz ove leme slican je dokazu Leme 2.3 pa ga necemo navoditi. O

Kao $to smo mogli vidjeti, krivuljni integrali prve i druge vrste dijele mnoga zajednicka svoj-
stva poput neovisnosti o parametrizaciji i linearnosti, te ih ¢ak mozemo dovesti u medusobnu
@)
I ()]
gdje je 7 njena parametrizacija. Slijedi

vezu. Ozna¢imo s T(t) = jediniéni tangencijalni vektor orijentirane krivulje T za 7 € [a, b],

b b

fﬁ-d§zfﬁ(?(t))-?’(t)dt:fﬁ(?(z‘)) F(0)17(0) dt.

’f‘ a a
Prema Definiciji 2.1, prethodni integral jednak je krivuljnom integralu prve vrste skalarnog po-
lja F- T, odnosno vrijedi
fﬁ-dng(*-f) ds.
T r
Primjer 3.1. Izracunajte
f ydx+xdy,

—
gdje jeT gornja polovina pozitivno orijentirane kruznice x> + y> = 4
Za pocetak parametriziramo kruznicu s

7(t)=2costi+2sint}, tel0,27n]

iz cega slijedi da je
r'(t) =—-2sinti+2cost].
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Takoder, uocimo da je s F (x,y) = yi+ xJ dano vektorsko polje. Buduci da se radi o gornjoj polo-
vini pozitivno orijentirane kruznice imamo da je t € [0, 7] te slijedi

T
1:[ﬁ-d§ f
0

T

i
:4f (—sin® £ +cos® t) dt.
0

Bl

V3
(F())-7'(¢ f2s1nt —2sint)+2cost(2cost)] dt
0

Koristeéi identitet cos® t —sin® t = cos (2t) i supstituciju u = 2t dobivamo

b4 2r
cosu an
I:4fcos(2t)dt:4f 5 du=2sinu| =0.
0
0 0

Ponekad se prilikom racunanja krivuljnog integrala druge vrste po zatvorenom Jordanovom
luku moZe pojaviti komplicirani izraz. Iduci teorem daje vezu krivuljnog integrala druge vrste
po konturi s dvostrukim integralom po podru¢ju omedenom tom konturom.

Teorem 3.1 (Greenov teorem). Neka je Q € R? otvoren skup kO]l sadrZi pozitivno orijentiranu
konturu T zajedno s njenim unutrasnjim podrucjem D, odnosno T =0D. Tada za proizvoljne
funkcije M, N € C'(Q) vrijedi

ON oM
ff (E__> dxdy:fMdHNdy. (3.9)
0D

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati za poseban slucaj kada je D zatvoreno i ograniceno podrucje
takvo da svaka paralela s y-osi, odnosno x-osi sijece rubT =0D u najvise dvije tocke kao §to
je prikazano na Slici 8. Oznacimo s a i b brojeve takve da je skup D sadrZan u pruzi izmedu
paralela s y-osi koje prolaze tockama a i b, tj. vrijedi D < [a, b] x R (Slika 8, lijevo). Neka su
fi, f> : la, b] — R funkcije koje su po dijelovima klase C! na [a, b] takve da je skup D zadan na
sljedec¢i nacin:

D={(x,y)eR*:a<x<bh, fi(x)<y< fo(x)}.

Slika 8: Podrucje D - apscise a i b (lijevo), podrucje D - ordinate ci d (desno).
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ST iI'» oznacimo grafove funkcija f i f>, redom, takve daje I’ =T'; UT’». Krivulju I'; orijen-
tiramo od tocke (a, f1(a)) do tocke (b, f1(b)), a krivulju I', orijentiramo od tocke (b, f>(b)) do
tocke (a, f>(a)), te ih oznac¢imo s I'y i I'y, redom, kao $to je prikazano na Slici 8 (lijevo).

Pretpostavka da je funkc1]a M Klase C! na otvorenom skupu Q koji sadrZi skup D osigurava
neprekidnost funkcue na Q. Tada vrijedi da je

fa(x)

ff (x%:y)dxdy= f f%]\;(xy)dy dax. (3.10)

fi(x)
Koristeéi Newton-Leibnizovu formulu dobivamo

f2(x)
[ G e) dy=M(x, o) - M(x, (),
fi(x)

te (3.10) postaje

f[ %“’” dx dy= fb [M(x, fo(x)) = M(x, fi(x))] dx= fb M(x, fo(x)) dx+ f M(x, fi(x)) dx
D a a b

Uotimo sliénost s izrazom (3.6) za integral vektorske funkcije F(x, y) = M(x, y)7 duz krivulja T;
iI'; zadanih eksplicitno s y = fi(x) i y = f2(x), redom, pomo¢u kojeg dobivamo sljedece:

=T I3

b
fM(x,fg(x))dx: f M(x,y) dx+0dy:—fM(x,y) dx,

a

a

fM(x,fl(x))dx: f M(x,y) dx+0dy:—fM(x,y) dx.

2 -7 I
Sada slijedi

ff (x,y)dxdy=- foydx foydx— foyd (3.11)
Ve Py

Neka su c i d brojevi takvi da je skup D sadrzan u pruzi izmedu paralela s x-osi koje prolaze
tockama cid, tj. vrijedi D <R x [c, d] (Slika 8, desno). Neka su g1, g2 : [c, d] — R funkcije koje su
po dijelovima klase C! na [c, d] takve da je skup D zadan na sljede¢i nacin:

D={(x,y)eR:c<y=<d, g(y)<x<g(y)}.
Sada promatramo neprekidnu funkciju %\C[ na (2 te umjesto (3.10) imamo formulu

gz(y)aN
ff (x,y)dxdy= f % —(x,y)dx | dy, (3.12)

¢ \&a)
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iz koje analognim postupkom lako dobivamo

ON

ffa(x,J/) dxdy:fN(x,y) dy. (3.13)

D oD

Oduzmemo li (3.11) i (3.13) dobivamo
ON oM

ff (———) dxdy:fde+Ndy, (3.14)

aD
$to odgovara formuli (3.9). O

Primjer 3.2. Primjenom Greenovog teorema izracunajte

I:yg—xzy dx+xy* dy,
r

pri cemu jeT pozitivno orijentirana kruznica x> + y* = R?.
Neka je M(x,y) = —x*y i N(x,y) = xy?. Koristec¢i formulu (3.9) dobivamo

:f (y*+x*) dx dy,

pri cemu je D podrucje unutar kruznice x> + y*> = R?. Prelaskom na polarne koordinate

x=Rcosp, ¢el0,2m]
y=Rsing, dxdy=rdrdey,

R* R'm
[dcpfr dr—2nfr dr—2n—:—.

Jedno od najvaznijih svojstava krivuljnog integrala druge vrste je neovisnost o putu integra-
cije, koje vrijedi za posebnu vrstu vektorskih polja ¢iju ¢emo definiciju i karakterizacije ukratko
navesti.

lako slijedi

Definicija 3.2. Neka je Q < R® otvoren skup i F € C(Q;R®). Za vektorsko polje F kazemo da je
potencijalno (konzervativno) ukoliko postoji skalarno polje ® € C'(Q) takvo da je

(VPeQ) F(P)=-Vo(P). (3.15)
Polje @ u tom slu¢aju nazivamo potencijal polja F.

Korolar 3.1. Vektorsko polje F : QO — R® je potencijalno ako i samo ako je cirkulacija polja F po
svakoj konturi' < Q jednaka nula.

Dokaz. Za dokaz vidjeti [14], Teorem 2., str. 1163. O

Teorem 3.2. Neka ]eF € C(;R®), gdje jeQ < R® otvoren i povezan skup. Krwuljm integral druge
vrste vektorskog polja F ne ovisi o putu integracije ako i samo ako je polje F potencijalno.
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Dokaz. Neka je polje F potencijalno. Tada postoji skalarno polje ® takvo da na Q vrijedi (3.15).
Pokazimo da krivuljni integral druge vrste polja F ne ovisi o putu integracije po orijentiranoj
krivulji I' zadanoj parametarski s

F(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k, tela, b
od tocke 7(a) = A do tocke 7(b) = B. Slijedi da je

b b
fﬁ df:fﬁ(?(t))-?(t)dt:f—wp(?(t)) 71(t) d
b
== [ | F2 00 (0,2(0) #(0)+ 200,98 2(0)) ¥ (0)+ S (x(0), y(0) 2(0)) 21|

Ocito vrijednost zadanog integrala ovisi samo o poc¢etnoj i zavrsnoj tocki orijentirane krivulj eT,
iz Cega slijedi da krivuljni integral druge vrste potencijalnog polja ne ovisi o putu integracije.

Pokazimo sada da neovisnost krivuljnog integrala druge vrste o putu integracije povlaci da
je podintegralna funkcija potencijalno polje. Neka je dana vektorska funkcija F izrazom

-

F(x,.2)= fi(x,3,2)T+ fo(x, 3, 2)] + (%, 3, 2) k.

Potrebno je pokazati da postoji funkcija @ takva da je F(x,y,z) = -V®(x,y,z). Neka su
Poy(x0,¥0,20) i P(x,y,2) proizvoljne tocke u skupu Q. Kako je Q povezan skup, postoje po di-
jelovima glatke krivulje I'; i I'> u Q koje povezuju tocke Py i P te ih orijentiramo od Py do P.
Buduéi da za dano polje F pretpostavljamo neovisnost krivuljnog integrala druge vrste o putu

integracije, vrijedi
fﬁ-dfzfﬁ-da
I T2
Definirajmo funkciju @ : Q — R tako da je
O(x,y,2):= —fﬁ- ds,

—

r

gdje je T proizvoljna po dijelovima glatka krivulja orijentirana od Py(x0,¥0,20) do P(x,y,z).
Drugim rije¢ima, funkcija ® svakoj tocki P € Q pridruzuje krivuljni integral druge vrste vek-
torskog polja F od tocke P, do tocke P. Kako vrijednost tog integrala ne ovisi o putu po kojem
integriramo, funkcija ® je dobro definirana na skupu Q.

Py

Slika 9: Orijentirana po dijelovima glatka krivulja T,
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Neka je za proizvoljno mali Ax dana tocka P'(x+Ax, y, z). Budu¢i da je skup Q otvoren, orijenti-
rana krivulja PP’ senalaziu skupu Q, paje orijentirana po dijelovima glatka krivulja I/ =TuPP
takoder sadrzana u Q (Slika 9). Tada vrijedi

cp(xmx,y,z):—fﬁ-dsz—fﬁ-dg— f B.as

T T PP

Buduci da je vrijednost Ax proizvoljno mala, orijentiranu krivulju PP’ mozemo linearno aprok-

simirati vektorom PP’ &ija je parametrizacija dana s 7(t) = 11+ yJ + zk, t € [x, x + Ax], s deriva-
cijom r'(t) =7, t € [x, x+ Ax]. Sada slijedi

() A - 7 B
Ax Ax Ax

X+Ax

e T transsensro ot 1

X+Ax

- f filt,y,2) dt.

X

Kako je polje F neprekidno, funkcija t — fi(t,,2), t € [x, x + Ax] je takoder neprekidna pa je

] X+Ax
tm e | e dr=ey.a)
X
Tada je
. O(x+Ax,y,z2)-D(x,y,2) 0D

Na slican nacin dobivamo

B30 =-2n2), HEnn)=-22 ).

oy 0z
Tada je
F(x,3,2)= fi(x,y,2)T+ fa(x.3,2)+ fa(x. 1, 2)K
-T2 T- ST - S (5 )R
odnosno F(x,y,z) = —V®(x, y, z) §to je trebalo pokazati. O

3.2 Primjene krivuljnog integrala druge vrste

Sli¢no kao i kod krivuljnog integrala prve vrste, uvodna motivacija za krivuljni integral druge
vrste takoder dolazi iz fizike kod racunanja rada duz nekog proizvoljnog puta. Osim racuna-
nja rada postoje jo§ mnoge primjene krivuljnog integrala druge vrste, a u ovom radu detaljnije
¢emo prouciti povrS§inu omedenog podrucja, elektromotornu silu i Amperov zakon.
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3.2.1 Radsile
Neka je F sila koja djeluje u svakoj to¢ki orijentirane krivulj e?parametrizirane s
F=7(t), tela,bl,

pri ¢emu su 7(a) = Ai7(b) = B rubne tocke te krivulje. Zamislimo da promatramo Cesticu
koja se giba duz krivulje I' dok na nju djeluje sila F. U uvodnoj motivaciji pokazali smo kako
podjelom krivulje I po tockama

A:PO» Pl)---) Pn—l; Pn:B»
pri éemu je P; = 7(t;), rad sile F duz cijele krivulje T moZemo aproksimirati s

_

n
W= F(Q;) P;i1P;,
i=1

gdje je Q; proizvoljna to’é\lfa luka P;_; P;. Daljnjim razmatranjima u konac¢nici smo pokazali da
je rad sile F duz krivulje T jednak

W:[ﬁ-da (3.16)
T

Primjer 3.3. Motivirana nedavno odrzanim Olimpijskim igrama Marta je odlucila sudjelovati
na maratonu. Kako bi se $to bolje pripremila nekoliko puta tjedno trci stazom koja se moze opi-
sati krivuljom?pammetriziranom s7(t) =costi+sint], t € [0,27]. Jednom prilikom na dijelu
staze od 0 dom puhao je vietar cija je sila dana s F(x,y) = (x*—y)i+(x—y?)J. Koliki rad je Marta
obavila na tom dijelu staze?

Za pocetak odredimo derivaciju parametrizacije zadane krivulje’ff Imamo
r'(t) = —sin i+ cost], t € [0,27].

Koristeci formulu (3.16) izracunajmo rad koji je Marta obavila kao

W=

S

T
E(F(t)-r'(t) dt = f [(cos® t —sin )7+ (cos t —sin® t)7] - (—sin {7+ cos t]) dt
0

/4 T
f [(cos® t —sint)(—sint) + (cos t —sin® t)(cos t)| dt = f(—sin tcos® t+1—costsin’t) dt
0 0

S ———n

T T T b/
dt—fsintcosztdt—fcostsinztdt:n—fsintcosztdt—fcostsinztdt.
0 0 0 0

/] b/

Neka je I, = [sintcos®t dt, te neka je I, = [costsin®t dt. Integral Iy izracunat éemo koristeci
0 0

supstitucijucost=u:

-1 1

/A

3

u

Il:fsintcosztdz‘:f—uzdu:fu2 du:?
0

1 -1
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Ako stavimo sin t = u integral I, racunamo kao

b4 0
Izzfcostsinztdt:fu2 du=0.
0 0

Konacno za ukupan rad koji je Marta obavila dobivamo

3.2.2 PovrSina omedenog podrucja

Kao motivaciju za uvodenje Greenovog teorema spomenuli smo moguénost pojavljivanja kom-
pliciranih izraza prilikom izraCunavanja krivuljnog integrala druge vrste. U samom dokazu po-
kazali smo kako vrijedi jednakost (3.9), odnosno da je krivuljni integral druge vrste duZ pozi-
tivno orijentirane konture?jednak dvostrukom integralu po unutra$njem podrucju D konture
[

Ipak, nekada moZe vrijediti i obratna situacija, tj. da se komplicirani izraz pojavi prilikom
racunanja dvostrukog integrala. Jedna od takvih situacija je upravo racunanje povsine podrucja
D omedenog konturom T. Kako bismo izveli formulu za racunanje povrsine podrucja D, isko-
ristit éemo Teorem 3.1. Neka je?pozitivno orijentirana kontura koja zatvara podrucje D. Prema
[1], str. 383., povrSinu podruc¢ja D moZemo racunati po formuli

A(D) :ffdxdy. (3.17)
D

Uocimo da je formula (3.17) jednaka lijevoj strani jednakosti (3.9) za slucaj kada je

L (3.18)
ox dy ’

Zelimo odabrati funkcije M i N tako da vrijedi (3.18). Prema [13], str. 1111., postoji nekoliko
mogucnosti, no odaberimo da je

1 1
N(xy)=5x Mxy)=-3y.

Uvrstimo li funkcije M i N u (3.17) te iskoristimo Greenov teorem, povrSinu podrucja D mo-
Zemo zapisati u obliku

1 1 1 1 1
a)= [[axay= [[ 5-(-3) axdy=§ —yax+gxay=3 ¢ xdy-yax
D D r T

Dakle, povrSinu podrucja D moZemo racunati pomocu krivuljnog integrala druge vrste po for-
muli

A(D):%fx dy-ydx. (3.19)
iy

Formula (3.19) vrijedi i u slucaju ako je kontura T zadana parametarski s

7(t)=x(t)i+y(t)], t€la,bl,
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pri Cemu je
r'(t)=x'(t)i+y'(¢)], tela,bl

A(D) = —f [=y()% (1) + x(8)y ()] d. (3.20)

Primjer 3.4. Odredite povrsinu podrucja D omedenog pozitivno orijentiranom elipsom
£4r =1,
Najprije zapisimo parametrizaciju dane elipse i njezinu derivaciju kao
7(t)=2costi+4sint], te[0,2n],
r'(t) = —2sin {7+ 4cos 7.

Koristeci formulu (3.20) racunamo povrsinu podrucja D :

A(D) =5 $[-¥(0) (1) +x(0)y (1) di=3 [ [(~4sin)(~2sine) + (2c051)(4c0s1)] d

2n
1 1
=§f[8sin2t+8coszt] dtzzfi} dt=8.
0 0

3.2.3 Elektromotorna sila

Zamislimo da imamo jednostavan elektri¢ni strujni krug u kojem je baterija elektri¢nim vodi-
¢ima povezana sa Zaruljom. Kada se elektri¢ni vodici prikljuce na polove baterije njima protjece
struja i zarulja svijetli. Kako bi Zarulja mogla neprestano svijetliti, elektricnim vodicem mora
teci stalna elektri¢na struja. Prema [5], ako Zelimo odrzati struju u elektricnom vodi¢u u njemu
mora postojati elektricno polje, odnosno na njegovim krajevima mora postojati razlika napona.
Takoder, za pokretanje struje u elektricnom vodi¢u vazno je neprestano dovoditi energiju. Ta
energija se crpi iz nekog uredaja u kojem se neki oblik energije pretvara u elektricnu energiju. U
nasem primjeru taj uredaj je baterija koja pohranjenu energiju pretvara u elektricnu energiju.

Opisani proces je ireverzibilan jer se nastala elektri¢na energija nece vratiti natrag u ener-
giju koja je pohranjena u bateriji. Nas ¢e zanimati uredaji u kojima se odvija tzv. reverzibilna
pretvorba izmedu elektricne energije i nekog drugog oblika energije, odnosno pretvorba u kojoj
se novonastala elektricna energija moZe vratiti u onaj oblik energije iz koje je nastala. Uredaji
koji omogucuju takvu pretvorbu se nazivaju izvori elektromotorne sile. Rad potreban da izvor
elektromotorne sile premjesti naboj od jednog do drugog pola nazivamo elektromotorna sila.

Kako bismo izveli formulu pomocu koje moZemo izracunati elektromotornu silu pogle-
dajmo shematski prikaz izvora elektromotorne sile na Slici 10. Tankim crtama oznaceno je
elektrostaticko polje Ep, tj. elektri¢no polje koje stvaraju naboji na krajevima izvora i ono se
ne mijenja s viemenom. Debljim crtama oznaceno je ekvivalentno polje E', odnosno polje koje
tjera naboje kroz izvor elektromotorne sile. Smjer tog polja jednak je smjeru elektromotorne
sile od negativnog prema pozitivnom polu, §to je suprotno od teorijskog smjera elektricnog
polja od pozitivhog prema negativnom polu. Neka je iscrtanom linijom na Slici 10 oznacena
proizvoljna zatvorena orijentirana krivulja,ﬁ Tada ukupno nastalo elektri¢no polje E mozemo
zapisati kao

E = E() o E i
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Slika 10: Shematski prikaz elektromotorne sile.

Krivuljni integral polja E duz krivulje?jednak je

fﬁ. df:f(ﬁo +E')-d§:3§1§0- d§+y§_§'- ds.

I r r r

Prema [15], str. 973. elektrostaticko polje je uvijek potencijalno. Koriste¢i tu ¢injenicu i Korolar
3.1 slijedi da je &lan sume koji sadrzi krivuljni integral elektrostatickog polja E, duz proizvoljne
orijentirane krivulje?jednak nula. Ekvivalentno polje E postoji samo unutar izvora te je na
vanjskom dijelu puta ono takoder jednako nula. Prema tome drugi ¢lan se svodi na krivuljni
integral polja E' po dijelu puta od jednog pola izvora do drugog. Dakle, moZemo reci da je
elektromotorna sila ¢ jednaka krivuljnom integralu elektri¢nog polja E uzetom po zatvorenom
strujnom krugu, tj.

£= fﬁ ds. (3.21)
T

3.2.4 Amperov zakon

Pretpostavimo da imamo dva paralelna vodica, kojima tece elektri¢na struja istog smjera. Eks-
perimentalno je pokazano da se u tom slucaju oni medusobno privlace. Promijenimo li smjer
struje u jednom od vodica oni ¢e se medusobno odbijati. Uo¢avamo da postoji "djelovanje na
daljinu" medu vodic¢ima. Takoder, stavimo li list izraden od neke kovine izmedu vodica, medu-
djelovanje se ne mijenja $to ukazuje na ¢injenicu da je ono povezano samo s gibanjem naboja.

Naboji u gibanju djeluju jedni na druge magnetskim silama, no ispravnije je govoriti da na-
boj u gibanju oko sebe stvara magnetsko polje'. Magnetsko polje B prikazujemo pomocu sil-
nica, odnosno pomocu zatvorenih krivulja ¢ije tangente u proizvoljnoj tocki pokazuju smjer
djelovanja magnetskog polja.

Pretpostavimo sada da imamo beskonac¢no dug ravni vodic kojim tece stalna struja jakosti
I. Oko tog vodica nastaje konstantno magnetsko polje ¢ije su silnice koncentri¢ne kruznice oko
vodica kao osi. PrikaZemo li presjek vodica i njegovo magnetsko polje u ravnini, primjerice na
papiru, tada postoje dva moguca smjera struje. Prva mogucnost je da struja ide prema ravnini,

I¢esto se koristi i naziv magnetska indukcija
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tj. "u papir" sto se u literaturi ¢esto oznacava s Q. Tada se prema pravilu desne ruke (vidi [5],
str. 202.) smjer magnetskog polja podudara sa smjerom kazaljke na satu kao $to je prikazano na
Slici 11. Druga moguénost je da struja ide iz ravnine, odnosno "iz papira"$to se oznacavas .U
tom slucaju je, prema pravilu desne ruke, smjer magnetskog polja suprotan smjeru kazaljke na
satu. Za orijentiranu krivulju?kojom ¢emo obilaziti magnetsko polje odaberimo proizvoljnu
kruznicu radijusa R koja se podudara s nekom od silnica. Njena parametrizacija dana je s

7(t)=Rcosti+Rsintj, t€l0,2n].

Prema Biot-Savartovom zakonu (vidi [5], str. 205.) iznos magnetskog polja u proizvoljnoj tocki
na udaljenosti R od vodica jednak je
g tol
~ 2aR’

pri ¢emu je po fizikalna konstanta koja se naziva permeabilnost vakuuma. Opcenito, perme-
abilnost se definira kao magnetska vodljivost materijala kojim je ispunjen prostor u kojem nas-
taje magnetsko polje. Prema tome permeabilnost vakuuma je magnetska vodljivost vakuuma
te iznosi po = 4 -1077 N/A2,

4
’ ¢ \\ \
7 4 " \
’ ’ \
\
] ’ \
\
I ] '
\
] ' A
b \
1 b > ) 1
\ [
\ 1 ds | b
\ ' > [
‘\ Y = /’ II
N
A} ~ B ’ ’
\\ e 4" /'
N i TR v
~ ’
~ ’
~ -
~ -
~ -
bl S - -~

Slika 11: Magnetsko polje oko beskonac¢nog ravnog vodica.

Buduéi da je magnetsko polje B tangenta na svaku silnicu koja lezi u ravnini okomitoj na vo-

di¢, njegov smjer je odreden jediniénim tangencijalnim vektorom T = % Kako je nastalo

magnetsko polje konstantno ono nece ovisiti o parametru ¢. Tada vrijedi

271 21 _,,(t) I 27r|_.,<t) 2 I 271
» - - r - r -
jﬂB-dngB(?(t))-r'(t)dt:fB U e B FU S g f|r’(t)|dt
Ir'(¢)] 2nR Ir'(t)] 2nR
r 0 0 0 0
7 21 I 271 I
Ho : Ho Ho
=2 R?sin® t + R? tht:—fRdt:—z R=puol.
ZﬂRf\/ st cos 2nR 2nR & a
0 0

Do istog zakljucka bismo dosli i da smo promatrali neku drugu orijentiranu krivulju (vidi [5],
str. 215.). Dakle, cirkulacija magnetskog polja B po proizvoljnoj zatvorenoj krivulji, jednaka je
produktu permeabilnosti vakuuma i i jakosti struje I, tj.

f

oo]}

-d§= pol. (3.22)



Formulu (3.22) nazivamo Amperov zakon.

Primjer 3.5. Neka beskonacnim ravnim vodicem tece stalna struja jakosti I = 5 A. Magnetsko
polje koje nastaje oko vodica mozemo opisati pozitivno orijentiranim kruznicama cije se srediste
nalazi u sredistu vodica. Koriste¢i Amperov zakon odredimo iznos B magnetskog polja vodica
ako je polumjer kruznice jednak 2 .

Neka je?kruénica polumjera 2 te ju parametriziramo s
7(t)=2costi+2sint], te[0,2n].

Sada Amperov zakon (3.22) moZemo zapisati kao

21

| Bl (o) dr=5po
0
Koristeci iste zakljucke kao u izvodu Amperovog zakona slijedi
2m 2m _"<t) 2m |_”(t)|2 2m 2n
= r 5 r =
fB(?(t))-r’(t) dt:fB MM dt:fBai dt:Bflr’(t)l dt:zsf dt = 47B.
0 0 I(2)] 0 I'(2)] 0 0
Slijedi An B = 5, te je iznos magnetskog polja B jednak
5
B="E% 5,107 T (tesla).
47
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