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Uvod

Osnovna tema ovog rada konformna su preslikavanja, kao kompleksne funkcije kom-
pleksne varijable.

U prvom se poglavlju promatra karakterizacija konformnog preslikavanja te preslika-
vanja osnovnim funkcijama kao $to su translacija, rotacija, inverzija te afina (linearna)
funkcija. Uz to u prvom poglavlju promatra se i preslikavanje drugim elementarnim
funkcijama kao tosuw =22, w = \/ziw = ¢

U drugom poglavlju razmatra se Mobiusova transformacija, nazvana po njemackom
matemati¢aru Augustu Ferdinandu Mobiusu (1790. - 1860.). Promatra se Mobiusova
transformacija i njezina inverzna funkcija kao preslikavanja u kompleksnoj ravnini. Do-
kazuje se da je Mobiusova transformacija konformno preslikavanje te pokazuje da se
Mobiusova transformacija moze prikazati kao kompozicija rotacije, translacije, inverzije
te homotetije. Navodimo viSe primjera za Mdbiusove transformacije i na kraju rada
navode se primjene Mobiusovih transformacija u nekim podrugjima znanosti.



1 Konformna preslikavanja

Konformno preslikavanje je bitno za rjeSavanje raznih problema koji su prikazani kom-
pleksnom funkcijom. Konformnim se preslikavanjem ¢esto problem mozZe svesti na jed-
nostavniji koji znamo rijesiti.

1.1 Karakterizacija konformnog preslikavanja

Neka je preslikavanje kompleksna funkcija w = f(z) = u + iv dana s funkcijama u, v :
D —» Rgdjejez=x+iy € C,D C R*te u = u(x,y),v = v(x,y). Pri tome se kompleksni
broj z = x + iy € C u kompleksnoj z-ravnini identificira s tockom (x,y) € R? u xy-
ravnini.

Definicija 1.1 Neka je zadano preslikavanje u = u(x,y),v = v(x,y) koje tocku (xo,yo) iz
(x,y)-ravnine preslika u (up,vo) u (u,v)-ravnini, a krivulje Cy i Cy koje se sijeku u (xo,yo)
preslika u Cj, C}, koje se sijeku u (ug, vo). Ako je kut izmedu krivulja Cy i Cy jednak kutu izmedu
krivulja C{ i C} po iznosu i smjeru onda je preslikavanje f konformno u tocki (xo, o).

iy | - “'?1(3) iv a ¢

Slika 1. Oc¢uvanje kutova pri konformnom preslikavanju (vidjeti [2])

Definicija 1.2 Za funkciju f : D — C kaZemo da je diferencijabilna u tocki zo otvorenog skupa
D C C, ako funkcija
f(z) — f(z0)

zZ—2

Z: ¥

ima limes u tocki zq. Tada se taj limes oznacava se sa f'(zq) i naziva se derivacija funkcije f u
tocki zo. Slijedi,
f/(ZO) — lim f(Z) _f(ZO).

z—2g zZ— 2z

Definicija 1.3 Ako je funkcija f' : D — C neprekidna na D C C onda je f analiticka funkcija
na D.



Teorem 1.1 (vidjeti [2]) Neka se krivulja C kroz tocku zo preslika u krivulju C’ kroz tocku
wo = f(z0). Tada tangenta na krivulju C" u tocki wy = f(zo) zarotirana je za kut alpha =
Arg(f'(zo)) u odnosu na tangentu na krioulju C u tocki z.

Dokaz: Neka krivulja C koja prolazi kroz tocku zp ima parametrizaciju
z =z(t) = x(t) + iy(t), t € [a,b]
zo = z(tp), to € [a,b],
a njena slika C’ parametrizaciju

w = w(t) = u(x(t),y(t)) +iv(x(t), y(t)).
Na krivulji C u to¢ki zg dan je vektor tangente s z/(ty). Zatim ra¢unamo w’(t) vektor
tangente na C’ kao

w'(t) = f'(z(8)) - 2'(#).
Uz pretpostavku da je f analiticka funkcija i f'(zg) # 0 vrijedi
)

w'(to) = f'(z0) - Z'(to
pri ¢emu je zp = z(fp) i wo = w(ty).
U polarnom zapisu imamo
Arguw'(tg) = Argf'(z0) + Argz'(to).

Iz ovoga slijedi da preslikavanje w = f(z) rotira promatranu tangentu za kut Argf’(zo).
O

Teorem 1.2 (vidjeti [2]) Neka je funkcija f : D — C analiticka na D C C te neka f'(zo) # 0 u
tocki zg € D. Tada je preslikavanje w = f(z) konformno u tocki zy.

Dokaz: Prema prethodnoj definiciji, trebamo dokazati da pri preslikavanju kut izmedu
krivulja C; i G, koje se sijeku u tocki zy ostaje jednak po iznosu i po smjeru. Prema
prethodnom teoremu, zaklju¢ujemo da se tangente rotiraju za isti kut « = Argf’(z9) #0
u istom smjeru. Odatle slijedi da je preslikavanje konformno u tocki z. O

Primjer 1.1 (vidjeti [2]) PokaZite da je preslikavanje f(z) = cos z konformno u tockama z =
%, 27, 7T + i te odredite kuteve u tim tockama.

RjeSenje:
Deriviranjem analiti¢ke funkcije f(z) = cos z dobivamo f’(z) = —sin z. Preslikavanje je
konformno u to¢kama u kojima je f’(z) = —sin(z) # 0. Stoga, preslikavanje je konfor-

mno osim u to¢kama z =k , k € Z. Slijedi da je preslikavanje konformno u to¢kama
z = 1,1, t+ i. Kut preslikavanja u totki zo jednak je Argf’(zo).

Zaz=1i f'(i)= —sini=—isinh 1, Argf'(i) = 327T.
Zaz=1:f'(1) = —sin 1, Argf'(1) = m.

Zaz=m+i fi(m+i)=isinh 1, Argf'(m+i) ==



Iz teorema 1.2 dobivamo sljedeci teorem.

Teorem 1.3 (vidjeti [2]) Ako je funkcija f : D — C analiticka na podrucju D C C i ako je
f'(z) # 0 na podrucju D, onda je preslikavanje w = f(z) konformno u svim to¢kama podrucja
D.

Primjer 1.2 (vidjeti [2])

(a) PokaZite da je preslikavanje f(z) = z", n = 2,3, ... konformno na C osim u to¢ki zy = 0.

(b) PokaZite da je preslikavanje f(z) = e*, konformno na C.

)
)
(c) Pokazite da je preslikavanje f(z) = sin z, konformno na C \ {5 +kn}, k € Z.
(d) Pokazite da je preslikavanje f(z) = ££2, konformno na C \ {1}.

=zl
RjeSenje:
Preslikavanje je konformno u onim to¢kama u kojima je f'(z) # 0.

(a) Deriviranjem funkcije dobivamo uvjet f'(z) = nz"~! # 0.
Preslikavanje je konformno za z # 0.

(b) Deriviranjem funkcije dobivamo uvjet f'(z) = ¢* # 0.
Preslikavanje je konformno Vz € C.

(c) Deriviranjem funkcije dobivamo uvjet f/(z) = cos z # 0.
Preslikavanje je konformno Vz € C\ {§ +krn},k € Z.
(d) Deriviranjem funkcije dobivamo uvijet f'(z) = —ﬁz il =221,

Preslikavanje je konformno Vz € C \ {1}.

Napomena:

Neka je f analiti¢ka funkcija na podrugju D i neka vrijedi f’(zg) # 0, zo € D. Analiticka
funkcija u tocki zyp male udaljenosti oko zg preslika u male udaljenosti oko wy, a faktor
uvelanja (rastezanja ili stezanja) je

A =1f"(z0)]
jer vrijedi

|w —wo| = |f(2) — f(z0)| = | f'(20) |1z — 20|

Akoje A > 1, element luka krivulje se rasteZe, a ako je A < 1, element luka krivulje se
steze pri preslikavanju funkcijom f.

Primjer 1.3 (vidjeti [2])

(a) Pokazite da je preslikavanje f(z) = z? konformno u tocki zg = 1+ i.
(b) Izracunajte faktor uvecanja u okolini tocke z.

(c) Izra¢unajte kut rotacije u tocki z.



RjeSenje:
(a) Deriviranjem funkcije dobivamo f’(z) = 2z. Za to¢ku zp = 1 + i imamo

f'(1+1i) =2+ 2i # 0. Slijedi da je preslikavanje konformno u tocki zo.

(b) Faktor uveéanja ¢emo izracunati prema prethodnoj napomeni. Za okolinu tocke
zg = 1+ i faktor uveéanja je A = |f'(zp)| = 2v/2. Element luka krivulje se rastegne
za faktor A >1.

(c) Kut rotacije ra¢unamo kao Argf’(zo) = 7. Element luka krivulje se zarotira za kut
IL

g

Primjer 1.4 (vidjeti [9]) Koji se dijelovi kompleksne ravnine steZu, a koji rasteZu pri
preslikavanju funkcijama

(a) w=2z2—14z

(b)) w=¢é*
(c) w= %
RjeSenje:

(a) Deriviranjem funkcije dobivamo w’ = 2z — 4. Faktor uvecanja jednak je A=12z — 41.
Iz uvjeta A < 1 slijedi

1
-2 =.
22/ <

Unutrasnjost kruga |z — 2| < 1 se steZe, a vanjski dio rasteZe pri preslikavanju
funkcijom w.

(b) Deriviranjem funkcije dobivamo w’ = ¢*. Faktor uveéanja jednak je
B = |w/| _ |ex+iy| — ¢~
Uvjet A < 1 vrijedi za x < 0. Poluravnina se steZe za Re z < 0, a rasteZe za Re z > 0.

(c) Deriviranjem funkcije dobivamo w’ = ;—21 Faktor uveéanja jednak je

Uvjet A < 1 vrijedi za |z| > 1. Vanjski dio jedini¢nog kruga se steZe, unutrasnjost
rasteze.



Napomena:
Neka je f : D — C analiticka funkcija u tocki zy. Ako je

f'(z0) =0
f"(z0) =0

FE(z0) =0,
fn(zo) 7£ 0/

onda preslikavanje w = f(z) uvecava n puta kut izmedu krivulja koje se sijeku u tocki
zo. Navedena tvrdnja mozZe se vidjeti u [2].

Primjer 1.5 (vidjeti [2]) PokaZite da preslikavanje f(z) = z* nije konformno u tocki zg = 0.
Kako se ponasa preslikavanje u z = 0 s obzirom na kut izmedu krivulja koje se sijeku u zy.

Rjesenje: Deriviranjem funkcije dobivamo f’(z) = 2z. U totki z = 0 preslikavanje nije
konformno. Prema prethodnoj napomeni f”(0) = 2 # 0 $to znadi da se kutevi u zp = 0
povecavaju dva puta.

Definicija 1.4 Jednostruko povezano podrucje D u R? je podrudje koje ima svojstvo da se svaka
zatvorena krivulja u D moZe bez prekidanja stegnuti na tocku ne izlazeci iz D.

Za jednostruko povezano podrudje vrijedi sljede¢i teorem. Vidi [7].

Teorem 1.4 (Riemannov) Svako jednostruko povezano podrucje D # C ¢iji rub se ne sastoji
samo od jedne tocke moZe se konformno preslikati na otvoreni jedini¢ni krug K(0,1).

z=1

5
e

f(1)=0

Slika 2. Preslikavanje poluravnine x > 0 na K(0,1)



1.2 Preslikavanje osnovnim funkcijama

U ovom poglavlju ¢emo navesti najosnovnije primjere konformnih preslikavanja.
SloZenija konformna preslikavanja mogu se dobiti kompozicijom osnovnih.

1.2.1 Translacija

Jedno od najosnovnijih konformnih preslikavanja je translacija. Translacija je
preslikavanje oblika
w= f(z)=z+a, acC.

Slika 3. Translacija (vidi [1])

Translacijom se svaka tocka u kompleksnoj ravnini preslikava u tocku pomaknutu za
kompleksni broj a.

Napomena: Translacija svaku kruZnicu preslika u kruZnicu istog polumjera te pravac
preslika u paralelni pravac.
1.2.2 Afina (linearna) funkcija

Promotrimo konformno preslikavanje koje je linearna (afina) funkcija. Linearna
tunkcija je preslikavanje oblika

w= f(z) =bz+a,
pri temujea € C,b € R\ {0}.

Ovakvim preslikavanjem svaka tocka mnozi se skalarom b # 0 i dolazi jos do pomaka
za kompleksni broj a te u svakoj tocki u kompleksnoj ravnini faktor uvecanja jest |b|.

pedy
HHS

Slika 4. Linearna funkcija (vidi [1])



1.2.3 Rotacija

Preslikavanje oblika _
w = f(z) = €%z

nazivamo rotacija. Ako ga zapiSemo u trigonometrijskom obliku
dobit ¢emo
w = (cosBy + i sinby)z. (1)

Mozemo i z zapisati u trigonometrijskom obliku
z = r(cosp +ising). (2)
Uvrstavanjem (2) u (1) dobivamo

w = r(cosby + i sinby) (cosg + i sing) = r(cos(6y + @) + i sin(6p + ¢)).

Slika 5. Rotacija za kut ¢

Ovim preslikavanjem - rotacijom svaka se tocka kompleksne ravnine zakrene za kut ¢
u pozitivnom smjeru.

Primjerice, na slici 5. (vidi [1]) slika u sredini dobiva se preslikavanjem w = e~'% iz
lijeve slike. Slika na desnoj strani se dobiva iz slike s lijeve strane preslikavanjem
w=e"'7,

1.2.4 Inverzija

Posebno je zanimljiva funkcija
il

oz

w=f(z)

koja preslikava co u 0 te 0 u oo, a za fiksne tocke ima -1 i 1. To preslikavanje naziva se
inverzija te je vezano za simetriju u odnosu na kruZnicu.



Slika 6. Inverzija

Na slici 6. (vidi [6]) moZe se vidjeti kruznica T sa sredi$tem u tocki O. Totke A i A’
simetri¢ne su u odnosu na kruznicu I' ako leZe na istom pravcu iz tocke O te ako vrijedi
daje OA - OA’ = R2. Srediste i tocku oo smatramo simetri¢nim u odnosu na I, ako T
leZi u kompleksnoj ravnini.

Iz definicije slijedi da je tocka A € I' sama sebi simetri¢na te da ako je tocka A izvan I,
onda je totka A" unutar I', odnosno, ako je tocka A unutar I, onda je tocka A’ izvan T.
Ako povucemo iz A (A izvan I') dvije tangente na I', onda one u tockama T i T, diraju
I'. Sjeciste duzina OA i T; T, oznat¢imo s A'. Iz sli¢nosti trokuta OA : OT; = OT; : OA/,

slijedi OA - OA’ = OT? = R?, odnosno slijedi da su tocke A i A’ simetri¢ne u odnosu na
T
Neka je I' jedini¢na kruZnica u kompleksnoj ravnini sa sredistem u nuli. Ako
kompleksan broj z = re'?, r > 0,¢ € R, pripada tocki A, onda tocki A’ pripada broj
Ly 1 _1
r re’ z

Totki A’ simetri¢na je totka A* u odnosu na x - os, kojoj pripada broj

Slijedi, preslikavanje w = f(z) = 1 je kompozicija simetrije u odnosu na kruznicu
|z| =1 te simetrije u odnosu na os x. Iz tog je preslikavanja f'(z) = —Z 8to povlati da
je f'(z) # 0 za svaki z € C\ {0}. Stoga, na podrudju C \ {0} inverzija je konformno

preslikavanje.



1.3 Preslikavanje nekim drugim elementarnim funkcijama

U ovom ¢emo poglavlju opisati preslikavanja jos nekoliko elementarnih funkcija.

1.3.1 Funkcija w(z) = 22

Funkcija

wiz) =2

je jednoznacna funkcija u kompleksnoj ravnini.
Ako z prikaZzemo u trigonometrijskom obliku imamo z = r(cos¢ + i sing), (gdje
r = |z|), onda primjenom funkcije w dobivamo

22 = 1r*(cos2¢ + i sin2¢).

YA v

-~ -—

T u

Slika 7. Preslikavanje w(z) = z?

Iz prethodnog raspisa i slike 7. zaklju¢ujemo da se kruzni isjecak kojemu jedan krak
lezi na x-osi preslika u kruzni isjecak dvostrukog kuta i kvadrata radijusa.

Primjer 1.6 (vidjeti [7]) Preslikajte gornju poluravninu funkcijom w(z) = z2.

Rjesenje:

Gornja poluravnina specijalni je oblik kruznog isjecka, pri ¢emu je kut ¢ € [0, 77| te
radijus r = |z| € [0,c0 >. Odatle i iz gornjeg izraza za ovu funkciju u trigonometrijskom
obliku, slijedi da se gornja poluravnina preslika u cijelu kompleksnu ravninu.

Na slici 8. (vidi [1]) prikazano je geometrijski kako se dani kvadrat u Lkvadrantu
preslikava tom funkcijom w(z) = z2 = (x +iy)? = x2 + y*> — i2xy.

Slika 8. Konformno preslikavanje kvadrata funkcijom w(z) = z?

10



Analogno kao kod slike gornje poluravnine od ovog preslikavanja, moZze se vidjeti da se
L. kvadrant (gdje ¢ € [0, 5]) preslikava na L. i II. kvadrant, odnosno u gornju
poluravninu. Pri tome, pozitivni dio imaginarne osi (w(yi) = —y?) preslikava se u
negativni dio realne osi. Donja i lijeva stranica kvadrata prikazanog na slici 8.
preslikaju se na segment na realnoj osi u kompleksnoj ravnini.

Na slici 9. (vidi [1]) moZemo vidjeti geometrijski kako se preslikavanjem w(z) = 22,
krug iz I. kvadranta pretvara u lepezu u I. i II. kvadrantu.

Slika 9. Konformno preslikavanje kruga funkcijom w(z) = z?

1.3.2 Funkcija w(z) = /z

Na primjeru konformnog preslikavanja
w(z) = V2

mozemo promotriti kako se kvadrat u I. kvadrantu preslikava u kompleksnoj w-ravnini.

Slika 10. Konformno preslikavanje kvadrata funkcijom w(z) = /z

Na slici 10. (vidi [1]) prikazano je da ovom funkcijom slika lijeve stranice kvadrata se
naginje pod 45° u w-ravnini, jer vidimo (za kvadrat duljine stranice a) za y € [0,a] da

w(iy) = /iy = \/y(cos /4 +isinm/4).

11



Na slici 11. (vidi [1]) prikazana je slika kvadrata koji se nalazi u I. i II. kvadrantu i koji
je simetri¢an oko y-osi.

Slika 11. Konformno preslikavanje kvadrata funkcijom w(z) = /z

Ispod pravca g = r gdje nam je r = u(x, y) realni dio kompleksne funkcije f(z), a

g = v(x,y) imaginarni dio kompleksne funkcije f(z), nalaze se slike tocke za koje je

x > 0, a iznad se nalaze slike toc¢aka za koje je x < 0. Negativna strana realne osi
preslikava se u pozitivnu stranu imaginarne osi. Imaginarna os se preslikava u pravac
g = r u kompleksnoj w-ravnini.

1.3.3 Funkcija w(z) = ¢*

Eksponencijalna funkcija
w(z) =e* =e' cosy +ie*siny

konformno je preslikavanje na C.

Za eksponencijalnu funkciju vrijede sljedeca svojstva:

1) %1 .e%2 = ¢*1722 za svaki z1,zp € C

2) % — #1722 za svaki z1,z, € C

3) Eksponencijalna funkcija je periodi¢na s periodom 27 :

T2 = X HYA27) = ¥ (cos(y + 271) + isin(y 4 27r)) = € (cosy + isiny) = €7

za svaki z € C.

12



Slika 12. Konformno preslikavanje kvadrata funkcijom w(z) = e*

Ova funkcija preslikava jedini¢ni kvadrat iz I. kvadranta u z-ravnini, u kruzni odsjecak
u w-ravnini ( slika 12. (vidi [1])), jer:

1) donji rub jedini¢nog kvadrata - segment za koji je x € [0,1], y = 0 preslika se u
w=¢"€[l,e

2) desni rub jedini¢nog kvadrata - segment za koji je x = 1, y € [0, 1], preslika se u
kruzni luk w = e(cosy +isiny)

3) gornji rub jedini¢nog kvadrata - segment za koji je x € [0,1], y = 1, preslika se u
w =e*(cos1+isinl)

4) lijevi rub jedini¢nog kvadrata - segment za kojije x =0, y € [0, 1], preslika se u
kruzni luk w = cosy +isiny.

13



2 Mbobiusova transformacija

Definicija 2.1 Funkcija

za koju je ad — bc # 0 naziva se Mobiusova transformacija. Pri tome su a,b,c,d € C
(parametri transformacije f) zadani kompleksni brojevi.

Iz (1) dobivamo

1\ a(cz+d)—c(az+b)  ad—bc
Fie) = (cz+d)2 " (cz+d)? s )

pa bi ad — bc = 0 povlacilo da je f konstanta. Iz tog je razloga u (3) stavljen uvjet
ad — bc # 0.
Rijesimo li (3) po z dobivamo
—dw+b

z=g(w) = i —g (5)
§tos (—d)(—a) — bc = ad — bc # 0 pokazuje da je inverzno preslikavanje Mobiusove
transformacije upravo Mdbiusova transformacija.
U slucaju da je c=0 funkcije (3) i (4) su afina preslikavanja

f@) =224 gw)=w-". ©)

a a
Afina preslikavanja mogu se prosiriti do bijekcija f : CU {00} — C U {oo}, s fiksnom

tockom koju oznac¢avamo s oo.

Ako nam je ¢ # 0, onda je (3) bijekcija sa C\ {=4} na C\ {2} te je funkcija g njoj
inverzna bijekcija sa C \ {2} na C\ {2} .

Kako je
. C.oaz+b o a+l g
BB = a= M =
—d —d
az +b ”<T>+b ”(T>+b =5 1 p
lim f(z) = 1 . - _ s
23t ss—d cz+d c(‘Td>+d —d+d 0
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: _ Yo, LT O 5 w _ 4
zgl—rgog(w) - zgl—rgc}o CW —a all—rgc}o Cc — % c
. . —dw+b —d(%)*f‘b —d(%)—Fb _éld—}—b
lim g(w) = lim = = = =
w—2 w—% CW—a c %) —a a—a 0

SRNE
R OB

Gore definirane funkcije zovu se meromorfne funkcije, jer su prosirene na C = C U {co}.
Posebno zanimljiva Mobiusova transformacija je

w=f(z) = -. )

Preslikavanje (7) vezano je za simetriju u odnosu na kruZnicu te se naziva inverzija, sto
smo opisali u poglavlju 1.

Teorem 2.1 (vidjeti [6]) Neka su zq,2,23 € C tri medusobno razlicite tocke te wy,wy, w3 € C
takoder medusobno razlicite. Tada postoji jedinstvena Mobiusova transformacija f takva da je

w; = f(Zi), i = 1, 2, 3. (8)
koja je zadana implicitno formulom:

w—w w3z — Wy Z— 2] Z3 —12Z)

©)

W—wy W3—W, Z—2p 23—21
Dokaz:

Neka Mobiusove transformacije f1 i f» zadovoljavaju (8). Tada se Mobiusova
transformacija f, ' o f1 sastoji od tri fiksne tocke z1,2 i z3 pa je i ona identiteta, t].

£y 1 (fi(z)) = z za svako z. Slijedi, fo(z) = f1(z) tj. f1 = f» . Time smo dokazali
jedinstvenost Mobiusove transformacije sa svojstvom (8). RijeSimo li (9) po w, vidimo
da je sa (9) dana Mobiusova transformacija koja ima svojstvo (8) . Kako bi izbjegli taj
racun, uo¢imo Mobiusove transformacije
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Z—Z1 Z3—2p w—w W3 — Wy

f1(z) fo(w)

 Z—% Zy—Z C w—w, wW3—wi

Stogaijei f = f, ' o fi Mdbiusova transformacija.

Kako je
f(z1) =0, fi(z2) =00,  fi(z3) =1
fa(w1) =0, fo(wz) =0,  fa(ws) =1
slijedi da je ispunjeno (8) te iz f, o f = f; slijedi (9). ]
Teorem 2.2 (vidjeti [4]) Mobiusova transformacija zadana s f(z) = ’CZIZ pri emu su a,b,c,d
€ C takvi da je ad # bc je bijekcija iz skupa C \ {=4} u skup C \ {2} i njezino inverzno
J je dhecy i c P g ¥
preslikavanje je takoder Mobiusova transformacija dana formulom g(w) = %fab.
Dokaz:
Da bismo dokazali tvrdnju dovoljno je pokazati da vrijedi
(fog)(w)=w, i (gof)(z)=2
zasvakiz € C\ {74} izasve w € C{%}.
a (;C‘va_‘;b) +b —adw+ab+bcw—ab w(—ad+bc)
(fog)(w) = = e =G =W
—dg+b —cdw+cb+cdw—ad cb—ad
¢ ( O—a > +d cw—a cw—a
odnosno
(fog)(w) =w.
Vrijedi
—d (et —adz—bd+bcz+bd bc—ad
( Of)(Z) - d <c2+d> +b . = Czj-dcz-l- . Z(C;:—I—Z : —
8 o az+b " acz+bc—acz—ad T be—ad T 7V
c <c2+d> —a cz+d cz+d
odnosno

(80 f)(z) ==
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Primjer 2.1 (vidjeti [6]) Nadimo Mobiusovu transformaciju koja preslikava tocke 0,1, oo redom
u tocke co , 0, 1. Uzimajuci u obzir wy =oo i z3 =00 iz (9) dobivamo

W3 —wy z—2

W—wy, zZ—2y

Sto povlaci da je

1z
w z-—1
iz cega slijedi da je
il
w=1—-.
z

Primjer 2.2 (preslikavanje kruga na krug)

Neka su I'y i I'y dvije kruznice u ravnini C. Uzmemo li tri tocke zq, zo, z3 na I'y te tri tocke wy,
wy, w3 na I'y, Mobiusova transformacija f za koju je w; = f(z;) (gdje je i=1,2,3) preslikava
kruZnicu T'y na kruznicu I'}. Buduéi da kruZnice I'] i I'y imaju tri razlicite wq, wy te w3
zajednicke, one su jednake.

Nadalje, moZe se pokazati (vidi [6]) da ako tocke w,, w, te w3 na I'y daju istu orijentaciju kao i
tocke zq, zp te z3, onda f preslikava krug Dy na krug D», a ako tocke wq, wo te w3 daju na I'
suprotnu orijentaciju od one koju daje tocke z1, zp te zz na I'y, onda f preslikava krug Dy na
vanjsko podrucje Ey kruznice I'y te f ima pol u D;.
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2.1 Svojstva Mobiusove transformacije

Propozicija 2.3 (vidjeti [4]) Mobiusova transformacija je konformno preslikavanje.
Dokaz: Preslikavanje f = f(z) gdje je
az+b zeC \ { _Td },.

cz+d’

8245 z2eCec=0;
f@y=454" "% ,

2, z=o00,c#0;

00, z:_Td,c#O.

je konformno ako ¢uva veli¢inu i smjer kuteva Sto je upravo osobina analitickih
preslikavanja. Kako je

o alcz+d)—(az+b)c acz+ad—acz—bc  ad—bc g
fi(z) = (cz+d)? - (cz 4 d)? = (cz+ d)2 £ 0, ZEC\{—Z}

preslikavanje f : C — C je konformno.

Kadajez = =4, f(z) = co pa f'(z) ne postoji. Stoga se ovdje na funkciju f moze

primijeniti prosireni pojam konformnog preslikavanja u tocki z = —d/c. Promotrimo

—d

! cztd Konformnost preslikavanja F (z) u tocki z = —2

tada preslikavanje F;(z) = T = i

povlaci tada konformnost preslikavanja f(z) :

A = (az +b (az +b)? T (b2 (az+bp

! (—_d) _ (bc—ad bc—ad  c*(bc—ad) &

cz+d>'_c(az+b)—(cz+d)a acz+bc—acz—ad  bc—ad

d " (bc—ad\2 _ T _
o 4 py2 (beady2 o (be ad)?  bc—ad

Zaklju¢ujemo da je F; analiticka ako i samo ako je ¢ # 01 bc — ad # 0.

Konatno za z = oo promotrimo preslikavanje F,(z) = f (%)

Primjenom pros$irenog pojma konformnog preslikavanja u tocki z = oo, dobivamo da iz
konformnosti preslikavanja F,(z) u z = 0 slijedi konformnost preslikavanja funkcije f

wz=oo:
1 611+b atbz bz_|-a
Fz(Z) = f — | = i — - sz —
z ci+d +T dz +c
B — [ 28 " b(zd4c)— (bz+a)d bdz+bc—bdz—ad _ bc—ad
2 \dz+e) (dz + )2 N (dz +c)? "~ (dz+c¢)?
Ei{0) = bc;”d, c£0, bc—ad#0,
iz Cega slijedi tvrdnja. O
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Propozicija 2.4 (vidjeti [4]) Mobiusova transformacija se moZe prikazati kao kompozicija
translacije, rotacije, homotetije i inverzije.

Dokaz: Imamo w = f(z) = ‘EZIS Mobiusovu transformaciju te nam je ¢ # 0 . Vrijedi

w:az+b:”’c—z+%:%+%+g_g
cz+d z+14 z4+4 ¢ ¢

a az+%—az—b

¢ c(z+9)
ad—bc
_ 2
= Z+4

pa moZemo zapisati w kao kompoziciju iduéih transformacija na nacin:

d |
fl(Z)—Z+E, fZ(Z)—g
—ad + bc b are ((=adtbe a
pE =[G A= ‘jmz:e’”@( #2, fam)=z+2
c2

Stoga nam vrijedi
f(z) = (fso fao fzo f20 fi)(2),

iz ¢ega slijedi da je Mobiusova transformacija f(z) kompozicija translacije, inverzije,
homotetije, rotacije te opet translacije. Ako je ¢ = 0, funkciju f(z) = 9z + & tada
mozemo zapisati kao kompoziciju funkcija:

2 pE=dn A=zt

odnosno kao kompoziciju homotetije, rotacije te translacije. Vrijedi

f(z) = (fs0 fa0 f1)(2).
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Propozicija 2.5 (vidjeti [4]) Kompozicija Mobiusovih transformacija Mobiusova je
transformacija.

Dokaz: Neka sunam f; = i f, = % Mébiusove transformacije. Slijedi,

gztby +bya+cizb+dyb
(fl sz)(z) _ a<clz+d1> +b B aaiz C11112+C;12 1 B z(aa1 n Clb) 0 Bug P

a12+b1 _ Cﬂ12+Cb1+C12d+d1d o z Cal _|_ Cld + Cbl + dld.
) +d et ( )

Neka sue =aay +c1b, f =bja+dib, g =cay +c1d, h = cby +did € C. Tada je

_ez+f
(hrof)e) = s
Mobiusova transformacija. Analogno pokazujemo i za (f; o f1)(z). ]
Primjer 2.3 (vidjeti [4]) Rastavite Mobiusovu transformaciju f(z) = 2212[;1 na elementarne

funkcije te preslikajte jedinicni krug pomocu zadane funkcije.

RjeSenje:

= 2iz+3i _ 22—1—31,: 2Z+2+1i:i+ i
2742 22 -2 2z 4-2 2742
f1(z) = 2z je homotetija za faktor 2, fo(z) = z + 2 je translacija za 2, f3(z) = 1 je
inverzija, f4(z) = izz = €2z je rotacija za Z te f5(z) = z + i translacija za i. Slijedi nam,
f(z) =(fsofaso fzo faof1)(z). Naslici 13. primjeéujemo u $to ¢e se uz zadanu
Mobiusovu transformaciju jedini¢ni krug preslikati.

l\-_L

\

¢

Slika 13. Preslikavanje jedini¢nog kruga Mobiusovom transformacijom
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2.2 Neke primjene Mobiusove transformacije
221 Aerodinamika

Razmatrat ¢emo primjenu konformnog preslikavanja u aerodinamici zvanu Joukowsky
preslikavanje. Dano je izrazom

== 3o+

Nikolay Zhukovsky (Joukowski), ruski znanstvenik, prvi je koristio ovo preslikavanje
za proucavanje toka fluida oko krila zrakoplova te je prvi primjenjivao teoriju funkcija
kompleksne varijable u aerodinamici i hidromehanici. Joukowsky preslikavanje
konformno je u svakoj tocki osim u zy = —1iz; =1, jer je

1 1
! = — _ —
§(z) = 2 (1 22> L
ako i samo ako
ze {-1,1}.

Slika 14. Joukowski preslikavanje

Na slici 14. (vidi [5]) moZemo vidjeti da Joukowski preslikavanje jedini¢nu kruznicu sa
srediStem u ishodistu preslikava u segment [—1,1]. Ako bi promatrali kruznicu s
proizvoljnim polumjerom te srediStem u ishodistu, Joukowski preslikavanje bi takvu
kruZnicu z = Re'?, ¢ € [0,271] preslikalo u elipsu. Uporabom eksponencijalnog oblika
kompleksnog broja z = |z| - ¢'?, dobiva se

f(z) = f(Re'?) = 1/2(Re"‘P + ﬁ) =1/2(R+1/R)cos¢ +i-1/2(R—1/R)sin¢.
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2.2.2 Mapiranje mozga

Konformno se preslikavanje primjenjuje i u medicini kod "mapiranja mozga" na sljedeci
nacin:

1) Mozdana se mreZa preslikava na sferu.
2) Stereografska projekcija preslikava sferu na kompleksnu ravninu.

3) Mobiusova transformacija ¢uva kuteve prilikom preslikavanja sfere na kompleksnu
ravninu.

4) Stereografska projekcija zatim preslikava kona¢nu sliku natrag na povrsinu sfere.

Slika 15. Rekonstrukcija mozga na sferu (vidi [10])

Ovisno o Mdébiusovoj transformaciji, konformno preslikavanje mozga koristi se za
detaljnu analizu razli¢itih dijelova mozga.

2.2.3 Pomorska plovidba

Konformna se preslikavanja mogu koristiti i u kartografiji, posebice kod Mercatorova
preslikavanja te stereografskih preslikavanja. Ova preslikavanja posebno su nam
korisna za upotrebu u pomorskoj plovidbi zbog svog jedinstvenog svojstva da
zadrZavaju stalni smjer kretanja. Takav smjer, poznat kao romb, poZeljan je u
pomorskoj plovidbi jer brodovi mogu ploviti u konstantnom smjeru kompasa.
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Sazetak

U radu se razmatraju kompleksne funkcije koja su konformna preslikavanja. Posebno
se promatra Mdobiusova transformacija, koja kao kompleksna funkcija jeste konformno
preslikavanje, a znamo da ono ¢uva orijentaciju i kuteve $to smo prikazali na
primjerima. Neki od osnovnih primjera Mobiusove transformacije su translacija, afina
(linearna) funkcija i rotacija. Mobiusova transformacija je bijekcija te je prikazujemo kao
kompoziciju homotetije, translacije, inverzije te rotacije. Dokazali smo i da je
kompozicija Mobiusovih transformacija Mobiusova transformacija. Tvrdnje smo
ilustrirali na primjerima. Naveli smo i neka druga svojstva Mobiusove transformacije,
kao primjerice svojstvo da je Mobiusova transformacija jednozna¢no odredena sa
svojim vrijednostima u tri tocke. Primjena Mobiusove transformacije vazna je i u
mnogim podruc¢jima znanosti, jer se temelji na preslikavanju sfere na kompleksnu
ravninu. U radu smo opisali neka podrucja u kojima je koristimo.
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Summary

In this work complex functions that are conformal mappings are considered. The
Mobius transformation is conformal mapping such that preserves the orientation and
angles which is shown by the examples. Some of examples explained in this work are
translation, linear function and rotation. The Mobius transformation is bijection and we
can present it as a composition of homothety, translation, inversion and rotation. It is
proved that the composition of Mobius transformation is also a Mobius transformation
through examples. Some other properties of the Mobius transformation are also
mentioned. For example, the Mobius transformation is uniquely determined with its
values at 3 points. The application of the Mobius transformation is also important in
many fields of science since it is based on the mapping of a sphere to a complex plane.
Applications in some fields of science are described in this work.
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