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1 Uvod

Kroz povijest pojavljivale su se razne zaraze koje su znacajno utjecale na smrtnost
ljudske vrste. Njihovu pojavu, razvoj, uzrok te posljedice koje ostave proucava
znanost nazvana epidemiologija. Ako dode do iznenadnog i naglog Sirenja neke
zaraze na velik broj ljudi u kratkom vremenu onda se ta zaraza naziva epidemijom
dok se sirenje na vise drzava i kontinenata naziva pandemijom. Na Sirenje zaraze,
tocnije epidemiju, utjecu brojni ¢imbenici - nacin prenosenja, podloznost, uzrok,
otpornost osobe, gustoca naseljenosti i drugo. Ono $to mnoge epidemiologe zabri-
njava je procjena ukupnog broja zarazenih, trajanje epidemije i slicno. Zbog toga
se, kao nadopuna epidemioloskim modelima, koristi matematicko modeliranje koje
zahtijeva jednostavnost i preciznost u opisu epidemije.

Opcenito, matematicke modele grubo mozemo podijeliti na deterministicke i sto-
hasticke. Rezultat modeliranja s obzirom na ulazne podatke je u deterministickom
modelu svaki put jednak dok je u stohastickom razlicit. Takoder, u stohastickom
modelu ukljucena je neizvjesnost odnosno slucajnost neke pojave u epidemiji.
Prvi modeli koji su dominirali epidemiologijom bili su upravo deterministicki.
Medutim, neki nisu davali jednostavna rjesenja za svoje diferencijalne jednadzbe
sto je potaknulo na modeliranje sa stohastickim svojstvima. Prvi takvi modeli,
kao uvod u teoriju stohastickih modela, bili su modeli binomnih epidemioloskih
lanaca.

Za epidemiju u kojoj je inkubacijsko ili latentno razdoblje male varijabilnosti te
zarazno razdoblje kratko, treba koristiti modele diskretnog vremena. Binomni epi-
demioloski lanci upravo su takvi modeli - modeli u diskretnom vremenu u kojima
je latentno razdoblje konstanta. Uvelike se koriste za modeliranje Sirenja zaraze u
zatvorenoj i homogenoj populaciji kao sto su kucanstva, vrti¢i, skole i sli¢no. Po-
kazali su se korisnima u opisivanju virusnih zaraza poput ospica, vodenih kozica,
gripe i obi¢ne prehlade.

Dvije najpoznatije klase modela binomnih epidemiloskih lanaca uveli su L. Reed i
W. H. Frost 1928. godine te M. Greenwood 1931. godine. Razlikuju se u ¢injenici
da vjerojatnost zaraze u Reed-Frostovom modelu ovisi o zarazenim osobama dok
u Greenwoodovom modelu to nije slucaj.

J. Gani i D. Jerwoood povezuju binomne epidemioloske lance sa stohastickim pro-
cesima s posebnim naglaskom na Markovljeve lance. Markovljev lanac je sluc¢ajni
proces sa diskretnim skupom stanja i specificnim svojstvom koje glasi: ”proslost
i buduénost medusobno su nezavisne u odnosu na poznatu sadasnjost”. Njihov
pristup dovodi do formiranja relativno jednostavne metode za izra¢un distribucije
trajanja epidemije i ukupnog broja zarazenih.

S druge strane, N. Becker kombinira i modificira Reed-Frostov i Greenwoodov mo-



del u generalizirani model binomnih epidemioloskih lanaca.
U ovome radu opisat ¢emo nekoliko klasa binomnih epidemioloskih lanaca, a neke

od njih primjeniti i simulirati na stvarnim podacima.



2 Osnovni pojmovi

Dogadaje u stvarnosti koje zelimo analizirati modeliramo slucajnim varijablama
na nekom vjerojatnosnom prostoru. Diskretna i neprekidna slucajna varijabla dva

su tipa slucajnih varijabli koje se koriste u praksi.

Definicija 2.1. Funkcija X : 2 — R je sluéajna varijabla na vjerojatnosnom
prostoru (€2, F,P) ako vrijedi

X'B)={weQ:X(w)eB}cF, VBcBR) (1)
pri ¢emu je B(R) Borelova o-algebra.

Definicija 2.2. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je X slucajna va-
rijabla. Funkcija F : R — [0, 1] koja realnom broju z pridruzuje vjerojatnost da
dana slu¢ajna varijabla bude manja ili jednaka tom broju, tj. funkciju

Flo)=PlweQ: X(w) < g} = P{X <z}, (2)
zovemo funkcija distribucije slu¢ajne varijable X.

Distribucija koja ¢e nama biti od velike vaznosti je binomna distribucija sto

mozemo naslutiti pomoc¢u samog naziva modela kojeg ¢emo analizirati.

Definicija 2.3. Neka je n € N i p € (0,1). Za slucajnu varijablu koja prima
vrijednosti iz skupa {0,1,2,... ,n} s vjerojatnostima

p=pPx =it = () -pe ®)

kazemo da ima binomnu distribuciju s parametrima n i p, oznaka X ~ B(n, p).

Parametar n je broj nezavisnih ponavljanja pokusa dok p oznacava vjerojatnost
uspjeha u jednom izvodenju pokusa.

Kako neku pojavu pratimo kroz vrijeme, treba nam koncept slu¢ajnog procesa.

Definicija 2.4. Slucajni proces (X;,t € T) je familija slucajnih varijabli na
istom vjerojatnosnom prostoru (§2, F,IP), pri ¢emu je ¢ element parametarskog
skupa ili skupa indeksa T' C R.

Navedeni skup indeksa 7' najcesce je modeliran kao vrijeme procesa koje moze
biti diskretno ili neprekidno. U nasoj vrsti modela radi se o diskretnom vremenu,

a nesto vise o njemu re¢i ¢emo nakon nekoliko bitnih definicija.



Definicija 2.5. Neka je S prebrojiv skup. Slucajni proces X = (X,,,n > 0) de-
finiran na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) s vrijednostima u skupu S je Mar-
kovljev lanac ako vrijedi

P(Xn+1 - ]|Xn - inn—l - in—la wliin oo 7AXV() - 'Lo) - I[D(Xn+1 - ]|Xn - Z)

za svaki n > 01 za sve ig,...,1,_1,%,] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti

dobro definirane.

Skup stanja S u prethodnoj definiciji zapravo je skup svih moguéih vrijednosti
sluc¢ajnih varijabli (X,,,n € N). Kako je on u nasoj vrsti modela diskretan, radi
se o lancu.

Uz prethodnu definiciju, imamo jos jednu koja daje bolji opis Markovljevih lanaca.

Prije nego nju i iskazemo, uvodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 2.6. Matrica P=(p;;,7,j € S) naziva se stohastickom matricom
ako je pi; > 0 zasvei,j €S, te

Y pii=1¥e€S. (4)
jes
Definicija 2.7. Neka je A = (\;,7 € S) vjerojatnosna distribucija na S, te neka je
P=(pi;,i,j € S) stohasticka matrica. Slucajni proces X=(X,,,n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P) sa skupom stanja S je homogen Markovljev
lanac s pocetnom distribucijom )\ i prijelaznom matricom P ako vrijedi:
i) B(Xg=1) =X, e S,
i) P(Xnp1 = §|1Xn =8, Xnot = in_1,. .., Xo = i0) = pij, ¥n > 0, i, . .., in_1,1,j €
T

Takav Markovljev lanac mozemo jos zvati (A, P)-Markovljevim lancem.

Markovljev lanac u diskretnom vremenu svrstavamo u klasu procesa za koje vje-
rojatnost prijelaza iz jednog stanja u drugo zadajemo funkcijom prijelaznih
vjerojatnosti definiranom pravilom p(i, s;j,t) = P(X; = j|X, = i), za stanja
i,j € S itrenutke s,t € Ny takve da je s < t.

Zbog definicije 2.7. za Markovljev lanac bitna je distribucija sluc¢ajne varijable X
i funkcija 1-koracnih prijelaznih vjerojatnosti, za stanja i, € S in € Ny,

definirana pravilom
pi,mn+ 1, j) = P(Xpt1 = j|Xn =1). (5)

Ako (5) ne ovisi o vremenu, radi se o (vremenski) homogenom Markovljevom
lancu. Tada, funkcija 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti ovisi samo o stanju

i € S iz kojeg lanac polazi i stanju j € S u kojeg lanac dolazi pa uvodimo oznaku



Za takav Markovljev lanac 1-koracne prijelazne vjerojatnosti p;;,i,j € S zapisu-
jemo formi matrice koju nazivamo matrica 1-koraénih prijelaznih vjerojat-
nosti te ju oznacavamo s P. Matrica P je stohasticka matrica sa svojstvima iz
definicije 2.6. Za S = N, matrica 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti ima oblik:

(P11 P12 -0 Pin |

P21 P22 - Don
P=1: : : .

P11 P12 - DPin

Definicija 2.8. Neka je X = (X,,,n € Ny) Markovljev lanac s prostorom stanja
S i prijelaznom matricom P. Za B C S definiramo prvo vrijeme pogadanja

tog skupa kao
Tg = min{n >0: X, € B}, (7)

uz konvenciju da je min() = +o0o. U slucaju da je B = {j}, za j € S, jednostavnije

pisemo T;.

Definicija 2.9. Slucajna varijabla T : Q — {Ng} U {co} zove se vrijeme zaus-

tavljanja ako je za sve n € Ny
IT < n} = o( Xy, 2«5 50, (8)
tj. dogadaj {T < n} ovisi samo o Xy, X1, ..., X,.

Prethodne dvije definicije ukazuju na ¢injenicu da je T ujedno i vrijeme zaustav-
ljanja. Prije nego to pokazemo, moramo se prisjetiti pojma filtracija.

Definicija 2.10. Familija o-podalgebri F = {F,,,n € Ny} o-algebre F sa svoj-

stvom
Fn CFor1, VYV neN
naziva se filtracija na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P).

Definicija 2.11. Za slucajni proces (X,,n € Nyg} na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) s filtracijom F = {F,,n € Ny} kazemo da je adaptiran na filtraciju F

ako je

O'(Xn)CJT"n, \V/'I’LGNO



Sada, mozemo uociti da za svaki n € Ny vrijedi
{Tg=n}={Xy¢B,...,X,_1¢ B,X, € B} € F,.

Takoder, znamo da je proces X F-adaptiran pa vrijedi o(Xy,. .., X,,) C F,. Dakle,

Ts je vrijeme zaustavljanja.

Neka je binomna sluc¢ajna varijabla broj neovisnih ”uspjeha” u nizu bacanja
novéica. Analogija je ovdje da bacamo novéié (s vjerojatnoséu ”glava” p) za svakog
podloznog pojedinca u populaciji. Ako se pri bacanju kao ishod pojavi ”glava”,
podlozna osoba postaje zarazena. Inace, ostaje podlozna i prelazimo na sljedeéu
podloznu osobu. Ovo nam objasnjenje sluzi kao motivacija za bolje razumijevanje
binomnih epidemioloskih modela.

Kako bismo opisali neki model potrebne su nam pretpostavke. One su, opéenito,
pocetak svakog modela. Daju opis svakog faktora koji utjece i kontrolira nacin
sirenja zaraze. Osim Sto pretpostavke moraju tocno opisati bioloske dijelove za-
raze, one sluze kao sredstvo za predvidanje pa tako moraju biti i matematicki
tocne. Kao sto smo veé naveli u uvodu, model bionomnih epidemioloskih lanaca
primjer je modela koja zadovoljava obje vrste kriterija. U sljede¢em ¢emo ih po-

glavlju i opisati.

2.1 Pretpostavke modela

Neka je N pocetni broj jedinki zatvorene i homogene populacije. Homogena po-
pulacija ima male varijacije dok je heterogena ona u kojoj pojedinci nisu sliéni
jedni drugima. Npr. populacija ljudi koja je tisu¢cama godina naselila otok s ma-
lom migracijom na ili s otoka vjerojatno je relativno homogena ili slicna u svojim

osobinama. Takva se populacija, u modelu, sastoji od dvije klase osoba:

e S - podlozne osobe (eng. susceptible); osobe koje nisu zarazene, ali su
sposobne dobiti bolest i postati zarazne,

e [ - zarazene osobe (eng. infected); osobe koje su zarazene i zarazne, tj. mogu

prenijeti bolest drugim jedinkama.

[zravno prenosenje zaraze sa zarazene na podloznu osobu naziva se “adekvatan
kontakt”. To znaci da ¢e se podlozna osoba zaraziti unutar vremenskog intervala
t (latentno razdoblje bolesti) i bit ¢e zarazna samo tijekom sljedeceg vremenskog
razdoblja. Pretpostavlja se da se svaka podlozna osoba moze zaraziti u svakom
trenutku s istom vjerojatnoséu p tj. izbjeéi zarazu s vjerojatnoséu ¢ = 1 —p
(vjerojatnost ¢ bit ¢e nam od veée znacajnosti). Takoder, podlozna osoba moze se
zaraziti neovisno o drugoj podloznoj. Sve osobe jednako su: otporne, sposobne se
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zaraziti, prenijeti zarazu. Ove pretpostavke i uvjeti primjenjuju se tijekom cijele
epidemije.

Broj osoba koje se zaraze u t = 0 oznacavamo s I, (1 < [ < N), a ostatak
N — Iy = Sp u istom trenutku predstavlja podlozne osobe. Ako stavimo da je
I, broj novozarazenih u ¢ = 1 onda u modelu binomnog epidemioloskog lanca
pretpostavljamo da I, uvjetno na poznato Sy = N — Iy, ima binomnu distribuciju
s parametrima So = N — [ ip=1—q tj.

[1 ~ B(S(), 1-— q)

Generalno, S; modelira broj podloznih osoba u trenutku ¢ dok I; modelira
broj novih zaraZenih osoba koji uvjetno na poznatu realizaciju slu¢ajnog vektora

(N, Iy, I, ..., I;_1) ima binomnu distribuciju s parametrima S; i p = 1 —g. Dakle,
Iy ~ B(S;,1 - g). (9)

Pretpostavlja se da u populaciji nema procesa radanja ni umiranja (tj. brojnost
populacije je konstantna u vremenu) te da broj podloznih osoba nije rastuéa funk-
cija vremena. Odnos varijabli, u modelu binomnih epidemioloskih lanaca, dan je

sljede¢om rekurzivnom formulom:
St = Ip1 + Sea (10)

zat:0,1,2,... lN:]0+S0
Kako su bitne novozarazene osobe, prethodno zarazene osobe se uklanjaju iz mo-
dela nakon sto se zaraza pokaze kroz simptome. Epidemija zavrsava kada [y = 0

jer se u sljede¢em trenutku nitko ne moze zaraziti, tj. vrijedi I;;; = 0. Stoga,

St+1 - St.

Vjerojatnost zaraze novozarazenih p za vrijeme (t,t¢ + 1] moze se razlikovati s

obzirom na sljedece zahtjeve:
1. p=1— q ovisi o broju zarazenih u populaciji u trenutku ¢
2. p=1— g ne ovisi o broju zarazenih u populaciji u trenutku ¢

Upravo zbog tih vjerojatnosti, razvila su se dva modela binomnih epidemioloskih
lanaca. Reed-Frostov model temeljen na pretpostavci 1. te Greenwoodov mo-
del temeljen na 2. U svakom trenutku, broj novozarazenih osoba ima binomnu
distribuciju s parametrima S; (broj podloznih osoba) i ¢ = 1 — p (vjerojatnost

izbjegavanja zaraze).



U sljede¢em poglavlju analizirat ¢emo cetiri modela binomnih epidemioloskih la-
naca koji uz ve¢ navedene karakteristike imaju i neke druge - svake specifi¢ne
za odredeni model. Prije toga, uvodimo jednu vaznu napomenu koju ¢emo cesto

koristiti.

Napomena 2.1. Kroz cijeli model, promatra se realizacija razlicitih lanaca oblika
{Iy = ig, Iy = iy,...,I7 = it} koji ¢emo zapisivati u obliku {ig,iy,...,ir}. Za-
pis prikazuje broj novozarazenih u svakom trenutku tijekom epidemije pocevsi s

brojem zarazenih u ¢t = 0 pa do buduéeg trenutka 7.



3 Tipovi binomnih epidemioloskih modela

3.1 Reed-Frostov model

Reed-Frostov model predstavljen je oko 1928. godine od strane biostatisticara
L.J. Reeda i epidemiologa W.H. Frosta na John Hopkins Sveucilistu. Prikazan je
tada pomocu sarenih loptica i drvenih Stapica, ali nije objavljen. To je umjesto
njih ucinila biostatisticarka H. Abbey 1952. godine. Prvu racunalnu simulaciju
napravili su znanstvenici L. Elveback i A. Varma 1965. godine, a deterministicku
verziju modela opisao je 1980. godine ruski epidemiolog En‘ko. Reed-Frostov
model pripada ujedno i stohastickim SIR (eng. Susceptible-Infected-Recovered)

modelima o kojima nesto vise mozemo naéi u [2],[3].

Vrijede sve pretpostavke opisane u poglavlju 2.1 pa tako znamo da u ovom modelu
vjerojatnost zaraze p, odnosno vjerojatnost izbjegavanja zaraze ¢, tijekom (t,t+1]
ovisi o broju zarazenih osoba [, prisutnih u populaciji. Vjerojatnost adekvatnog
kontakta s barem jednom podloznom osobom S; oznacava se s (1 — q)% = pt pri
éemu je ¢ vierojatnost izbjegavanja zaraze.

Napokon, obiljezje modela je uvjetna vjerojatnost da, ako u trenutku ¢ imamo s;
podloznih i 7; novozarazenih osoba, onda u t + 1 imamo %;,1 novozarazenih osoba
te glasi:

St

IP(LH—I = it+1|[t = 14, S = St) = <

)qit(St—it+1)(1 _ qit)it+1
141

| . ) .
= g (1 — giyien, ViieNy (1)
(AN (St Zt+1).

Pomocu rekurzivne formule I, ; = S; — S;;; mozemo (11) pisati kao:

St!

P(ley1 = g1\l = 46, S = 84) = gL (] — gh e,

Z't-s-l! 5t+1!

Kako vrijedi da broj podloznih osoba u ¢ + 1, uvjetno na broj podloznih i novo-
zarazenih u t, ima binomnu distribuciju s parametrima s; i ¢ lako se izracuna

sljedece:

E(St+1|5t = 54,1 = it) = Stqita
E(It+1|St = 54, Iy = it) = St — Stqit = St(l - qit)a

VCLT(St+1|St = 8¢, It = Zt) = St(l — qit)qit = Var([t+1|5t = S¢, It = Zt>



Sada ¢emo na primjeru pokazati kako bi ovaj model funcionirao. Kako se svi nasi
modeli koriste u malim zatvorenim populacijama (kuéanstva, skole, vrtiéi, razne

grupe, ...) odabran je primjer kuéanstva.

Primjer 1. Neka se kucanstvo sastoji od tri osobe pri cemu je jedna zarazena.
Vjerojatnost da se osoba zarazi je p = 0.7. Ako sve podlozne osobe u trenutku
t = 0 dodu u "adekvantan kontakt” s tom jednom zarazenom onda su u t = 1
one sve zarazene. Odnosno, imali bismo [ = 2 1 S = 0 sto karakterizira kraj
epidemije. Vjerojatnost takvog dogadaja u ovom modelu je:

21

]P)(Il = 2|I() = 1, S() = 2) = 2‘—b'q1‘0

(1-¢)=01-¢*=p*=049.
S druge strane, oc¢ekivanje broja podloznih S; i zarazenih osoba I; jednako je:

E(S1|So =2,Iy =1) = s =2¢=2-0.3 = 0.6,

E(L|So=2,Ip=1) =s0(1 —g°)=2(1 —q) =2-0.7=1.4.








































































