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1 Uvod

Epidemija se definira kao naglo obolijevanje veceg broja jedinki neke populacije na
odredenom podruc¢ju u kratkom vremenskom periodu. Najcesce, izvor epidemije
nalazi se van populacije stoga je bitno promatrati kako se bolest unosi u popula-
ciju te kako se siri po njoj. Velic¢ina epidemije ovisi o gusto¢i naseljenosti jedinki
i njihovoj otpornosti. Ako epidemija zahvaca endemsko zariste, odnosno ako se
pojavljuje samo na odredenom podrucju radi se o endemiji, a ako se naglo prosiri
na vise drzava ili kontinenata zove se pandemija.

Matematicko modeliranje u epidemiologiji korisno je za predvidanje broja zarazenih
jedinki, komentiranje ishoda epidemije te donoSenje odluka o mjerama koje bi
umanjile epidemiju. Postoje dva tipa epidemioloskih matematickih modela, de-
terministicki i stohasticki. Deterministicki oblik epidemioloskog modela koristi
diferencijalne jednadzbe i on nema slucajni karakter. Stohasticki oblik ima smisla
promatrati zbog slucajnog karaktera sirenja bolesti te se broj zarazenih promatra
kao slucajna varijabla. Kada se promatra broj zarazenih danas, jedina bitna infor-
macija je koliko je zarazenih jedinki bilo jucer, odnosno broj zarazenih jucer i broj
zarazenih sutra medusobno su nezavisni u odnosu na broj zarazenih danas. To
odgovara ideji Markovljevog svojstva pa je smisleno koristiti Markovljeve lance.
U ovom radu promatrati ¢e se Markovljevi lanci u neprekidnom vremenu.

Model u kojem jedinka moze biti u dva stanja, podlozna bolesti ili zarazena, naziva
se SIS model. U njemu se promatraju zarazne bolesti na koje jedinka ne moze stvo-
riti imunitet, nego nakon ozdravljenja ona opet postaje podlozna. Drugi osnovni
epidemioloski model koji promatra bolesti u kojima jedinka moze stvoriti imuni-
tet 1 nakon ozdravljenja prelazi u klasu oporavljenih zove se SIR model. Njega su
oformili A. G. McKendrick i W. O. Kermack, predstavljen je 1927. godine i on
¢ini temelj matematickog modeliranja u epidemiologiji.



2 Markovljevi lanci u neprekidnom vremenu

Markovljevi lanci u neprekidnom vremenu posebna su vrsta slucajnih procesa u

neprekidnom vremenu.

Definicija 2.1. Slu¢ajni proces je familija slucajnih varijabli (X;,¢ € T) na

istom vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P), gdje je T C R skup indeksa.

Dva bitna skupa za slucajne procese su skup stanja S i skup indeksa 7. Skup
stanja S oznacava skup svih moguéih vrijednosti slucajnih varijabli (X;,t € T).
On moze biti diskretan, pa je rije¢ o lancu, ili neprebrojiv, odnosno radi se o
slu¢ajnom procesu s neprekidnim skupom stanja. Skup indeksa T najcesce je
modeliran kao vrijeme koje moze biti diskretno ili neprekidno, stoga se radi o
slu¢ajnom procesu u diskretnom ili neprekidnom vremenu.

Za konstrukciju Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu potrebno je razumjeti
ponasanje njegovih trajektorija. Neka je proces (X;,t > 0) lanac u neprekidnom
vremenu. Pretpostavka je da on kreée iz stanja i@ € S i da se u njemu zadrzi
slucajno, pozitivno i kona¢no dugo vremena X;. Nakon tog vremena, prelazi u
stanje j € S u kojemu se zadrzi slucajno, pozitivno i konaéno dugo vremena Xj.

Jasno je da su njegove trajektorije po dijelovima konstantne funkcije.

Definicija 2.2. Neka je X = (X;,t > 0) slucajni proces u neprekidnom vre-
menu s diskretnim skupom stanja S. Kazemo da X ima zdesna neprekidne
trajektorije ako je za svaki w € ) funkcija t — X;(w) zdesna neprekidna.

Iz ranijeg opisa vidljiva je potreba za definiranjem slu¢ajnih vremena kojeg lanac

provede u pojedinom stanju. Prije toga definiraju se vremena skokova.

Definicija 2.3. Slucajan proces (J,,n € Ny) definiran s:
Jo = 0, Jn—}-l = an{t > Jn i Xy 7& XJn}7 n € Np.
naziva se nizom vremena skokova.

Jasno je da on biljezi prvi izlazak lanca iz odredenog stanja te da vrijedi Jy <
J1 < Jo < ..., ako su svi J, < o0.
Osim trenutka u kojem je lanac promijenio stanje, promatra se i koliko je vremena

lanac proveo u tom stanju.

Definicija 2.4. Slucajni proces (W,,,n € N) definiran na sljedeéi nacin:

Wn _ Jn - Jn—b Jn—l < 00
06, o1 =00,

naziva se nizom vremena cekanja ili zadrzavanja.



Vrijedi da je J, = Wy + Wy 4+ ... + W, te da je W,, > 0 za svaki n € N.

Sada se moze re¢i da lanac X koji krece iz stanja X provede u tom stanju slucajno
dugo vremena Wj. Nakon toga prelazi u stanje X; u kojem ostaje W5 dugo, i tako
dalje.

Definicija 2.5. Vrijeme eksplozije slucajnog procesa X je vrijeme (:

0
¢ = lim J, zsngn = E:IWn < oo.
—
Ako je ( < 0o, onda proces X u kona¢nom vremenu napravi beskona¢no mnogo
skokova.
Kako bi se olaksalo opisivanje slu¢ajnog procesa X = (X;,t > 0) u neprekidnom
vremenu s diskretnim skupom stanja, njemu se pridruzuje sluc¢ajni proces skokova

Y = (Y,,n € Ny) u diskrenom vremenu s diskretnim skupom stanja.

Definicija 2.6. Slucajni proces Y = (Y,,n € Ny) pridruzen slucajnom procesu
X = (X;,t > 0) pri ¢emu je
Yn o XJn

naziva se proces skokova ili lanac skokova slucajnog procesa X.

Potrebno je opisati i slucajne procese koji zadovoljavaju Markovljevo svojstvo,
odnosno, ¢ija su proslost i buduénost uvjetno nezavisni s obzirom na sadasnjost.
S obzirom da se promatraju procesi s diskretnim skupom stanja, slijedi definicija

Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu.

Definicija 2.7. Markovljev lanac u neprekidnom vremenu je slu¢ajni proces
X = (Xi,t > 0) na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) za kojeg vrijedi Markovljevo
svojstvo, tj. za sve n > 1, za sve vremenske trenutke 0 <t; <ty < ... <t, 1 <{,

i sva stanja iy, ...,7,_1,%,5 € S je
P(X:, = j|Xs, = 11,00y Xty = in—2, Xe,_, = 1) = P(Xy, = j|Xs,_, =1).

Zai,j €5, te 0 < s <t prijelazne vjerojatnosti Markovljevog lanca X iz stanja @
u stanje j se definiraju kao

Pi(s,t) = P(X5 = §| X =)
Tada se Markovljevo svojstvo moze zapisati kao

P(Xy, = j|Xe, =91, r Xy g = 2, X, = ) = Pyltn1,)-



Ako prijelazne vjerojatnosti Markovljevog lanca ovise samo o razlici vremenskih

trenutaka, odnosno ako vrijedi
Py(s,t) = P;(0,t —s), Vi, jeSs

onda je Markovljev lanac homogen. Za dani ¢ > 0 uvodi se oznaka P(t) =
Pi(t),i,5 € §). P(t) je kvadratna matrica u slu¢aju kada je S konacan skup,
za svaki trenutak t > 0.

Propozicija 2.1. Familija (P(t),t > 0) je stohasticka polugrupa, tj. vrijedi:
1. P{0)= I, gdje je 1;; = by

2. PIt) je stohasticka maotrica, . Py{t) > 04 Y, Pylt)=1
jes

3. wrijede Chapmann-Kolmogorovljeve jednakosti, tj. P(s+t) = P(t)P(s).
Dokaz. 1. Vrijedi da je

. . . 0,4 % j
Py(0) = Pi(Xo = ) = P(Xo = jlXo = i) = 6 = {1 .
2. Vrijedi da je P;;(t) > 0, a za i € S slijedi

> Pit)=> P(Xi=j) =R J{Xi =) =P(X eS8 =1

jes jes jes
3. Treba primjetiti da

Py(t+5) = Pi(Xeys = §) = |J P(Xs = k, Xiys = §)

= ZPi(Xt-i-S — j|Xt = k)Pz<Xt = k)
=" Pu(t)Pyj(s) = (P()P(s)),

sto odgovara matriénom zapisu
P(t+s) = P(t)P(s), t,s>0.
Q.E.D.

U slucaju homogenog Markovljevog lanca u diskretnom vremenu, funkcija 1-
koracnih prijelaznih vjerojatnosti definirana je pravilom p;; = P(Xq1 = j| Xt = 7).
Tada se 1-koracne prijelazne vjerojatnosti p;j, 4, j € S mogu prikazati u matricnoj
formi IT = [p;;]; jes koja se naziva matrica prijelaznih vjerojatnosti.

Za konstrukciju Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu jos je potrebno defi-

nirati eksponencijalnu distribuciju slucajne varijable.
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Definicija 2.8. Slu¢ajna varijabla T ima eksponencijalnu distribuciju s pa-
rametrom ¢ > 0 ako pripadna funkcija distribucije F': R — [0, 1] ima oblik

F(m):{O’ z <0

l—e*, z>0.

Sada je definirano sve potrebno za konstrukciju jedne klase Markovljevih lanaca
u neprekidnom vremenu koja ne obuhvaca sve, ali je dovoljno Siroka za primjenu.
Konstrukcija Markovljevog lanca X = (Xy,t > 0) zapocinje definiranjem sljedeé¢ih

objekata na istom vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P):

o Y = (Y,,n € Ny) je Markovljev lanac u diskretnom vremenu s prebrojivim
skupom stanja S, pocetnom distribucijom A = (A\;;7 € S) i matricom 1-
koracnih prijelaznih vjerojatnosti Il = (75,4, j € S) takvom da je m; = 0 za
svaki i € S,

e /= (E,,n € N) niz nezavisnih jedini¢nih eksponencijalnih slu¢ajnih varija-

bli, nezavisan od Markovljevog lanca Y
e ¢: 5 — (0,00) je dana funkcija definirana na skupu stanja S.

Konstrukcija se bazira na lancu skokova Y i eksponencijalno distribuiranim vre-
menima zadrzavanja W = (W,,,n € N) u stanjima iz S, koja se konstruiraju iz

niza I. Koraci konstrukcije su sljededi:

e Neka je Jy=01W; = %. Tada za svaki s > 0 vrijedi:

(Yo) q(i)

PlE->8Y=1 P(E >s5Y=1)
PW; > s|Yy = i) = —2 = ,

P(Yy =1) B P(Yy =)
— P(% > £) P =1) — em()s
P(Yy =1) '

Druga jednakost slijedi iz nezavisnosti slucajnih varijabli Yy i E;, a zadnja
zbog E1/q(i) ~ E(q(7)).

e Neka je J; = Jo+ W1 i X; =Y, zaJ0§t<J1inekajeW2:q(EY21).

Analognim postupkom slijedi
P(W; > s|Y; = i) = 905,

odnosno da slucajna varijabla W5 ima eksponencijalnu distribuciju s para-

metrom ¢(7).

e Nekaje o = Jo+ Wi, X, =Y, za Jy <t < J, i Wy = %ipostupak se

nastavlja induktivno.



e Neka su konstruirane slucajne varijable (J;,,,0 < m < n), (W,,,1 <m <n),
(X:,0 <t < J,) te neka je

E,
Woid = —moey  Jops = 3 Wsry Xp=%o; oS4 T
Q(Yn)
Vrijedi da je
Jo=> Wm, neN
m=1
Ex
Ip— I =Wy = ) neN
! Q(Yn—l)

Markovljev lanac Y je proces skokova ovako konstruiranog lanca X u neprekidnom
vremenu koji je definiran na sluéajnom intervalu [0,(), pri ¢emu je ¢ vrijeme
eksplozije. Javlja se potreba za definiranjem novog stanja X; = ¢ za t > (
koje se naziva ”groblje”. Za sluc¢ajni proces X = (X;,0 < t < () kazemo da je
regularan ako vrijedi P(( = c0|Zy =i) =1 za svakii € S.

Teorem 2.9. Pretpostavimo da je X regularan, tj. da je P({ = +o0o|Xy =1i) =1

za sve i € S. Tada je X Markovljev lanac u neprekidnom vremenu.

Zbog opsirnosti dokaz se ne navodi te se moze pronaéi u [9].

U navedenoj konstrukciji Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu prijelazna
matrica II i funkcija ¢ daju sljedecu interpretaciju:
ako se X nalazi u stanju i € S, tada u stanje j € S, j # i, prelazi s vjerojatnoséu

mij, nakon vremena cekanja koje je eksponencijalno distribuirano s parametrom

q(4).
To su lokalne karakteristike procesa te je pitanje kako one utjecu na globalne
karakteristike:

Fij(t) = Pi(Xe = j) = P(X; = j|Xo = 9).

Odgovor na to daju Kolmogorovljeve jednadzbe unatrag i unaprijed. Prvo slijedi
definicija generatorske ili ()-matrice.

Definicija 2.10. Generatorska ili Q-matrica Markovljevog lanca X = (X;,t >
0) je matrica @ = (g;;,%,j € S) definirana s:

o {—qa), j=i

q(i)ﬂ-ij? ] 7£ 1.
Elementi generatorske matrice ugrubo se interpretiraju kao:
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e clementi glavne dijagonale (do na predznak) —g; = ¢(i) shvacaju se kao

brzine napustanja stanja ¢
e ostali elementi g;; shvacaju se kao brzine prelaska iz stanja ¢ u stanje j.

Zbog jednostavnosti pretpostavlja se da je lanac X regularan. Sljededi teoremi se
navode bez dokaza (koji se mogu pronaéi u [9]).

Teorem 2.11 (Kolmogorovljeva jednadzba unatrag). Za svei,j € S jet — P;;(t)

neprekidno diferencijabilna funkcija 1 vrijedi:
Pty =8P, >0
Specijalno, za t =0 je P'(0) = Q.

Teorem 2.12 (Kolmogorovljeva jednadzba unaprijed). Neka je S konacan. Tada

za sve i,j € S vrijedi:
Pty=P)1Q, t=0

Koristenje Markovljevih lanaca za modeliranje epidemije daje, izmedu ostalog,
odgovor kada bi ta epidemija mogla stati, odnosno kada Markovljev lanac dostize
stanje iz kojeg ne moze iza¢i. Prvenstveno, treba definirati vremena pogadanja
skupa B C S za lanac X i njegov pripadni lanac skokova Y. Za Markovljev lanac
X vrijeme prvog pogadanja skupa B definira se kao

Te= an{t >0:X; € B},
a njegovog pripadnog lanca skokova Y
TB:min{neNO:Yn GB}

uz napomenu da je inf() = oco. Vrijedi da je {Ts < oo} = {75 < oo}. Stanje
j € S je dostizno iz stanja ¢ € S, i —> j, ako je

Bi(T; < o0) = Bi(X; = j,za nekit > 0) > 0.

Stanja i, j € S komuniciraju, i <— j, akoi — jij — 7. Vidljivo je da je stanje
j Markovljevog lanca X dostizno iz stanja ¢ ako i samo ako je stanje j dostizno iz
stanja ¢ za njegov pripadni lanac skokova Y.

Kada se lanac nade u skupu stanja iz kojeg gotovo sigurno ne moze izaci, on se
nalazi u zatvorenom podskupu stanja. Skup C' € S je zatvoren podskup skupa
stanja S ako za svaki ¢ € C vrijedi

P(Ts\c = OO|X0 = Z) = 1,



gdje je T's\¢ prvo vrijeme izlaska Markovljevog lanca iz skupa C. Ako je zatvoreni
podskup skupa stanja S jednoclan, taj se element naziva apsorbirajuée stanje,
odnosno stanje j € S naziva se apsorbirajuce stanje ako je {j} zatvoren podskup
skupa stanja S. Za to apsorbirajuée stanje definira se vjerojatnost apsorpcije kao
P(T; <oo|Xo=1), i€8.

Za proucavanje konacne velic¢ine epidemije potrebno je jos definirati kako se lanac

ponasa u grani¢nom slucaju, odnosno njegovu grani¢nu distribuciju.

Definicija 2.13. Vjerojatnosna distribucija A = (\;,i € S) je grani¢na distri-
bucija Markovljevog lanca X = (X, ¢t > 0) s matricom prijelaznih vjerojatnosti
P(t) = (P;(t),i,7 € S) ut >0 ako vrijedi:

lim sz(t) = )‘ja VZ,j € S

t—o0



Primjer 1 (Proces radanja i umiranja). Pretpostavka je da se promatraju radanja

i umiranja u nekoj populaciji. Ako populacija ima n ¢lanova vrijedi:

e Nova jedinka u populaciji biva rodena u vremenu koje je eksponencijalno

distribuirano s parametrom A,.

e Stara jedinka u populaciji umire u vremenu koje je eksponencijalno dis-
tribuirano s parametrom g, i vremena umiranja nezavisna su od vremena

radanja.

Parametri A, i p, su stope radanja i umiranja, redom. Markovljev lanac X =
(X;,t > 0) modelira broj jedinki u populaciji u trenutku £. Vremena u kojima
dolazi do promjene broja su modelirana nezavisnim eksponencijalno distribuiranim
sluc¢ajnim varijablama (R;,7 € N) i (U;,i € N) tako da R; ~ £()\;) predstavlja
vrijeme radanja, a U; ~ £(u;) predstavlja vrijeme umiranja. R; i U; su nezavisni
nizovi slu¢ajnih varijabli. Pretpostavka je da se promjene stanja lanca promatraju
u onoliko kratkim vremenskim intervalima koliko je dovoljno da se osigura da su
jedine moguénosti jedno rodenje, 2 — 7+ 1, ili jedna smrt z — 7 — 1. Prostor stanja
je S =1{0,1,2,...}. Za prijelaz lanca iz stanja u stanje vrijedi:

e Ako se Markovljev lanac X nalazi u stanju ¢ on prelazi u stanje ¢ + 1 ako
se nova jedina rodi prije nego sto neka stara jedinka umre, odnosno, ako je
Rt < Ut:

Tiq1) = P(Ur > Ry) = //1u>ufT75(u,v)dudv
0 0

:()/()/1u>va(u)f5(v)dudv

— /,ute_”t“/)\te_)‘tvdvdu
0 0
A > 1
= i )
e + g o

e Ako se Markovljev lanac X nalazi u stanju ¢ on prelazi u stanje ¢ — 1 ako je
vrijeme radanja nove jedinke manje od vremena smrti stare jedinke, odnosno
ako je Uy < Ry:

He

A+ e

e Ako se Markovljev lanac X nalazi u stanju i, prelazi u stanje j,|i — j| > 1 s
vjerojatnoscu 0, tj.

7Tij:07 |Z—j‘>1
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Iz ovih podataka moze se formulirati matrica 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti
lanca skokova (Y,,,n € N):

0 1 0 0
M1 A1
A1+p1 0 A1+ 0
H= 2 0 A2
Ao+ Ao+po

Brzina napustanja stanja ¢ u Markovljevom lancu dana je funkcijom ¢ : Ny —
(0,00). Distribucija vremena promjene stanja i je eksponencijalna s parametrom

At + (it jer zbog nezavisnosti vrijedi:
P(min{Ry, U} <t) =1 —e Mt ¢ 50 paje min{Ry, U} ~ Es + pt).

Zato vrijedi

; X, =0
q(i) = .
)\t —+ ot 2 7é 0.

Generatorska matrica dobiva se umnoskom funkcije ¢ i matrice prijelaznih vjero-

jatnosti II pa slijedi:

0 0 0 0
R E —A1 — 1 A1 0
Q=109 iz —A2 = p2 A

Dobivena generatorska matrica interpretira se na sljedeci nacin:
e Na glavnoj dijagonali nalaze se brzine napustanja stanja ¢ € S.

e Vrijednost Ay predstavlja brzinu koja je potrebna da lanac iz stanja 0 prijede

u stanje 1, a to odgovara brzini da se rodi nova jedinka u populaciji.

e Vrijednost yu; predstavlja brzinu koja je potrebna da lanac prijede iz stanja 1

u stanje 0, odnosno odgovara brzini realizacije smrti nekog ¢lana populacije,

itd.
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3 SIS model

Zarazne bolesti poput sifilisa i gonoreje na koje jedinka ne moze ste¢i otpornost
mogu se opisati SIS epidemioloskim modelom. On dijeli populaciju na dvije di-
sjunktne klase jedinki, podlozne (eng. suspectible) i zarazene (eng. infected).
Podlozne jedinke nakon kontakta sa zarazenim jedinkama postaju i same zarazene
i zarazne, ali na neko odredeno vrijeme jer postoji moguénost oporavka, odnosno

povratak u stanje podloznih.

3.1 SIS model bez radanja i umiranja

Neka je slu¢ajnom varijablom S; modeliran broj podloznih, a s I; broj zarazenih
jedinki u trenutku ¢. U ovom slucaju, radanje i umiranje se zanemaruje stoga
je populacija konstantne velicine N. Takoder, zbog disjunktnosti skupova S i I
vrijedi I; + 5; = N, za svaki trenutak ¢. Shematski prikaz modela dan je na slici:

B

XD

v

Slika 1: SIS model bez radanja i umiranja

Parametri koji su potrebni u modelu su :
e [ - ocekivani broj kontakata koje zarazena jedinka napravi u jedinici vremena
e (/N - stopa transmisije bolesti
e 7 - stopa oporavka zarazenih jedinki
e 1/7 - ocekivano trajanje zaraze.

Broj zarazenih u nekom vremenskom intervalu povecava se za nove zarazene je-
dinke, a smanjuje za one koje su ozdravile. Zaraze se sire medusobnim kontaktom,
a medu klasama podloznih i zarazenih jedinki moguce je ostvariti I.5; kontakata
jer svaka zarazena jedinka moze do¢i u kontakt sa svakom podloznom. Broj konta-
kata mnozi se stopom transmisije bolesti kako bi se modelirao broj novozarazenih,
a broj ozdravljenih modelira se kao umnozak stope oporavka i broja zarazenih.
Broj podloznih u istom intervalu smanjuje se za novozarazene, a povec¢ava za 0z-
dravljene. Na taj nacin su izgradene diferecijalne jednadzbe koje opisuju dinamiku

ovog modela:
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s B

o _NSt]t + il
dl
F %St[t =1, (1)

pri ¢emu mora vrijediti da Sy > 01 Iy > 0. Bitan epidemioloski pokazatelj stanja
naziva se osnovni reprodukcijski broj Ry. On se definira kao oc¢ekivani broj
sekundarnih zaraza nastalih zbog jedne zarazene jedinke u potpuno podloznoj
populaciji i u ovom modelu jednak je

U sljedeéem teoremu dana su njegova asimptotska svojstva.
Teorem 3.1. Neka je (S;, I;) rjesenje sustava diferecijalnih jednadzbi (1). Tada:

o Ako je Ry < 1, onda tlim(St,It) = (N,0) (populacija se nalazi u ravnotezi
—00
bez bolesti)

o Ako je Rg > 1, onda je lim (S, ;) = (-, N(1 — -)) (populacija se nalazi
t—r00 0 0

u endemskoj ravnotezi).

Zbog slucajnog karaktera Sirenja bolesti, ovaj model ima smisla promatrati sto-
hastickom smislu. Neka je (I;,t > 0) Markovljev lanac u neprekidnom vremenu
sa skupom stanja S = {0, 1, ..., N} kojim se modelira broj zarazenih jedinki u po-
pulaciji velicine N. Dovoljno je promatrati samo broj zarazenih jediniki jer broj
podloznih je jednak S; = N — I;. Pretpostavka je da je At dovoljno mali vremen-
ski interval u kojem se broj zarazenih jedinki moze povecati za 1, smanjiti za 1 ili

ostati isti. Po uzoru na deterministicki model definiraju se sljedec¢e vjerojatnosti:

B
N
[ ] P(|It+At — It| — 1|]t — Z) — P(LH—At = Z — 1|It — Z)

P(Lﬁ-’,—At = Z —+ 1|It = Z)

(% — 1)+ 72) At + o(At)

o P(|Liyint — It| > 2|I; = i) = o(Ab).
Kako bi se olaksao zapis, uvode se sljedece oznake:
o b(i) = Li(N —1i)
o d(i) = ~i.
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Koristenjem novih oznaka, funkcija ¢ : S — (0, 00) definirana je s :
q(i) = b(i) + d(i)

i 1-koracne prijelazne vjerojatnosti pripadnog lanca skokova glase:

d(i)

b()+dG) j=1-1
b(i) B
wram 0 J =L

Umnoskom funkcije ¢ i matrice II dobiva se generatorska matrica ):

0 0 0o --- 0 0 0

d(1) —(b(1 d(1 b(1 o --- 0 0 0

0. U (cg(;_) ( ))—(b(Z)(—l—)d(2))d(2)--- 0 0 0
0 0 0 0 d(N = 1) —(b(N — 1)+ d(N — 1)) b(N — 1)
0 0 0 i s 0 d(N) d(—N)

3.2 Vjerojatnost izbijanja epidemije

Do izbijanja epidemije dolazi kada se naglo poveca broj zarazenih jedinki u po-
pulaciji. Kada se promatra SIS model temeljen na Markovljevim lancima u ne-
prekidnom vremenu, proces radanja i umiranja se koristi kako bi se procijenila
vjerojatnost izbijanja epidemije.

Neka je X; proces radanja i umiranja temeljen na Markovljevim lancima u ne-
prekidnom vremenu. Neka je \; stopa radanja, a p; stopa umiranja pri ¢emu
i € {0,1,2,...} oznacava stanje lanca u trenutku ¢. Prijelazne vjerojatnosti ovog

procesa glase:
N At + o(At) . =1
Piti+j)(At) = piAt 4 o(At) . j=-1
1— (X + p)At+o(At) , j=0.

Neka je X; = xp > 01 vrijedi :

2)

1 A<
lim P(X,=0)=4 ' ="
Lt (X) ) A> M,

odnosno, ako je A < u vjerojatnost izumiranja populacije (apsorpcije) je 1, u su-
protnom, ako je A > i vjerojatnost apsorpcije pada na (£)* i tada je vjerojatnost
opstanka populacije jednaka 1 — (§)%.
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Neka je pocetni broj zarazenih jedinki 79 dovoljno mali, a broj jedinki u popula-
ciji dovoljno velik i jednak N. Tada su funkcije "rodenja” b(:) i ”smrti” d(z) SIS

modela dane s:

b(i) = %’(N _ i)~ B

Koriste¢i gornji identitet (2) na dane funkcije slijedi aproksimacija pu/A = v/3 =
1/Ry, odnosno:

, ako je Ry<1
R—O)io , ako je Ro>1.

Stoga vjerojatnost izbijanja epidemije iznosi:

0 , ako je Ry<1

1—(7%0)1'O , ako je TRy>1.

P(It>0):1—P(It:O)z{

Navedena procjena vrijedi samo za t € [T7,Ts] jer u stohastickim epidemioloskim
modelima vrijedi da je 0 apsorbirajuce stanje, odnosno tlim PlL =10) =1L
—00

3.3 Ocekivano trajanje epidemije

lako je u stohastickim epidemioloskim modelima stanje koje odgovara broju od
nula zarazenih apsorbirajuce stanje, postavlja se pitanje koliko ¢e epidemija tra-
jati. Pretpostavka je da je ovo slucaj u kojem je vrijeme apsorpcije, tj. trajanja
epidemije, g.s. kona¢no. Trajanje epidemije jednako je vremenu od pocetka pa do
apsorpcije, odnosno do trenutka t u kojemu je I; = 0, a to trajanje ovisi o veli¢ini
populacije N, po¢etnom broju zarazenih 7y, osnovnom reprodukcijskom broju R
i ostalim parametrima.

Neka je T; slucajna varijabla koja modelira vrijeme trajanje epidemije i neka je
7, = FE[T;] ocekivano vrijeme do apsorpcije pri ¢emu je i pocetni broj zarazenih
u populaciji, ¢ = 0,1,..., N. Neka je 77 = E[T]] oznaka za r-ti moment vari-

jable T;. SIS model temeljen na Markovljevim lancima u neprekidnom vremenu

zadovoljava:

7; = b(§) At(Tip1 + At) + d(0) At(ri1 + At) + (1 — (b(2) — d(2))At) (7 + At) + o( At),

Pojednostavljeni oblik te jednadzbe glasi:

d(i)ri_1 — (b(i) + d(3))7i + b(i) sy = —1 + o(AL),
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pri ¢emu su b(i) = %(N —1), d(i) =~i. Za r-te momente imamo relacije:
d(i)r]y — (b(@) + d(i)7] +b(i) = 7y = —r7 "+ o(At).

Ocekivanje i r-ti momenti mogu se izraziti u matricnoj formi. Neka je 7 =
(11, T2y ey T8) L, 77 = (77,75, ., Th)T, tada DT = —1 ¢ D7" = —r7™"! pri éemu
jel=(1,1,.,1)Ti

B +d1)]  b(1) 0 0 0
d2) —pR)+d2)] b2 0 0
D - :
0 0 0 d(N) —d(N)

Primjer 2. Promatraju se dvije populacije, velicine N; = 501 Ny = 100, u kojima
se pojavila epidemija zarazne bolesti. Zelja je procijeniti o¢ekivano trajanje te epi-
demije. Osnovni reprodukcijski broj u oba slucaja jednak je Ry = 2. Rjesavanjem
sustava jednadzbi slijedi da u prvoj populaciji 7; = 25000, za dovoljno veliki i, a
u drugoj 7; = 2.6 x 108, odnosno, ako su mjerne jedinice dani, ocekivano trajanje
epidemije u prvoj populaciji je 25 000 dana, odnosno ~ 68.49 godina, a u drugoj
2.6 x 10® dana, odnosno =~ 712328 godina.

U ovom primjeru vidljivo je da je oc¢ekivano trajanje epidemije puno duze nego sto
je razumno jer se ¢ini da bolest ne izumire. Ako je populacija N > 1001 Ry > 2 i
ako u pocetku epidemije postoji dovoljan broj zarazenih jedinki, tada se rezultati
stohastickog SIS modela priblizavaju predikcijama tog deterministickog modela,
odnosno bolest postaje endemicna.

3.4 Primjer i simulacija SIS modela

Gonoreja je bakterijska spolno prenosiva bolest na koju jedinka ne stvara otpor-
nost, stoga je ona dobar primjer za primjenu SIS modela. Podlozna jedinka postaje
zarazena spolnim kontaktom sa zaraznom i zarazenom osobom, te nakon ozdrav-
ljenja, do kojeg moze doci prirodnim putem ili konzumacijom antibiotika, ona
postaje opet podlozna.

Populacija se promatra u dovoljno kratkom vremenu stoga ne dolazi do promjene
njene velicine. Neka je broj jedinki u populaciji jednak 500. Ovaj model lezi na
dva parametra, prvi, 3, oznac¢ava broj spolnih kontakata nezarazenih sa zarazenim
jedinkama po jedinici vremena, a drugi, v, je stopa oporavka zarazenih jedinki.

Neka je ocekivani broj kontakata § = 0.2 i stopa oporavka v = 0.01 sto znaci da
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je ocekivano trajanje zaraze jednako 100 dana. Neka je broj zarazenih jedinki u
pocetku epidemije jednak 10, to znac¢i da Sy = 490. Osnovni reprodukecijski broj
jednak je:

pa vjerojatnost izbijanja epidemije iznosi:

L., 1
PL;>0)~1- (F())ZO =1- (%)10 ~ 0.99.

Simulacija dobivena koristenjem EpiModels paketa u R-u i prikazana je na sljede¢em
grafu:

SIS model gonoreje

500
|

s.num
i.num

Broj
300 400
| L

200
|

100
|

0 100 200 300 400 500
Vrijeme

Slika 2: Simulacija SIS modela gonoreje
Moze se primjetiti kako broj podloznih pada u cijelom promatranom razdoblju sto
znaci da broj zarazenih raste. U stotoj jedinici vremena dolazi do izjednacenja

broja zarazenih i podloznih, nakon dvjesto jedinica vremena moze se primjetiti da

broj zarazenih stagnira na ~ 400 i podloznih na ~ 100.
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4 SIR model

Za bolesti poput vodenih kozica, ospica ili gripe koje stvaraju odredeni imunitet
nakon preboljenja populacija se dijeli na tri disjunktne klase, podlozni (eng. sus-
pectible), zarazeni (eng. infected) i oporavljeni (eng. recovered). Pretpostavka
je da su sve jedinke populacije podlozne zarazi, kada dodu u kontakt sa zaraz-
nom jedinkom koja je ujedno i zarazena, one postaju zarazene i zarazne te nakon

oporavka stvaraju odredeni imunitet pa se ne mogu vratiti u stanje podloznosti.

4.1 SIR model bez radanja i umiranja

Populacija je konstantne veli¢ine N i vrijedi N = S+ 1+ R, pri cemu S predstavlja
broj podloznih, I broj zarazenih, a R broj oporavljenih. U ovom slucaju promatran
je SIR model ne uzimajuéi u obzir radanja i umiranja u populaciji. Sljedece

diferencijalne jednadzbe opisuju dinaminku modela:

@ — _ﬁst[ta

dt N

dl

a %St[t — L,

dR

Rk

dt 7 ty (3)

uz uvjete Sg > 0,1y > 0,Ry > 0. S obzirom da se R moze izraziti kao R; =
N — I; — S;, sustav se moze svesti na jednadzbe po S; i I;.
Populacija se nalazi u ravnotezi bez bolesti kada je S = N il = R = 0. Parametar

_ 5%

R_ny

naziva se efektivna stopa i ona odreduje ishod epidemije pri ¢emu je % udio

podloznih jedinki u trenutku 0, a Ry = 5 osnovni reprodukcijski broj.
Teorem 4.1. Neka je (Si, It) rjeSenje sustava (3).

e Ako je R > 1, tada dolazi do povecanja broja zarazZenih jedinki I;, odnosno

dolazi do epidemije.

o Akoje R <1, onda broj zaraZenih jedink: I; monotono pada do 0 1 populacija

se nalazi u ravnotezi bez bolesti.

Ideja za promatranje SIS modela u stohastickom obliku vrijedi i za SIR model.
Neka su Si, I; € {0,1,2,..., N} diskretne slucajne varijable koje modeliraju broj
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podloznih i zarazenih, redom, za t € [0,00). Kao §to je veé receno, broj oporav-
ljenih moze se dobiti iz Ry = N — I; — S;. Prijelazne vjerojatnosti su definirane za
dovoljno mali At > 0 kao:

Ps,i)(sthir) (A) = P((Serar, Isar) = (s + K, i 4 §)|(Se, Ir) = (s,19))-

One ovise samo o promjeni At, a ne o trenutku ¢ pa se radi o homogenom pro-
cesu. Takoder, zadovoljavaju Markovljevo svojstvo. Vrijedi da je At > 0 dovoljno
mali da se u njemu dogodi samo jedna promjena, odnosno jedna zaraza ili jedan

oporavak. Prijelazne vjerojatnosti za SIR model glase:

Bi& At + o( At) (k) = (~1,1),
PV EUNERON) (k) = (0, 1),
Plit(oshits) (A1) = | (Bi% +vi)At + o(At) ,  (k,5) = (0,0),
o(At) , inace.

Slucaj kada je (k,j) = (—1,1) predstavlja vjerojanost nove zaraze, a (k,j) =
(0, —1) predstavlja vjerojatnost novog oporavka. Broj podloznih u trenutku ¢ = 0
jednak je So = N — Iy, Iy > 0, odnosno na pocetku nema oporavljenih jedinki.
Epidemija prestaje u trenutku ¢ u kojem je I; = 0 i to je apsorbirajuce stanje.

S obzirom da se radi o dvodimenzionalnom procesu, za dobivanje informacije o
predikitranju dinamike procesa koriste se Kolmogorovljeve jednadzbe unaprijed,
a za proucavanje vjerojatnosti da proces dode do apsorbirajuceg stanja, odnosno
kraja epidemije, koriste se Kolomogorovljeve jednadzbe unazad. Neka je s broj
podloznih, a i broj zarazenih u nekom trenutku t. Tada su uredeni parovi stanja

(s,1) € {(N,0),(N —1,1),...,(0,0)} pri ¢emu je s +i < N. Ukupno postoji
(N+1)(N+2)
2

stanja. U slucaju Kolmogorovljevih jednadzbi unaprijed, prijelazne stope ovise o

kombinacija uredenih parova stanja. Neka su a,b dva uredena para

buduéem stanju b = (s,7). Neka je a neki uredeni par stanja i neka se proces
nalazi u njemu u trenutku ¢. Proces ¢e biti u uredenom paru stanja b u trenutku
t + At ako :

e on prelazi iz stanja a u stanje (s + 1,7 — 1) u trenutku ¢ i javlja se nova
zaraza s prijelaznom vjerojatnoséu 6—(&;\;_1& + o(At)

e proces prelazi iz stanja a u stanje (s,7 4+ 1) u trenutku ¢ i dolazi do novog
opravka s prijelaznom vjerojatnoséu (i + 1)At 4 o( At)

e proces prelazi iz stanja a u stanje (s,4) u trenutku ¢ i ne dolazi do promjene
s prijelaznom vjerojatnoséu 1 — (% + vi)At + o( At),
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odnosno
B(s+1)(i—1)

N
Pags)(t)(1 = (% + vi) At) 4 o(At).

Pa(s,i) (t + At) =Pa(s+1,i—1) (t) + Pa(s,i+1) (t)”}/(Z i 1)At+

Nakon §to se oduzme py(s;)(t) s obje strane, podijeli s At i pusti At — 0 slijede
Kolmogorovljeve diferencijalne jednadzbe unaprijed:
B(s+1)(i—1) Bsi

= Putorni O ey (87 + 1) = paea () + ).

dpa(s,i) (t)
dt

Na slican nac¢in dobivaju se i Kolomogorvljeve jednadzbe unazad. U tom slucaju,
prijelazne stope ovise o pocetnom uredenom paru stanja a = (s,7). Prijelaz se
javlja u vremenu At i oCituje se novom zarazom, izljecenjem ili stanje ostaje
nepromjenjeno, a u preostalom vremenu ¢ dolazi do prijelaza u stanje b. One
glase:

dp(s,ipp(t)  Bsi Bsi

= 7 P(s—1, t .si— t) = (—= ) 8,1 t).
= A Plo—irp() + vip(si-p(t) — (S + 7P ()

4.2 Konacna velicina epidemije

U slucaju kraja epidemije koju modelira SIR epidemioloski model moze se odrediti
koliki je sveukupni broj zarazenih jedinki u toj epidemiji, odnosno konac¢na veli¢ina
epidemije. Pretpostavka je da je epidemija kratkotrajna, pojavljuje se u relativno
maloj populaciji, bez rodenja i smrti u promatranom periodu i sve jedinke u po-
pulaciji su podlozne ili zarazene, odnosno Ry = 0. Takoder, veli¢ina promatrane
populacije je konstanta i na pocetku iznosi N = Sy + Iy. Konac¢na veli¢ina epi-
demije jednaka je zbroju podloznih jedinki koje su se zarazile i pocetnom broju
zarazenih jedinki.

U deterministickom modelu, kona¢na veli¢ina populacije se moze izracunati direk-
tno iz diferencijalnih jednadzbi koje ga iskazuju. Treba primijetiti da je:

dl; yN

a5, ~ 't asy

iz cega nakon integriranja slijedi:

N~. S
It+5t :Io—FSo—}—'F’ylnS—;
Pustanjem ¢ — oo dobiva se:
Nv. Sy
Soo = Io+ So + —In—.
0t o0+ 3 TLSO
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Konacna veli¢ina epidemije iznosi:
Ry =N — Sy

U stohastickom SIR modelu potrebno je naci distribuciju vezanu uz konacénu
veli¢inu epidemije. Neka su (s, ) uredeni parovi vrijednosti za podlozne i zarazene
jedinke u model. Epidemija zavrsava kada [; postane nula. U trenutku zavrsetka
epidemije, sluc¢ajna varijabla koja modelira broj podloznih postize vrijednost izmedu
0i N — Iy = N —iy. Tocnije, skup stanja {(s,0)}2, je apsorbirajué:

N—ig
Jim > o (t) = 1.

s=0
Postoji vise metoda za izracun distribucije konacne veli¢ine epidemije. Najjed-
nostavnija metoda temelji se na lancu skokova Markovljevog lanca. Za koristenje
te metode potrebno je izracunati matricu prijelaza lanca skokova, odnosno, po-
trebno je racunati prijelazne vjerojatnosti izmedu stanja {(s,i),s =0,1,..., N,i =
0,1,..., N —s}. U ovom slucaju, nisu bitna vremena izmedu prijelaza stanja, nego

samo vjerojatnosti.

Primjer 3. Neka je N = 3, tada su mogudéi parovi stanja u matrici prijelaza
jednaki:

(s,2) €{(3,0),(2,0),(1,0),(0,0),(2,1),(1,1),(0,1),(1,2),(0,2),(0,3)},  (4)

odnosno postoji 10 uredenih parova stanja. Ostale moguénosti parova stanja koje
u sumi daju broj veéi od 3 imaju nul-vjerojatnost stoga su izuzeti. Moguée su

dvije promjene stanja:

e zarazena jedinka ozdravi i postane oporavljena (s,i) — (s,7 — 1) s vjero-
' s=0,1,2

_ v
Y+(B/N)s>

. ~ 7 _ Y
jatnoscu ps; = (B

e podlozna jedinka postaje zarazena (s,i) — (s — 1,7 4+ 1) s vjerojatnoséu
1—ps.

Ako je redoslijed uredenih parova stanja jednak (4), onda matrica prijelaza za
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lanac skokova Markovljevog lanca je 10 x 10 matrica sljedec¢eg oblika:

100 0000 O 0 0
01 0 000 0 0 0 0
00 1 000 0 0 0 0
00 0 100 0 0 0 0

p_ |00 000 0 1-p 0 0
00 p 0000 0 1—-p O
00 0 p OO0 0 0 0 0
00 0 0O0p 0 O 0 1-p
00 0 0O0O0 p O 0 0
00 0 00O O0 0 o 0

Gornji lijevi 4 x 4 kut matrice T je jedini¢na 4 x 4 matrica jer su to ¢etiri apsorbi-
rajuéa stanja, (3,0),(2,0), (1,0), (0,0), u kojima nema zarazenih i epidemija pres-
taje. Primjerice, stanje na poziciji t55 predstavlja ozdravljenje jedinke u slucaju
kada su dvije jedinke podlozne, tj. prijelaz lanca iz stanja (2,1) u apsorbirajuce
stanje (2,0) s vjerovatno$¢éu ps. Stanje na poziciji tsg prestavlja obolijevanje je-
dinke u sluéaju kada su dvije jedinke podlozne, tj. prijelaz lanca iz stanja (2,1) u
stanje (1,2) s vjerojatnoséu 1 — py. Vjerojatnost py koja predstavlja ozdravljenje
jedinke u slucaju kada je broj podloznih jedinki jednak nula iznosi:

v+ (B/N)x0 v 7

pa matrica T" ima sve nenegativne elemente i suma elemenata u retku iznosi 1 pa

je matrica 71" stohasticka.
Potrebno je izracunati prvih nekoliko potencija matrice T'. Za n > 5 vrijedi da je
T" = T°, sto znaci da se u prvih pet koraka postiZe grani¢ni slucaj epidemije.

1 0 0 0 000000
0 1 0 0 000000
00 1 0 000000
00 0 1 000000
75— |0 p2 pil—p2) (1=p)(1—p2) 0 0 0 0 0 O
00 p1 1—p 000000
00 0 1 000000
00 P2 1— p? 000000
00 0 1 000000
00 0 1 000000

Ako je pocetak u t = 0 s dvije podlozne osobe i jednom zarazenom, pocCetna
distribucija je sljedec¢eg oblika:

»(0) = (0,0,0,0,1,0,0,0,0,0).
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Sada je moguce izracunati pocetnu distribuciju broja zarazenih u petom koraku:

P(0)T? = (0,p2, pi(1 — p2), (1 = p)(1 — p2),0,0,0,0,0,0).
Vjerojatnost da na kraju epidemije bude:
e jedna oporavljena jedinka, odnosno stanje (2,0), jednaka je po
e dvije oporavljene jedinke, odnosno stanje (1,0), jednaka je p?(1 — po)
e tri oporavljene jedinke, odnosno stanje (0,0), jednaka je (1 — p?)(1 — p2),

stoga je distribucija konacne veli¢ine epidemije jednaka:

(plz p?(12—p2) (1—p?)3(1—p2)>

4.3 Primjer i simulacija SIR modela

4.3.1 Gripa

Poznati primjer primjene SIR modela je epidemija gripe u engleskom internatu.
Internat pohada ukupno 763 djecaka. U prvom danu epidemije jedan je djecak
imao simptome gripe. Pretpostavljeni parametri ovog modela su § = 1.66 i v =
0.45, odnosno ocekivano trajanje gripe je 2.2 dana. Vrijednost R jednaka je 3.68
pa po teoremu 4.1 slijedi da ¢e doé¢i do epidemije. Broj zarazenih po danima
prikazan je u tablici 1:

Dan |1 (2|3 ] 4 | 5 6 7 8 9 10 | 11 |12 |13 | 14 | 15 | 16

Broj | 1|3 |8 28|75 (221 | 291 | 255 | 235|190 | 125 | 70 | 28 | 12| 5 | O

Tablica 1: Broj zarazenih gripom po danima

Koristenjem R paketa EpiModel dobivena je sljede¢a simulacija SIR modela:
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|
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\

Vrijeme
Slika 3: Simulacija SIR modela gripe

Promatranjem grafa 3 ¢ini se da je 15. dan od pocetka epidemije bio njezin zadnji.
Vrhunac epidemije postize se 7. dana te nakon tog broj zarazenih pada. Broj
podloznih u promatranom razdoblju pada jer podlozni bivaju zarazeni i nakon toga
postaju oporavljeni i ne vracaju se u podlozne. Iz istog razloga broj oporavljenih
raste. Kada se stvarne vrijednosti uvrste na graf moze se komentirati kvaliteta
simulacije. Na slici 5 stvarne vrijednosti su uvrstene na simulaciju i prikazane su

pomocu crnih tocaka. Simulacija vjerno prati stvarni broj zarazenih.

s.num
i.num
7] r.num

Broj
200 400 600
l

0
1
]

Vrijeme
Slika 4: Simulacija SIR modela gripe sa stvarnim vrijednostima

4.3.2 Epidemija bolesti COVID-19 na brodu Diamond Princess

Pocetkom veljace 2020. poznati luksuzni kruzer krenuo je na krstarenje po za-
padnom Pacifiku. Na njemu je bilo 2666 putnika i 1045 clanova posade, zajedno
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3711 ljudi, medu kojima i osamdesetogodisnjak sa simptomima bolesti COVID-
19. Putnici su se slobodno kretali po kruzeru, odlazili na plesne zabave, predstave,
teretane i ostale pogodnosti koje on pruza, ne obrac¢ajuc¢i pozornost na socijalnu
distancu. To je pogodovalo neometanom Sirenju bolesti uzrokovanom COVID-19
virusom. Dana 3.2.2020. posada je obavjestena da je medu njima bio zarazeni
putnik, koji je do tada ve¢ napustio kruzer i to se smatra pocetkom epidemije i
izolacije tog kruzera. U tablici 2 dan je broj zarazenih putnika po danima:

Dan | Broj zarazenih
0 1
1 1
2 10
3 20
4 61
5 64
6 70
i 135
8 135
9 174
10 218
11 218
12 285
13 355
14 454
15 542
16 621
iF 634
18 634
19 634
20 634
21 634
22 634
23 705
24 705
25 705
26 705
2 705
28 705
29 705
30 696

Tablica 2: Broj zarazenih na brodu Diamond Princess po danima

Pretpostavka je da je prosjecno trajanje oporavka 5 dana sto znaci da je vy = 0.2 i
neka je ocekivani broj kontakata jednak g = 0.6. Simulacija SIR modela dobivena
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koristenjem EpiModel R-paketa prikazana je na slici 5.

s.num
8 _ i.num
a r.num
T B
m
o
o | -
s
- N R R A R
o - 0%o%t$10!"'?...
[ I I I I I ]
0 5 10 15 20 25 30
Vrijeme

Slika 5: Simulacija SIR modela na Diamond Princess, 5 = 0.6

Crne tocke predstavljaju stvarni broj zarazenih po danima.

Simulacija prati stvarni broj zarazenih, ali ga precjenjuje i predvida maksimalan
broj preko 1000 zarazenih, $to ne odgovara stvarnim podacima. Taj se rasplet
dogadaja moze objasniti socijalnom distancom s kojom se smanjio oc¢ekivani broj
kontakata. Socijalna distanca uvelike smanjuje broj zarazenih te kada bi se sma-
njio broj kontakata na vrijeme, epidemija bi bila umanjena, mozda i izbjegnuta.
Promatran je isti kruzer uz pretpostavku da je sada g = 0.4, a v = 0.2. Simulacija
broja zarazenih dana je na slici 6. Na njoj se moze primjetiti da broj zarazenih
ne bi rastao preko ~ 200 i ne bi doslo do epidemije.

Opcenito, smanjenjem broja ocekivanih kontakata, broj zarazenih se smanjuje.
Takoder, pove¢anjem stope oporavka -, usporava se prijenos zaraze te se onda
smanjuje broj zarazenih. Smanjenje broja zarazenih oznacava krace trajanje i

manji obujam epidemije.
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Slika 6: Simulacija SIR modela na Diamond Princess, f = 0.4
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Sazetak

Matematicko modeliranje u epidemiologiji pokusava predvidjet tijek epidemije
kako bi pravovremenim donosenjem mjera utjecaj epidemije bio smanjen. Dva
osnovna modela su SIS, model koji dijeli populaciju na dvije disjunktne klase je-
dinki, podlozne i zarazene, te ne dopusta stvaranje imuniteta na tu bolest, i SIR,
koji uz podlozne i zarazene dopusta stvaranje imuniteta stoga postoji treca klasa,
oporavljeni. Ti modeli mogu biti promatrani u deterministickom i stohastickom
obliku. U ovom radu opisana je deterministicka osnova modela, ali naglasak je
bio na stohastickom obliku, to¢nije temelj su bili Markovljevi lanci u neprekidnom
vremenu. Uz teorijsku podlogu Markovljevih lanaca, svaki model je prikazan de-
terministicki i stohasticki, njegova osnovna svojstva i simulacija epidemije bolesti

koja spada u taj model.

Kljuéne rijec¢i: Markovljevi lanci u neprekidnom vremenu, epidemija, SIS model,
SIR model

Abstract

Mathematical modeling in epidemiology predicts the course of an epidemic in or-
der to reduce its impact. Two basic models are SIS, a model that divides the
population in two classes, individuals can be susceptible or infected, it does not
allow the development of immunity to the disease, and the other one SIR, which
allows the development of immunity, so there is a third class of individuals, reco-
vered. These models can be observed in deterministic and stochastic forms. This
paper describes the deterministic basis of the model, but the main part is in stoc-
hastic form, modeled as Markov chains in a continuous time. In addition to the
theoretical basis of Markov chains, each model is presented in deterministic and
stochastic form with its basic properties and epidemic simulation.

Keywords: Markov chains in a continuous time, epidemic, SIS epidemic model,
SIR epidemic model
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