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1 Uvod

Geometrija je izvor poticanja matematickog misljenja, razvijanja kre-
ativnosti, ukazivanja na razli¢ite nacine dokazivanja, istrazivanja te zanim-
ljivijeg ucenja i poucavanja. Glavni cilj ovoga rada je prikazati razlicite
primjere koji se mogu primijeniti unutar nastave geometrije radi postizanja
svega navedenog.

Unutar ovog rada nalaze se mnogi primjeri koji mogu pomoci ucenicima,
ali 1 nastavnicima pribliziti geometriju i uciniti je zanimljivijom. U prvog
poglavlju nalaze se primjeri koji su ve¢im dijelom iz svakodnevnog zivota u
kojima se primjenjuju povecanje i slicnost. Osim toga, teoremi o polovistu i o
transverzali su iskazani kao dobar nacin povezivanja s pove¢anjem i slicnosti
te njihovo bolje razumijevanje. Drugo poglavlje govori o Pitagorinom poucku.
Bavi se problemima razumijevanja Pitagorina poucka, te idejama i nacinima
njegova prikazivanja na razlicite nac¢ine kako bi ga ucenici sto bolje shva-
tili. Od mnogih dokaza Pitagorina poucka, izdvojeno je nekoliko primjera
koji su prikladni za ucenike osnovnoskolske dobi, te su prikazani algebarski
i vizualno. Osim toga, prikazano je nekoliko primjera koji se temelje na pri-
mjeni Pitagorina poucka. Posljednje poglavlje namijenjeno je primjerima iz
osnovnoskolskih udzbenika koji su vezani za povecanje, slicnost i Pitagorin
poucak. Usporedeni su primjeri iz udzbenika s primjerima iz prva dva po-
glavlja radi moguénosti uvodenja dodatnih zadataka i metoda pojasnjavanja

ovog dijela gradiva vezanog za geometriju.



2 Povecanje i slicnost

2.1 Povecanje

Ideja je pove¢anja napravi nesto vece, iako u matematickom smislu moze
znaciti smanjenje velicine. To je postupak za koji ne postoji rije¢ koja je
siroko prihvacena, ali izraz dilatacija moze posluziti za takva prosirenja.

Povecanje u opcéenitom smislu je sveprisutno u nasem okruzenju, s pri-
mjenom u kartama, planovima, crtezima svih vrsta, poveéanjima fotogra-
fija, fotokopirnim strojevima koji povecavaju i smanjuju te odgovarajuéim
sadrzajima s tekstom i slikama na zaslonu racunala. Postoje mnogi primjeri
iz svakodnevnog zivota pomocu kojih se ucenicima moze pribliziti smisao i
vaznost prosirenja. Jedan od njih je karta mjerila 1 : 25000, koja se uvecava
za faktor razmjera dva od karte mjerila 1 : 50000, dok je u stvarnosti 50000
puta ve¢a od njenog prikaza na toj karti. Jos jedan od primjera iz kojeg
ucenici mogu uvidjeti povecanje je standardni list A3 papira koji je uve¢an
za faktor razmjera v/2 u odnosu na A4 papir. Na isti na¢in su povezane i
ostale velicine papira.

Radi smanjenog koristenja smanjenja veli¢ina, ucenicima je potrebno
osvijestiti kako se pri povecanju mijenja veli¢ina. Isto tako je bitno nagla-
siti da razli¢ita svojstva oblika ostaju nepromijenjena, osobito kutovi izmedu
stranica u odredenom liku te omjeri odredenih oblika. Nepromjenjivost ku-
tova nije tesko za shvatiti, ali problem moze nastati kod omjera zbog nera-
zumijevanja omjera i udjela, sto nadilazi njegovu primjenu na geometriju.
O ovom pitanju je detaljnije pojasnjeno u poglavlju o proporcionalnosti u
popratnom svesku knjige [3].

Neke od metoda pomocu kojih ucenici mogu istrazivati svojstva povec¢anja
je transformacija, koriste¢i se raznim vjezbama crtanja na ¢istom papiru ili na
papiru na kvadratic¢e. Jos jedna atraktivna metoda za istrazivanje pove¢anja
na jednostavnoj razini prilagodena ucenicima je koristenje medusobno pove-
zanih obojenih kocaka. Postoji i suvremena metoda s kojom su se mnogi
ucenici ve¢ susretali 1 mogu ju iskoristiti za bolje razumijevanje svojstava

povecanja, a to je povetanje fotografija.



Primjer 1. Slika 1 predstavlja problem onoga sto se podrazumijeva pod

,dvostruko veéim“.

Slika 1: Dwvostruko vece

Prva slika prikazuje izvorni lik koji zelimo dvostruko povecati. Na slici
pored je "dvostruko visi” lik od izvornog, dok je na trecoj slici ”dvostruko
siri” lik. Ta dva primjera iskrivljuju izvornu sliku, odnosno ne uveéavaju
je u matematickom smislu. Pomoc¢u ovog primjera se ucenicima slikovito, s
medusobno povezanim kvadratima moze predociti dvostruko povecanje poje-
dinog lika i time osvijestiti kako se sve dimenzije udvostrucuju, dok povrsina
postaje ¢etverostruko veéa. Stovise, koristenjem medusobno povezanih ko-
caka ova ideja se moze prosiriti na proucavanje udvostrucenja volumena.
Ovdje ¢e ucenici uvidjeti da ¢e im biti potrebno osam puta vise kockica, jer
je svaka pocetna kocka zamijenjena kockom ¢iji su bridovi dvostruko dulji
od bridova pocetne kocke. Ovakvi primjeri s jednostavnim konfiguracijama
i slikama koje ukljucuju udvostrucenje mogu biti prvi korak prema idejama
povecanja i slicnosti da se ¢uvaju kutovi i proporcije, te da poveéanje oblika
s faktorom razmjera k utjece na poveéanje povrsine za faktor k? i volumena
za k3.

Primjer 2. Slika 2 prikazuje povetane verzije trokuta s faktorima razmjera
2 1 3 na cistom papiru.



Slika 2: Povecanje trokuta

Slika je konstruirana na nacin da je izabrana tocka kao srediste povecanja,
iz koje su povucene linije koje prolaze svim vrhovima pocetnog trokuta.
Do vrhova dva veéa trokuta se dolazi pomicanjem jednakom udaljenosti po
svim linijama. Pri tome su sacuvani jedni od najosnovnijih svojstava ma-
tematickog povecanja, a to su sacuvanje kutova i proporcija te paralelnost
odgovarajuc¢ih stranica. Treba napomenuti da ovo pravilo ne vrijedi u svim

situacijama kada se razmatraju razlic¢iti primjeri koji ukljucuju sli¢ne trokute.

2.2 Sli¢nost

Ucenici obiéno probleme s proporcionalnoséu pronalaze izravno kada
ukljucuju udvostrucavanje, ali ideja postaje teza za faktore razmjera koji su
vedéi cijeli brojevi (npr. 3,4,5,...), a znatno je teza s racionalnim faktorima
razmjera jer to ukljucuje ideju omjera i potrebu za mnozenjem razlomaka.

Ovaj izvor poteskoca koji se u sirem kontekstu proporcija raspravlja u [5].

Primjer 3. Na slici 3 prikazan je par sliénih trokuta, manji trokut sa stra-
nicama duljina 4, 5 i 7 mjernih jedinica, dok veéi trokut ima duljinu najkrace

stranice 6 mjernih jedinica i dvije nepoznate duljine stranica.



Slika 3: Dwa slicna trokuta

U ovom primjeru je problem odrediti duljinu dviju nepoznatih stranica
veéeg trokuta, oznacenih s a i b. Cesta pogreska kod ucenika je ta da za-
kljuce kako su duljine preostale dvije stranice 7 i 9 mjernih jedinica. Do
tog zakljucka dolaze razmisljajuci na nacin da je poznata stranica vecéeg tro-
kuta uvec¢ana za dvije mjerne jedinice te to isto primijene na ostale stranice
trokuta. Na taj nac¢in ucenici koriste zbrajanje umjesto proporcionalnog
povec¢anja koje ukljucuje mnozenje i to ¢esto s razlomkom. Uobicajeno se
problemi koji uklju¢uju proporcionalnost rjesavaju izjednacavanjem jedna-
kih omjera. Za trokute sa slike 3 prikazimo jednadzbe koje odreduju duljinu

nepoznatih stranica:

. 56 1 b 6 7. 1
541 %71 3 7170 195

Nadovezujuéi se na ideju prosirenja, ovaj problem se moze pojednos-
taviti na nacin da se odredi faktor razmjera ¢ koriste¢i omjer jednog para
odgovarajucih stranica. Taj se omjer pojavljuje kao dio postupka jednakih
omjera, ali njegov je znacaj mnogo jasniji ako se promotri odvojeno i po-
jednostavi na % ili 1%. Moze se zapisati u obliku decimalnog broja ukoliko
se u razlomku pojavljuju veliki, neskrativi brojevi. Kada se odredi faktor
razmjera, moze se koristiti za pronalazak ostalih duljina stranica mnozenjem

na nacin:



Postoji mnogo primjera slicnosti iz svakodnevnih situacija koji ¢e ge-
ometriji dati ve¢i smisao i na taj nac¢in ucenicima pribliziti vaznost primjene
mjera iz Ciste geometrije i pruzaju razvijanje vjeStina potrebnih za rjesavanje

ovakvih problema. Pogledajmo tri takva primjera.

Primjer 4. Slika 4 prikazuje dva trokuta ¢ije stranice a i a’ redom pred-
stavljaju visine stupa i drveta, dok stranice b i b’ predstavljaju duljine sjena
koje imaju ta dva objekta.

1.5 24

Slika 4: PronalaZenje visine drveta

Potrebno je odrediti duljinu visine drveta. To mozemo odrediti mjere-
njem duljine njegove sjene i usporedbom s duzinom sjene stupa ¢ija se visina
moze lako izmjeriti. Stup visine 2 metra ima sjenu duljine 1.5 metara, a drvo
sjenu duljine 24 metra. Pod pretpostavkom da je tlo vodoravno i da su stup
i drvo okomiti, dva su trokuta sli¢na, jer je kut elevacije sunca ocito jednak

za oba. Oznacimo li faktor razmjera s k dobivamo:

Tada je a’ = 16 - 2 = 32 odnosno visina drveta je 32 metra.



Primjer 5. Lijeva slika prikazuje zrakoplov koji leti s istoka na zapad, od D
do C, promatran u daljini kroz prozor okrenut prema jugu, AB. Promatrac
O stoji 1.2 m udaljen od prozora koji je sirok 1.5 m i promatrajuéi trag koji
avion ostavlja na nebu primje¢uje da je zrakoplov vidljiv 3 min dok prelazi

nebo od D do C.

€ 30 D

30,000

/4t

(o]

Slika 5: Dwa problema koristenja slicnih trokuta

Potrebno je odrediti koliko je zrakoplov udaljen. U ovakvim zadacima
koji su stvarni problemi iz svakodnevnog zivota ¢esto nedostaju podaci koji
su potrebni za rjesavanje ovakvih problema. Na taj nacin poticu ucenike
na razmisljanje i zakljucivanje o tome sto bi mogli iskoristiti kako bi rijesili
zadatak. U ovom primjeru se moze iskoristiti ¢injenica da zrakoplov leti
otprilike 600 milja i u tom ¢e slucaju zrakoplov prijeé¢i 30 milja u 3 min. Ova
dva koristena sustava mjernih jedinica odrazavaju koliko Cesto se moramo
susretati s problemima iz stvarnog zivota i govore da moramo osigurati da
se odgovarajuce strane mjere u istim mjernim jedinicama kako bi se ocuvao
omjer izmedu tih strana. Problem se moze rijesiti promatrajué¢i dva slicna
trokuta ANOAB i AOCD. Oznac¢imo li s k faktor razmjera i s d trazenu

duljinu dobivamo:

b= =90, d=20-13="24



Na desnoj slici promatra¢ O nalazi se u zrakoplovu i gleda prema Zemlji
na visini od 30000 m i pokusSava procijeniti duljinu jezera oznacenog CD.
Ponovno se koristi mjesavina mjernih jedinica: ako promatrac drzi svoj prst,
koji je sirok 1 em, na udaljenosti 30 cm od ociju, tada ¢e promatracev prst
pokriti duljinu od 30000 cm na Zemlji ispod i to je ekvivalentno 300 m.
Duljina jezera tada se moze mjeriti u sirinama prstiju. Opet smo upotrije-
bili dva sliéna trokuta, AOAB i AOCD i stvorili situaciju u kojoj postoji
jednostavan faktor skale od 30000.

Primjer 6. Jos jedan primjer sli¢nosti koji ukljucuje slicne pravokutnike
moze se na¢i na standardnim veli¢inama papira, od kojih je A4 najpoznatiji.

Listovi papira A4 i A5 prikazani su na slici 6 u dvije razlicite orijentacije.

d/2 1

AS Ad A4

A5

d/2

Slika 6: A4 © A5 papir

A4 papir ima svojstvo da kada se preklopi na pola, dobiju se dva A5
papira koji imaju povrsinu upola manju od povrsine A4 papira. Duljine
stranica A4 papira iznose 11 d te bi iz toga slijedi da su dimenzije A5 papira
1i g. Buduéi da su dva pravokutnika slicna, omjeri njihovih stranica su
jednaki i to nam omogucuje izracun duljine d na sljedeci nacin:

1 d 1
—d:1=1: ii #—=— & =92 d= V2.
Sdil=1:d ili S=-5 = = V2

Sustav veli¢ina papira kojem A4 i A5 pripadaju temelji se na pravokut-
nicima ¢ije su stranice u omjeru v/2 : 1. Najveca je veli¢ina AQ povrsine 1

kvadratni metar, a manje veli¢ine dobivaju se uzastopnim prepolovljavanjem



povrsine. Za izracun se prikladno moze koristiti proracunska tablica, kao sto
je prikazano u tablici 1. Dimenzije su u centimetrima i kvadratnim centime-

trima.

Velic¢ina papira | Povrsina | Sirina | Duljina
A0 10000 84.1 118.9
Al 5000 59.5 84.1
A2 2500 42.0 59.5
A3 1250 29.7 42.0
A4 625 21.0 29.7
A5 312.5 14.9 21.0

Tablica 1: Proracunska tablica koja prikazuje velicinu razlic¢itih dimenzija
papira u centimetrima

2.3 Teorem o polovistu

Opcenito je slicnost ucenicima razumljivija kada je u pitanju udvos-
trucavanje i prepolovljavanje i iz tog razloga im je teorem o polovistu privlacan.
Osim toga njegov rezultat je ocit i ima nekoliko jednostavnih primjera koji

ukljucuju element iznenadenja. Teorem o polovistu prikazan je na slici 7.

Slika 7: Teorem o polovistu



10

U trokutu ABC tocke D i E su redom polovista stranica AB i AC.
Trokuti ABC' i ADFE su sli¢ni trokuti jer imaju zajednicki kut pri vrhu A,
a omjeri AB : AD i AC' : AE su 2 : 1. Isto tako, trokut ABC je povetanje
trokuta ADFE sa sredistem A i faktorom razmjera 2. Sli¢nost ovih dvaju
trokuta povlaé¢i da je stranica BC' dvostruko dulja od stranice DFE te da su
te dvije stranice medusobno paralelne.

Teorem o polovistu moze se izreéi na razlicite nacine, ovisno o tome koje

se ¢injenice uzimaju kao polazista, npr. za trokut ABC' vrijedi:

e ako su D i F polovista stranica AB i AC, tada je BC'=2DF i BC je
paralelna s DFE

e ako je D poloviste stranice AB, a pravac kroz D paralelan s BC' sijece
AC u tocki F, tada je F poloviste AC, a takoder vrijedi i BC' = 2DFE

e ako je D poloviste stranice AB, a pravac kroz D sijece AC u tocki E
tako da je BC' = IDFE, tada je E poloviste AC' i BC je paralelnas DFE

e ako su D i F tocke na stranama AB i AC takve da su BC = 2DFE i
BC' i DFE paralelne, tada su D i E polovista stranica.

Primjer 7. U ovom primjeru prisjetimo se Varignonovog teorema:

Teorem 2.1. Ako su E, F', G i H polovista stranica bilo kojeg c¢etverokuta
ABCD, onda je EFGH paralelogram.

Varignonov teorem je prikazan na slici 8.
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Slika 8: Varignonov teorem dokazan koristeci teorem o polovistu

Ukoliko se spoje polovista susjednih stranica bilo kojeg ¢etverokuta, za
rezultat ¢e se uvijek dobiti paralelogram. Cesto je to za ucenike iznenadujuéa
¢injenica i tesko da ¢e to uociti na prvu. Ovaj teorem mozemo dokazati ko-
riste¢i teorem o polovistu, no do problema dolazi kada ucenici trebaju uvi-
djeti gdje na crtezu trebaju povuéi dodatnu crtu ili vise crta kako bi pomoéu
toga mogli napraviti poveznicu s nekim poznatim rezultatom. Opcenito je to
najveci problem pri dokazivanjima u geometriji jer ne postoji ”pravilo” koje
kaze gdje treba povuéi dodatnu crtu koja bi ih navela na poznatu ¢injenicu
koju mogu iskoristit pri dokazivanju.

U ovom primjeru je potrebno povuéi duzinu BD koja je dijagonala
pocetnog cetverokuta ABC'D kao sto je prikazano na desnoj slici. Dobiju
se dva trokuta, AABD i ABCD na koje se moze primijeniti teorem o po-
lovistu. Posljedica toga je da su duljine duzina FH i F'G jednake jer iznose
%BD te su obje paralelne s duzinom BD. Iz ¢injenica da su duzine FH i F'G
jednake duljine i paralelne, slijedi da je ¢etverokut EFGH paralelogram.

Primjer 8. Na slici 9 prikazan je drugi rezultat koji ukljucuje poloviste

jednog para suprotnih stranica u paralelogramu.
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Slika 9: Presijecanje dijagonale paralelograma

Tocka F' je poloviste stranice AB, a tocka E poloviste stranice C'D para-
lelograma ABC'D. G'i H su tocke u kojima duzine DF' i BFE sijeku dijagonalu
AC. U ovom primjeru teorema o polovistu, nije potrebno povlaciti dodatne
crte kao u prethodnom, nego problem nastaje u pronalasku dva relevantna
trokuta, AABH i ACDG. Do tog zakljucka se moze doéi uz ¢injenicu da
su DF i BFE paralelne, buduéi da je ABCD paralelogram. Kako bi po-
mogli uc¢enicima pri ovakvim primjerima, mogu se istaknuti trokuti AABH
i ACDG te na taj nac¢in im prepustiti daljnje zakljuc¢ivanje i povezivanje
s poznatim ¢injenicama. Kako su duzine FG i BH paralelne te tocka F
raspolavlja duzinu AB, duzine AG i GH su jednake duljine. Na isti na¢in
zakljucujemo da su jednake duljine duzine CH i HG u trokutu CDG. To
povlaci da su sve tri duzine AG, GH i HC jednakih duljina, a time je dija-
gonala AC podijeljena na tri jednaka dijela.

Primjer 9. Na slici 10 na prvom trokutu tocke D, E i F' su redom polovista
stranica AB, AC' i BC trokuta ABC'. Tezisnice AF, BE i CD tog trokuta
se sijeku u zajednickoj tocki oznacenu s G. Ta tocka je teziste trokuta i ona
dijeli tezisnice trokuta u omjeru 2 : 1.
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Slika 10: Prikaz tezisnica trokuta koristeci teorem o polovistu

Problem ovog primjera je dokazati podudarnost i omjer 2 : 1. Osim
metode dodavanja dodatnih crta, postoji jos jedna metoda za pronalazenje
geometrijskih dokaza, a to je uklanjanje pojedinih crta. Na ovom primjeru
¢emo vidjeti kako nam moze pomod¢i u dokazu. Na drugom trokutu je uk-
lonjena tezisnica AF. Cilj je pokazati da se preostale dvije tezisnice sijeku
u jednoj tocki koja svaku dijeli u omjeru 2 : 1. Tada odmah slijedi da isto
vrijedi i za bilo koji drugi par tezisnica koje stoga moraju dijeliti zajednicku
tocku. Prisutnost dviju polovista u trokutu ukazuje na primjenu teorema o
polovistu. Ukoliko se spoje tocke D i F kao sto je prikazano na trecem tro-
kutu, po teoremu o polovistu slijedi da je BC = 2DFE i da je DFE paralelna
s BC'. To povlaci da su trokuti ABCG i ADEG sliéni. Prema tome vrijedi
da je BG =2GE i CG = 2DG. Time tocka G dijeli obje tezisnice u omjeru
2 : 1. Bududi da se slican argument odnosi na polozaj tocke presijecanja bilo
kojeg od parova teziSnica, one se moraju presijecati u zajednickoj tocki.

2.4 Teorem o transverzali

Za teorem o transverzali bi se moglo re¢i da je poopcenje teorema o

polovistu.

Teorem 2.2. Ako je skup od tri paralelna pravea presjecen parom crta (tran-
sverzala), tada su odgovarajuci segmenti linija odsjeceni na svakoj u istom

omjeru.

Na lijevoj strani slike 11 su prikazana tri paralelna pravca AP, BQ i
CR i dvije transverzale ABC i PQR iz kojih dobijemo omjere AB : BC' i
PQ : QR koji su jednaki.
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Slika 11: Teorem o transverzali

Na desnoj strani slike 11 se mogu uoéiti dva slicna trokuta, AABS i
ABCT. AS i BT su povucene na na¢in da budu paralelne s transverzalom
PQR. Na taj nac¢in se mogu vidjeti jednaki omjeri koji su spomenuti.

Teorem o transverzali je vrlo koristan u slucajima kada su u pitanju
paralele koje su jednako razmaknute. Na jednostavan nacin se moze iskoristiti
pri dokazu svojstva tezisnica i time ucenicima pribliziti svojstvo tezisnice
kako bi ga koristili s razumijevanjem i vizualno si ga predocili. Na slici 12 je
prikazan dokaz svojstva tezisnice trokuta koristeéi teorem o transverzali.

A A

Slika 12: Swvojstvo tezisnica trokuta dokazano pomocu teorema o transverzali
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Na lijevoj strani slike 12 se nalazi trokut ABC' s D i E kao polovistima
stranica AB i AC' te tockom G koja je sjeciste tezisnica BE i C'D. Na desnoj
strani slike 12 je stranica AC' podijeljena na Cetiri jednaka dijela na nacin da
su tocke H i I polovista redom duzina AE i EC|, gdje je E poloviste stranice
AC. S tockom F' je oznaceno poloviste stranice BC. Duzine DH, BFE i
FI su paralelne te nam teorem o polovistu kaze da je C'D podijeljena na tri
jednaka dijela te da tocka G dijeli C'D u omjeru 2 : 1.
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3 Pitagorin poucak

3.1 Predstavljanje problema

Najbolji oblik uvodenja nove teme, pojma ili nekog problema je onaj u
kojem ucenici sami otkrivaju. Ponekad je to zahtjevno i nije uvijek uspjesno
kod svih ucenika, ali time ucenike poticemo na zakljucivanje i razmisljanje
u nekom smjeru koji do tada nisu koristili. Ovakvim uvodenjem novih tema
i pojmova njihovo znanje Cesto ostaje dugotrajno i nauceno je s puno vise
razumijevanja. Pitagorin poucak je jedan od tema koje su najbolji primjer
gdje ucenici sami mogu doc¢i do rezultata istrazivajuci neke primjere. Ucenici
trebaju istraziti duljinu hipotenuze za dani pravokutni trokut. Najjednos-
tavniji pravokutni trokut je jednakokracan s dvije jednake stranice jedini¢ne
duljine. Nije odmah ocito kako pronac¢i duljinu hipotenuze, osim mjerenja,
ali to je problem koji u¢enici mogu postaviti kao prvi korak prema pronala-
sku rjesenja. Ako se taj trokut nacrta na kvadratnoj mrezi, nije tesko uociti
kvadrat na hipotenuzi prikazanoj na lijevoj strani slike 13. Vidljivo je da
povrsina tog kvadrata iznosi 2, a duljina hipotenuze v/2.

Slika 13: Koliko je dugacka hipotenuza?

Ova ideja koristenja povrsine kvadrata nad hipotenuzom, koji ukljucuje
crtanje pravokutnih trokuta unutar kvadratne mreze, bila je poznata Babi-
loncima, te u Kini i Indiji mnogo prije vremena Pitagore. Na desnoj strani
slike 13 prikazan je trokut sa stranicama duljine 1 i 2, §to rezultira kva-
dratom nad hipotenuzom povrsine 5. U ovom primjeru ucenicima nece biti
toliko ocito pronaci povrsinu ovoga kvadrata, kao sto je to bilo u prijasnjem

primjeru. Postoje dva moguca nacina za pronalazak povrsine objasnjena na
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pocetku poglavlja 6 u knjizi [4]. Jedna od strategija pronalaska povrsine je
rastavljanje kvadrata na jednostavnije oblike, a druga da se kvadrat okruzi
veéim kvadratom. Jos jedna moguénost samostalnog zakljucivanja je pomocéu
tablice gdje ucenici mogu potraziti vezu izmedu povrsine kvadrata i duljina
dviju stranica trokuta.

Stranice Kvadrat Stranice Kvadrat Stranice Kvadrat
1,1 B =111 2, 1 F=4+1 3,1 | 10=9+1
i, 5 F=1+4 2, 2 8=4+4 32 | 13=9+4
1,3 10=1+9 2. 3 13=4+9 = 18=9+9
1,4 17=1+16 2,4 20=4+16 3, 4 25=9+16
1.5 26 =1+ 25 2.5 29 =4+ 25 3.8 34=9+25

Tablica 2: Pronalazenje veza izmedu kvadrata stranica i stranica

Kada ucenicima Pitagorin poucak prikazemo kao algebarsku formulu
a? + b = 2, gdje su a i b dvije krace stranice pravokutnog trokuta s hipote-
nuzom c¢, rezultat treba prikazati i u geometrijskom smislu kao odnos izmedu
kvadrata nad stranicama pravokutnog trokuta. Na taj nacin ¢emo vizualno

ucenicima modi pribliziti bolje razumijevanje Pitagorinog poucka.

Slika 14: Pitagorin poucak: a® + b* = c?
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Kako bi se ucenicima prosirilo njihovo znanje o Pitagorinom poucku i
kako bi ga bolje shvatili, ucenici trebaju provesti odredeno vrijeme radeéi
na numerickim primjerima, racunajuéi jednu stranu pravokutnog trokuta s
obzirom na ostale dvije stranice. Ti racuni bi trebali biti jednostavni, ali
ono Sto moze biti veliki izvor problema je odlucivanje treba li zbrajati ili
oduzimati, sto rezultira zbrkom izmedu para primjera koji ukljucuju iste
brojeve, poput onih u tablici 2. To se ¢esto dogodi jer ucenici razmisljaju
o postupku rjesavanja, bez razumijevanja i logickog zakljucivanja. Kako bi
to izbjegli sljedeca slika im moze pomoéi da vide kako ¢ée u jednom slucaju
rjesenje biti vece od 5, a u drugom slu¢aju manje od 5.

2 2

2 =524 2% b? = 5% — 22

Slika 15: Pitagorin poucak: zbrajanje ili oduzimange?

Ucenicima je kod Pitagorina poucka bitno naglasiti da je on rezultat koji
se odnosi na povrsine kvadrata, iako to nije na prvu vidljivo ako se gleda u
algebarskom smislu. Moze se koristiti na bilo kojem pravokutnom trokutu,
bez obzira jesu li mu duljine stranica cjelobrojne. Jedan od gore spomenutih
nacina za izracunavanje povrsine kvadrata na hipotenuzom, prikazan na slici
13, je da se kvadrat okruzi ve¢im kvadratom. Taj postupak je prikazan na
lijevoj strani slike 16. Na njoj se mogu vidjeti cetiri sukladna pravokutna
trokuta koji okruzuju kvadrat, a trokute mozemo translatirati na polozaje
koji su prikazani na desnoj strani slike 16. Iz toga se jasno moze uociti da
je zbroj povrsina dvaju obojenih kvadrata na desnoj slici jednak povrsini
kvadrata nad hipotenuzom na lijevoj strani slike.
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Slika 16: Geometrijski dokaz Pitagorinog poucka

Ovo je slikovit prikaz Pitagorina poucka, no jedna stvar ostaje nejasna, a
to je kako mozemo znati da je obojeni oblik na lijevoj strani slike 16 zapravo
kvadrat. Sljedeci dijalog to moze pojasniti:

Ucitelj: Kako znate da je to kvadrat?

Ucenik: Ima cetiri jednake strane.

Ucitelj: Kako znate da su stranice jednake?

Ucenik: Ta stranica je uvijek hipotenuza trokuta i ta cetiri trokuta su
sukladna.

Uéitelj: Sto jos trebas pokazati?

Ucenik: Da su kutovi pravi kutovi.

Ucitelj: Kako to mozes pokazati?

Ucenik: Pogledajte kutove na donjoj stranici velikog kvadrata. Dva
kuta iz trokuta imaju zbroj 90°, tako da kut od obojenog lika mora biti 90°

Prije ispitivanje formalnijih na¢ina dokazivanja Pitagorina poucka, pos-
toji jos jedan zanimljiva nacin kako prikazati uc¢enicima geometrijski smisao
Pitagorina poucka. Radi se o Perigalovom rastavljanju prikazanom na slici
17. To je domisljat nac¢in rastavljanja jednog od manjih kvadrata nad kate-
tom pravokutnog trokuta na cetiri dijela. Ta cetiri dijela zajedno s manjim
kvadratom koji je nad drugom katetom se spajaju u kvadrat nad hipote-
nuzom. Ovako nesto ucenici mogu sami izraditi izrezujuéi manje dijelove
te ih zalijepiti u veliki kvadrat nad hipotenuzom. Na taj nacin ¢e im ova

slika ostati u sje¢anju i svakako ¢e im biti zanimljivo i korisno. Ucenici ée
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napraviti vlastite verzije rastavljanja, mozda odabiruci vlastite dimenzije za
pocetni trokut i time dobiti razlicite primjere. Konstruiranje rastavljanja
je jednostavno: kroz srediste kvadrata nad katetom povuku se dvije linije,
jedna paralelna a druga okomita na hipotenuzu. Time se dobiju cetiri dijela

kvadrata.

Slika 17: Perigalovo seciranje

3.2 Dokazivanje Pitagorinog poucka

Pitagorin poucak se pojavljuje kao prijedlog 47 u prvoj knjizi Euklida
[6] 1 pretpostavlja se da je ova verzija dokaza, prikazana na slici 18, potekla

od Pitagore.
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PROFPOSITION XLVII,

Tucorex.—If a triangle (ABC) be right-angled, the squars
which is constructed upon the side (BC) subtending the right
angle is equal in area to the sum of the squares constructed
upon the sides (AB and AC) which form the right anale.

CoxstrucTioN. On the sides AB, a
BC, and AC, construct the squares BG, \,
BE, and CH (a); through A draw AL =
arcllel to BD (8), and join AD and "S- \
Demonsrrarion. Because the an- \ ol /\’
gles FBA and CBD zre both right Ryl :

anples (@), therefore they ave equal(c);
add to both the angle ABC, and the
augle FBC is equal vo ABD (d). Be-
cause t-EIm sidc::1 FB agd BC are re- | Py
spectively equal to AB and BD (e), P
and the ang?e FBC to tho angle AéD, 'L'"‘_—-T‘J
therefore the triangle FBC is equal

to the triangle ABD (7). Because Ry
the angles GAB and BAC are both <) Ax. 11,
right angles, therefore GA and AC d) Ax. 2.
are io the same straight line (¢). Now *")\ Det. 28.
the parallelogram BL is double of the - {/ 5 ‘{
Lriangtle ABD, because they are on the %‘é I ,{f'
same base BD and Letween the same (3} Ax.s.

parallels BD and AL (A); and the

square GB is double of the triangle FBC, being on the same base
FB and between the sume parallels FB and GC (4). But the
doubles of equals are equal to one another (7), and therefore the
parallelogram BLi is equal in aree to the square GB. And in the
same manoer, by joinieg AE and BK, it may be proved that tie
parallelogram CL 15 equul in area to the square CH. T'herefore the
whole square BDEC 1y equal in area to the two squares BG end Cil.

Slika 18: Pitagorin poucak: Propozicija 47 iz prve knjige Euklida [4]

Nacin na koji je dokaz predstavljen je tesko pratiti, ali je ipak vrlo za-
nimljiv i stoga je vrijedan pronalaska nacina kako ga uciniti pristupacnijim
ucenicima. Smisao dokaza je pokazati da su povrsine dvaju manjih kvadrata
nad katetama jednake povrsinama dvaju pravokutnika koji se nalaze na kva-
dratu nad hipotenuzom. Ti pravokutnici su nastali spustanjem okomice iz

vrha trokuta u kojem se nalazi pravi kut.
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Slika 19: Pitagorin poucak: alternativni pristup za Euklidov dokaz

Promatrajudi sliku 19, dokaz se moze prikazati na sljede¢i nacin:

e Povrsina je trokuta AFBC jednaka polovini povrsini kvadrata
ABFG, a povrsina je trokuta AABD jednaka polovini povrsine
pravokutnika BD LM, jer u oba slucaja imaju istu bazu i visinu.

AFBC i ANABD su sukladni prema SKS teoremu o sukladnosti :

|FB| = |AB| (stranice kvadrata)
|BC| = |BD)| (stranice kvadrata)
/FBC = ZABD(ZABC + 90°).

Kvadrat ABFG i pravokutnik BDLM imaju jednake povrsine.
Sliéno vrijedi i za kvadrat ACK H i pravokutnik C ELM.

Dakle, povrsine dvaju manjih kvadrata nad katetama trokuta su
jednake povrsini kvadrata nad hipotenuzom.
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Uobicajeni pisani oblik dokaza ¢esto moze biti prepreka razumijevanju.
To ilustrira Euklidov stil, koji bi trebao biti kratak, ali dovoljan, kako bi cijeli
dokaz bio jasan kao i opravdanje svakog koraka. Koristenje boje u skicama i
u tekstualnim dijelovima dokaza, radi isticanja bitnih dijelova, dobar je nacin
objasnjavanja dokaza koji ga moze uciniti privlacnijim i laksim za pracenje.
Ako se skica prikazuje pomocu softvera za dinamicku geometriju, postoji
moguénost premjestanja konfiguracije kako bi se pokazalo da je dokaz jos
uvijek valjan ako se zadrze njegove bitne znacajke. Npr. na slici 19, tocka A
moze biti ograni¢ena na kretanje po skrivenoj kruznici kojoj je BC promjer
na nacin da kut u vrhu A ostane pravi kut. U Euklidovom dokazu se koristi
niz transformacija kako bi se pokazalo da su odgovarajuéi likovi jednaki.
Na slici 20 su prikazani koraci za dokazivanje jednakosti povrsina jednog

kvadrata i pravokutnika.

Slika 20: Smicanje i rotacija za dokazivanje Pitagorinog poucka

U prvom koraku dolazi do translacije, slijedi rotacija za 90°, zatim jos
jedno smicanje. Svaka ta transformacija ostavlja nepromijenjeno podrucje.
Ovaj dokaz je odlican primjer koji se ucenicima moze demonstrirati s ani-
miranim nizom dijagrama izradenim softverom za dinamicku geometriju. To
je nesto Sto ucenici ne bi mogli sami primijetiti na samom pocetku, ali s
animacijama ih se moze lako zainteresirati i pridobiti njihovu pozornost. Za-
nimljivo je ove dokaze usporediti s dokazima koji koriste slicne trokute kako
bi pokazali da odgovarajuéi kvadrati i pravokutnici imaju jednake povrsine.

Na lijevoj strani slike 21 se nalaze osjencani kvadrat i pravokutnik jed-
nakih povrsina, dok je na desnoj strani uvec¢ani trokut koji se nalazi izmedu

tri kvadrata.
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Slika 21: Koristenje slicnih trokuta za dokazivanje Pitagorinog poucka

Koristeci oznake koje su na slici, potrebno je pokazati da je povrsina kva-
drata a? jednaka povrsini pravokutnika cz. Buduéi da su AABC i ACBD

sliéni, mozemo koristiti jednake omjere:

2 -2 — g° =em
C a

Na isti nac¢in trokuti AABC i AACD su sliéni:

b _y 2%
=g = b =cy.

Spajanjem ova dva rezultata dobili smo Pitagorin poucak:

A+ =cxt+ey=clz+y) =2

Ovaj se dokaz moze prikazati u nesto drugacijem obliku pomoc¢u trigonome-
trije na sljede¢i nacin:

r=acospf
y = bcosa

c=acosf+ bcosa.

Pomnozimo li obje strane s ¢, dobijemo:

c? = accos 3 + bccos a.
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Pogledamo li AABC' dobijemo sljedece izraze:

a = ccosf3
b= ccosa

c® = accos B + bccosa = a? + b

Ovakvi dokazi su malo zahtjevniji ucenicima, ali nije ih lose pokazati kako
bi vidjeli koliko postoji razlicitih metoda dokazivanja istog poucka. Na taj
nacin prosirujemo njihove vidike u podruc¢ju dokazivanja i dajemo im vece
mogucénosti biranja smjera razmisljanja kada budu u situaciji da sami trebaju
nesto dokazati. Svaki ucenik je razlicit i treba teziti tome da se svako dijete
gleda kao pojedinac i prilagodi mu se na neki nacin. Time ¢emo dobiti
razli¢ita razmisljanja i svatko Ce izabrati smjer dokazivanja koji je njemu

blizi i jednostavniji za shvatiti.

3.3 Neki problemi koji se temelje na Pitagorinom
poucku

Pitagorin poucak rezultat je koji se ¢esto koristi u rjesavanju geometrij-
skih problema i dokazivanju znacajnih rezultata. Iako to ¢esto zahtjeva upo-
trebu algebre ili trigonometrije, uvijek je potrebno prepoznati odgovarajuce
trokute i uzeti u obzir druge geometrijske znacajke kako bi dosli do rjesenja.
U ovom ¢emo potpoglavlju promatrati cetiri vrlo razli¢ita primjera iz bogate

raznolikosti primjera koji ¢e se nac¢i u skolskim udzbenicima i drugdje.

Primjer 10. Webster u [10] opisuje rezultat vezan za kvadrate nad trima
stranicama trokuta. Naime, povrsina svakog od triju osjencanih trokuta,
prikazanih na slici 22, izmedu kvadrata, jednaka je povrsini trokuta ABC'
Ovo je jednostavan primjer koji se moze dokazati, izrazavanjem povrsine
trokuta ABC' u obliku %absin% gdje je v kut pri vrhu C| stranica a je
nasuprot vrhu A i stranica b nasuprot vrhu B.
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Slika 22: Iznenadujuce jednake povrsine

U gornjem osjen¢anom trokutu, mjera kuta pri vrhu C' iznosi 180° —~ sto
povlaci da je povrsina tog trokuta %ab sin(180° —7), sto je jednako %ab sin(7y).
Isto se moze pokazati i za ostala dva osjencana trokuta, odnosno njihove

povrsine su jednake povrsini trokuta u sredini.

Primjer 11. Schumann i Green u [9] skreéu pozornost na svojstvo tri kva-
drata nad stranicama pravokutnog trokuta prikazanog na slici 23. Nakon
sto kvadrat nad hipotenuzom osnosimetri¢cno preslikamo tako da je hipote-
nuza os simetrije, jedan od vrhova kvadrata koji nisu na hipotenuzi uvijek ¢e
lezati na jednom od kvadrata nad katetama pravokutnog trokuta. Ovaj pri-
mjer bi bilo dobro prikazati softverom za dinamicku geometriju, primjenom
na razlicite pravokutne trokute. Rezultat koji se dobije se moze objasniti na
nacin da su dva trokuta AABC i AADFE sukladni jer imaju dvije stranice
jednakih duljina i jednaki kut pri vrhu A.
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Slika 23: Reflektirani kvadrat

Primjer 12. Metoda pomocéu koje se moze odrediti polumjer luka kruznice
ili kruznice ako je srediste nepoznato te se ne moze polumjer izmjeriti, pri-
kazana je na slici 24. Slika prikazuje kota¢ koji dodiruje tlo u tocki A i
naslonjen je na rub kolnika ili drveni blok u tocki C'. Ista konfiguracija s
parom okomitih pravaca AB i BC, mogla bi se koristiti u odnosu na bilo
koji luk kruznice. Ako te dvije duzine oznac¢imo s a i b kao na slici, moze
se dod¢i do radijusa koriste¢i upravo te dvije stranice. Naime, primjenjujuéi
Pitagorin poucak na pravokutni trokut C'DFE, dobijemo:

a2+b2

r?=(r—b%+d=2r=a>+b0*=r="22%
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D
r
C
E
b
B a A

Slika 24: Pronalazenje radijusa

Primjer 13. Apolonijev teorem nam daje odnos izmedu duljina tezisnica i
duljina stranica trokuta.

Slika 25: Apolonijev teorem
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Na slici 25 tocka D je srediste stranice AB trokuta ABC. Uobicajenim
zapisom su stranice BC i AC oznacene s a i b, dok su s d oznaéene duljine
stranica BD i AD te s m tezisnica iz vrha C. Tocka E je noziste visine iz
vrha C te je ta visina oznacena s h. U trokutu CDE je duzina ED oznacena
s x. Primijenimo li Pitagorin poucak na tri pravokutna trokuta s ove slike,

dobit ¢emo:

ACDE : 2> + h* = m? (1)
ABCE: (d —z)® + W = d? (2)
NAACE : (d+z)? + h? = b2,

Sljedeéi korak je zbrajanje (1) i (2) te nakon raspisivanja potrebno je iskoris-
titi jednakost (1) tako da se lijeva strana jednakosti zamijeni desnom stranom
i tada se dobije odnos cetiri duljine a, b, d i m koji je poznat kao Apolonijev

teorem:

@40 = [(d—2)" + 1]+ [(d+2)" + 1]
= 247 + 22” + 2h?
= 2d4% + 2m?
= 2(d* +m?).

Ako iskoristimo ¢injenicu da je 2d = ¢ u trokutu ABC, rezultat se moze
zapisati u obliku:

m? = 1(a® + b?) — 3%

Oznacimo li ostale dvije teziSnice u trokutu ABC s [ i n dobijemo zanimljiv

rezultat koji je zapisan na sljedeéi nacin:

P+m?+n?=3(a®+0+).
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4 Planimetrija u osnovnoskolskim
udzbenicima

4.1 Povecanje i slicnost u udzbenicima

Slicnost je jedna od temeljnih planimetrijskih ideja s bogatom primje-
nom na svakodnevne situacije, kao i obiljezje dokaza, teorema i problema.
Njena izravna veza s transformacijom povecanja pruza alternativni pristup
koji ukljucuje faktore razmjera. To je bolja ideja jer u samom pocetku
moze biti laksi nacin za shvatiti slicnost od pristupa preko jednakih omjera.
Takoder se lako moze nastaviti primjenjivati na probleme koji se ticu povrsine
1 volumena u sliénim oblicima i ¢vrstim tijelima.

Kao i u svim podrucjima geometrije, nove ideje trebale bi biti po-
pracene prakticnim zadacima. Precizno crtanje, koristenje stvarnih oblika
i ¢vrstih tijela, izrada raznih modela te upotreba softvera za dinamicku ge-
ometriju, imaju veliki utjecaj u razvoju osnovnog intuitivnog osjecaja za
ideju povecanja i sli¢nosti.

Svakodnevno znacenje rijeci slicnost podrazumijeva odredenu istovjet-
nost. Iz tog razloga je vrlo moguce da dode do zbunjenosti kod ucenika jer je
matematicko znacenje slicnosti razlicito od onoga koje ucenici svakodnevno
koriste. U svakodnevnom ¢e jeziku ucenici re¢i da su neki oblici, na primjer
skup pravokutnika, sli¢éni ili da imaju isti oblik jer svi imaju pravi kut i ¢etiri
stranice. S druge strane, znacenje matematicke slicnosti zahtjeva da oblici
imaju jednak broj stranica i jednake kutove, ali osim toga, zahtjeva i da
odgovarajuce duljine budu u jednakom omjeru. Proporcionalnost je klju¢no
svojstvo sli¢nosti koje ucenicima zadaje najvise problema. Ono je glavni raz-
log povezivanja slicnosti s pove¢anjem i uvodenjem faktora razmjera jer nudi
jednostavniji pristup od jednakih omjera. Prvo treba poceti s primjerima
koji ukljucuju udvostrucavanje i druge jednostavne cjelobrojne faktore raz-
mjera, koji ¢e ucenicima biti laksi za shvatiti. Kasnije je moguca primjena
s necjelobrojnim faktorom razmjera, no razumijevanje takvih primjera ovisi
o tome jesu li ucenici stekli stvarno razumijevanje razlomaka i njihovu upo-
rabu. Primjeri koji ukljucuju prepolavljanje ve¢inom su jednostavniji i puno
prirodniji ucenicima od onih koji ukljucuju bilo koji drugi razlomak.

Uz uobicajene primjere koji se koriste u odredivanju faktora razmjera i
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njegovoj upotrebi za izracunavanje duljina, te u kasnijoj fazi povezivanja s
povrsinom i volumenom, trebali bi se koristiti brojni primjeri koji se odnose
na poznate situacije iz svakodnevnog zivota kako bi se razvilo razumijevanje
i tecnost. Vazno je ponuditi motivirajuée primjere koji poticu znatizelju
kod ucenika i imaju vizualnu privla¢nost te poti¢u ucenike na samostalno
razmisljanje.

Kako bismo provjerili sto se sve od navedenog nalazi u udzbenicima za
osnovnu skolu i koliko toga se zaista primjenjuje u praksi poucavanja geome-
trije, analizirat ¢emo dva udzbenika. Radi se o udzbenicima Matematicki
izazovi 8, ALFA [7] i Matematika 8, Skolska knjiga [1].

Povecanje o kojem smo do sada govorili, u udzbenicima se ne spominje
kao uvod u slicnost. Alfin udzbenik nema posebnu lekciju koja ukljucuje
povecanje, ali ipak unutar lekcije Opseg i povrsina sliénih trokuta, nalazi se
primjer koji povlaci paralelu s primjerom 1 iz poglavlja 2.1.

((5) upAMTI

Ako je trokut AA'BYC slican trokutu AABC s koehcyentom slifnosti & tada mu &
vecl, a povrsina B puta veca.

Geometrijske zgode ) X SR

Sto vrijedi za sliéne trokute, vrijedi i za sve slicne likove, kao
i tijela u prostoru. Odgovarajuce linearne dimenzije (ﬁs}ranice. “
opsezi..) su za koeficijent slitnosti k vete, cdgovarajuce
povrgine k- k vece, a volumeni k- k- vec‘li_. To pokazuje
da mi nismo sluajno bas ovakvih dimenzija. Kad bi netko 1/¢

od nas porastao primjerice 3 puta, povriina presjeka kostrl '
bila bi mu 3 -3 = 9 puta vea, a masa 3-3-3 = 27 puta veca. (@ a \
Kako je izdraljivost kostiju proporcionalna presjeku, 9 puta )lelle/ L

veca izdr3ljivost ne bi izdrzala 27 puta vecu masu i Covjek bi [ = e
se polomio. Zato svi oni divovski kukci ili smanjena djeca u e

fantastiénim pricama i filmovima ne mogu postojati. po

—

Slika 26: Primjer poveéanja [7]

Unutar udzbenika Skolske knjige u lekeiji Sliénost trokuta i mnogokuta,
nalazi se primjer uvecanja i smanjivanja Sesterokuta s faktorom razmjera 2.
Primjer je prikazan na slikama 27 i 28. Vrlo je slican primjeru 2 iz poglavlja
2.1. U udzbeniku se nakon tog primjera nalazi zadatak koji trazi uvecanje
zadanog Sesterokuta 1.5 puta i umanjenje 3 puta, sto ucenicima predstavlja

veliki izazov.



32

Uveéavanje i smanjivanje mnogokuta

Mnogokute je jednostavno uvecati ili umanijiti koristeci se kvadratnom mrezom ili
programom dinamicne geometrije.

e Primjer Uveéavanje i umanjivanje Sesterokuta

Nacrtajmo pravilni $esterokut ABCDEF. Zatim nacrtajmo slican pravilni Sesterokut
A'B'CD’E'F' kojemu su duljine stranica:

a/ 2 puta vece od duljina odgovarajucih stranica Sesterokuta ABCDEF

b/ 2 puta manje od duljina odgovarajucih stranica Sesterokuta ABCDEF.

Slika 27: Primjer uveéanja i smanjenja Sesterokuta [1]

Rjesenje:

Sli¢ni Sesterokuti nacrtani su tako da je A = A, Povuceni su polupravci AB, AC, AD, AE
i AF na koje su nanesene uvecane ili umanjene stranice.

al/

AlA kB B
U ovom je primjeru koeficijent sli¢nosti k jednak 2, tj. k = 2. Pravilni Sesterokut
ABCDEF uvecan je 2 puta na nacin da su mu duljine stranica uvecane dva puta.

b/

1 1
U ovom je primjeru koeficijent slicnosti k jednak 5 tik= = Pravilni Sesterokut

ABCDEF umanijen je 2 puta na nacin da su mu duljine stranica umanjene dva puta.

Slika 28: Rjesenje primjera [1]
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Sto se tice slicnosti, oba udzbenika sadrze lekciju pod nazivom Sliénost
trokuta i mnogokuta te Primjene slicnosti. Alfin udzbenik sadrzi lekciju
Poucci o sli¢nosti trokuta, dok to nije slu¢aj u udzbeniku Skolske knjige.

Oba udzbenika imaju vrlo slicne primjere primjene sli¢nosti, koji su na
tragu primjera 4 u poglavlju 2.2. Primjer iz udzbenika Skolske knjige prikazan
je na slici 29. Jedan je od primjera iz svakodnevnog zivota za koje smo
ve¢ spomenuli koliko su bitni u uc¢enju i pouc¢avanju novog gradiva. Samim
time ucenici shvacaju vaznost tog gradiva i moguénost njegove primjene u

svakodnevnim situacijama.

@ Primjer Kako mozemeo odrediti visinu predmeta?

S pomocu zidica poznate visine i duljine sjene koju baca, odredimo visinu stabla.
Promotrimo sliku. Jesu li AABC i AA'B'C’ sliéni?

C

A 15.5m B A 17m @

Rjesenje: c
Nacrtajmo skicu AABC i AA'B'C’ tako da
se poklope u to¢kama Bi B

Stranice AC | A'C’ pripadaju usporednim
pravcima. Prema Talesovom poucku,
paralelni pravci na krakovima kuta | |
odsijecaju proporcionalne duljine duzina. A A BB
lAC| _ |48 _Jac|

|a'c] |a'Bl |B'C|

Buducida se AABC | AA'B'C' podudaraju i u velicinama odgovarajucih kutova
zakljuéujemo da su sliéni.

Vrijedi:

Iz razmjera |AC|:|A'C|=|AB]|:|A’8| moZemo izratunati visinu stabla tako da
izmjerimo podatke [A'CY, |AB| te |A'B].

|a'c1-|AB| 1.1-155

Dobivamo |AC|:|A'C'|=|AB|:|A'B1 — v=|AC|= i =

=10.03.

Visina stabla iznosi priblizno 10 m.

Slika 29: Primjer slicnosti [1]
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Teorem o polovistu se ne spominje u udzbenicima niti u jednom pri-
mjeru, ali to ne znaci da se pri obradi ovog gradiva ucenicima ne moze
spomenuti. Prilikom rjesavanja pojedinog primjera tijekom nastavnog sata,
moze se izre¢i spomenuti teorem, kao zanimljiva ¢injenica koju ¢e ucenici
zapamtiti. Jedan takav primjer je u Alfinom udzbeniku unutar lekcije Opseg

i povrsina sliénih trokuta, prikazan na slici 30.

J | PRIMJER 3.

Duzina PQ spaja polovista stranica AC i BC trokuta AABC i paralelna je stranici AB. Ako je povréina
trokuta AABC jednaka 2 cm?, kolika je povrsina trokuta APQC?

9 RjeSenje: Trokut APQC slican je trokutu AABC jer

imaju kutove jednakih mjera. Buduéi da
p Q Su mu stranice upola manje, to mu je
povrsina 4 puta manja.

o il 1
Dakle, povrsina mu je 2'2 5 cm?

Slika 30: Primjer za koristenje teorema o polovistu [7]

4.2 Pitagorin poucak u udzbenicima

Pitagorin poucak jedan je od najpoznatijih i najupecatljivijih teorema u
matematici sa Sirokim rasponom primjene i od matematickog i od prakticnog
znacaja. Ucenici trebaju savladati Sto poucak govori, odakle dolazi taj rezul-
tat, kako ga mogu koristiti i kada ga mogu upotrijebiti. U vecini slucajeva,
ucenici lakSe nauce sto poucak kaze i kako ga koristiti. Za sve ostalo je po-
trebno vise truda i rada kako s ucenikove strane, tako i od strane ucitelja.
Za Pitagorin poucak je vazno istraziti kako se taj rezultat moze ostvariti na
razlic¢ite nacine, empirijske i deduktivne.

Ponekad je ucenicima tesko shvatiti zasto nesto vrijedi te objasniti zbog
cega smijemo u matematici nesto napraviti, kao Sto je u linearnim jed-
nadzbama dozvoljeno broj ”prebaciti na drugu stranu” i pri tome mu pro-
mijeniti predznak. Bitno je da pri tome ucitelj objasni koja je pozadina
toga, zbog Cega se nesto smije upotrijebiti i koji je smisao toga sto radimo.
Pogledamo 1i udzbenike za osnovnu skolu, svaki od njih se u necemu razli-
kuje. Kao i u prethodnom potpoglavlju usporedit ¢emo dva udzbenika za

osmi razred osnovne skole sa svime Sto se spominje u ovom radu vezano za
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Pitagorin poucak. Radi se o udzbenicima Matematicki izazovi 8, Alfa [8]
i Matematika 8, skolska knjiga [2]. Prva velika razlika je u tome $to se u
udzbeniku Alfe u prve dvije lekcije ponavlja pretvaranje mjernih jedinica i
neke znacajke pravokutnog trokuta, dok u drugom udzbeniku nema niti jedne
lekcije ponavljanja. S druge strane u skolskoj knjizi se nalaze dokazi Pitago-
rina poucka kojih u Alfi nema. Naime, U skolskoj knjizi nema ponavljanja o
mjernim jedinicama i preracunavanju kao u Alfinom udzbeniku, nego samo
uvodni dio ispod naslova Pitagorin poucak koji ponavlja osnovne ¢injenice
o pravokutnom trokutu. Potrebno je podsjetiti ucenike kako su mjerne je-
dinice za duljinu i povrsinu bitne za ovu nastavnu cjelinu, no kroz zadatke
se ucenici mogu podsjetiti tog dijela gradiva. Ono Sto je nama zanimljivo za
Pitagorin poucak u ovom radu je njegov dokaz. Kao sto je ve¢ spomenuto,
dokaz Pitagorina poucka pronalazimo u udzbeniku Skolske knjige pod ozna-
kom ISTRAZITE! Uz popratni tekst koji govori o vrstama dokaza Pitagorina
poucka, nalazi se slika dokaza kojeg smo spomenuli u radu i prikazan je na
slici 19.

Dokaz Pitagorina pouéka

Matematicari su stolje¢ima nastojali dokazati Pitagorin
poucak trudeci se pronaci sto bolji dokaz. Poznato je
vise od stotinu nacina dokaza Pitagorina poucka, aiu
danasnje vrijeme pojavljuju se novi dokazi.

Postoje algebarski i geometrijski dokazi Pitagorina C

poucka koji zahtijevaju odredenu razinu matematickog
znanja. To su tzv. strogo matematicki dokazi.

Zorni dokazi, tj. dokazi ,bez rijeci” su jednostavan nacin
dokazivanja Pitagorina poucka. Uglavnom se u tu svrhu
koriste metode izrezivanja ili presavijanja papira te razliciti
programi dinamicke geometrije.

Slika 31: Dokaz Pitagorina poucka [2]
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Osim slike dokaza nema dodatnih pojasnjenja, no to ostavlja ucitelju

prostor da zainteresira ucenike i potakne ih da sami istraze ideju dokaza

kojeg ova slika predstavlja.

Ono sto je detaljno objasnjeno u udzbeniku je zorni dokaz, odnosno

dokaz ”bez rijec¢i” prikazan na slici 32.

Zak?

P

Kako moz: zorno
8 3
6
8
6 8
8 6
6
8
8 6

1. IzreZite iz komada papira dva sukladna
kvadrata kojima je duljina stranice 14 cm.
Kolika je povréina svakog kvadrata?

2. |z prvog kvadrata izreZite manji kvadrat
kako je prikazano na slici.

3. lzracunajte povriinu svakog od Eetiriju
sukladnih trokuta s katetama 6 cm i 8 cm.

4, |zratunajte povriinu crvenog kvadrata,

5. Iz drugog kvadrata izreZite dva manja
kvadrata kako je prikazano na slici: jedan
kojemu je duljina stranice 6 cm i drugi
kojemu je duljina stranice
8 cm. Kolike su njihove povriine?

Preostala su dva sukladna pravokutnika
kojima su duljine stranica 6 cm i 8 cm.

6. Uzmite Cetiri sukladna pravokutna
trokuta iz prvog kvadrata i preslozite ih
preko pravokutnika u drugom kvadratu.
Sto zakljuéujete? Cemu je jednak zbroj
povriina dvaju manjih crvenih kvadrata?
Zapisite zaklju¢ak s pomocu matematicke
jednakosti.

Slika 32: Dokaz bez rijeci [2]

orare

Materijal:

» milimetarski
papir

» Skare

» geometrijski
pribor

» bojice.

Veé smo ranije u radu spomenuli ovaj dokaz i prikazan je na slici 16. U

ovom udzbeniku je taj dokaz osmisljen na nacin da ucenici, izrezivanjem i

spajanjem pojedinih dijelova, shvate geometrijski smisao Pitagorinog poucka.

Ovaj nacin je prilagoden za ucenike ove dobi i njihove kognitivne sposobnosti,

Sto je bolje od same slike kao dokaza ili teksta koji opisuje tu sliku. Ova-

kav nacin dokazivanja je za djecu ove dobi zanimljiviji, zabavniji i laksi za

zapamtiti, a ipak ¢e ucenici dokazivanjem povecati razumijevanje teorema,

razviti vazne koncepte i strategije te poboljsati svoje iskustvo u geometriji.

Osim ovog dokaza bez rijeci, u udzbeniku se pojavljuje i algebarski dokaz

Pitagorina poucka. Vecini ucenika je ovaj nac¢in dokazivanja manje drag, ali

njegov smisao nije da ga ucenici nauce nego da im pomogne u stvaranju

intuitivnog osjetaja za rezultat. Nacin na koji je opisan algebarski dokaz

Pitagorina poucka iz udzbenika prikazan je na slici 33.
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Materijal:

» milimetarski
papir

» Skare

» geometrijski
pribor

» bojice.

©
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Kako mozZemo algebarski dokazati Pitagorin poucak?

1. Napisite matematicki izraz za izraéunavanje
povriine jednog od cetiriju sukladnih
trokuta s katetama duljine a i b.

2. Napisite izraz za izracunavanje povrsine
kvadrata sa stranicama duljine a + b.

3. Povrsina velikog kvadrata sa stranicama
a + b jednaka je zbroju povriina manjeg
crvenog kvadrata sa stranicom c i etirima
povriinama trokuta s katetama aii b.
Napisite tu matematicku jednakost.

4. Na drugoj slici uo¢avamo dva manja
kvadrata stranica a i b te cetiri sukladna
pravokutna trokuta duljine kateta a i b.
Zbroj povrsina navedenih likova jednak je
povrsini velikog kvadrata stranice duljine
a + b koji je prikazan na prvoj slici. Napisite
tu matematicku jednakost.

5. Izjednacite matematicke izraze iz 3. i
4. koraka. Sto zakljuéujete iz dobivene
jednakosti?

Slika 33: Algebarski dokaz [2]

Osim dokaza Pitagorina poucka, u oba udzbenika se pojavljuje geome-

trijski prikaz Pitagorina poucka kojeg smo ve¢ spomenuli u radu i prikazan

je slici 14. Razlika je u tome §to je u udzbeniku Skolske knjige slika nakon

iskazanog Pitagorinog poucka i njegove formule, a u udzbeniku Alfe je taj

geometrijski prikaz zamisljen kao uvod i motivacija prije iskaza i formule.

Za ucenike i njihovo shvac¢anje geometrijskog smisla poucka, slika iz Alfinog

udzbenika je jasnija jer svaki je kvadrat ispunjen manjim kvadratima koje

mogu prebrojati i uociti da formula zaista vrijedi.
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4 PRIMER1.

Koja je veza izmedu povriina kvadrata nad stranicama pravokutnoga trokuta?

a? a ¢

Slika 34: Geometrijski prikaz Pitagorina poucka [8]

Vratimo li se na sliku 15 i problem koji ucenici imaju prilikom odlucivanja
trebaju li zbrojiti ili oduzeti dan par duljina stranica trokuta kako bi izracunali
duljinu trece stranice, dolazimo opet do vaznosti razumijevanja danog poucka
i same formule. U udzbeniku Skolske knjige nema niti jedne preoblikovane
formule Pitagorinog poucka, v* = ¢ — a? ili a®> = ¢* — b?, koju ée uéenici
koristiti u zadacima gdje se Pitagorin poucak primjenjuje na ostale geome-
trijske likove. U zadacima u kojima se primjenjuje poucak i potrebne su ove
dvije jednakosti, zadaci su rijeSeni na na¢in da su unutar formule Pitagorinog
poucka uvrsteni poznati podaci i do nepoznate duljine se dode rjesavanjem

jednadzbe, kao sto je prikazano na slici 35.



39

@ Primjer Izraéunavanje nepoznate duljine katete pravokutnog trokuta

lzra¢unajmo nepoznatu duljinu katete pravokutnog trokuta ako su poznate duljina
druge katete i duljina hipotenuze.

al a=15cm,c=17cm b/ b=45mm,c=53 mm
Rjesenje:
a/ Uizraz a* + b? = ¢ uvrstimo poznate vrijednosti kao bismo izra¢unali duljinu
katete b.
a=15cm 152+b* =17?
c=17 cm 225+b* =289
b=? b? =289-225

b* =64
b=\/6_4=>b=8cm

b/ U izraz a* + b* = ¢ uvrstimo poznate vrijednosti kako bismo izracunali duljinu

katete a.

b=45 mm a’+45° =537
c=53mm a*+2025=2 809
a=7 a’=2089-2 025

a’ =784

a=+784 = a=28mm
Slika 35: Primjena Pitagorina poucka [2]

S druge strane, u Alfinom udzbeniku, su koristene sve tri jednakosti,
A=a+1?, a>=c2—b?ib? =c?—a? uz napomenu da se Pitagorin poucak
moze iskazati i na taj nac¢in. Osim toga, u udzbeniku se pojavljuju dva
zadatka u kojima ucenici mogu izvjezbati sva tri oblika Pitagorina poucka.
Jedan zadatak od ucenika trazi da iz slikovitih prikaza napisu jedan od tri
oblika Pitagorinog poucka i prikazan je na slici 36, dok u drugome ucenici
trebaju na pravokutnim trokutima oznaciti duljine stranice slovima koja su

u danim formulama razlicitih oblika, sto je prikazano na slici 37.
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pitagorin pouéak moZe se iskazati i ovako:
Kvadrat duljine hipotenuze jednak je zbroju kvadrata duljina kateta pravokutnoga trokuta.

cd=a+ b | ‘b
C b al= -
rr -
e
i ZADATAK 1.
Prema crtezu napidi jednakosti.
Nz
A

Slika 36: Tri oblika iskaza Pitagorina poucka [8]

3. 0znadi trokute tako da vrijede zapisane formule. /‘\7 }&

a)m?=p?+n? b)s?=t-r 0 d=Vz’+t?

<b

4. Formuliraj Pitagorin poucak za sve pravokutne trokute na slici.

Slika 37: Primjena formule Pitagorina poucka [8]

U oba zadatka su duljine stranica oznacene raznim drugim slovima,
razlicitim od a,b i ¢, Sto je jos jedan od nacina da ucenici Pitagorin poucak
nauce s razumijevanjem. Ponekad se dogodi da ucenik nauci formulu bez da

shvaca sto ta formula predstavlja i ukoliko se oznake unutar formule promi-
jene, vise je ne zna koristiti.
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Sazetak

Djeca se u ranoj dobi pocinju igrati s igrackama raznih oblika i veli¢ina.
Ve¢ tada pocinju primjec¢ivati njihova svojstva i medusobne odnose. Sve do
skole ucenici kroz igru nesvjesno uce geometriju. No, geometrijski zadaci u
skoli, ¢esto ucenicima predstavljaju problem. Geometrija je velikim dijelom
vizualno podrucje, ali pri rjesavanju zadataka nije dovoljno zadatku pristupiti
iskljucivo iz vizualne perspektive. Naime, geometrija i planimetrija prepune
su zadataka u kojima je pri rjeSavanju potrebno koristiti rezultate koji su
poznati od prije. Zbog toga ucenici imaju otpor prema geometriji jer je malo
sablonskih zadataka koje oni preferiraju. Iz tog razloga ucenicima treba pri-
bliziti razlicite pristupe ucenja. Kroz praktiéne i raznolike zadatke ucenici
¢e steéi osjecaj za prepoznavanje pojedinih rezultata iz geometrije, potreb-
nih za daljnje rjesavanje problema. Iako se dokazi rijetko pojavljuju unutar
osnovnoskolskih udzbenika, trebali bi se koristiti prilikom poucavanju. Do-
kazima bi se postiglo bolje razumijevanje gradiva kao i zadacima koji imaju

primjenu na situacije iz svakodnevnog zivota.

Kljuéne rijeci: geometrija, uc¢enje, poucavanje, pove¢anje, slicnost, Pita-

gorin poucak, udzbenici
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Summary

Children at an early age begin to play with toys of various shapes and
sizes. Even then, they notice their properties and interrelationships. All the
way through school, pupils unconsciously learn geometry through various
games. However, geometric tasks in school are often a problem for pupils.
Geometry is mostly a visual area, but it is not enough to approach the task
exclusively from a visual perspective when it comes to solving problems. Fur-
thermore, geometry and planimetry are full of tasks in which it is necessary
to use results that are known from before. Therefore, students have an aver-
sion to geometry because there are not so many template tasks that they
prefer. For this reason, pupils need to be introduced to different approaches
to learning. Through practical and diverse tasks, students will gain a sense
of recognizing individual results in geometry, needed to further solve the pro-
blem. Although mathematical proofs rarely appear within elementary school
textbooks, they should be used in teaching. Mathematical proofs would pro-
vide a better understanding of the curriculum as well as tasks that have an
application to everyday life situations.

Key words: geometry, learning, teaching, enlargement, similarity, The The-
orem of Pythagoras, textbooks
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