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SazZetak: U ovom radu smo se bavili operatorima definiranim na unitar-
nim prostorima. U uvodu smo definirali sam pojam unitarnog prostora te
skalarnog produkta,a zatim smo u svakom poglavlju zasebno opisali pozi-
tivne operatore te izometrije. Na samom kraju rada smo iskazali i dokazali
dva teorema, a to su polarna dekompozicija te dekompozija na singularne
vrijednosti.

Kljuc¢ne rije¢i: pozitivni operatori, izometrija, polarna dekompozicija, de-
kompozicija na singularne vrijednosti

Positive operators, isometries, polar and singular-value
decompositions

Summary: In this paper,we have dealt with operators defined on inner-
product spaces. In the introduction, we defined the concept od inner-product
space and scalar product,and them we described the positive operators and
isometry separately in each chapter. At the very end of the paper, we pre-
sented and proved two theorems, namely polar decomposition and decompo-
sition to singular values.

Keywords: positive operators, isometry, polar decompositions, singular-
value decompositions
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1 Uvod

Definicija 1.1. Neka su V i W vektorski prostori nad poljem F.
Preslikavanje A : V' — W se naziva linearan operator ako vrijedi

Alax + py) = aAzx + BAy, Vz,y € V,Va,B € F.
Cesto govorimo samo operator, a linearnost podrazumijevamo.

Definicija 1.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Skalarni produkt
na V je preslikavanje < -|- >: V x V — F koje ima sljedeca svojstva:

(1) (v,0) >0, WYoeV
(2) (0,0) =0 v=0, YoeV

(3) (v1+v2,y) = (v2,y) + (v2,y), Vur,v2,y€V
(4) (av,y) = alv,y), VaeF Yo,yeV

(5) (v,y) = (y,v), Vo,yeV

Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt zove se unitarni
prostor. Najveci rezultati o unitarnim prostorima su vezani upravo za ope-
ratore definirane na njima. U ovom radu ¢emo obraditi dvije vrste takvih
operatora, a to su pozitivni operatori i izometrije.

Takoder, u cijelom radu podrazumijevamo da je prostor V konac¢nodi-
menzionalan, neprazan te prostor nad poljem F, gdje F oznacava C ili R.



2 Pozitivni operatori

Definicija 2.1. Operator T' € £(V') nazivamo pozitivnim ako je 7" hermitski,
tj. T* =T te vrijedi
(Tw,v) >0, YvelV.

Primijetimo, ukoliko je V' kompleksan vektorski prostor tada iz definicije
mozemo izbaciti uvjet da je T hermitski operator.

Definicija 2.2. Operator S nazivamo kvadratnim korijenom operatora T'
ukoliko je S? =T.

Glavni rezultat o pozitivnim operatorima nam daje sljedeci teorem.

Teorem 2.3 (|1, Theorem 7.27|). Neka je T € L(V). Sljedeée turdnje su
ekvivalentne:

(a) T je pozitivan;

(b) T je hermitski i sve svojstvene vrijednosti operatora T su nenegativne;
(¢) T ima pozitivan kvadratni korijen

(d) T ima hermitski kvadratni korijen;

(e) postoji operator S € L(V) takav da vrijedi T = S*S.

Dokaz. Pokazat ¢emo da (a) = (b) = (c) = (d) = (e) = (a).

Pretpostavimo da vrijedi (a), odnosno T je pozitivan operator. O¢ito je, po
definiciji, 7" hermitski. Kako bismo pokazali da su mu svojstvene vrijednosti
nenegativne, pretpostavimo da je A svojstvena vrijednost operatora 7. Neka
je v nenul svojstveni vektor operatora T koji pripada svojstvenoj vrijednosti

M. Tada

odakle vidimo da je A nenegativan broj, stoga vrijedi (b).

Sada pretpostavimo da vrijedi (b), tj. operator T je hermitski i sve njegove
svojstvene vrijednosti su nenegativne. Po spektralnom teoremu znamo da
postoji ortonormirana baza {ey,...,e,} od V koja se sastoji od svojstvenih
vektora od T'. Neka su Aq,...,\, svojstvene vrijednosti kojima pripadaju svoj-
stveni vektori ey, ..., e,, tako da je svaki od A; nenegativni broj.



Definirajmo S € L(V') tako da vrijedi
Sej = )\36]

za j = 1,..,n. Tada je S pozitivan operator. étoviée, S%e; = Aje; = Te; za
svaki j, $to implicira da je S? = T. Tako definiran operator S je pozitivan
kvadratni korijen te je tvrdnja (c¢) dokazana.

Po definiciji, (¢) o¢ito implicira (d) (svaki pozitivan operator je hermitski).
Sada pretpostavimo da vrijedi (d). Dakle, postoji hermitski operator S na
V takav da vrijedi T = S2%. Tada T = S*S (jer S* = 9), te vrijedi (e).
Pretpostavimo da vrijedi (e). Neka je S € L(V) takav da vrijedi T = S*S.
Tada T* = (5*S)* = S*(5*)* = 5*S =T, stoga je T hermitski.

Kako bi zavrsili dokaz, pokazimo jo§ da vrijedi (a). Primijetimo da

(Tw,v) = (S*Sv,v)
= (Sv, Sv)
>0,

za svaki v € V. Tada operator 1" pozitivan.

Primijetimo da karakterizacija pozitivnih operatora odgovara karakteri-
zaciji nenegativnih brojeva u C. Posebno, kompleksan broj z je nenegativan
broj ako i samo ako ima nenegativan kvadratni korijen, Sto odgovara uvjetu
(c). Takoder, z je nenegativan ako i samo ako ima realan kvadratni korijen,
Sto odgovara tvrdnji (d). Isto tako, z je nenegativan ako i samo ako postoji
kompleksan broj w takav da z = ww, $to odgovara tvrdnji (e).

Svaki nenegativni broj ima jedinstveni nenegativni kvadratni korijen.
Sljedeca propozicija nam govori da sli¢no vrijedi i za pozitivne operatore.

Propozicija 2.4 (|1, Proposition 7.28]). Svaki pozitivan operator iz L(V)
ima jedinstveni pozitivan kvadratni korijen.

Dokaz. Pretpostavimo da je T € L(V) pozitivan. Neka su Aq,...,\,, razli¢ite
svojstvene vrijednosti operatora 1. Zbog toga Sto je T pozitivan, po pret-
hodnom teoremu, sve svojstvene vrijednosti su nenegativne. 7T je hermitski,
pa vrijedi

V=Ker(T—MI)&- - ®Ker(T — \,I).

Sada pretpostavimo da je S € L(V) pozitivan kvadratni korijen operatora
T. Takoder pretpostavimo da je a svojstvena vrijednost od S. Ako je v €
Ker(S — al), tada Sv = awv, §to implicira

Tw= v =a% (1)



pa v € Ker(T — o?I). Stoga je a? svojstvena vrijednost operatora T, §to
znali da mora biti jednaka jednom od A;. Drugim rijeima, o = /\;, za
neki j. StoviSe, (1) implicira

Ker(S — \/MI) C Ker(T — N1). (2)

Veé¢ smo pokazali da su jedine moguce svojstvene vrijednosti operatora S
VAL ey VAm. S je hermitski, pa vrijedi

V =Ker(S — VM) @ --- @ Ker(S — /Anl). (3)
Sada zbog (1), (2) i (3) vrijedi
Ker(S — /\I) = Ker(T — M)

za svaki j. Stoga je S, pozitivan kvadratni korijen operatora 7', jedinstveno
odreden s 7.



3 Izometrije
Operator S € L£(V) nazivamo izometrija ukoliko vrijedi
1Sl =[]l
za svaki v € V. Drugim rije¢ima, operator je izometrija ukoliko ¢uva norme.
Naprimjer, AI je izometrija kad god A € F zadovoljava |A| = 1.

[zometriju na realnim unitarnim prostorima nazivamo ortogonalni opera-
tor, a na kompleksnim unitarnim prostorima unitarni operator. Ali koristimo
naziv izometrija jer ¢e nasi rezultati se odnositi i na realni i na kompleksni
unitarni prostor.

Opéenito, pretpostavimo da su skalari Aq,..,)\, apsolutne vrijednosti 1,
te da S € L(V) zadovoljava S(e;) = Aje; za neku ortonormiranu bazu
{e1,€9,..,e,} od V. Neka je v € V. Tada

v={(v,e1)e; + ... + (v, e,)e, (4)

[0]|? = (v, e1)er|* + ... + [{v, e1)er]?. (5)

Djelovanjem S na obje strane (4) dobivamo

Sv = (v,e1)Se; + ... + (v, e,)Se,
= A (v,e1)e1 + ... + A (v, en)e,

Zadnja jednakost, zajedno s |);| = 1, daje
[Sul|* = [{v, e} |* + ... + [ {v, ex)[? (6)

Usporedujuci (5) i (6), vidimo da vrijedi ||v|| = ||Sv||. Drugim rije¢ima, S je
izometrija.

Ako je S izometrija, tada je S injektivan. To lako vidimo jer ako je
Sv =0, tada je ||v|| = ||Sv|| = 0, pa slijedi v = 0. Dakle, svaka izometrija je
invertibilna.



Teorem 3.1 ([1, Theorem 7.36]). Pretpostavimo S € L(V'). Tada su sljedece
tordnje ekvivalentne:

(a) S je izometrija;
(b) (Su, Sv) = (u,v) za sve u,v € V;
(el 8" 8=1{;

(d) skup {Sey,ea,..,Se,} je ortonormiran kad god je {ey,es,..,e,} skup
ortonormiranth vektora iz V' ;

(e) postoji ortonormirana baza {ey, es, ..,e,} 0d V tako da je {Sey,es,..,Se,}
ortonormiran skup;

(f) S* je izometrija;
(9) (S*u, S*v) = (u,v) za sve u,v € V;
th) §*8 =1I;

(i) skup {S*e1, S*es, .., S*e,} je ortonormiran kad god je {ey, es, .., e, } skup
ortonormiranth vektora iz V' ;

(j) postoji ortonormirana baza {ey, s, ..,e,} 0od V tako da je {S*e1, S*es, .., S*e, }
ortonormiran skup;

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi (a). Ako je V realan unitaran prostor, tada
za svaki u,v € V imamo

(Su, Sv) = (||Su + Sv||* — ||Su — Sv||*)/4

(
IS+ )" = 1S —v)[*)/4
(
= (u,

I+ ol* = flu—v]]*)/4

v)-

Time smo dokazali tvrdnju (b). Isto vrijedi i ukoliko je V' kompleksan unita-
ran prostor.
Sada pretpostavimo da vrijedi (b). Tada

((S*S — Du,v) = (Su, Sv) — (u,v)
— 0

za sve u,v € V. Uzimajuéi v = (S*S — I)u, vidimo da S*S — I = 0. Stoga
je S*S = I, $to dokazuje da tvrdnja (b) implicira (c).



Sada pretpostavimo da vrijedi (¢). Pretpostavimo da je {ey,es,..,e,} skup
ortonormiranih vektora iz V. Tada

<S€j, S€k> = <S*S€j, €k>
= <€j7 ek)'
Stoga je {Sey, ea, .., Se, } ortonormiran, $to dokazuje da (c¢) implicira (d).
Ocito (d) implicira (e).
Sada pretpostavimo da vrijedi (e). Neka je {ey, es, .., €, } ortonormirana baza
od V tako da je {Sey, ey, .., Se,} ortonormiran. Ako je v € V, tada

1Sv]* = [|S((v, ex)er + ... + (v, en)en) ||”
= ||{v,e1)Se; + ... + (v, e,)Sen ||
= (v, )] + ... + (v, €n)

= [l

Korijenovanjem vidimo da je S izometrija te je time dokazano da (e) impli-
cira (a).

Pokazali smo da su tvrdnje (a) — (e) ekvivalentne. Zamjenjujuéi S sa S*,
mozemo pokazati da su i tvrdnje (f) — (j) ekvivalentne.

Trebamo jos pokazati da je jedna od tvrdnji (a) — (e) ekvivalentna jednoj od
tvrdnji (f) — (j). Pokazat ¢emo da je tvrdnja (c) ekvivalentna tvrdnji (h).
Opcenito, S i S* ne moraju komutirati. Medutim, SS* = I ako i samo ako
S*S = I. Time smo zavrsili dokaz.

Ekvivalentnost tvrdnji (a) i (b) pokazuje da izometrija ¢uva i skalarni
produkt.

Ovaj teorem nam govori da je svaka izometrija normalan operator. Stoga
karakterizaciju normalnih operatora mozemo iskoristiti kako bi upotpunili
opis izometrija, Sto ¢emo napraviti u sljedec¢a dva teorema.

Teorem 3.2 (|1, Theorem 7.37|). Pretpostavimo da je V' kompleksan uni-
taran prostor te S € L(V). Tada je S izometrija ako i samo ako postoji
ortonormirana baza V' koja sadrzi svojstvene vektore od S koji odgovaraju
svojstvenim vrijednostima apsolutne vrijednosti 1.

Dokaz. Ve¢ smo dokazali da je S izometrija ukoliko postoji ortonormirana
baza od V koja sadrzi svojstvene vektore od S koji odgovaraju svojstvenim
vrijednostima apsolutne vrijednosti 1. Kako bi pokazali i drugi smjer, pret-
postavimo da je S izometrija. Po kompleksnom spektralnom teoremu postoji
ortonormirana baza {ej, ey, ..,e,} od V koja sadrzi svojstvene vektore od S.

Za j € {1,...,n}, neka je \; svojstvena vrijednost koja odgovara e;. Tada
Al = [1Aze5ll = [1Sesll = llesll = 1.

il
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Stoga svaka svojstvena vrijednost od S ima apsolutnu vrijednost 1.
Time smo dovrsili dokaz.

Teorem 3.3 (|1, Theorem 7.38|). Pretpostavimo da je V realan unitaran
prostor te S € L(V). Tada je S izometrija ako i samo ako postoji ortonor-
mirana baza od V' u kojoj S ima blok dijagonalnu matricu gdje je svaki blok
na dijagonali matrica 1 X 1 koja sadrzi elemente 1 ili —1 ili matrica 2 x 2

oblika
cosf) —sind .
(4)

sinfl  cosf
gdje 6 € (0, ).

Dokaz. Pretpostavimo da je S izometrija. S je normalan, pa postoji orto-
normirana baza od V u kojoj S ima blok dijagonalnu matricu, gdje je svaki
blok 1 x 1 matrica ili matrica 2 x 2 oblika

a —b .
Mt (i)
gdje b > 0.

Ako je A\ element matrice 1 x 1 duz dijagonale matrice od S, tada postoji
bazni vektor e; takav da je Se; = Xej. S je izometrija, pa vrijedi |\;| = 1.
Stoga A =1ili A = —1.

Sada promotrimo sluc¢aj matrice 2 x 2 duz dijagonale matrice od S. Tada
postoje bazni vektori e;, ej41 takvi da je

Sep = ae; 1 bejej
Vrijedi
1= |le;||* = [|Seyl|* = a® + b*.

Uz dodatni uvjet b > 0, postoji broj € (0, 7) tako da vrijedi a = cosf i
b =sinf. Stoga matrica (i7) ima trazenu formu (7).

Obratno, pretpostavimo da postoji ortonormirana baza u kojoj S ima ma-
tricu oblika (7). Stoga postoji direktna suma dekompozicija

‘/:UléBGBI]m7
gdje je svaki od U; potprostor od V' dimenzije 1 ili 2. Stovise, bilo koja dva
vektora koja pripadaju razli¢itim potprostorima U; su ortogonalna i svaki od

Sjy; je izometrija sa U; u U;. Ako je v € V, moZemo pisati

V=U1 + ... +Upy



gdje je svaki u; € Uj.
Djelovanjem S i dodavanjem norme dobivamo
1Sv][? = ||Su1 + ... + Stml?
= 1Sw|* + ... + [|Stm®
= [luall® + oo + [l

= [lv

Dakle, S je izometrija.



4 Polarna dekompozicija i dekompozicija na sin-
gularne vrijednosti

Teorem 4.1 (Polarna dekompozicija) ([1, Theorem 7.41|). Ako T € L(V),
tada postoji izometrija S € L(V) takva da vrijedi

T'= SvyiI*T,
Dokaz. Pretpostavimo T € L(V). Ako v € V, tada
| Tv||* = (Tv, Tv)
= (T™Ty, Tt}
T*TVT*Tv,v)
VT*Tv, VT*Tv)
IVT*Tv|.

o~~~

_ N

Stoga

[ T[] = [[VT*Tvl| (7)
za svakiv € V.
Definirajmo linearan operator S; : vT*T — ImT tako da vrijedi

S1(VIT*Tv) =Tv (8)

Ideja ovog dokaza je progiriti S; do izometrije S € L(V) tako da vrijedi
T =8y T*T,

Prvo moramo provjeriti je li S; dobro definirano. Pretpostavimo vy,v, € V
takvi da vVT*Tvy = V/T*Tvy. Trebamo pokazati Tvy = Tvs.
[Tv1 = Twa|| = [T (v1 — va)]
= [VT*T (01 — v
= “ V T*Tv1 —V T*T’UQH
=(.

Dakle, S; dobro definirano.

Trebamo provjeriti da je Sp linearan operator. iz (8) vidimo da S; ide iz slike
od vVT*T u sliku od T.

Ocito iz (7) i (8) slijedi ||Siu|| = ||u|| za sve u € VT*T. Posebno, S; je
injekcija. Stoga vrijedi

dimImvVT*T = dimImT.
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Iz toga slijedi dim(Imv/T*T)*t = dim(ImT)*. Stoga ortonormirane baze

{e1,...,em} od ImVT* T i {f1, -, fm} od ImT+ mogu biti proizvoljno iza-
brane, ali je bitno da su jednake dimenzije. Definirajmo linearan operator
Sy : (ImVT*T)* — ImT* tako da vrijedi

So(arer + -+ amem) = a1 fi + - + amfn.

Okito ||Syw|| = |lw| za sve w € Imy/T*T".
Neka je S operator na V takav da je jednak S; na Im+vT*T te jednak S,

L
na Im~\/T*T" . Preciznije, sjetimo se da svaki v € V mozemo napisati na
jedinstven nacin u obliku

v=u+w, (9)

gdjejeu € ImVT*Tiw € Im(v/T*T)*. Zav € V s takvom dekompozicijom
definiramo Sv tako da
Sv = Siu + Sow.

Za svaki v € V imamo
SVIT*Ty) = (v T*Te) = Ty,

paje T'= SvT*T. Jos nam preostaje dokazati da je S izometrija, Sto slijedi
primjenom Pitagorinog teorema: ako v € V ima dekompoziciju oblika (9),
tada je
ISvll = [|S1u + Sywl|?
= [|Svull® + [[Szw) |
= [Jull* + [lw)|

= [|v

Time smo dovrsili dokaz.

Polarna dekompozicija govori da se svaki linearan operator na V' moze
prikazati u obliku produkta izometrije i pozitivhog operatora.

Teorem 4.2 (Dekompozicija na singularne vrijednosti) (|1, Theorem 7.46|).
Pretpostavimo T € L(V) ima singularne vrijednosti sy, ..., s,. Tada postoje
ortonormirane baze {ey,...,en} i {f1,..., fu} od V takve da vrijedi

Tv=s1(v,e1)f1 + ... +$,(v,€n)fn (10)

za svakiv € V.

11



Dokaz. Primijenjujuci spektralni teorem na +71™*T', postoji ortonormirana
baza {e1,...,e,} od V takva da vrijedi vVT*Te; = s;e; za j = 1,...,n. Imamo

v={(v,e1)e; + ... + (v, en)en
za svaki v € V. Djelovanjem /T*T dobivamo
VT*Tv = s1(v,e1)e1 + ... + sp (v, en)en

za svaki v € V. Zbog polarne dekompozicije postoji izometrija S € L(V)
tako da vrijedi "= Sv/T*T. Djelovanjem sa S na obje strane, dobivamo

Tv = s1{v,e1)Se1 + ... + sp{v,e,)Sey,

zasvakiv € V. Zasvaki j, neka je f; = Se;. S je izometrija, pa je {f1, ..., fu}
ortonormirana baza od V. Tada slijedi

Tv =s1{v,e1) fi + ... + sp(v, €n) fun

za svaki v € V. Time smo zavrsili dokaz.
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