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Numericko deriviranje

Sazetak:

Tema ovog rada je numericko deriviranje. Za pocetak ¢emo iskazati Taylorov teorem, te
koristec¢i Taylorovu formulu izvesti nekoliko formula za aproksimaciju prve derivacije funkcije.
Zatim ¢emo izvesti Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma i pokazati kako se primjenjuje
u aproskimiranju derivacije. Konac¢no prouciti ¢emo greske koje se javljaju kod numerickog
deriviranja i usporediti tocnost pokazanih metoda.

Kljuéne rijeci:
derivacija, Taylorov teorem, Lagrangeova metoda, interpolacijski polinom, ocjena pogreske

Numerical differentiation

Abstract:

The topic of this bachelor’s thesis is numerical differentiation. We will start by stating
Taylor’s theorem, and using Taylor’s formula express couple of formulas for approximation
of the first derivative. Then, we will derive the Lagrange form of the interpolation polynomial
and show how it is used in approximating derivatives. Finally, we will study the errors that
occur in numerical differentiation and compare the accuracy of previously shown methods.

Keywords:
differentiation, Taylor’s theorem, Lagrange method, interpolation polynomial, error analysis
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1. Uvod

Derivacija je jedan od najvaznijih pojmova matematicke analize i matematike opcenito.
Rjesavanje mnogih problema iz razlicitih primjena matematike, pogotovo iz podrucja op-
timizacije, bilo bi nezamislivo bez poznavanja derivacija i svojstava derivabilnih funkcija.
Formalno proucavanje derivacija zapoceli su njemacki matematicar G.W.Leibniz (Leipzig, 1.
srpnja 1646. - Hannover, 14. studeni 1716.) i engleski fizicar Isaac Newton (Woolsthorpe, 4.
sijecnja 1643. - London, 31. ozujka 1728.). U ovom zavrsnom radu bavit ¢emo se pojmom
numericke derivacije. Ono je od velike vaznosti u racunalnoj fizici, te i u drugim znanostima.
Mnogi inzinjerski problemi zahtijevaju izracunavanje derivacije (odredivanje brzine ili ubr-
zanja i sl.). Numericko deriviranje se odnosi na rac¢unsku proceduru pribliznog odredivanja
derivacije funkcije u nekoj tocki. Funkcija moze biti zadana diskretno u konactno mnogo
tocaka domene, ali moze biti zadana i analiticki sa nekim kompliciranim izrazom. Analiticki
zadane funkcije ponekad zna biti vrlo tesko egzaktno derivirati, pa je ¢esto dovoljno umjesto
toga izracunati derivaciju u kona¢no mnogo tocaka i za takvu funkciju poznavati samo vri-
jednost u kona¢no mnogo tocaka domene. Nekoliko razloga za upotrebu metoda numerickog
deriviranja:

e Ne poznajemo funkciju nego samo njezinu vrijednost u nekoliko tocaka.
e Analiticki izraz funkcije je prekompleksan.

e Znamo egzaktno izracunati derivaciju, no funkcija je kompleksna i mnogo bi jednos-
tavnije bilo izracunati njezinu aproksimaciju.

e Rjesavanje obicnih i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

U prvom poglavlju ovog rada iskazati ¢emo neke osnovne teoreme i definicije koje ¢e nam
biti potrebne za daljnje razumijevanje gradiva. U drugom poglavlju ¢emo pokazati metodu
aproskimacije derivacije funkcije primjenom Taylorovog reda i nekoliko razlicitih formula
za aproksimiranje derivacije. Izvesti ¢emo Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma i
pokazati njegovu primjenu u aproskimiranju derivacija funkcije. Konaé¢no, bavit ¢emo se
ocjenama pogresaka, kako ih minimizirati i kako pronaci optimalni korak koji se koristi pri
aproksimiranju derivacija funkcije Taylorovim redom.

1.1. Osnovni pojmovi

Ponovimo za pocetak neke osnovne definicije i teoreme koji ¢e nam biti potrebni u daljnjem
radu.

Definicija 1.1. Za tocku Py € R"™ kazemo da je gomiliste skupa D C R™ ukoliko svaka nje-
zina okolina sadrzi beskonacno mnogo clanova iz D. Sa D' oznacavamo skup svih gomilista
skupa D.

Definicija 1.2. Neka je D CR", f: D - R" i Py € D'. Za L € R" kaZemo da je limes
funkcije f u tocki Py ukoliko vrijedi

(Ve >0) (36 >0) (VP e D):0< ||P— Pyl <6 = ||f(P) - L|| <e.



Definicija 1.3. Neka je Q0 C R otvoreni skup @ f :  — R funkcija. KazZemo da je f
derivabilna ili diferencijabilna v tocki zo € Q) ako postoji limes

Az) —
R W

Ako limes (1) ne postoji, onda f nije derivabilna u tocki xq € Q. Ako je f derivabilna u
tocki xy € Q onda se limes (1) zove derivacija funkcije f u tocki zo € Q i oznacava s f'(xo).

Napomena 1.1. Sa Q) C R oznacavamo otvoreni skup u R, to jest skup sa svojstvom :
Ve eQ) (Fe>0):(xz—e,z+¢e) CQ.

Primgerice otvoren skup u R je svaki otvoreni interval {(a,b) ,a,b € R.

Teorem 1.1 (O meduvrijednostima). (vidjeti [3, Teorem 3]). Neka je I = |a,b] segment u
R, f : I — R neprekidna funkcija i neka je x broj takav da f(a) < x < f(b). Tada postoji
c €< a,b> takav da je f(z) = c.

2. Numericko deriviranje

U ovom poglavlju opisati ¢emo dvije metode za numericko deriviranje te prouciti pogreske
koje se javljaju pri koristenju tih metoda.

2.1. Taylorov teorem

Nazvan po engleskom matematicaru Brook Tayloru, Taylorov teorem nam daje aproksima-
ciju funkcije oko neke tocke polinomom.

Teorem 2.1. (vidjeti [2, Teorem 7]). Neka je {a,b), ¢ € {(a,b), f:{a,b) = R funkcija koja
ima (n + 1) — vu derivaciju na intervalu (a,b) i p bilo koji prirodan broj. Tada za svaki
x € (a,b) postoji realan broj &, (¢ < & < x za x > ¢, odnosno x < &, < ¢ za x < ¢), takav
da vrijedi:

59 (c)
21

F(c)
3!

f"(c)

n!

7@ = fe+ 52 w— )+ 5 L a—ep+ L o+ LD e RS 5 0),

(2)

gdje je
cad_ [ ETE & (x - Sr)n+1 nt1
Formulu (2) nazivamo Taylorovom formulom funkcije f u tocki ¢, dok polinom:
/ (2) (3) (n)
T(fen) = 10+ D@ o)+ T oy T oy Lo

nazivamo n-tim Taylorovim polinomom funkcije f u tocki c. Za R, (f,c;z) kaZemo da je n-ti
ostatak funkcije f u tocki c.



Dokaz Teorema 1.1 mozemo pronadi u [2], str. 204.

Zeljeli bismo primjeniti Taylorovu formulu za aproksimiranje derivacija.
Derivacija je matematicki definirana kao

: . flath) - fz)
Fle)= lim 5

h—0

gdje je h velicina koraka. Jednostavna aproksimacija prve derivacije bi nam tada bila

gdje je h > 0. Izraz sa desne strane biti ¢e egzaktna derivacija za linerane funkcije, no to
nece vrijediti za skoro sve ostale funkcije. Pa izracunajmo pogresku aproksimacije. Prema
Taylorovoj formuli je:

2

£(@) = flan) + £ (ao)(z — o) + EE pre(a) 5)

za neki € izmedu z 1 zg € (a,b). Ako uzmemo x = x, + h imamo:

flao) = TR TN 2T @) b gy )

Obzirom da je ova aproksimacija derivacije bazirana na vrijednostima funkcije u tockama
xo 1 xg + h, aproksimaciju (4) nazivamo deriviranje unaprijed. Aproksimacija derivacije
koja je bazirana na vrijednostima funkcije u g — h i zq ,

f/(x0> = f(@o) — }i(xO - h), (7)

nazivamo deriviranje unazad. Drugi ¢lan u izrazu (6) nazivamo greska diskretizacije ili
greska odsijecanja. Umjesto izraza (6) moguce je dobiti to¢niji izraz za prvu derivaciju. Na
primjer, tocnija aproksimacija bi bila formula za centralno deriviranje koja je bazirana
na vrijednostima funkcije u tockama f(zo — k) i f(zo + h):

f(fU0+h)—f($o—h)
T : (8)

f'(wo) ~

Potvrdimo da je to uistinu tocnija formula nego (4). Prosirenjem ¢lanova na desnoj strani
formule (8) po Taylorovom redu imamo:

Fla+ 1) = f(ao) + b+ £ (o) o+ 7(6)% )
Fla = h) = £(ao) = £ o)+ (ao) o — (€S (10

pri cemu su &; € (wg, xo+h) 1 & € (xg—h,z0). Oduzimanjem gornja dva izraza i dijeljenjem
sa 2h dobivamo:
flwo—h) = flzo) R°

(o) = . - S + 1))




Sto znaci da nam je greska aproksimacije (8) jednaka

2

h " i
S UE) + (@

Ako je derivacija treceg reda neprekidna funkcija na intervalu [z — h,zo + k|, onda nam
Teorem o meduvrijednostima 1.1 implicira da postoji tocka & € (xg — h, 29 + h) takva da

£(6) = 57"(6) + (&)

Zato . 12
flao) = LM 2 T@0) B puey (1)

Analogno mozemo izvesti izraz za drugu derivaciju. Prosirimo (9) i (10) za jedan ¢lan:

h® h? Bt
Pl +B) = F(wo) + f/(@)h+ (o) o + " (o) + FO(E) 7

e h3 h*
f(@o —h) = f(zo) — f’(wo)h =+ f”(fﬂo)? = f”/(iﬂo)g + f(4)(€2)ﬂ’

gdje su & € (wo,z0 + h) 1 & € (xg — h,xp). Zbrajanjem ova dva izraza i dijeljenjem s h?
dobivamo

f(zo+h) —2f(z0) + flzo — h)
B2

h2
= f"(zo) + ﬁ(f(4)(51) + A&, (12)
Koristenjem teorema o meduvrijednostima 1.1 imamo:

fzo+ h) —2f(x0) + f(20 — h)
72

h2
= '(ao) + = 1(e), (13)
gdje pretpostavljamo da je £ € (xg — h, 29+ h). To jest imamo:

f($0‘|‘h)—2f($0)+f($o—h>+h_2
B2 12

f(xo) = F9E) (14)

Usporedimo formule za deriviranje unaprijed (4), deriviranje unazad (7) i za centralno deri-
viranje (8) na nekoliko primjera:

Primjer 2.1. Neka je f(z) = e* dana funkcija,te h = 1072 wveli¢ina koraka. Usporedimo
vrijednosti prve derivacije funkcije f tako da ju aproksimiramo u tockama 2,3,5,7 formulama

(4),(7) i (8).

x | der. unaprijed (4) | der. unazad (7) | centralno der. (8) | egzakina der.
2 7.39275 7.38536 7.38906 7.38906
3 20.09558 20.07549 20.08554 20.08554
5 148.48739 148.33897 148.41318 148.41316
i 1097.18166 1096.08502 1096.63334 1096.63316

Mozemo primjetiti kako formula za centralno deriviranje daje toéniju aproskimaciju nego
ostale dvije formule.

Provjerimo sada formulu za aproksimaciju druge derivacije

4



Primjer 2.2. Izracunajte aproksimaciju druge derivacije funkcije f(x) = zsinx u tocki
x =T i uzimajuéi h=0.1, koristeéi formulu (14).

Rjesenge:
" Nf(x0+h)_2f($0)+f(x0_h)
f (.’L’o) e, h2 )
tj. u nasem slucaju
F(7) = ST +00) = 2/(1) + /(T2 0.1) _ 93 559996,

0.12

Sad izracunajmo egzaktnu vrijednost

f(z) = z®sinz
f'(z) =3x%sinz + 2° cosx
f"(z) = 6zsinx + 6z° cosz — z’sinz
(7)) =42sin7 + 294 cos 7 — 343 sin 7 = 23.894297

Mozemo vidjeti da je aproskimacija poprilicno toéna obzirom da smo uzeli veliku vrijednost
za h.

2.2. Lagrangeova metoda

U ovom poglavlju prikazat ¢emo kako se aproksimiraju derivacije koristenjem Lagrangeovog
oblika interpolacijskog polinoma. Najprije ¢emo definirati Sto je to uopce interpolacija i
interpolacijski polinom.

Za neku funkciju f ¢esto nemamo analiticki izraz, no poznajemo njezinu vrijednost u konacno
mnogo tocaka: zo < x; < --- < x,. Trebamo aproksimirati funkciju f u intervalu [z, z,,]
nekom jednostavnijom funkcijom g, tako da vrijedi:

glas)=fle), =01, .. 5% (15)

Problem odredivanja takve funkcije g koja zadovoljava zahtjev (15) nazivamo problem in-
terpolacije. Funkciju g obi¢no biramo u klasi polinoma, racionalnih, trigonometrijskih, eks-
ponencijalnih ili nekih drugih jednostavnijih funkcija. Kada smo odredili takvu funkciju g,
onda mozemo aproksimirati vrijednost pocetne funkcije f u tocki z, = # x;, tako da stavimo
f(z) = g(z). Jedna od metoda odredivanja takve funkcije ¢ je Lagrangeova metoda kojom
se mi trenutno bavimo. Izvedimo Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma:

Neka je {wo,21,...,2,} skup tocaka na segmentu [a,b] i pretpostavimo z;.; — x; = h za
j=0,1,...,n— 1. Trebamo pronaci polinom p; stupnja n takav da vrijedi

pile;) = {1 rdi =2 (16)

0 ,j#i
za i,7 = 0,1,...,n. To znaci kako treba pronaéi polinom ¢iji ¢e graf presijecati os = u
tockama xg, zq, ..., 1, Tiy1, ..., Tn, dok ¢e u tocki x; poprimiti vrijednost 1. Kako polinom
p; u tockama xg, xq,...,%;_1, %41, .., %, iznosi nula, onda je
k) = CilE — BaJl&—31) « s (8 =B WE — Bpgi ) <o (@ — B, (17)

5



pri cemu je C; konstanta koja se odredi iz uvjeta p;(z;) = 1
i

(ot~ g — 4 )« s (o — g o = @) o (g — 3

Ci = (18)

Uvrstavajuéi (18) u (17) dobivamo trazeni polinom

= (2 — el — @) - . (B —mpa e — Ty ). - - 0 — B) _ H E — @y (19)
l (@i — o) (s — 1) .. (@i — i) (% — Tina) - (T — @) Ly — Xj

Tada polinom P, za koji vrijedi P,(x;) = f(z;) = y;, i = 0,1,...,n, gdje je f neprekidna

funkcija ¢iji interpolacijski polinom trazimo, uz uvjet a < zop < z; < --- < x,, < b, glasi:

:iyipi Zy I_IO (z—=1)... (& —2i1)(@ — Tiy1) ... (7 — 7n)

s — Gl — #1). B = B )l — Taya) - (B — B

(20)

—Zwﬂxii

i=0 J#Z

FrO @)@ — zo) (@ — 21) .- (2 — x0)

f(z) = Palz) + ] (1)
za neke £(x) € [a,b]. Zato
" L (n+1) (¢( o
£le) =3 f@rilo) + 5 (Hu - >) Lo
o 22
H<x ) ) (22)
Tl Ee)
te vrijedi
& " (n+1) (¢ (a,
f () = Z far)py(z) + H(xl —x;) ‘]C(T(fl()')) za T = I. (23)
= =

Zato, f'(z1) = 3 4o f(zn)Pi(z1), jer je

- D (E(a))
[z — =) TSV (24)

generalno malen.
Razmotrimo, na primjer, n = 2 sa 1 = ¢ + h, 9 = x; + h. Tada je

o) =1lon) [ 2R gy [ 2R ]

(xg — z1)(z0 — 2 x1 — xo) (21 — 2)

(25)

2
+ fmfz Hifl—ﬂc

=
3

+f(352){

2x; — x9 — 11 ]

(29 — m0)(22 — 1)



Uzimajuéi da je z; = z; dobivamo

1 ///(fl)hQ

! (26)
" (& )R

1 1
fl(@1) = —%f(%) +0f(z1) + ﬁf( g)=
1 1
Qh[f(fl +h) = flz1 - h)] - 6
Sto je formula za centralno deriviranje (8).
Primjer 2.3. Koristenjem Lagrangeovog interpolacijskog polinoma aproksimirajte prou de-
rivaciju funkcije f(z) = 23 — 2z + Inx u tockama x = 2,5,7. Za interpolacijski polinom
uzmite tocke 5 ;5.2 ,5.4.
Rjesenge:
Prvo trebamo odrediti interpolacijski polinom. On nam je dan formulom:

| =t

=0 j#i

y; — eve dobijemo tako da zadane tocke x =5 ;5.2 ;5.4 uvrstimo u funkciju f. Na taj nacin
dobijemo:
z ] 5 ‘ 5.2 \ 5.4
y= flz] ] 116.60944 ‘ 131.85666 \ 148.350399

Sada uvrstimo te podatke u formulu (25)

22— 5.2 — 5.4
5_52)(5_54)

27, — 5 — 5.2
@4-@@4-5%]

22— 5 — 5.4
(5.2—5)(5.2 — 5.4)

f%x0:311660944[ } +—13L85666{

+ 148.350399 [

Uvrstavanjem z; = 2 u tu formulu imamo
f'(2) = —20.3691,

dok egzaktna derivacija u tocki x = 2 iznosi
1
(2 =8x 22—2+§: B

Nasa aproksimacija znatno odstupa od prave vrijednosti. Aproksimirajmo sada derivaciju
funkcije f u tocki x = 5. Imamo:

10—52—54
(5—5.2)(5 — 5.4)

10—5—5.2
@4-@@4-5%}

10—5—5.4
(5.2—15)(5.2 — 5.4)

f%5);a11650944[ ] +—13L85666{

+ 148.350399 [
= 73.1198025.

Egzaktna derivacija u tocki z = 5 iznosi
1
f@):3x52—2+5:732

T



Konacno, aproksmirajmo derivaciju funkcije f u tocki z = 7. Uvrstavanjem x; = 7 u formulu
(25) dobivamo:

14—52—-54
(5—5.2)(5 — 5.4)

14—5—52
@4-@@4-5%}

14—5-54
(52— 5)(5.2 — 5.4)

f%?);a11650944[ ] +—13L85666{

+ 148.350399 [
= 135.44575,

a egzaktna derivacija nam u tocki x = 7 iznosi:
1
FN=38x7-2+ - = 145.142856.

Mozemo primjetiti da nam aproksimacije sve vise odstupaju od pravih vrijednosti kako se
udaljavamo od toc¢aka koje smo koristili za izracunavanje interpolacijskog polinoma (¢vorova
interpolacije). Razlog tomu je $to nam brojnik svakog ¢lana u formuli (25) po apsolutnoj
vrijednosti treba biti sto manji.

2.3. Ocjena pogreske

Cesto se u praksi namece potreba koristenja pribliznih umjesto stvarnih veli¢ina, a umjesto
stvarne situacije, ¢esto u praksi promatramo idealiziranu situaciju. Tako i umjesto stvarnog
rezultata se ¢esto zadovoljavamo njegovom aproksimacijom. U takvim i sliécnim situacijama
moramo znati s kakvom pogreskom ulazimo u rac¢un i kakve ¢e to posljedice imati na konacan
rezultat. To se posebno odnosi na numericke metode.

Kod numerickog izracunavanja realan broj m € N obi¢no zapisujemo kao

= o Wial, (27)

gdje je a € N, a > 2 baza, % < n < 1 mantisa, a e € Z eksponent broja m. U svakodnev-
nom zivotu se koristi dekadski brojevni sustav za koji je a = 10, dok se binarni (a = 2) i
heksadekadski (a = 16) koriste u racunalima. U racunalnom zapisu koristi se tzv. zapis s
pomicnim zarezom (floating-point representation) broja

m = +0.n1ny - -1t X a®, (28)

gdje je mantisa n = 0.nyns - - - ng zapisana pomocu k nenegativnih cijelih brojeva 0 < n; <
b,n; # 0. Kazemo da je broj m reprezentiran u k-znamenkastoj floating-point aritmetici.
Broj k je fiksan je jedinstven za svako racunalo i predstavlja obi¢nu preciznost racunala.
Ako realni broj m ima vise od k znamenki, racunalo ¢e ga postupkom zaokruzivanja ili
odbacivanja pretvoriti u k-znamenkasti broj.

Jedan problem sa numerickim deriviranjem je taj Sto pogreska zaokruzivanja moze biti velika
ako je h malen. U racunalu,

f(zo +h) = f(zo + h) + e(xo + h),

te

f(xo) = f(w0) + (o),



gdje su e(zo+h) i e(zo) pogreske zaokruzivanja koje ovise o broju znamenki koje racunalo ko-
risti, a f(zo+h) 1 f(xo) aproksimacije funkcije f u tockama o+ h, odnosno xy . Razmotrimo
formulu za deriviranje unaprijed

f(ao) = TR A I B e, (29)

Pretpostavit ¢emo da |e(x)| < €|f(x)| za neku relativnu gresku e, takvu da |f(x)| < M,
za neku konstantu My, te da je |f”(x)| < M, za neku konstantu M,, za sve vrijednosti od
x u okolini zy koje se uzimaju u obzir. Zatim koriStenjem ovih ogranicenja i uzastopnom
upotrebom svojstva nejednakosti trokuta dobivamo

£(z0) — flzo+ h]z — f(xo) < | (zo)| + flzo+ h})L — f{=o)
f(l’o+h)—f<$o> h "
- (Lt =) L)
n ‘f(xo +h) —e(zg + h) — f(z0) + e(20)
h
< ‘f(xO‘i‘hf)L_f(xO) ’gf”(E(x))‘
‘f(xo + h) — f(z0) e(xg — h) — e(xg)
h h
= Lo M=t |2 e (30)
(=) 'f(fUO) - i(wo + h)’ n e(zo — hf)L — e(®o)
< e(xo — h) — e(x) 2M2
h 2
e(xo+ h) e(zo)| h
< " ‘ 3 oy §M2
fzo+h) f(x0) h
S ’T‘ +€ ‘ A + §M2

M() h
=< 267 + §M2 = E(h)7
gdje je € bilo koji broj takav da vrijedi |e(z)| < €|f(z)| za sve z-eve koje uzimamo u obuzir.
To jest, greska je ogranicena krivuljom kao na pripadnoj slici.

Mozemo primjetiti ako je h premali, pogreska aproksimacije moze biti velika. Racunski
mozemo odrediti dovoljno malen h takav da je pogreska aproksimacije minimalna i njega
éemo oznacavati sa h,y,. Najmanja greska ce biti kada je €'(h) = (2e2e + %Mg), =0. Tu
jednadzbu rijesimo po h i dobijemo

B — 2 EMO
Vv M;
sto nam je 1 hgpy, t.
2+/ €M
B — (31)




error

h

Slika 1: Iustracija ukupne greske (30)

sa najmanjom gornjom granicom

E(hopt) = 2\/ MOMQ\/E.
Pokazimo to na idu¢em primjeru:

Primjer 2.4. Aproksimirajte vrijednost derivacije funkcije f(x) = sinx u tocéki x = 0.5.
Procigenite optimalni korak h i@ maksimalnu ukupnu gresku. Zaokruzujte na 10 znamenksi.

Rjesenge:

Koristit ¢emo formulu za deriviranje unaprijed:

flzo+h) — f(avo).

f(wo) = Y

[zracunajmo aproksimacije derivacije funkcije f za pojedini h:
% sin(0.5+h)—sin(0.5)

I
1071 | 0.8521693479
1072 | 0.8751708278
1073 | 0.8773427028
107 | 0.8775585891
107° | 0.8775801647
107% | 0.8775823222
1077 | 0.8775825371
107% | 0.8775825622
1072 | 0.8775825622
10719 | 0.8775824511
1071 | 0.8775813409
10712 | 0.8775757898
107 | 0.8776313009
107 | 0.8770761895
1071 | 0.8881784197
1071% | 1.110223025
10~ | 0.000000000

Tablica 1: Aproksimacija prve derivacije funkcije f za razliciti korak h.
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Vrijednost egzaktne derivacije u tocki = 0.5 iznosi 0.8775825619. Stoga, mozemo primjetiti
kako najbolju aproksimaciju postizemo za h = 107® i h = 107°. Potvrdimo to i racunski:

2 EMO
hopt - .
VM
Za € ¢emo uzeti e =7 x 10717 My = L |f(z)] $to je u nasem slucaju 1, te
xE€|xo,T0+
My, = max |f"(z)| Sto je za nas slucaj takoder 1.
z€[zo,z0+h]
Uvrstavajuéi te podatke u formulu (31) dobivamo
27 x 1017
hopt = ————— = 167 x 10,

sto se i podudara sa nasim zakljuckom. Za tu vrijednost h aproksimacija iznosi

sin(0.5 4+ 1.67 x 107®) — sin(0.5)
1.67 x 10-8

= 0.877582555644682.

Usporedimo na primjeru aproksimaciju derivacije funkcije Taylorovom metodom i Lagran-
geovom metodom.

Primjer 2.5. Neka je f(z) = sinx + Inz. Aproksimirajte prou derivaciju funkcije f u
tocki x = 3 Taylorovom metodom i Lagrangeovom metodom te zatim usporedite preciznost
tih aproksimacija. Za h uzmite 1071,

Rjesenge:
Koristit ¢emo formulu za deriviranje unaprijed

f($0+h)—f($0).

f'(@o) ~ N
Sada uvrstimo dobivene podatke
f(3+107Y — f(3
_sin(3+107") +1In(3+107") —sin(3) —In (3)
B 102
= —0.667495

Sada izracunajmo interpolacijski polinom. U primjeru 2.3 smo pokazali da ¢e aproksimacija
koristenjem Lagrangeovog interpolacijskog polinoma biti tocnija Sto su nam tocke koje ko-
ristimo za racunanje interpolacijskog polinoma blize tocki u kojoj racunamo aproksimaciju
prve derivacije. Sukladno tomu uzeti ¢emo tocke x = 2.9, 3, 3.1.

z | 29 | 3 | 31
f(z) | 1.30396 | 1.23973 | 1.17298

Uvrstimo podatke u formulu (25):

2x3—-3-3.1
1.9397
@9-@@9-39}* 393{
9%3-929_3
31-29)(31-3)

2x3—-29-31
(3-2.9)(3 —3.1)

£(3) ~1.30396 [

+ 1.17298 {
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= —0.6549

Egzaktna vrijednost derivacije funkcije f iznosi f'(z) = —0.656659. Lagrange nam daje
nesto bolju aproksimaciju nego Taylor za isti h. Vazno je napomenuti kako za ra¢unanje
aproksimacije prve derivacije Taylorovom formulom moramo znati vrijednosti funkcije f u
tockama xy + h i xg, dok je za aproksimaciju koristenjem Lagrangeovog interpolacijskog
polinoma pozeljno znati vrijednost funkcije u barem tri tocke koje se nalaze blizu tocke u
kojoj trazimo vrijednost aproksimacije prve derivacije, a to je ¢esto puno jaci zahtjev nego
onaj kod aproksimiranja derivacije Taylorovom formulom.
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