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Sazetak

U ovome zavrsnom radu bavimo se kompleksnim brojevima i promatramo njihovu primjenu u
trigonometriji i geometriji. U prvom poglavlju upoznajemo se sa povijesti kompleksnih bro-
jeva, uvodimo definiciju skupa kompleksnih brojeva i algebarskog zapisa kompleksnog broja,
trigonometrijskog zapisa te ga prikazujemo u Gaussovoj ravnini. Navodimo neka svojstva
i algebarske operacije kompleksnih brojeva. U drugom poglavlju kroz primjere pokazujemo
primjene kompleksnih brojeva u trigonometriji i geometriji.

Kljuéne rijeci: kompleksni brojevi, trigonometrijski zapis kompleksnog broja, trigonometrija,
geometrija



Applications of complex numbers
Abstract

In this final work, we deal with complex numbers and observe their application in trigonom-
etry and geometry. In the first chapter, we get acquainted with the history of complex
numbers, we introduce the definition of the set of complex numbers and the algebraic nota-
tion of a complex number, the trigonometric notation, and we show it in the Gauss plane.
Then we list some properties and algebraic operations of complex numbers. In the second
chapter, through examples, we show the applications of complex numbers in trigonometry
and geometry.

Keywords: complex numbers, trigonometric notation of complex numbers, trigonometry,
geometry
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Primgjene kompleksnih brojeva

Uvod

U ovom zavrsnom radu bavimo se kompleksnim brojevima i njihovim primjenama.

U prvom poglavlju se upoznajemo sa matematicarima koji su doprinjeli razvoju kompleks-
nih brojeva. Definiramo skup kompleksnih brojeva, imaginarnu jedinicu i algebarski zapis
kompleksnog broja. Za takav zapis definiramo algebarske operacije i neka svojstva. Takoder
definiramo zapis kompleksnog broja u trigonometrijskom obliku i pokazujemo kompleksni
broj u Gaussovoj ravnini.

U drugom poglavlju kroz primjere pokazujemo primjene kompleksnih brojeva u trigonome-
triji 1 geometriji.
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1 Kompleksni brojevi

1.1 Povijest kompleksnih brojeva

Kako bi svaka kvadratna jednadzba imala rjesenje, u matematici se poc¢inju upotrebljavati
kompleksni brojevi. Na primjer, vidimo da jednadzba

2’ +4=0

nema rjesenja u skupu realnih brojeva. Nakon uvodenja kompleksnih brojeva moze se vidjeti
da jednadzba ima rjesenja i da su ta rjesenja x1 = 2¢ i x9 = —21.

Kasnije se kroz povijest matematike dolazi do zakljucka kako svaka algebarska jednadzba
n-tog stupnja, ima to¢no n rjesenja.

Na primjer, pogledamo li jednadzbu

2t =522 +102%2 — 202 +24 =0

koja ima dva razlic¢ita jednostruka rjeSenja 1 = 3,25 = 2 te dva jednostruka kompleksna
rjeSenja x3 = 2t i 4 = —21. To se objasnjava na nacin da jednadzbu rastavimo na faktore:

z* — 5% 4+ 102 — 202 + 24 = 0 = (z — 3)(z — 2)(z + 4)*
za svaki x iz skupa realnih, odnosno kompleksnih brojeva, tj. rastavom
z* — 52?4+ 102 — 202 + 24 = 0 = (z — 3)(z — 2)(z — 2%)(z + 2).

Vaznu ulogu u razvoju kompleksnih brojeva imao je Rene Descartes! nakon §to je uveo
izraz realni i imaginarni dio kompleksnog broja. Razvoju kompleksnih brojeva pridonosi i
Girolamo Cardano? koji je rjesavajuéi jedan geometrijski problem dobio jednakost

(5 + v=15)(5 — vV=15) = 40

iz koje se vidi da je produkt "nerealnih brojeva” realan broj. On kompleksne brojeve pocinje
zvati "fiktivnima”. Casper Wessel® je uveo njihov graficki prikaz te je takav prikaz bio
objasnjen 1799. u casopisu koji je ¢italo jako malo matematicara. Tek nakon 100 godina, za
njegovu zamisao, odato mu je priznanje.

Gauss® je svojim velikim uéinkom ostvario univerzalno prihva¢anje kompleksnih brojeva.
Nevezano za Wessela, Gauss je kompleksne brojeve smjestio u ravninu koja se naziva
Gaussova ravnina. Za uvodenje slova 7, imaginarne jedinice, zasluzan je Leonhard Euler®.

'Rene Descartes, francuski filozof, fizicar, matematicar (1596. - 1650.)

2Girolamo Cardano, talijanski fizicar, matematicar, astronom, lijeénik i filozof (1501. - 1576.)
3Caspar Wessel, dansko-norveski matematicar i kartograf (1745. - 1818.)

4Carl Friedrich Gauss, njemacki geodet, matematicar, fizicar i astronom (1777. - 1855.)
SLeonhard Euler, §vicarski matematicar, fizicar i astronom (1707. - 1783.)
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1.2 Definicija skupa kompleksnih brojeva

U ovome potpoglavlju definirati ¢emo skup kompleksnih brojeva te kompleksni broj. U
skupu kompleksnih brojeva definirati ¢emo operacije zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i di-
jeljenja, te ¢emo kroz primjere pokazati primjenu operacija.

Za definiranje kompleksnih brojeva prvo moramo definirati skup kompleksnih brojeva u
iducoj definiciji.
Sljede¢a definicija je preuzeta iz [1].
Definicija 1.2.1. Skup kompleksnih brojeva C je najmangi skup za koji vrijedi:
1) Skup realnih brojeva R sadrzan je u skupu C.
2) Skup C sadrzi rjesenje kvadratne jednadzbe x* +1 = 0.

3) U skupu C definirane su operacije zbrajanja i mnozenja i vrijede sva pravila algebarskog
racuna naslijedena 1z skupa R.

Mozemo vidjeti da ne postoji rjesenje jednadzbe 2%+ 1 = 0 u skupu realnih brojeva. Rjesenje
te jednadzbe je 22 = —1. Takvo rjesenje nazivamo imaginarnom jedinicom i oznacavamo ga
s i. 1z svojstva 2) slijedi da ¢ pripada skupu C.

Sljedeca definicija je preuzeta iz [1].

Definicija 1.2.2. Broj i je takav kompleksan broj za koji vrijedi i*+1 = 0, odnosno, i* = —1.
Takav broj nazivamo imaginarna jedinica.

Iz svojstava 1) i 3) skupu kompleksnih brojeva C pripadaju i brojevi koji su oblika 5i,
(-2)i,... . Generalno, brojevi oblika yi za svaki y € R, te takve brojeve zovemo imaginarnim
brojevima.

Zbrajanjem brojeva iz skupa kompleksnih brojeva, rezultat mora biti u tom skupu. Takoder
sukladno sa svojstvima 1) i 3), skup C sadrzi brojeve oblika 5+4i, 2-2i,... . Opcenito su to
brojevi oblika = + yi za x,y € R.

Sljedeca definicija je preuzeta iz [1].
Definicija 1.2.3. Kompleksan broj z je oblika
z=x+yi (1.1)

gdje su x i y realni brojevi. Broj x=Re z nazivamo realni dio, a y=Im z imaginarni dio
kompleksnog broja z. Prikaz (1.1) naziva se algebarski prikaz kompleksnog broja z.

Za dva kompleksna broja z; = x1 + y1¢ te 25 = x5 + Yot mozemo reci da su ekvivalentna
ako i samo ako su im realni i imaginarni dio jednaki, odnosno z; = 25 ako i samo ako z; = x5

1y = Yo.

U iducoj definiciji ¢emo definirati skup kompleksnih brojeva na R x R. Definicija je preuzeta
iz [3].
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Definicija 1.2.4. Skup R* :=R x R = {(z,y) : z,y € R} u kome je definirano zbrajanje:
(V(z1, 1), (2, 92) € R?) (T1,91) + (T2, 92) = (T1 + T2, Y1 + ¥2)
1 mnozenje:
(V(z1,11), (z2,32) € R?) (w1, 1) - (T2, 92) = (2172 — Y1Y2, T1Y2 + Y172)

zovemo skup kompleksnih brojeva i oznacavamo s C, a njegove elemente zovemo kompleksnim
brojevima.

Iz definicije vidimo da skup kompleksnih brojeva mozemo definirati kao

C={(z,y) :z,y R},

a kompleksni broj z se prikazuje kao uredeni par (z,y).
Ako promatramo podskup skupa C koji sadrzi brojeve oblika (x,0), mozemo reéi da po
Definiciji 1.2.4. vrijedi:
(.CL'l,O) -+ (.TQ,O) = (l‘l -+ .’L‘Q,O),
(.’,131,0) E (ZL’Q,O) = ($1 . .7,'2,0).
Mozemo vidjeti da smo kao rezultat zbrajanja i mnozenja dobili brojeve istoga oblika, ¢ime
se cuvaju algebarske operacije zbrajanja i mnozenja po prvoj komponenti.
To jest, za brojeve oblika (x,0) moZzemo reéi da su realni brojevi koji su sadrzani u C. Takve
brojeve oznacavamo s z i zovemo realnim brojevima.
Nadalje, broj (0,1) nazivamo imaginarnom jedinicom i oznacavamo ga s i, te za taj broj
vrijedi:
2 =(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-14+1-0) = (—1,0) = —1.

Po definciji zbrajanja i mnozenja, dobijemo:

(z,y) = (2,0) + (y,0) - (0, 1),

Tu jednakost mozemo na kraci nacin zapisati: z = x + yi.

U iducoj definicji definiramo algebarske operacije zbrajanja, oduzimanja i mnozenja kom-
pleksnih brojeva. Definicija je preuzeta iz [1]

Definicija 1.2.5. Zbroj, razlika i umnozZak kompleksnih brojeva zy = x1 + Y1t 1@ 29 = To + Yt
racunaju se po formulama:
21+ 22 = 21 + To + (Y1 + B2)i,
21— 2 =21 — To + (Y1 — Ya)i,
71 22 = T1%2 — Y1y + (T1y2 + Tay1 )i
U idu¢em primjeru ¢emo pokazati kako se zbrajaju i mnoze kompleksni brojevi.
Primjer 1.2.6.
(5+3i)+(6+9)=5+6+(3+9)i
=11 4 11a

(1 + 44)(2 — 56) = 2 — 5i + 8 — 204°
=2—13i—20-(-1)
=2—13i4+20
=22 —13;
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Skup C kompleksnih brojeva uz ovako definirane operacije zbrajanja i mnozenja ¢ini polje.
Vrijede sljedeca svojstva:

Aksiomi polja kompleksnih brojeva:
U skupu kompleksnih brojeva operacije zbrajanja i mnozenja imaju sljedec¢a svojstva:

Ci

21+ 29 =29+ 21, Vzi1, 29 € C (komutativnost zbrajanja),

3

21+ (29 + 23) = (21 + 22) + 23, V21, 29, 23 € C (asocijativnost zbrajanja),

52

(30€C) 2+ 0=2, Vz € C (neutralnost nule za zbrajanje),

&

(Vz € C)(d(—2) € C) z+ (—%z) =0 (postojanje suprotnog broja),

§ &

21 - (29 23) = (21 - 22) - 23, V21,29, 23 € C (asocijativnost mnozenja),

K

1-z=2, Vzé&C (neutralnost jedinice za mnozenje),

52

)

)

)

)

) 2129 =292, Vzi1,29 € C (komutativnost mnozenja),

)

)

) (Vze€C,z#£0)(3z € C) =z-z =0 (postojanje reciprocnog broja),
)

&3

21 (22 +23) = 21+ 29+ 21 - 23, Vz1,29,23 € C (distributivnost mnozenja prema
zbrajanju)

Uzmimo proizvoljan z = x + yi. Sa Z ¢emo oznacavati broj
Z:=x—yi

koji nazivamo kompleksno konjugirani broj broja z. Parom kompleksno konjugiranih brojeva
nazivamo par z,z, te za njih vrijedi

z-Z2=(z+yi)(z —yi) = 2° — y%> = 2% + 2.
Iz toga vidimo da je umnozak pozitivan realan broj.

Sada ¢emo pokazati kako se dva kompleksna broja z; = x1 + Y17 1 29 = 29 + Yot dijele,
te ¢emo to primijeniti na primjeru.

@y, Y _ 1+ Yt ' Ty — Yol
To+Yal  To+ Yol Top — Yol
122 + Y1y + (T2y1 — T192)1

3 + Y3
_ T1Za +Y1Ye | ToYr — T1Y2 .
= 2, 9 T 58 O
Ty + Y3 Ty + Y3

Formula se ne pamti nego se na primjeru samo primjenjuje postupak.
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Primjer 1.2.7.
1—2¢ 1—2¢ 7—06¢

T+6i T+6i 7—6i
T —6i— 146 + 1247
B 7+ 62
7 —20i — 12
49 + 36
=520

385
1 4

BT

Nakon sto smo definirali kompleksno konjugirani broj z, sada mozemo definirati modul
kompleksnog broja.
Iduéa definicija je preuzeta iz [1].

Definicija 1.2.8. Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x + yi je realan
nenegativan broj

2] := vz Z = /22 + 2

Vrijedi z=0 ako i samo ako |z| = 0. Ako je z # 0, onda je njegov modul pozitivan realan
broj.

Sada ¢emo navesti neka svojstva kompleksnih brojeva.
Za sve z,z1, 29 € C vrijedi

1. Zz=2

2. le:ZQZ,Z_lj:Z_Q

7. |21+ 2| = |z] - |22
8. |21+ 2| < 21| + |22

Svaki kompleksni broj se moze prikazati u kompleksnoj ravnini ili Gaussovoj ravnini.

U Gaussovoj ravnini os Oz Kartezijevog sustava se zove realna os, a os Oy se zove imaginarna
0S.

Kao sto smo vidjeli iz Definicije 1.2.4., svakom kompleksnom broju z = x + yi pripada
uredeni par (z,y). Mozemo reéi da kompleksnom broju z = = + yi odgovara tocka P(x,y).
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Aim

e

Slika 1: Prikaz kompleksnog broja z = = + yi u Gaussovoj ravnini

Kompleksnom broju z = x + yi odgovara vektor s po¢etkom u ishodistu i zavrsetkom u tocki
P(z,y).

Za dva kompleksna broja zy = o1 + 17 1 20 = T3 + Yo, zbroj 21 + 20 = (x1 + 2) + (y1 + y2)
u Gaussovoj ravnini se dobije 'pravilom paralelograma’.

Aim
z z
R I S L2
|
|
Z9 1
Yo 4= — === == !
1 |
| I
1 I
1 |
| I
| I
| I
| 1
i =g mmmm e = 21 1
1 1 1
1 1 !
1 |
i 4 /! Re
] 9 a1 b )

Slika 2: Prikaz zbroja dva kompleksna broja u Gaussovoj ravnini
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1.3 Trigonometrijski zapis kompleksnog broja

Svakom kompleksnom broju z = x + yi odgovara jedinstvena tocka P(z,y) ravnine i
obrnuto, svakoj tocki P(z,y) ravnine odgovara jedinstveni kompleksan broj z = x 4 yi. Sa
Slike 3 vidimo da je © kut Sto ga spojnica od ishodista O do tocke P(x,y) u Gaussovoj
ravnini zatvara s pozitivnim smjerom realne osi.

O =argz -

P

Slika 3: Prikaz kompleksnog broja z u Gaussovoj ravnini

Iz Slike 3 mozemo vidjeti da je:

cos© =

sin® =

SIe3 |8

to jest:

z =rcos0 (19)
i = reino. '

Nakon uvrstavanja z i y u algebarski zapis kompleksnog broja z = x 4 y2 dobijemo:
z=r(cos® +isinO).
Takav zapis kompleksnog broja se naziva trigonometrijski zapis.
Ukoliko kvadriramo i zbrojimo izraz (1.2) dobit ¢emo:
2 + y* = r?(cos® © 4 sin* O)

iz Cega slijedi da je:
r =22+ 9>

Vidimo da je » modul kompleksnog broja. Ukoliko tocka P padne u ishodiste tada je r = 0,a
kut © nije odreden.
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S arg(z) oznacavmo argument kompleksnog broja koji je mjera kuta © na intervalu [0, 27).
Podijelimo li jednadzbe (1.2) ili jednostavno is¢itavanjem iz slike 3, za x # 0, dobijemo:

tan © = 2
x

Iz toga izraza se izracuna kut ©. Prilikom racunanja potrebno je pripaziti u kojem se kva-
drantu nalazi kompleksni broj z.

U iduéem teoremu ¢emo opisati kada su dva kompleksna broja u trigonometrijskom za-
pisu jednaka.
Sljededi teorem je preuzet iz [3].

Teorem 1.3.1. Dva kompleksna broja z1, 2o zadana u trigonometrijskom obliku
z1 = r1(cos O +isin Oy), Zo = 13(cos O + i sin O)
jednaka su onda 1 samo onda ako je
ry=r"s 7 ©, =0y + 2km
gdje je k neki cijeli broj.
Uz pomo¢ adicijskih formula iz trigonometrije:
cos (01 + ©y) = cos O cos Oy F sin O sin O,

sin (O £ ©3) = sin © cos O2 + cos Oy sin Oy

provjeravamo pravila za mnozenje i dijeljenje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom
obliku.

Iduéi teorem govori o mnozenju i dijeljenju dva kompleksna broja dana u trigonometrij-
skom obliku. Sljedeéi teoremi, korolar i definicija su preuzeti iz [3].

Teorem 1.3.2. Neka je
z1 =r1(cos O +isin O), 29 = 13(cos O + i sin O).

Tada vrijedi:
z1+ 29 =711 - ra(cos (O1 + Oy) + isin (01 + O,)),

L. E(cos (©1 — O3) +isin (©; — O,)), 29 #0.

22 ]

Korolar 1.3.3. Neka je z = r(cos© + isin©). Tada za svaki n € N vrijedi:
2" = r"(cosnO + isin nO).
Specijalno za r = 1 vrijedi Moivreova formula:
(cos® +isin ©)" = cosn®O + isinnO.

Definicija 1.3.4. Za kompleksan broj z kazemo da je n-ti korijen iz kompleksnog broja w
ako je z" = w.
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Teorem 1.3.5. Neka je w = r(cos© +isin©), r # 0, kompleksan broj zapisan u trigono-
metrijskom obliku. Tada jednadzba 2" = w, n € N, ima tocko n razlicitih rjesenja

O + 2k O + 2k
2 = W(Cosu+isirll>, E=0,1,...,8— 0L
n

n

Teorem 1.3.5. se naziva Moivreov teorem. Dokaz se moze vidjeti u [3, str.21].
Uoc¢imo da argumenti korijena

© O+2r O+4r  O+2(n—Ur

) ] 9 Sesy

n n n n

¢ine aritmeticki niz s razlikom -27% te je modul svakog korijena jednak /7. Znaci da korijeni
20y Z1, ---5 Zn_1 Cine vrhove pravilnog n-terokuta upisanog u kruznicu sa sredistem u ishodistu
1 polumjerom /7.

2 Primjene kompleksnih brojeva

2.1 Primjene kompleksnih brojeva u trigonometriji

U ovome potpoglavlju ¢emo kroz neke primjere pokazati primjenu kompleksnih brojeva
danih u trigonometrijskom zapisu za dokazivanje identiteta. Iduéi primjeri su preuzeti iz [1].

Primjer 2.1.1. Dokazimo identitet

n—1

k
Hsin (%) = 2:_1, n €N,
k=1

koristeci trigonometrijski zapis kompleksnog broja.

Polinom P(z) = 2™ — 1 ima n nulto¢aka i sve su oblika

2km . 2km
Zp = co8 — + 18in —, b =W, o e — 1L, (2.1)
n n
n—1
Vidimo da je zp = 1 pa vrijedi 2" — 1 = (z — 1)H(w — 2k).
k=1

n—1
" —1
k=1

n—1
H(a:—zk):1+x+m2+...—|—:c”_1. (2.2)

Ukoliko uvrstimo z = 1 u (2.2) dobijemo

[[a-2)=n (2.3)

10
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Uvrstimo (2.1) u (2.3):

— n—1
2k 2k
Hl—zk :H(l—cos—ﬁ—isin%) (2.4)

k=1
Formula za sinus dvostrukog kuta glasi:

sin 20 = 25sin © cos O, (2.5)
a formula za kosinus dvostrukog kuta je:
cos 20 = cos® © — sin” O. (2.6)
Uzmemo li za © = %2 § uvrstimo u (2.5) i (2.6) dobijemo:
k k k
sin2°" = 2sin—7rcos—7r, (2]
n n n
km o BT kﬂ'
cos 2— = cos® — — sin® — (2.8)
n n n
Uvrstavanjem (2.7) i (2.8) u izraz (2.1) i koristenjem identiteta 1 = sin® £ 4 cos? &2
dobijemo:
o o o km o kT o BT kw km
Hl—zk = sin? —+cos — cos? — + sin? — — 2sin — cos —1
n n n n
k=1 k=1
i km km km
= 2sin® — — 2sin — cos —i
n n n
k=1
n—1
km km km
_ 2n—1 o T — e
H sin — (sm — —cos— z)

k=1
Uvrstavanjem dobivene jednakosti u (2.3), dobivamo:

k k
2% 1H sm—7T (sm =T _ cos —Wz> =n.
n

Uzmimo apsolutnu vrijednost Oblju strana. Kako je n prirodan broj, znamo da je apsolutna
vrijednost prirodnog broja jednaka samom prirodnom broju. Vidimo da je sin &= - pozitivan
za k=1,..,n — 1 te mozemo maknuti apsolutnu vrijednost, pa je:

k k
N IHsm—ﬂ il al

sin — — cos —1
n

Koriste¢i definiciju za modul kompleksnog broja te osnovni identitet 1 = sin? © + cos? O,

uzmimo za © = l%r i sredimo do kraja:

n—1
k k k
2"‘1H sin—ﬁ\/sm -l + cos?2 — ® = n
n

n n

n—1
 km
2"_11_[ sin— =n
k=1 e

Podijelimo li cijeli izraz s 2"~! dobivamo traZeni identitet

n—1

 km n
| | 51n7 = 2n—1'
k=1

=n.
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Primjer 2.1.2. Dokazimo

n  sindnz
sin®z + sin® 3z + ... +sin® (2n — 1)z = 5~ 1smoz

Oznac¢imo

S=Y sin®((2k — 1)z). (2.9)
k=1

Pomodéu formule za kosinus dvostrukog kuta i osnovnog identiteta 1 = sin® ©+cos? © izrazimo
sin? ©:
cos 20 = cos® © — sin* ©
c0s20 =1 —sin* © — sin* ©
c0s20 =1 —2sin’ O
25in?© = 1 — cos 20
1 —cos20

sin? @ = —5 (2.10)

Za © uzmimo (2k — 1)z i uvrstimo u prethodnu jednakost:

1 —cos2(2k — 1)z
5 .

sin? (2k — 1)z = (2.11)

Uvrstimo (2.11) u izraz (2.9)

2 J L= 2k—1
Zsm 2k —1)x ( el ) )>
1

n— Yy cos((2k— 1)236)) . (2.12)
Oznac¢imo s a = 2z 1 odredimo

A= Zcos ((2k — 1)) = cosa + cos 3a + ... + cos (2n — 1)av.
Neka je
B = Zsin(@k‘ —1)a) =sina+sin3a + ... +sin (2n — 1)a.

Promatramo uz oznake z = cos a + ¢ sin «v i pravila za potenciranje:

A+ Bi= (cosa+isina) + (cos3a + isin3a) + ... + (cos (2n — 1) + isin (2n — 1)a)
IR B e
=2(1+2"+ () + .+ ()7

12



Primgjene kompleksnih brojeva

Koristedi sljede¢u formulu za sumu prvih n clanova geometrijskog niza

1_Z’n+1
I 43420 0l =
1—=2
i (2.10), dobijemo:
1 = 2n
A+ Bi=z- 22
— %

= (cosa + isina) - cos (2n)a — isin (2n)a

1 — cos2a — 78in 2«

— (COS o+ ZSlIl Oé) . 2 Sin2 (nOé) - 2 Sin (nOé) COS (na)l

2sin® v — 25sin av cos @i
2sin (na)(—i)(cos (na) + isin (na))
2sina(—i)(cosa + isin )

= (cosa +isina) -

sin (na)(cos (na) 4 isin (na))

sin o
sin (na) cos (na) . sin? (na) .
£,

sin «v sin «v
Vidimo da je realni dio jednak A i izjednacimo ih:

sin (na) cos (na)

A:

sin «v
1 sin(2na)
== — 2.13
2 sin «v ( )

Uvrstimo li @ = 2z u (2.13) i (2.13) u (2.12), dobijemo:
1 1 sin(4nx)

S=_p—-. .20

2 2 2sin(27)
_n sin(4nz)
2 4sin(22)

Dobili smo trazeni identitet.

Primjer 2.1.3. Dokazimo da je polinom P(z) = (cosa + xsina)” — cos (na) — xsin (na)
djeljiv s polinomom Q(x) = 2% + 1.

Znamo da je polinom P(z) djeljiv s polinomom Q(z) ako postoji polinom R(z) takav da
je P(z) = Q(z)R(x). Kako je polinom @Q(x) drugog stupnja znamo da on ima dvije nultocke.
Polinom P(z) je djeljiv s polinomom Q(x) ako su nultocke od Q(z) takoder nultocke od P(z).
Polinom Q(z) mozemo rastaviti na sljede¢i nacin:

Qz) =2>+1=(z —i)(z +19).

Vidimo da su nultocke polinoma Q(z) 1 =i i xe = —i.

Trebamo provjeriti da li su ; = ¢ i x93 = —i nultocke polinoma P(x). To provjeravamo na
nac¢in da uvrstimo nultocke u polinom P(x) i koristimo pravilo za potenciranje kompleksnog
broja u trigonometrijskom zapisu.

P(i) = (cosa +isina)"” — cos (na)) — isin (no)
= cos (na) + isin (na) — cos (na) — isin (na)
=0.

13
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Kako je P(i) = 0, slijedi da je ¢ nultocka od P(x).
Provjerimo da li je P(—i) = 0.

P(—i) = (cosa —isina)™ — cos (nar) + isin (na)
= (cos (—a) + isin (—a))" — cos (—na) — isin (—na)
= cos (—na) + isin (—na) — cos (—na) — isin (—na)
= 0.

Slijedi da je —¢ nultocka od P(z).
Iz toga mozemo zakljuciti da je polinom P(z) djeljiv s Q(z).

2.2 Primjene kompleksnih brojeva u geometriji

U ovome potpoglavlju ¢emo kroz primjere pokazati primjenu kompleksnih brojeva u ge-
ometriji.

Primjer 2.2.1. Neka je K;(3,2) vrh kvadrata cije se srediste nalazi u ishodistu. Odredite
koordinate tocaka preostalih vrhova kvadrata.

Vrhu K, pripada kompleksan broj z; = 34 2i. Znamo da se dijagonale u kvadratu sijeku
pod pravim kutom, sto znaci da ¢emo drugi vrh kvadrata dobiti rotacijom tocke K; za kut
5 oko ishodista.

Rotaciju oko ishodista za kut 7 mozemo definirati kao mnozenje kompleksnim brojem:

. /4 4 G ™
1= cos — 4+ isin —.
2 2
Tada koordinate tocke Ky mozemo dobiti kao:
Zo=1-2=1-(342i) =—2+ 3i,

odnosno Kjy(—2,3).
Koordinate tocke K3 mozemo dobiti kao:

Z3 =142 =14 (—2+43i) = —3—2i,

odnosno K3(—3,—2).
Koordinate tocke K, mozemo dobiti kao:

=iz =1i-(—3—2i)=2—3i

odnosno Ky4(2,—3).

14
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Ky

K

(NIE]

K,

Slika 4: Kvadrat kojeg smo dobili rotacijom tocaka oko ishodista

Primjer 2.2.2. Neka su M(6,2) i P(2,4) dva nasuprotna vrha kvadrata. Odredite koordinate
preostalih vrhova.

Prvo trebamo odrediti srediste kvadrata jer nije zadano. Srediste kvadrata mozemo dobiti
kao poloviste duzine M P jer su M i P dva nasuprotna vrha kvadrata. Koordinate polovista

S(zs,ys) su:
642

2
Koordinata tocke sredista kvadrata je S(4, 3).

_2+4

= 4, Ys = 9 3.

Ts

Srediste S dijeli dijagonalu kvadrata na dva jednaka dijela,odnosno duzine, na MS i SP.
Dijagonale kvadrata se sijeku pod pravim kutom pa é¢emo vrh R, to jest duzinu SR, dobiti
rotacijom tocke P, to jest duzine SP, za kut 5 oko sredista S.

Kao sto smo u prethodnom primjeru pokazali, rotacija oko ishodista za kut § moze se defi-
nirait kao mnozenje kompleksnim brojem

; 7T+. .
= cos — 4+ ¢sin —.
2 2

Tada duzinu SR mozemo dobiti kao:
ZR—ZS:i'(ZP—Zs).
Iz toga slijedi:

ZR:ZS+i~(ZP—ZS)
=443i+i-(24+4i—4—30)
=443i+i-(—2+1)
=44+3i—21—1
=341

Vidimo da je koordinata vrha R(3,1).
Vrh N, to jest duzinu SN, dobit ¢emo rotacijom tocke M, to jest duzine SM, za kut 7 oko
sredista S. Kao i za tocku N, vrijedi

ZN—ZSZi-(ZM—Zs).
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Te iz toga dobivamo:

2y =25+ 1 (2m — 2g)
— 44 3i+i-(6+2i—4— 3i)

=413 +2841
= 5+ b1.
Koordinata vrha N je N(5,5).
N
P
<
M
R
5 Re

Slika 5: Kvadrat kojeg smo dobili rotacijom tocaka oko sredista
Iduéi primjer je preuzet iz [1].

Primjer 2.2.3. U kruznicu polumjera R upisan je pravilni mnogokut As, ..., A,. DokaZite
da za svaku tocku T s kruznice vrijedi:

> ITAP = 2nR%.
k=1

B.S.0. pretpostavimo da je srediste kruznice u ishodistu. Tada tocke A; predstavljaju
kompleksni brojevi z;, © = 1, .., n, koji su rjeSenja jednadzbe 2" — R™ = 0.
Vieteove formule za jednadzbe n-tog stupnja glase:

ap—1
T F wos T B = ;
Qnp

n 90

Ty e Ty = (—1) -

Prema Vieteovim formulama vidimo da vrijedi z; + ... + 2, = 0.
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Neka tocka T predstavlja kompleksni broj z. Tada imamo:

n n

Z |TAk|2 = Z |Z — Zk|2

k=1 k=1

=Y (- w)E -
k=L

n
=> (el —z-Z— -2+ |zl
k=1

n n n n
B L s e pIR]
k=1 k=1 k=1 k=1
n n
Iz Vieteovih formula vidimo da su sume ) Zr i ) 2 jednake 0 te to uvrstimo u prethodni
k=1 k=1
raspis i dobijemo:

> T AP

k=1

DL+ ) Ll
k=1 k=1
nR? + nR?

onR?.

Time smo dokazali zadanu jednakost.

Primjer 2.2.4. Dokazimo da je trokut s vrhovima u tockama O, z1, zo pravokutan s pravim
kutom u tocki O ako 1 samo ako vrijeds

2129 + 2120 = 0.

Neka je 21 = 1 + Y11 1 29 = o + Yot.
Znamo da je kompleksno konjugari broj kompleksnog broja z = x + yi jednak 7 = x — yi i
to primjenimo u nastavku. Uvrsimo z; i 22 u jednakost koju moramo dokazati:

(@1 + y12) (22 — y21) + (21 — y19) (w2 + y2i) =0
T1Tg — T1Yol + Toyri — Y1Yal® + T1T2 + T1Yol — Toyri — Y1yat” =0
2z179 + 2y1y2 =0
2(z129 + y192) = 0.
Vidimo da ¢e izraz s lijeve strane biti jednak 0 ako i samo ako je

T1To + Y1Yas = 0. (214)

— —
Oznacimo sa OA; vektor s pocetkom u O i krajem u tocki (z1,y;) i OAs vektor s pocetkom

u O i krajem u tocki (z2,ya).

= Neka je trokut pravokutan s pravim kutom u tocki O. Kut izmedu vektora O—Al> i O—A;
mora biti pravi kut, a to znaci da su vektori okomiti. Za dva vektora kazemo da su okomita
ako 1 samo ako im je skalarni umnozak jednak nuli. Iz toga slijedi prvi s&)jer. .

< Neka vrijedi (2.14). Kako je produkt jednak 0, slijedi da su vektori OA; i O Ay okomiti.
Kut izmedu okomitih vektora je pravi kut. Stoga, pravi kut se nalazi u tocki O, te je trokut
pravokutan.

Pocetna tvrdnja je dokazana.
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