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Uvod

Omjer zlatnoga reza je najpoznatiji omjer bogate povijesti koji je prisutan svug-
dje oko nas. Njegova prva pojava u civilizaciji nije poznata, no jedna od najstarijih
gradevina koja se moze opisati ovim omjerom je Keopsova piramida. Omjer je bio
prisutan i u antickoj Grékoj u umjetnosti, ali i u geometriji. Pripadnici Pitagorejaca
uocili su ve¢ kako se ne radi o racionalnom broju, a poznati matematicar Euklid dao
je prvi oblik definicije ovoga omjera kojeg je nazvao ekstremni i srednji omjer. Veliki
znacaj u povijesti ima ponovno u renesansi koji osim sto je vidljiv u umjetnosti, za-
biljezen je i u knjizi De Divina Proportione, talijanskog fratra Luce Paciolia izdane
1509. godine. Knjiga osim objasnjenja zlatnoga reza navodi brojne primjere u povi-
jesti, ali i u Platonovim tijelima. Ilustrator knjige je poznati umjetnik i matematicar
Leonardo da Vinci koji je osim primjene zlatnoga reza u svojim djelima, prvi izradio
crtez Vitruvijev covjek na temelju biljeski arhitekta Vitruvija. Taj svjetski poznati
crtez prikazuje idealne omjere ljudskoga tijela u skladu sa zlatnim rezom. Zlatni rez
se pronasao i u Fibonaccijevim brojevima Sto je prvi uoc¢io njemacki matematicar
Johannes Kepler.

U ovome radu, najprije ¢emo se upoznati s definiranjem zlatnoga reza i njegovim
svojstvima. U trecem poglavlju otkrit ¢emo povezanosti koje krije s Fibonaccijevim i
Lucasovim brojevima te kako te brojeve mozemo lako izracunati koristeci zlatni rez.
Cetvrto poglavlje opisuje neke slavne geometrijske likove koji su nastali primjenom
ovoga omjera. Metoda zlatnoga reza kao jedna od primjena u optimizaciji opisana
je u predzadnjem poglavlju. Zadnje poglavlje opisuje neke primjere zlatnoga reza u
nasoj okolini, svijetu i u svemiru.



1 Definiranje zlatnog reza

Prvo poznato definiranje zlatnoga reza dao je grcéki matematicar Euklid oko
300 godina prije Krista u svojoj knjizi Elementi koriste¢i duzine. Promotrimo neku
duzinu AB kao na Slici 1. Ako bismo tu duzinu podijelili tockom C' tako da se
duljina duzine AC odnosi prema CB isto kao duljina duzine AB prema AC, tada
mozemo reéi da smo na taj nacin podijelili duzinu AB u omjeru zlatnoga reza.

Slika 1: Duzina AB u omjeru zlatnog reza

Opcenito, svaki omjer dva pozitivna broja a i b, pri ¢emu je a > b, nazivamo zlatni
rez ako vrijedi

a a-+b

b a (1)

odnosno ako je omjer veceg broja prema manjem jednak omjeru njihove sume i vec¢eg
broja. Zlatni rez obi¢no oznacavamo s ¢, pa ukoliko zamijenimo u izrazu (1) ¢ s ¢
imamo:

1

Odnosno, dobivamo kvadratnu jednadzbu

¢ —¢p—1=0.

1+v5
2
mericku vrijednost zlatnoga reza. Recipro¢nu vrijednost é mozemo dobiti i ukoliko
1 _ w81
¢ 2
Iz prethodnih izraza vidimo da zlatni rez i njegova reciprocna vrijednost osim ¢-i =1

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su i % Pozitivno rjeSenje predstavlja nu-

negativno rjeSenje kvadratne jednadzbe pomnozimo s —1 pa iznosi

zadovoljava i (,/r% = 1 te je to jedini broj koji zadovoljava oba izraza. Ostala svojstva
broja ¢ proucit ¢emo u idu¢em poglavlju.
Osim oznake ¢, Cesto se za zlatni rez u brojnim literaturama moze pronadi i

oznaka 7.



2 Svojstva zlatnog reza

Prouc¢imo neka svojstva broja ¢ kako bismo se bolje upoznali s ovim brojem i
njegovim zanimljivostima. Mogli smo ve¢ uociti kako je ¢ iracionalan broj sto lako
zakljuéujemo iz iracionalnosti broja /5.

Korjenovanjem izraza ¢? — ¢ — 1 = 0 slijedi da je ¢ = /1 + ¢. Ukoliko bismo u
desnom dijelu jednakosti ponovno primijenili taj izraz dobivamo

$=1/1+/1+¢.

Provodenjem ovog postupka jos jednom imamo

¢:\/1+\/1+\/ﬂ.

Ovaj postupak mozemo nastaviti u nedogled, tj.

p=7|1+4|1+ 1+\/1+\/1+\/1+W.

Njegova reciprocna vrijednost moze se zapisati u obliku

%: I—g|l— 1—\/1—\/1—\/1—\/ﬁ.

Naime, ako bismo izraz

B =yl—|1— 1—\/1—\/1—\/1—\/ﬁ

kvadrirali, dobivamo

P=1—4|1- 1—\/1—\/1— 1—+v1—--.

=1 — 3.



Rjesenja kvadratne jednadzbe 2% + 2 — 1 = 0 su =£¥% i =1-v5 Vidimo da je pozi-

tivno rjeSenje ‘1%‘/5 recipro¢na vrijednost zlatnog reza ¢.
Zlatni rez mozemo prikazati i u obliku veriznog razlomka. Kako je ¢ iracionalan, pri-

sjetimo se definicije beskona¢nog veriznog razlomka i periodskog veriznog razlomka.

Definicija 1. Neka je « iracionalan broj. Ako su ag € Z, a; € N za 1 > 1 i ako
je a = |ag;ay,as,...], onda ovaj izraz nazivamo razvoj od o u beskonacni jednos-
tavni verizni razlomak. Broj % = [ao, ..., a;] predstavija i-tu konvergentu od a, a;
predstavilja i-ti parcijalni kvocijent, a a; = |a;, ait1, . . .| je i-ti potpuni kvocijent od a.

Definicija 2. KaZemo da je beskonacni verizni razlomak o = |ao; a1, as,...]| peri-
odski ako postoje ciyjeli brojevi k > 0 ¢ m > 1 takvi da je apyy, = a, 2a sve n > k.
Verizni razlomak u tom sluc¢aju pisemo u obliku

[ao, A1y ...y Qp—1,0k, A1, - - - ,ak+m_1],

gdje “crta” nad brojevima ai,Gpi1, ..., Qrrm—1 0zZnGCAVA ponavijanje tog bloka bro-
jeva unedogled. Broj m nazivamo duljina perioda. Ako je k =0, onda kaZemo da je
verizni razlomak cisto periodski.

Ako bismo u nazivniku izraza ¢ = 1+ é, ¢ izrazili pomoc¢u upravo tog izraza, dobili
bismo

d=1+

o
1+1

Ovaj postupak mozemo nastaviti u nedogled. Tako dobivamo verizni razlomak oblika

1
=1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+ 1
i 4 1
1+ 1
L+ 1 e
Dakle, vrijedi ¢ = [1;1,1,...]. Vidimo da su svi parcijalni kvocijenti jednaki 1, pa

je ovaj verizni razlomak €isto periodski i pisemo [1;1].
Za daljnu analizu prisjetimo se definicije kvadratne iracionalnosti.



Definicija 3. Iracionalni broj a nazivamo kvadratna iracionalnost ako je a korijen
kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima.

Kako je broj ¢ jedno rjesenje kvadratne jednadzbe 22 — x — 1 = 0, on je primjer
jedne kvadratne iracionalnosti.

Definicija 4. KaZemo da je kvadratna iracionalnost o reducirana ako je o > 1 14
—1 < a <0, gdje je o konjugat od c.

Konjugat od broja ¢, odnosno negativno rjesenje kvadratne jednadzbe 2> —x—1 =0

je 1‘2\/5 ~ —0.61803 € (—1,0), pa je ¢ reducirana kvadratna iracionalnost.
Za i verizni razlomak konstruiramo pomocu kvadratne jednadzbe

?+z—-1=0 (2)

za koju je i pozitivno rjesenje. Jednadzbu (2) mozemo zapisati i kao

z(x+1)=1.
Dijeljenjem slijedi izraz
1
% = ,
14

u kojem kada bismo za x u nazivniku uvrstavali upravo taj izraz beskona¢no mnogo

puta, dobili bismo verizni razlomak za % oblika

1
= 3 !
¢ L

tj. i =B1,0L .. .| =[50
Promotrimo sada potencije od broja ¢. Raspisimo prvih nekoliko potencija kako



bismo uocili odredenu pravilnost:

¢ =9

¢ =0+

@ =0 ¢"=¢(0+1)=¢"+d=20+1,

ot = 2.
¢ = ¢? .
@5 = ¢ .
¢ = ¢
¢ = ¢t .
¢ = ¢t .

¢10 — ¢5 .

= (
=1 (
=i )
=(20+1)
= )
= )
= ( )

d+1)(p+1)=¢*+2¢0+1=3¢+2,
¢+1)(20+1) =2¢>+ 3¢+ 1=>5¢+ 3,

20+ 1)(2¢+ 1) = 4¢* + 49+ 1 =8¢ + 5, (3)
(3¢ +2) =64 +7p+2=13¢ +8,

3¢ +2)(3¢+2) = 9¢* + 12¢ +4 = 21¢ + 13,

3¢ +2)(5¢ + 3) = 15¢* + 19¢ + 6 = 34¢ + 21,

5¢ + 3)(5¢ + 3) = 25¢* + 30¢ + 9 = 55¢ + 34.

Svaku potenciju broja ¢ uspjeli smo svesti na neki linearan oblik od ¢. Uoc¢imo

kako u tom pojednostavljenom izrazu neke potencije, koeficijent koji se nalazi uz ¢

je zapravo nastao zbrajanjem koeficijenta uz ¢ i konstante iz prethodne potencije

od ¢. Nadalje, ukoliko promotrimo koeficijente uz ¢ u (3), imamo

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . ...

Taj niz odgovara Fibonaccijevom nizu kojeg ¢emo detaljnije uvesti u idu¢em poglav-

lju.



3 Povezanost s Fibonaccijevim nizom

Prije navodenja povezanosti zlatnoga reza s Fibonaccijevim i Lucasovim nizom, de-
finirajmo te nizove.

Fibonaccijev niz je jedan od najpoznatijih nizova u matematici. Nazvan je po ma-
tematicaru Leonardu od Pise koji je 1202. godine objavio rjeSenje zagonetke o
razmnozavanju zeceva, iako je kasnije utvrdeno da je ovaj niz ve¢ bio objasnjen u
ranoj indijskoj matematici. Predstavimo slavni Fibonaccijev problem za definiranje
niza.

Pretpostavimo da pocetkom sijecnja imamo par mladih zeceva, jedan muzjak i jedna
zenka. Zecevi imaju sposobnost razmnozavanja nakon dva mjeseca zivota, a nakon
toga mogu dobiti potomke svaki mjesec. Stoga ¢e ovaj par zeCeva u veljaci odrasti i
tek u ozujku stvoriti potomstvo, tj. novi mladi par zeceva razlicitoga spola. U trav-
nju odrasli par dobiva jo$ jedan par mladih zeceva, dok prethodni mladi par odrasta
te kreée sa stvaranjem potomstva tek u svibnju. Ako dodatno pretpostavimo da
promatrani zeCevi nikada ne umiru, koliko ukupno zeceva ¢e postojati u sijecnju
iduce godine? U Tablici 1 se nalazi opisana populacija zeceva za tih 13 mjeseci te u
toj tablici pronalazimo odgovor Fi3 = 233.

Mjesec 112|3,4(5|6| 7 |8 |9 |10(11 | 12 | 13
Mladi zecevi |10 |1|1|2|3| 5| 8 |13|21 34| 55 | 89
Odraslizecevi |0 | 1|12 [3|5| 8 (13|21 |34|55| 89 |144

Ukupno 1111235813 |21|34|55|89|144 | 233

Tablica 1: Broj zeCeva za promatrano razdoblje

Vidimo da broj parova zeceva u idué¢em mjesecu ovisi o broju parova u tekucem i u
prethodnom mjesecu, tj. o njihovoj sumi. Ako sa F,, oznac¢imo ukupni broj parova
zeCeva na pocetku n-tog mjeseca, dobivamo rekurzivnu formulu

Foio=F, 1+ F, neNn>2. (4)

Za odredivanje ovoga niza, potrebno je zadati pocetne vrijednosti F; i F;. U pro-
blemu razmnozavanja zeceva na pocetku imamo jedan par mladih zeceva, pa je
F; = 1 dok idu¢i mjesec taj par zeceva odrasta, pa i dalje imamo samo taj par
zeceva, odnosno Fp = 1.

Drugaciji odabir pocetnih vrijednosti prouzrocit ¢e niz s razlic¢itim vrijednostima
od Fibonaccijevih brojeva. Jedan takav niz je Lucasov niz nazvan po francuskom



matematicaru Edouardu Lucasu. Za prve vrijednosti niza uzeto je Ly =11 Ly = 3,
a rekurzivna relacija jednaka je Fibonaccijevoj, odnosno L, 2 = L,+1 + L,. Takav
niz onda izgleda ovako:

1,3,4,7,11,18,29,47, 76,123,199, 322, 521, 843, 1364 . ..

Lako se moze uociti kako ipak Lucasove brojeve mozemo izraziti pomoc¢u Fibonac-
cijevih brojeva, odnosno da vrijedi

L,=F,_1+ F,11.
Tu jednakost mozemo pokazati matematickom indukcijom.
Dokaz. (B): Zan =11in =2 vidimo da tvrdnja vrijedi, t;.
FE+EF=140=1=1,

Fs+F,=24+1=3=Ls.

(P): Pretpostavimo da jednakost vrijedi i za neke prirodne brojeve n i n + 1, tj.
Fn—1+Fn+1 :LniFn+Fn+2:Ln+1-

(K): Kako bismo pokazali da jedankost vrijedi i za n+ 2, potrebno je samo zbrojiti
izraze iz pretpostavke indukcije, odnosno

Ln+2:Ln+Ln+1:Fn—1+Fn+1+Fn+Fn—|—2:Fn+3+Fn—|—1-

O

Fibonaccijev niz mozemo prosiriti i na sve cijele cijele brojeve n, a da pritom
vrijedi relacija (4):

Fo = Fy — Iy,
F.=F —F,
Fo=F—F,,

pa za negativne indekse uvodimo formulu

F,.=(-)""'FE n>0,



koju takoder lako mozemo pokazati matematickom indukcijom.
Lucasove brojeve mozemo prosiriti i na negativne cijele brojeve pomoc¢u formule

U proslom poglavlju ustanovili smo ve¢ jednu povezanost s brojem ¢, odnosno
da potencije od ¢ mozemo racunati koristenjem Fibonaccijevih brojeva, tj. vrijedi

¢" = Fop+F,_1, n>0.

Jos jednu povezanost mozemo otkriti ako prouc¢imo omjere Fibonaccijevih brojeva.
Pogledajmo u Tablici 2 prvih petnaest omjera susjednih brojeva. Mozemo uociti da
povecanjem n-a, omjer Fibonaccijevih brojeva priblizava se vrijednosti zlatnoga reza.
Zapisimo prvih nekoliko omjera u obliku veriznih razlomaka. Mozemo zakljuciti kako

n | F, Ff’il

1 0 —

2 1 -

3 1 1

4 2 2

5 3 1.5

6 5 1.66667
7 8 1.60000
8 13 | 1.62500
9 | 21 | 1.61539
10| 34 | 1.61905
11| 55 | 1.61768
12 | 89 | 1.61818
13| 133 | 1.61798
14 | 233 | 1.61806
15| 377 | 1.61803

Tablica 2: Omjeri susjednih Fibonaccijevih brojeva



ti omjeri predstavljaju konvergente veriznog razlomka od broja ¢.

Bl
F 1
Bl 1
Fs 3
m-s— ity =l—3
1+
Fs 5 2 1
=g —=1tg =14 3
o
I+7
B8 5 1
it Rl L -
1+
1
1+ -
Lt —
1+ 7

Iduéi teorem tvrdi kako p, i ¢, u svim veriznim razlomcima zapravo zadovoljavaju
odredene rekurzivne formule.

Teorem 1 (vidjeti [1, Lema 8.13.]). Za k € Ny, konvergente zadovoljavaju rekurzivne
formule

Dr = QiPr—1 + Pk—2, Gk = QrQr—1 + Qr—2,
pri éemu je p—o =0, p_1=1,q2=11q9_1 =0.
Ovaj teorem pokazuje se matematickom indukcijom i dokaz se moze pronaci u [1].
Vidimo kako konvergente Z—” razvoja od ¢ u verizni razlomak zadovoljavaju rekurzije

Pn=DPn-1+Dn2 Po=1 p1=2,
Gn = Qn-1+tGn-2, Q=1 ¢ =1,

koje odreduju Fibonaccijeve brojeve, odnosno vrijedi p,, = F,421 ¢, = F,,.1 zan >

F,
anl

iskazimo i dokazimo rezultat koji tvrdi da je limes konvergenti razvoja iracionalnog

0. Za dokazivanje konvergencije niza u vrijednost zlatnog reza ¢, najprije

broja u obliku veriznog razlomka jednak upravo tom iracionalnom broju.
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Teorem 2 (vidjeti [1, Lema 8.22.]). Ako je a € I, onda postoje jedinstveni brojevi

ap € Z, ay,as,--- € N, takvi da je a = lim,, 0 Z—:‘

Dokaz. Neka je a iracionalan broj, a oy definirajmo kao a = ag + a%, pri cemu je
ap = |/, pa iz iracionalnosti broja « slijedi da je i oy isto iracionalan te vrijedi
a1 > 1. Broj as odredujemo slicnim postupkom, tj. as = a; + a%? pri cemu je

a1 = |aq]. Za ay takoder vrijedi iracionalnost i ae > 1. Opcenito, za neki ¢ > 1
1

= pri ¢emu je a; = || te vrijedi da je a;y; iracionalan, a

definiramo o; = a; +
CLZ'Z].iOéi_H>1.

Pokazimo da je o = [ag, a1, as, .. .| uz oznaku da je lim,,_,o, = [ag, a1, as,...|. Moze
se pokazati kako vrijedi

1
na - n — —7
|q P | Unt1@n + Gn—1
za @ = [ag,ay,...,0n, Qui1, 1 > 0. To se moze vidjeti u [1, Lema 8.17.].

Kako je (g,) strogo rastuéi niz prirodnih brojeva, slijedi nejedanakost

pn 1 an>1 1
o— —| = 3 < 5
Gn Ont14, + qn—14n q,
koja povlaci lim,, ., Z—: = .
Nadalje ¢emo pokazati jedinstvenost brojeva ag,ai,as,... Ako promotrimo izraz
a = [ag,a1,az,...] = ao+m, mozemo zakljuéiti kako je 0 < av—ag < 1. Dakle,
ap = |a] te je time jedinstven. Time slijedi da je i [ay,as,...] = a1 jedinstveno

1

as,as,...

odreden s a. Nadalje, promotrimo li sada ay = a; + [ ] slicno zakljucujemo
da je a; = |a] i jedinstvenost broja a; > 1. Analogno bi se pokazala jedinstvenost

ostalih a;. 0

Primjenom Teorema 2 i vrijednosti p, i ¢, slijedi da je limes niza (%) jednak
broju ¢, tj.

. D R P : F,
¢=lim = = lim = = lim —*.
n—o0 (I n— 00 Fn+1 n—o0 [y 1

. . . N F,_
Slicno se moZze pokazati da vrijedi i lim, ;. —+ = i
Iz dokaza Teorema 2 vidimo kako vrijednost zlatnoga reza mozemo aproksimirati

: : : i F, ; :
njegovim konvergentama, odnosno nejednakoséu ‘qﬁ — F—ﬁ & F21 . Medutim, pri-

n n+1

mjetimo kako parcijalne kvocijente a; ¢ine samo jedinice, pa je ¢ iracionalan broj koji
najsporije konvergira od svih ostalih iracionalnih brojeva, tj. ovaj broj je najteze
aproksimirati nekim racionalnim brojem. Upravo zbog toga ¢ je poznat kao najira-
cionalniji broj. Idu¢i teorem dat ¢e nam joS bolju aproksimaciju za broj ¢.
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Teorem 3 (Hurwitz,vidjeti [1, Teorem 8.9]). Za svaki o € 1 postoji beskonacno
mmnogo razlicitih racionalnih brojeva § takvih da je

1
NG

Tvrdnja ne vrijedi ako se /5 zamijeni s bilo kojom konstantom ¢ > /5.

a_2\<
q

(5)

Hurwitzov teorem tvrdi kako je nejednakost najbolja moguéa uz konstantu /5.
Dokaz ovoga teorema moze se pronaci u [1].

Kako bismo izracunali zeljeni Fibonaccijev broj, potrebno je izracunati sve pret-
hodne ¢lanove niza Sto usporava vrijeme izracuna. Stoga, nam je pozeljna formula
koja bi nam direktno dala vrijednost trazenog Fibonaccijevog broja. Francuski ma-
tematicar Jacques-Philippe Marie Binet je 1843. godine objavio takvu formulu za
direktni izracun pojedinog n-tog Fibonaccijevog broja bez koriStenja prethodnih
vrijednosti Fibonaccijevih brojeva koristeci zlatni rez:

(o ()
(59 -(59)

Dokaz. Ovu formulu mozemo dokazati matematickom indukcijom.

odnosno

0 0
(B) Zan:()imamoFo:L(<M> —(%))z%(l—l)zO,azanzl

NG 2 V5
dobivamo F; = % (% — %) — 4

(P) Pretpostavimo da formula vrijedi za prirodne brojeve n i n + 1.

(K) Pokazimo kako formula vrijedi i za prirodni broj n + 2:
L (g — (CLIYVT) 2 (g (_1>"(_1)2
ﬁ(¢ (=) ) \/5<¢¢ s) \ 7o
¢>2:_¢+1L n _ _l ! _l
= Floern-(3) (5+)
_l_

_ A (1Y L(n_(_l)”>_ _
()l () e
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OJ

Binetova formula takoder vrijedi i za negativne indekse Fibonaccijevih brojeva, tj.
zan €N,

(- ()@ -)-crste-()
=1 "B = By1:

Slicno mozemo pokazati da za Lucasove brojeve vrijedi

e (1)

1+v5Y  [(1-v5\"
n-(55) 4 (57

Primjer 1. Koristeéi Binetovu formulu izracunajmo Fig @ Lig.

odnosno

Rjesenje. Koristeci racunalo dobivamo brojeve

1 N 1 [ [1+5 10_ e
e ()= ((57) (7)) -
Ly = ¢ + <—%>m = (1 +2\/g> + (1 _2\/5> = 123.

Na temelju Binetove formule, Fibonaccijeve brojeve mozemo izraziti koriste¢i samo

C)
o+5

n
Pri koristenju Binetove formule trebamo pripaziti na Cinjenicu da je ¢ iracionalni

zlatni rez, odnosno

broj, a F), i L,, cijeli brojevi, pa se moze dogoditi pogreska prilikom zaokruzivanja.
Takoder, koriStena vrijednost od broja ¢ trebala bi imati Sto vise znacajnih znamenki
kako bi formula bila preciznija za velike n. 1z ovih razloga u praksi se koriste i formule
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Zbog jednostavnosti racunanja cesto se koristi

1
P% ::___¢n,
L,

=",

=

s obzirom da za veliki n izraz é u formulama (6) i (7) konvergira prema 0.
Primjer 2. Izracunajmo Fso 1 Lsg.

Rjesenje. Koristenjem racunala lako dobivamo

1 o5 1 (1445
%‘ﬁ¢‘ﬁ<z

50
14+/5
Lsp = ¢ = ( +2f> — 28143753123.

50
1
) = 12586269025,

Koristenjem Binetove formule (6), mozemo pokazati da niz omjera susjednih Fi-
bonaccijevih brojeva konvergira prema broju ¢ Sto smo dokazali ranije. Medutim,
mozemo pokazati da i niz omjera susjednih Lucasovih brojeva takoder konvergira

prema ¢:
1 1 n+1
Dy e T (‘a) o+ ()" e
lim = lim — = lim T = ¢,
n—oo L, n—00 o+ <_é> n—oo 14 <_1)n¢2_n

jer je 'i‘ < 1, pa lim, ﬁ = (. Slicnim postupkom moZemo pokazati da vrijedi

i limy, o0 =% = ¢* za neki k € N,
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4 Geometrija zlatnoga reza

Zlatni rez ima istaknuto mjesto u geometriji s obzirom da se geometrijska tijela
koja su odredena ovim omjerom se smatraju najugodnija ljudskom oku. U ovom
poglavlju upoznat ¢emo se s nekim vaznim zlatnim likovima te ih ukratko analizirati
i otkriti nekoliko zanimljivih povezanosti s brojem ¢. ViSe primjera zlatnih likova
moze se pronadi u [5]. Konstrukcije odabranih zlatnih likova izradene su u programu
GeoGebra.

4.1 Zlatni kut

Poznati kut u prirodi izrazen u terminima zlatnoga reza naziva se zlatni kut.
[zracunajmo njegovu vrijednost uz pomo¢ kruznice.
Podijelimo kruznicu na dva kruzna luka = i y, kao na Slici 2, koja se odnose u
omjeru zlatnoga reza ¢. Sredisnji kut nad manjim kruznim lukom y je zlatni kut
kojeg oznac¢imo s 3. S obzirom da se kruzni lukovi x i y odnose u omjeru zlatnoga
reza, imamo

Yy %
onda znamo da se oba sredisnja kuta nad tim lukovima takoder odnose u omjeru
zlatnoga reza, tj. vrijedi

o _atp_ 3000
8 a a
Stoga slijedi da je o = 3% ~ 222.5°, a 8 = 360° — a ~ 137.5°.

¢

y

Slika 2: Zlatni kut
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4.2 Zlatni pravokutnik

Zlatni pravokutnik je pravokutnik ¢ije se stranice odnose u omjeru zlatnoga
reza te se Cesto moze pronac¢i u umjetnosti. Pogledajmo jedan takav pravokutnik
stranice duljine w i visine v za koji vrijedi

u—+v
U

=¢. (8)

u
()

Neka je u = a + b i v = a, zbog daljnjeg analiziranja.

Slika 3: Zlatni pravokutnik

Kako vrijedi (8) slijedi da je § = ¢. Pogledajmo kako se odnose duljine stranica s
duljinom dijagonala u ovom pravokutniku. Duljinu dijagonale d mozemo odrediti iz
pravokutnog trokuta AACD koriStenjem Pitagorina teorema. Dobivamo:

d? = (a+b)® + a® = 2a* + 2ab + b,

¢ _(a+bP+a® a> ¢+

@02 (a+b?  (arbE @
2 2b b 3 2
?:2+_+__2+¢+?_2+2<¢_1>+2(¢_1)2:¢2+1'

Dakle, omjer duljina dijagonala i duljina stranica je d : (a+b) : a = \/QT ¢:1.
Ako bismo tom pravokutniku “odrezali” kvadrat AEF' D ¢ija je stranica duljine a
kao na Slici 3, ostao bi nam pravokutnik EBC'F' koji je takoder zlatni pravokutnik
jer za njegove stranice vrijedi 3 = ¢. Mozemo uociti kako je taj pravokutnik slican
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pocetnom pravokutniku te su duljine stranica umanjene za faktor ¢.
Omjer povrSina ta dva pravokutnika iznosi

Pagep _a(a+b) _Cl+b%j¢ a+b_¢2

PEBCF Clb b g

Nastavimo li proces podjele sa novim pravokutnikom, dobivali bismo sve manje i
manje zlatne pravokutnike. Te podjele mozemo raditi u smjeru kazaljke na satu kao
na Slici 4. Vidimo da bi niz zlatnih pravokutnika konvergirao k sjecistu dijagonala
d i e koje te dijagonale dijeli u omjeru zlatnoga reza.

Slika 4: Niz zlatnih pravokutnika

4.3 Zlatna spirala

Zlatna spirala je zapravo specijalan slucaj logaritamske spirale. Radijus logari-
tamske spirale iskazan u polarnim koordinatama (r, #) iznosi

r(0) = ae®?,

pri ¢emu su a, b pozitivni realni brojevi, a § mjera kuta koji radijus zatvara s osi x.
Stoga radijus ove spirale raste eksponencijalno s kutom 6. Za svaku logaritamsku
spiralu vrijedi da svaka njena tangenta zatvara jednak kut s radijusom spirale 7.

Radijus zlatne spirale raste s obzirom na ¢ za svako povecanje kuta 6 za 7, pa glasi
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Ako bismo sredisnju tocku spirale stavili u sjeciste dijagonala zlatnoga pravokutnika
i a odredimo tako da spirala prolazi nasuprotnim vrhovima kvadrata, dobit ¢emo
upisanu zlatnu spiralu u zlatni pravokutnik kao na Slici 5.

A

Slika 5: Zlatna spirala, [5], Figure 4-28

Ukoliko bismo u kvadrate upisali cetvrtine kruznica koje bi povezivale nasprotne
vrhove tih kvadrata kao na Slici 6, dobili bismo spiralu koja konvergira u zlatnu
spiralu. Pravci na kojima leze stranice zlatnog pravokutnika su tangente ove aprok-
simacijske spirale, ali ne i zlatne spirale jer svaka stranica sijece zlatnu spiralu u
dvije tocke.

Slika 6: Zlatna spirala i aproksimacija, [5], Figure 4-27
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4.4 Zlatni trokut

Jednakokracni trokut AABC' ¢iji je kut nasprot osnovice jednak 36° i kutovi
uz osnovicu 72° povezat ¢emo s brojem ¢.
Ukoliko iz kuta ZAC'B povucemo simetralu, kao na Slici 7, dobivamo dva zlatna

Slika 7: Zlatni trokut

trokuta ACDB i AACD. Trokut ACDB je slican AABC, pa zbog slicnosti vrijedi

a_¢
c b
s
b+c ¢
c _B_¢7 (9)

pa je AB podijeljena zapravo u omjeru zlatnoga reza. Takoder, vidimo da omjer
duljine osnovice i kraka trokuta AABC iznosi 1 : ¢, a vrijedi i za duljinu kraka i
osnovice trokuta ACDB. Za trokut AACD s tupim vrsnim kutom, je omjer duljine
osnovice i kraka jednak ¢ : 1. Za razmatranje stranica, najprije ¢emo izraziti stranice
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a i ¢ koristedi stranicu b. Iz (9) slijedi da je

c = ¢b,
a=¢c=¢*b= (¢ + 1)b.

Kada bismo izrazili a i b pomoc¢u ¢, imamo

a = g, (10)
1
b= —c.
¢
Ako bismo preostale stranice izrazili koristenjem a, tada bi vrijedilo
1
c= —a,
¢
1 1
b= =g =—,
¢ ¢

pa vidimo da su odnosi medu stranicama opisani pomoc¢u broja ¢. Kada bismo iz
sva ova tri zlatna kuta povukli visinu iz vrha vrsnoga kuta, dobili bismo razlicite
pravokutne trokute. Ako na te pravokutne trokute primijenimo Pitagorin poucak
i trigonometrijske formule, dobivamo zanimljive veze trigonometrijskih vrijednosti
kutova zlatnih trokuta i vrijednosti zlatnoga reza ¢:

1
in18° = cos72° = —
sin cos 2%’
VR +1
sin 36° = cos h4° = &,
2¢

sin 54° = cos 36° =

Tl\zﬂ
—_

2
§in72° — cos18° = YO+ 1

?

-
SN
]
s

tg18° =ctg72° = X —
& o5 3p+1"°

2
tg 36° = ctg 54° = Lﬁ(;
¢

—_

2 )
2
tg 54° = ctg 36° = ———n,
g g po

tg 72° = ctg 18° = d/ % + 1,
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koje ¢emo iskoristiti za izracun povrSine ova tri zlatna trokuta. Koristit ¢emo for-
mulu

1
P = —absin
2a e

pri ¢emu su a i b stranice promatranog trokuta, a v veli¢cina kuta izmedu stranica a

i b. Dobivamo:

1 1 1 ,v/?*+1
Ppape = |AB||AC|siny = =a”sin 36° = —GQL7 (11)
2 2 2 26
1 1 1 241
Papep = §|BC||CD| sin 8 = 502 sin 36° = 502(2—5_, (12)
1 | 1 1 oy /0?+1
Pnracp = §|AD||C'D| sind = 502 sin 108° = 5022 sin 54° cos 54° = 502%.
(13)

Medusobni omjeri ovih povrsina iznose:

2V P*+1
Prape 3% "2 a_2 (10) ¢*c e
Papep 1 9V/*+1 2 c2 ’
¥
]
?¥Y— @ ag $*SE

21 c2d cp

N [—=

j

|

T

N

Phrapce

¢,

:

PAACD

c2

N[ =

ﬁw

2
2 +1
Papop 3¢ 25
= = ¢,

N =

3

Pracp 1 .0y/#+1
& 2

|

0odnosno Paacp : Papep i Paape =1 é L .

Uoc¢imo jos jednu zanimljivost zlatnih trokuta. Komentirali smo da zlatni pravokut-
nik mozemo dijeliti na sve manje i manje zlatne pravokutnike. To svojstvo ima i
zlatni trokut. Kada bismo u zlatnom trokutu ACDB povukli simetralu iz vrsnoga
kuta, tada bismo ga podijelili takoder na dva zlatna trokuta, jedan sa Siljastim
vrsnim kutom kao i ACDB i jedan s tupim vrsnim kutom. Ako bismo nastavili taj
postupak, dobili bismo niz sve manjih i manjih zlatnih trokuta, Sto mozemo vidjeti
i na Slici 8.
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Slika 8: Niz zlatnih trokuta

1970-ih godina britanski matematicar i fizicar Roger Penrose otkrio je kako
parovi zlatnih trokuta mogu u potpunosti aperiodi¢no popuniti dvodimenzionalni
prostor, odnosno bez prisutnosti translacijske simetrije. Primjerice, spajanjem dva
Siljasta zlatna trokuta, dobivamo romb kao na Slici 9 lijevo, dok spajanjem dva
tupa zlatna trokuta imamo romb oblika na Slici 9 desno. Tada kombiniranjem
ova dva romba mozemo poplociti prostor primjerice kao na Slici 10. ProSirivanjem
ovog poplocavanja, omjer broja pojavljivanja ovih rombova konvergira upravo prema
broju ¢. Ovo poplocenje ima veliku ulogu u promatranju kvazikristala. Detaljnije
o Penrosovom poplocenju moze se pronaci u [2].
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Slika 10: Penroseovo poplocenje, [4] figure d.

4.5 Zlatni peterokut i zlatni pentagram

Pravilni peterokut takoder spada medu zlatne likove jer se u njegovoj analizi
moze otkriti brojne povezanosti s brojem ¢. Mi ¢emo ovdje navesti samo neke
poveznice. Takav peterokut ima sve stranice, dijagonale i kutove jednake velicine.
Znamo da za unutrasnje kutove « pravilnih n — terokuta vrijedi

(n — 2)180°

Y

n

pa slijedi da je za pravilni peterokut svaki unutrasnji kut velicine 108°.

Kada bismo povukli sve dijagonale, dobili bismo “zvijezdu” poznatiju kao penta-
gram u kojem takoder pronalazimo povezanost s brojem ¢. Pentagram je bio simbol
sljedbenika Pitagore, medu kojima je bio i Hipas iz Metaponta. On je navodno
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prvi otkrio kako se omjer duljina dijagonale i stranice pravilnog peterokuta ne moze
izmjeriti te uveo koncept iracionalnih brojeva.

Slika 11: Zlatni peterokut i zlatni pentagram

Povlacenjem svih dijagonala lako mozemo uociti kako su dijagonale paralelne s na-
suprotnim stranicama te da dijagonale dijele kut na tri jednaka dijela, odnosno kut
od 108° na tri kuta velicine 36°. Stoga zlatni peterokut sadrzi zlatne trokute i to
njih cak 35 u 6 razlicitih varijacija kao u Tablici 3. Trokuti tipa 4 i 5 su sukladni,
trokuti tipa 1, 31 6 su sli¢ni kao i trokuti tipa 2 i 4. Iz zlatnih trokuta ¢ije su stra-
nice zapravo dijagonale peterokuta slijedi da je omjer duljine stranice peterokuta i
duljine dijagonale jednak 1 : ¢. Dijagonale se takoder medusobno sijeku u omjeru
zlatnoga reza.
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Tip [ Broj | Primjer
1|5 L
2 | 5 p
3 |10 %
5 5 g
6 | 5 24

Tablica 3: Zlatni trokuti u peterokutu

Povrsinu peterokuta i pentagrama mozemo izracunati koriste¢i zlatne trokute iz
Tablice 3. Ako bismo duljinu stranice peterokuta oznacili s a te koristili formule za
racunanje povrsine (11) mogli bismo izra¢unati povrsinu kao zbroj povrsina trokuta
tipa 4 i trokuta tipa 6. Dakle,

al\/$? +1 N 1¢%a®\/¢? +1

2 2 20

_ 22/ F +14¢a?/F+1 _ /P +1(2+9)
4 4 ’

Ppeterokut = 2PAtip4 i PAtipG =

Povrsinu pentagrama dobijemo kao razliku povrSine peterokuta i pet trokuta tipa 2

a’/$* +1(2+¢) 5a2\/q§2 +1

Ppentagram = L peterokut — 5PAtip 2= 4 4¢2
/P TL(S + 242 5)
— 4¢2 .

Sada mozemo izracunati omjer povrSine peterokuta i povrSinu pripadnog penta-
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grama. Imamo

a?r/¢?
Ppeterok‘ut o ¢+(2+¢) o ¢3 + 2¢2 . 4(]5 -+ 3 . ¢ e 1
Ppentagram a? \Y% ¢2+1(<Z523+2¢2_5) ¢3 + 2¢2 ) 4¢ -2 2 s
4

Vidimo da su dijagonale stvorile novi pravilni peterokut ¢iji su vrhovi zapravo
sjecista dijagonala. Kada bismo u tom novom manjem peterokutu oznacili dijago-
nale, one bi takoder kreirale jos manji pravilni peterokut. Ponavljajuci ovaj proces
u beskonacno, dobili bismo sve manje i manje pravilne peterokute.
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5 Primjena u optimizaciji

Uz pomo¢ zlatnoga reza mozemo pronaci aproksimaciju ekstrema strogo kva-
zikonveksne funkcije dijele¢i interval u omjeru zlatnoga reza na sve manje i manje
podintervale u kojima se nalazi tocka ekstrema. Metoda zlatnoga reza pokazala se
iznimno efikasnom i preciznijom naspram nekih drugih metoda jednodimenzionalne
minimizacije. Ovdje ¢emo konstruirati postupak za pronalazak aproksimacije tocke
minimuma.
Najprije se upoznajmo sa strogo kvazikonveksnim funkcijama s kojima ¢emo raditi
u ovoj metodi.

Definicija 5. Za funkciju f : C C R" — R kaZemo da je strogo kvazikonveksna na
C ako vrigeds

fAz + (1= N)y) <max{f(z), f(y)},
za svex,y €C,x#y isvako X € (0,1).

Za ovakve funkcije netemo proucavati ni derivabilnost niti neprekidnost. Lako se
moze pokazati da je tocka lokalnog minimuma strogo kvazikonveksnih funkcija de-
finiranih na nekom konveksnom skupu ujedno i tocka globalnog minimuma. Kako
je u ovom slucaju domena segment [a, b], znamo da ¢e tocka minimuma biti i tocka
globalnog minimuma.

Neka je zadana strogo kvazikonveksna funkcija f : [a,b] — R s nepoznatim global-
nim minimizatorom z*. Za pocetni segment uzmimo |ao, bo| := [a, b] te definiramo
dvije tocke y1 1 21, 11 < 21, Y1,21 € [ag,bo] U cilju odredivanja iduéeg segmenta
[a1, b1] 1 prve aproksimacije tocke globalnog minimuma x}:

Y1 = Qo 4 (1 — Oé)(bo — a()),

21 = ap+ Oé(bg — CL()),

pri ¢emu je a € (3,1). Ve¢ znamo kako bismo primjenom zlatnoga reza jediniénu

duzinu podijelili na dva dijela, jedan duljine @ ~ 0.61803, a drugi duljine 1 —

Vv5-1 _ 35 V61
2 2

~ 0.38197. Stoga bismo za vrijednost a mogli uzeti *=

3—5
5
75— 1

, pa Imamo

Y1 = ap + (bo — ao),

21 =ag+ (bo — ap).
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Ove tocke sada dijele interval [ag, bg] u omjeru zlatnoga reza

bo—ao_bo—yl 50—00_21—(10

; — !
bo — 11 1 — Qo 21 — Qo bo — 21

Za najbolji odabir novog podintervala [ay, b;] i prve aproksimacije & analizirajmo
sve moguce situacije:

1. f(y1) < f(z1): minimum ¢e se nalaziti u intervalu odredenim s a; = ag i

by = 7 te za ¥ uzimamo yy:
1 )

2. f(y1) > f(z1): minimum ¢e se nalaziti u intervalu za koji je a; = y; i by = bo,
a za rj uzimamo 2.

Dakle,

(g, By = a0, z1], ako je f(y1) < f(z1), T =1
iRl ~ f
a njegova duljina onda je dana s

= ———(by — ap).
bo — 1 :bo—ao—?)_g\/g(bo—ao) 2 (bo o)

b _{Zl—ao :ao—F@(bo—ao)—ao _\/5_1
1— a1 =

Ocjena apsolutne pogreske aproksimacije x] iznosi

2
9=l d—1
Azy = [z} — 2" < \/72 (b1 —a1) <\/7 ) (bo — ap).

Za iducu iteraciju definiramo nove tocke

3— 5
2

V5 —1

Yo = a1 + (by — a1),

Zo = a1 + (bl—CLl),

koje takoder imaju svojstvo da dijele interval u omjeru zlatnoga reza. Na temelju
tih tocaka, interval [aq, bs] 1 aproksimaciju x5 dobivamo iz

i) = | [l akoje f) < flaa),  af=u
WP bl ko Je (i) > F(z)
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Duljinu intervala i ocjenu pogreske racunamo na sljede¢i nacin:

b2_a2: Z9 — A1 :(114-\/52_1(()1—&1)—@1
bi — U2 =b1—a1—3_T\/g(b1—a1)

= \/5_1(1)1_@1): <\/5_1> (bo—a0)7

2 2

2
5-1 5—-1
Axy = |zy—x*| < \/_2 (by —az) = <\/_ ) (b1 — a1)

2
— (ﬁZ_ 1) (bo — ao).

U opcenitom slucaju, odnosno u nekoj n-toj iteraciji ove metode, definiramo tocke

3-v5
D
Vv5—1

2

Yk = Qp—1 + (bn—l - an—1)7

2k = Qp—1 + (bn—l - an—1)7

pri cemu je poznat interval [a,_1, b,—1] kojeg ove tocke dijele u omjeru zlatnoga reza.
Uz ove tocke novi podinterval [a,,, b,] i n-ta aproksimacija z* glase

= Un
= va

anby] = 4 vzl akoje fln) < f(z), @
T\ bl akode flum) > fz), @

gdje duljina intervala [a,,, b,] iznosi

bn_an:...: <\/52_1> (bo—CL()).

Apsolutna pogreska n-te aproksimacije iznosi

2
5-1 5—1
Am:¢ﬁ—xﬂ§V; (m4—m%ﬁ=<J_ )(ma—%a)

2
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i konvergira prema 0 za n — +4oo. Niz razlika 21 — y1,20 — Yo, -+ -, 26 — Yny - - -
takoder ¢e konvergirati k 0. Dakle, ovom metodom mozemo ostvariti proizvoljnu

tocnost aproksimacije. Koraci metode mogu se pronaci i u Algoritmu 1.

Input : funkcija f, a, b, 6 >0

Output: z*

n < 0;

while b —a > 6 do
m4—m-+ 1

U <—a—|—%(b—a>;
2z <—a—|—@(b—a};
if f(y1) < f(z1) then
b+ z;
T* 4 Y1
else
a < Yi;
’ T* — 21
end

end
Algoritam 1: Metoda zlatnoga reza

Razmotrimo sada koliko iteracija ove metode je potrebno napraviti da bi duljina
intervala [ay,, b,] bila manja od proizvoljnog realnog broja 6 > 0, odnosno da bismo
odredili aproksimaciju x* s totnoscu ¢:

mﬂhzbﬂ_v(%—m<5

2
nm%24+mwwm@<m5
nln \/52_ : <Ind —In(by — ap)
. Ind —In(bg — ap)

Jn ¥5-1 7

2

odnosno najmanje

N = lné—ln(bg—ao) _1
e
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Primjer 3. Odredimo prve cetiri aproksimacije tocke minimuma za funkciju f :
[0,2] = R, f(z) = |2z — 1| + 3 te odredimo i ocijenimo pogresku dobivene aproksi-
macije. Nadalje, odredimo koliko je koraka metode potrebno za toc¢nost 0.01.

Rjesenje. Dobivene rezultate zaokruzene na pet decimalnih mjesta naveli smo u
Tablici 4.

n Qn bn Yn Zn f(yn> f(Zn) l’;

0 0 2 0.76394 | 1.23606 | 3.52788 | 4.47212 | 0.76394
1 0 1.23606 | 0.47214 | 0.76392 | 3.05572 | 3.52784 | 0.47214
2 0 0.76392 | 0.29179 | 0.47213 | 3.41642 | 3.05574 | 0.47213
3 10.29179 | 0.76392 | 0.47213 | 0.58358 | 3.05573 | 3.16717 | 0.47213
4 10.29179 | 0.58358 | 0.40325 | 0.47213 | 3.1935 | 3.05574 | 0.47213

Iz funkcije vidimo da je tocka minimuma jednaka 0.5, pa je apsolutna pogreska

Tablica 4: Prvih nekoliko iteracija metode zlatnoga reza

te ocjena pogreske iznosi

|z* — 24| > (

|z* — x4| = 0.02787

V5 —
2

1

Za tocnost 0.01, potrebno nam je minimalno

) (2 —0) = 0.18033.

. {lno.m —In(2-0)
=

—11 = 1l

iteracija algoritma kako bismo dobili Sto precizniju aproksimaciju.

Uocimo kako u ovoj metodi ne treba u svakom koraku racunati obje tocke y,, i
Zn, Ve¢ samo jednu ovisno o ispunjenim uvjetima, Sto smanjuje potrebno racunanje
u algoritmu.



31

6 Zanimljive pojave i primjene

Zlatni rez pojavljuje se u svijetu oko nas, ali i izvan nase planete. Svoju veliku
primjenu ima u umjetnosti s obzirom da je ovaj omjer ocarao brojne slikare, arhitekte
i kipare. Izrazen je i u odnosima u prirodi, gradi biljaka, Zivotinja i ljudi te se
cak krije i u najsitnijim detaljima. Navest ¢emo neke zanimljive primjere pojave i
primjene zlatnog reza u prirodi, svemiru i umjetnosti koji ¢e potvrditi da je zlatni
rez prisutan svugdje oko nas i predstavlja teznju ka skladu.

6.1 Priroda i ¢ovjek

Priroda je prepuna primjera zlatnoga reza. NajceS¢u pojavu u prirodi ima
zlatna spirala koja je prisutna u mnogim biljkama. Ako razmotrimo ceser, vidimo
na Slici 12 da ima 8 spirala u smjeru kazaljke na satu i 13 u smjeru suprotnom od
kazaljke na satu, a takoder znamo kako su 8 i 13 susjedni Fibonaccijevi brojevi.
Slicno mozemo primijetiti kod suncokreta koji ima 55 spiralnih redova u smjeru ka-
zaljke na satu i 34 u suprotnom smjeru. Nova sjemenka suncokreta naraste dalje od
prethodne upravo za zlatni kut. Zlatni kut takoder odreduje polozaj nove latice u
odnosu na prethodnu u cvjetovima te polozaj listova na stabljici kako bi Sto bolje
primali svjetlost.

Pojavu pentagrama mozemo vidjeti u cvjetovima s pet latica te u voc¢u i povréu.
Primjerice, ako bismo jabuku prerezali na pola kao na Slici 13, mogli bismo uociti da
raspored sjemenaka ¢ini formaciju pentagrama. U zZivotinjskom svijetu, zvjezdace
su takoder primjer pentagrama.

Zlatni rez je prisutan u gradi mnogih zivotinja npr. dupini, leptiri, ose, ptice,
macke i mnoge druge zivotinje, no prisutan je cak i u gradi covjeka. Nase kosti od-
nose se u omjeru zlatnoga reza $to mozemo uociti iz odnosa podlaktice naspram Sake
i naspram prstiju. Uho u ranom razdoblju nasSeg zivota prati oblik zlatne spirale.
Polozaj srca u naSem tijelu naginje k lijevoj strani prsnoga kosa, upravo dijeleé¢i uda-
ljenost od desne i lijeve strane u omjeru zlatnoga reza. Zlatni rez moze se pronaci u
najmanjim nasim strukurama, primjerice u gradi DNK-a.
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Slika 12: Spiralni redovi CeSera i suncokreta, [4]

Slika 13: Sjemenke jabuke u pentagramu, [4]

6.2 Svemir

Utjecaj zlatnoga reza prisutan je ¢ak i izvan naSeg planeta. Vecina galaksija,
kao i nasa Mlijecna staza, su spiralnog karaktera. To su plosnate galaksije koje se
sastoje od diska u kojem se nalazi jezgra i spiralnih krakova koji su zapravo oblika
zlatne spirale. Mnogi znanstvenici otkrili su da se broj ¢ pojavljuje i u formulama
za opisivanje svojstava crnih rupa. U naSem solarnom sustavu, zlatni rez moze se
iskoristiti za opisivanje odnosa dimenzija izmedu Zemlje i Mjeseca. Njihovi radijusi
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na temelju NASA-inih podatka iznose:

Zemlja: r1 = 6371 km
Mjesec: re = 1737.40 km.

Oznacimo radijus, koji povezuje srediste Zemlje s najistocnijom tockom Zemlje, kao
stranicu trokuta koju ¢emo usporedivati s ostalima. Zamislimo li da se Mjesec
nalazi tocno iznad Zemlje kao na Slici 14, mozemo povuéi duzinu koja je odredena
tockom sredista Mjeseca i tockom sredista Zemlje. Ova duzina predstavljat ¢e nam
drugu katetu pravokutnog trokuta ¢ija je duljina zbroj radijusa. Odnos kateta ovog
pravokutnog trokuta je

6371+ 1737.40 ~ 8108.40

— =1.27202 =~ 1
6371 6371 - \/$

Iz Pitagorinog teorema slijedi da je duljina hipotenuze jednaka 10311.92 km te se
odnosi prema pocetnoj kateti u omjeru ¢ : 1. Pravokutni trokut ¢ije su katete i
hipotenuza u omjeru 1 : 1/ : ¢ poznat je kao Keplerov trokut.

Slika 14: Keplerov trokut za usporedbu dimenzija Zemlje i Mjeseca, [4]

Zlatni rez pojavljuje se i u odnosu Zemlje s njenim najblizim susjednim planetom
Venerom. Za vrijeme 13 obilazaka Venere oko Sunca, Zemlja napravi 8 oblizaka.
Brojevi 13 i 8 pripadaju Fibonaccijevom nizu i njihov omjer je priblizno jednak ¢.

6.3 Umjetnost

Covjekova teznja k savrsenstvu realizira se i u umjetnickim granama, primjerice
u arhitekturi, slikarstvu, kiparstvu i glazbi. Umjetnici su oduvijek nastojali izraditi
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skladna dijela, pa je zlatni rez pronasao svoje mjesto i u slavnim umjetnickim djelima
u povijesti te i u danasnjoj umjetnosti.

U arhitekturi zlatni rez moze se pronaci jos u egipatskoj povijesti, primjerice
u slavnoj Keopsovoj piramidi. Ona je najstarija i najveca piramida u Gizi koja je
jedino preostalo svjetsko ¢udo antike. Za jednostavnije opisivanje veze izmedu vi-
sine i duljine cetiri brida baze piramide iskoristit ¢emo Keplerov trokut sa duljinama
stranica 1, /¢ i ¢ kao na Slici 15. Takva piramida imat ¢e duljinu brida baze 2 i
visinu v/2. Omjer visine piramide i sirine ove piramide je 0.636. Keopsova piramida
je visine 146.59 m i Sirine baze 230.33 m te je omjer ovih dimenzija takoder 0.636.
Vidimo da se Keplerov trokut moze iskoristiti za opisivanje ove piramide, no nije
poznato je li zlatni rez bio temeljni element ideje njene izgradnje.

Slika 15: Keopsova piramida, [4]

Zlatni rez bio je cesti element anticke grcke arhitekute, pa se pojavljuje i u poz-
natom antickom hramu Partenonu posvec¢en bozici Ateni. Iako je Partenon danas
djelomi¢no urusen, moze se pretpostaviti kako je procelje zadovoljilo zlatni pravokut-
nik. Krov s gredom u pribliznom je omjeru zlatnoga reza s visinom hrama (stupovi
i postolje) kao i triglifi i reljefi (metope) na frizu $to mozemo vidjeti i na Slici 16.
Jedan od arhitekata Partenona bio je kipar i arhitekt Fidije te se smatra da se zlatni
rez zapravo oznacava sa ¢ zbog prvog slova njegova imena.

Ovaj omjer dominira takoder u gotici i renesansi. Goticke katedrale tezile su
skladu i ljepoti kako bi se odrazilo §to ve¢e poStovanje Bogu i vjeri. Najpoznatiji
primjer zlatnoga reza u gotici je procelje katedrale Norte Dame (Slika 17). Osim u
Europi, primjena se moze pronaci i u isto¢noj kulturi, primjerice na Taj Mahalu.

Ni moderna arhitektura nije izostavila ovaj omjer Sto mozemo uociti na zgradi
Ujedinjenih naroda (Slika 18). Sirina zgrade je u omjeru zlatnoga reza sa svakih
deset katova zgrade, a i sami prozori izradeni su u skladu s ovim omjerom.
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Slika 17: Katedrala Norte Dame, [4]
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Slika 18: Zgrada UN-a, [4]

U slikarstvu, zlatni rez bio je najviSe zastupljen u renesansi i omiljen medu velikim
slikarima toga razdoblja kao Leonardo da Vinci, Piero della Francesca, Botticelli,
Rafael i Michelangelo. Brojne njihove slike sadrze ovaj omjer i zlatne pravokutnike.
Primjerice, na Rafaelovoj slici Atenska Skola mozemo uociti da se zlatni rez iskoristio
u kompoziciji, polozajima likova te ¢ak i u detaljima (Slika 19).

Slika 19: Rafael: Atenska skola, [4]
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Zlatni rez moze se otkriti i u modernom slikarstvu, pa navedimo nekoliko primjera.
Francuski slikar impresionizma Georges Seurat poznat je po koristenju zlatnoga reza
u svojim djelima. Kupaci kod Asnieresa (Slika 20) je jedna od najpoznatijih njego-
vih slika koja je kompozicijski ostvarena koristenjem zlatnih pravokutnika.

Slika 20: Seurat: Kupaci kod Asnieresa, [4]

Dimenzije slike Salvadora Dalfja Posljednja vecera (Slika 21) ve¢ su u omjeru zlat-
noga reza, no moze se uociti i dodekaedar koji je omeden pravilnim peterokutima.

Takoder, odnos stola i cjeline opisan je zlatnim rezom.

Slika 21: Dali: Posljednja vecera, [7]

Vise primjera ovoga omjera u umjetnosti moze se pogledati u [3, 4].
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Sazetak

Omjer dva razlic¢ita broja jednak je zlatnom rezu ako je omjer veceg broja prema
manjem jednak omjeru njihove sume i ve¢eg broja. Zlatni rez je iracionalan broj koji
iznosi ¢ = % te je usko vezan uz Fibonaccijeve brojeve. U geometriji su poznati
brojni geometrijski likovi koji su odredeni ovim omjerom od kojih su neki navedeni u
ovom radu. Metoda zlatnoga reza jedna je od ucinkovitih optimizacijskih metodi za
pronalazak tocke ekstrema strogo kvazikonveksnih funkcija definiranih na intervalu.
Broj ¢ jedan je od najpoznatijih brojeva u povijesti koji se moze pronaci u prirodi,
covjeku, svemiru, umjetnosti, itd.

Kljucne rijeci

zlatni rez, Fibonaccijevi brojevi, zlatni pravokutnik, zlatna spirala, zlatni tro-
kut, metoda zlatnoga reza
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The golden ratio and its applications

Summary

The ratio of two different numbers is equal to the golden ratio if the ratio of
the larger number to the smaller number is equal to the ratio of their sum to the
larger number. The golden ratio is an irrational number that is equal to ¢ = 14’2—‘/5
and is closely related to Fibonacci numbers. In geometry, there are many geometric
figures that are determined by this ratio some of which are specified in this thesis.
The golden section search method is one of the effective optimization methods for
finding the extreme point of strictly quasiconvex functions defined on an interval.
The number ¢ is one of the most famous numbers in history that can be found in

nature, people, space, art, etc.

Keywords

golden ratio, Fibonacci numbers, golden rectangle, golden spiral, golden trian-
gle, golden section search method
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