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Uvod

Glavna tema ovog diplomskog rada su primitivni korijeni. Da bismo definirali primitivne
korijene, u prvom ¢emo poglavlju uvesti neke osnovne definicije i teoreme koji su nam po-
trebni kao Sto su reducirani sustav ostataka modulo n, red broja modulo n, Eulerov teorem,
Mali Fermatov teorem.

Na pocetku drugog poglavlja uvest ¢emo trazenu definiciju primitivnih korijena te osnovne
tvrdnje vezane za primitivne korijene poput broj primitivnih korijena modulo n u reducira-
nom sustavu ostataka. Navest ¢emo i osnovne primjere za vazne tvrdnje.

U prvom potpoglavlju drugog poglavlja bavimo se primitivnim korijenima prostih brojeva.
Ovdje ¢éemo navesti Lagrangeov teorem koji nam kaze koliko najvise rjesenja ima kongruen-
cija oblika f(z) = 0 (mod p) ako su prethodno zadovoljene pretpostavke teorema. Teorem
¢emo potkrijepiti primjerom. Navest ¢emo jos nekoliko tvrdnji vezanih za primitivne korijene
prostih brojeva.

U sljedeéem potpoglavlju bavit ¢emo se egzistencijom primitivnih korijena. Trazit ¢emo sve
prirodne brojeve za koje postoje primitivni korijeni. Neke od tvrdnji potkrijepit éemo i pri-
mjerom.

U sljede¢em poglavlju razmotrit ¢emo u kojim sve slu¢ajevima mozemo primijeniti primi-
tivne korijene. U prvom potpoglavlju ovog poglavlja uvest ¢emo definiciju i vazan teorem
vezan za indeks prirodnog broja u odnosu na primitivni korijen modulo n. Sljedeée ¢emo uz
pomo¢ indeksa rijesiti neke polinomijalne i eksponencijalne kongruencije. Nadalje ¢emo se
upoznati s nekim testovima prostosti (kao Sto je Lucasov test prostosti), a to su algoritmi s
kojima mozemo provjeriti je li dani broj prost.

U posljednjem poglavlju ovoga rada bavimo se univerzalim eksponentima. Upoznat ¢emo se
i s najmanjim univerzalnim eksponentima prirodnih brojeva te ¢emo navesti i vaznu tvrdnju
vezanu za minimalne univerzalne eksponente. Na kraju ¢emo se jos upoznati s Carmicha-
elovim brojevima. Naéi éemo najmanji Carmichaelov broj te dokazati neke vazne teoreme

vezane uz spomenute brojeve.



1 Red broja modulo n

U ovom ¢éemo poglavlju navesti neke vazne teoreme i definicije koji ¢e nam trebati u
daljnjem dijelu rada. Za pocetak ¢emo uvesti definicije potpunog i reduciranog sustava

ostataka moduo n i navesti primjer.

Definicija 1. Neka je n € N. Skup S = {x1, o, ...,2,} nazivamo potpun sustav ostataka

modulo n ako
VyeZ,I z;, € S:y=x; (modn).

Drugim rije¢ima, potpun sustav ostataka modulo n dobivamo tako da iz svake klase
ekvivalencije modulo n uzmemo po jedan ¢lan. Jasno je kako postoji beskona¢no mnoogo

potpunih sustava ostataka modulo n.

Definicija 2. Reducirani sustav ostataka modulo n je skup S = {ay,aq, ..., ar} sa svojstvom:
VoeZ,(bn)=1,F a; € S:b=aqa; (mod n).

Dakle, iz potpunog sustava ostataka modulo n izbacimo one elemente koji nisu relativno
prosti s n. Primjer jednog reduciranog sustava ostataka modulo n je skup svih b € {1,2,...,n}

za koje vrijedi da su relativno prosti s brojem n.

Primjer 1. Neka je n = 5. Jedan potpun sustav ostataka modulo 5 je {1,2,3,4,5}. Redu-

cirani sustav ostataka modulo 5 je {1,2,3,4}.

Za sve reducirane sustave ostataka modulo n vrijedi da imaju isti broj elemenata kojeg
oznacavamo s ¢(n). Tako definiranu fuknciju ¢ : N — N nazivamo Fulerova funkcija. Stoga,
mozemo reéi kako ¢(n) predstavlja broj brojeva u nizu 1,2, ...,n koji su relativno prosti s
n.

Prema tome, ako je
U,={a€eN:1<a<n,(a,n) =1},
tada funkciju ¢ : N — N definiranu s
p(n) = #Un

zovemo Eulerova funkcija.

Iz definicije vidimo kako vrijedi sljedece:

e p(n) <n—1,Yn>1,

° p(1) =1,

e ako je (m,n) =1, tada je p(m - n) = o(m) - p(n),

e ako je p prost, tada za Eulerovu funkciju vrijedi ¢(p) = p — 1.



Teorem 1. Neka skup {b1,bs, ... by} Cini reducirani sustav ostataka modulo n i neka je
(b,n) = 1. Tada je i skup S = {bby,bbs, ..., bbyn)} takoder reducirani sustav ostataka modulo

n.
Uod¢imo kako prethodni teorem vrijedi i kad imamo potpun sustav ostataka modulo n.

Propozicija 1. Ako je p prost broj i k neki prirodan broj, onda je

=p* D (p-1).

Dokaz. Kako bismo dokazali ovu propoziciju, potrebno je pronaéi broj svih elemenata u

(") = p* — pt

reduciranom sustavu ostataka modulo p*, odnosno broj brojeva u skupu S = {1,2,...,p"}
za koje vrijedi da su relativno prosti s p¥. Vrijedi:

a€Z (a,p)=1 < (a,p)=1.
Dakle, iz skupa S treba iskljuciti sve visekratnike broja p, odnosno brojeve m-p sa svojstvom:
p<m-p<pt=>1<m<phh
Dakle, imamo p*~1) izbora za m pa je p(p*) = p* — pF=1) = pt=D(p — 1) O
Sljedeéi teorem koji navodimo posljedica je multiplikativnosti Eulerove funkcije.

Teorem 2. Ako je n € N oblika n = p{* ---py*, pri éemu su p1, ..., px prosti brojevi, onda
k

. 1

je p(n) :n-H <1—;).

Posljedica prethodnog teorema je sljedeci korolar.

k k
Korolar 1. Ako jen = Hp,-api, tada je p(n) = Hpiapi_l(pi —1).

Navest ¢emo sada jedan primjer u kojem se vidi primjena prethodnog korolara.
Primjer 2. »(1000) = ¢(10-100) = ¢(5-2-2%-52) = (23-53) = 22.(2—1)-5%-(5—1) = 400.

Teorem 3 (Eulerov teorem). Ako jeb € Z in € N te ako vrijedi (b,n) = 1, tada je b*™ = 1
(mod n).

Dokaz. Neka skup S = {b1,bs,..., by} €ini reducirani sustav ostataka modulo n. Zbog
(b,n) =11 Teorema 1, skup S, = {bby,bby, ... ,bb,,} je takoder reducirani sustav ostataka

modulo n. Sada zbog definicije reduciranog sustava ostataka modulo n vrijedi:
Vbb; € Sy A b€ S:bb;j=b; (modmn), ji=1,...,0(n).
Sada primjenom svojstva kongruencija slijedi:
bby - bby - - - bby(ny = biby - - - by  (mod n)
b?™Mbiby - - - b7 = byby -+ by (mod n)

Zbog (b;,n) = 1,i = 1,...,¢(n), uzastopnim dijeljenjem s b; dobivamo b*™ = 1 (mod n).
(]



U sljede¢em korolaru navodimo jedan od vaznijih teorema teorije brojeva.

Korolar 2 (Mali Fermatov teorem). Neka je dan prost broj p i neka je a € Z. Ako vrijedi
pta, tada je a®~' =1 (mod p). Za svaki a € Z vrijedi a? = a (mod p).

Iz Eulerovog teorema slijedi ako sa n ozna¢imo prirodan broj i ako je a € Z takav da je
(a,n) = 1, tada vrijedi a*™ =1 (mod n). Dakle, barem jedan prirodni broj d zadovoljava
kongruenciju a® = 1 (mod n). Slijedom toga, postoji najmanji prirodan broj koji zadovoljava

navedenu kongruenciju.

Definicija 3. Neka je (a,n) = 1. Nagmanji prirodni broj d koji zadovoljava da je

a? =1 (mod n) nazivamo red od a modulo n.

Primjer 3. U ovom primjeru promadimo red od 2 modulo 5. Vrijed::

2! = 2 (mod 5),
22 = 4 (mod 5),
23 = 3 (mod 5),
28 = 1 (mod 5).

Buduéi da je 4 najmangi prirodan broj za kojeg vrijedi 2* = 1 (mod 5), tada je 4 red od 2
modulo 5.
Sljede¢a propozicija potrebna nam je kako bismo mogli pronaéi sva rjesenja kongruencije

a® =1 (mod n).
Propozicija 2. Ako je d red od a modulo n, onda je x € N rjesenje kongruencije
a®=1 (modn) < d|u=.

Dokaz. Pretpostavimo kako vrijedi d | z. Tada postojil € Z:x=d -1 =

a®=a® = (¢?) =1' =1 (mod n).

Pretpostavimo sada kako vrijedi a® = 1 (mod n). Zbog definicije reda znamo a? = 1 (mod n)
i d < x. Sada koristeéi Teorem o dijeljenju s ostatkom slijedi:

dgreZ:x=d-q+7r, 0<r<d

l=a*=a% =(@¥)?-a"=19-a" =a” (mod n).

Dakle, imamo: a”" =1 (mod n), gdje je r € {0,...,d — 1}. Bududi da je d red od a modulo
n te kako tada d mora biti minimalan, mora vrijeditir =0 =2 =d-q=d | . O

Posljedica prethodne propozicije je sljedeéi korolar.

Korolar 3. Ako su a,n € Z relativno prosti brojevi, pri cemu je n > 0 te ako sa d oznacimo

red od a modulo n, tada vrijedi d | p(n).

Dokaz. Bududi da vrijedi (a,n) = 1, iz Eulerovog teorema slijedi a®™ =1 (mod n). Koris-
teci prethodno navedenu propoziciju, zaklju¢ujemo kako d | ¢(n). O



Primjer 4. Pronadimo sada red od 3 modulo 19. Prije svega, uocimo da je ¢(19) = 18.
Jedini pozitivne djelitelji broja 18 su sljedeci: 1,2,4,8 1 16. Prema Korolaru 3 ovo su jedine

moguce vrijednosti za red od 3 modulo 19. Buduéi da vrijedi

3'=3 (mod19), 3*=9 (mod 19),
33=8 (mod19), 3°=7 (mod 19),
3=18 (mod 19), 3® =1 (mod 19),

zakljucujemo kako je 18 red od 3 modulo 19.
Sljedeci teorem kojeg navodimo koristit ¢emo u daljnjem dijelu ovoga rada.

Teorem 4 ([3, Theorem 8.1.]). Neka je d red od a modulo n. Ako su a in relativno prosti

cijeli brojevi pri éemu je n > 0, onda je ' = a’ (mod n) ako i samo ako vrijedi i = j

(mod d), pri éemu sui,j € Ny.

Dokaz. Prvo ¢emo pretpostaviti da vrijedi ¢ = j (mod d) i neka je 0 < j <i. Tada imamo
1t =j 4+ s-d, gdje je s neki prirodan broj. Stoga je

at =’ =al(a?)* =d’ (mod n),

jer je a® =1 (mod n).
Za drugi dio dokaza pretpostavimo kako je a® = o/ (mod n) te neka je i > j. Buduéi da je

(a,n) = 1, znamo da vrijedi i (a/,n) = 1. Navedenu kongruenciju mozemo zapisati kao
a'=ad’a"™ =d’ (mod n)
te bududi da vrijedi (a,n) = 1, slijedi
a7 =1 (mod n).

Sada, koristec¢i Propoziciju 2 dobivamo kako d | i — j $to je ekvivalentno s i = j (mod d) [



2  Primitivni korijeni

U ovom ¢e nas poglavlju za dani cijeli broj n zanimati cijeli brojevi a koji imaju red po

modulu n jednak ¢(n). Ovo je najveéi moguéi red modulo n.

Definicija 4. Ako su a,n € Z relativno prosti brojevi takvi da je n > 0 1 ako je red od a

modulo n jednak ¢(n), onda kaZemo da je a primitivni korijen modulo n.

Primjer 5. U Primjeru 3 pokazali smo kako je 4 red od 2 modulo 5. Buduci da vrijedi da
je p(5) =4, zakljucujemo da je 2 primitivni korijen modulo 5.

Sljedeéi primjer pokazuje kako nemaju svi cijeli brojevi primitivne korijene.

Primjer 6. Pokazimo kako ne postoji primitivni korijen modulo 8. Znamo kako su 1,3,5 @
7 kandidati za primitivne korijene modulo 8, odnosno svi prirodni brojevi koji su manji od
8 1 koji su relativno prosti s 8. Znamo kako za svaki modulo n vrijedi da je red od 1 wvijek
jednak 1. Stoga vrijedi i da je red od 1 modulo 8 jednak 1. Nadalje, moZe se pokazati kako je
red od 3 modulo 8 jednak 2. Takoder je 2 red brojeva 5 i 7 modulo 8. Bududi da je ¢(8) = 4,

zakljucujemo kako me postoje primitivne korijent modulo 8.
Sljedeci teorem nam pokazuje jedan od slucajeva u kojima su primitivni korijeni korisni.

Teorem 5 ([3, Theorem 8.3.]). Ako su b,n € N relativno prosti te ako za b vrijedi da je

primativnt korijen modulo n, tada je skup
{bt, 0%, ... pP™Y
reducirani sustav ostataka modulo n.

Dokaz. Zelimo pokazati da prvih ©(n) potencija primitivnog korijena b ¢ini reducirani sustav
ostataka modulo n. Da bismo to ucinili, samo trebamo pokazati kako su sve one relativno
proste s n i kako nikoje dvije nisu kongruentne modulo n.

Bududi da vrijedi (b,n) = 1, slijedi kako je (b°,n) = 1 za bilo koji prirodan broj s. Dakle,
b b2, ..., b¥™ su relativno prosti s brojem n.

Da bismo pokazali da nikoje dvije potencije primitivnog korijena b nisu kongruentne modulo

n, neka vrijedi
b=b (modn).

Prema Teoremu 4 vrijedi i = j (mod d), gdje je d red od b modulo n. Buduéi da smo rekli
da je b primitivni korijen od n, slijedi da je d = ¢(n), to jest, vrijedi i = j (mod ¢(n)).
Medutim, za 1 < i < ¢(n) i1 < j < ¢(n), kongruencija i = j (mod ¢(n)) implicira da
vrijedi ¢ = j. Dakle, r’ 2 r7 (mod n), za sve 4, j za koje je 1 < i < j < ¢(n). Time smo
pokazali da imamo reducirani sustav ostataka modulo n. O



Primjer 7. Znamo da je 2 primituni korijen modulo 9 jer vrijedi 26 = 1 (mod 9) 7 p(9) = 6.
Iz prethodnog teorema vrijedi da prvih ¢(9) = 6 potencija broja 2 ¢ini reducirani sustav

ostataka modulo 9. To su:

2! = 2 (mod9),
22 = 4 (mod 9),
23 = 8 (mod 9)
2 = 7 (mod9),
2° = 5 (mod 9),
20 = 1 (mod9).

Ako neki cijeli broj ima primitivni korijen, tada on ne mora biti jedinstven. Da bismo to

pokazali, prvo ¢emo dokazati sljedeci teorem.

Teorem 6 (|3, Theorem 8.4.]). Neka je d red od a modulo n i neka je m neki prirodan broj.
Tada je red od a™ modulo n jednak (d;‘:n).

Dokaz. Oznacimo sa s red od a™ modulo n, neka je v = (d,m). Stoga je d = dyv i m = myv,
za neke dj, m; € N koji su relativno prosti. 1z 3, Proposition 2.1.|, slijedi (d;, m;) = 1.

Buduéi da je red od a modulo n jednak d, znamo da je
(am)d1 = (am“’)t/” = (alt)m1 =1 (mod n).

Stoga, iz Propozicije 2 slijedi kako s | d;.
Nadalje, buduéi da je

(@)’ =a"™ =1 (mod m),

znamo da vrijedi d | ms. Dakle, djv | myvs, odnosno dy | mys. Buduéi da su d; i my
relativno prosti brojevi, koristeé¢i Lemu [3, Lemma 2.3.] dobivamo da d; | s.

Bududi da s | dy i d; | s, zaklju¢ujemo da je s = d; = d/v = d/(d,m) ¢ime smo dokazali
teorem. U

[z prethodnog teorema dobivamo sljedeci korolar.

Korolar 4 (|3, Corollary 8.2.]). Neka je n € N, n > 2. Ako je a primitivni korijen modulo
n, onda je a™ primitivni korijen modulo n onda i samo onda ako sum i p(n) relativno prosti

brojeuvt.

Dokaz. Oznac¢imo sa d red od a™ modulo n. Buduéi da je a primitivni korijen modulo n,

©(n) je red od @ modulo n. Iz Teorema 6 slijedi

p(n)
(m, ¢(n))
Stoga je d = ¢(n) i d je primitivni korijen modulo n ako i samo ako vrijedi da je (m, p(n)) =
I U

D=



Prethodno nas dovodi do sljedeceg teorema.

Teorem 7 (|3, Theorem 8.5.]). Ukoliko postoji primitivni korijen modulo n, tada u reduci-

ranome sustavu ostataka modulo n imamo tocno p(p(n)) primitivnih korijena modulo n.

Dokaz. Neka je a primitivni korijen modulo n. Tada iz Teorema 5 slijedi da cijeli brojevi
a,a?,...,a¥™ ¢ine reducirani sustav ostataka modulo n. Koriste¢i Korolar 4 slijedi da je a™
primitivni korijen modulo n onda i samo onda ako je (m,p(n)) = 1. U nizu 1,2,...,¢(n)
postoji tocno p(p(n)) brojeva za koje vrijedi da su relativno prosti s ¢(n). Stoga mozemo
zakljuéiti kako skup {a,a?,...,a¥™} sadrzi toéno ¢(p(n)) primitivnih korijena modulo n.

O
U sljedeéem primjeru ilustriramo prethodno navedeni teorem.

Primjer 8. Neka je n = 13. Vrlo lako se pokaZe kako je 2 primitivni korijen modulo 13.
Buduéi da 13 ima primitioni korijen, prema Teoremu 7 znamo da 13 ima ¢(p(13)) = ¢(12) =
4 primitivna koryena. Jednostavnim izracunom slijedi da su 2,6,7, © 11 primaitioni korijens
modulo 13.

2.1 Primitivni korijeni prostih brojeva

U ovom ¢emo poglavlju pokazati kako za svaki prost broj p postoji primitivni korijen
modulo p. Da bismo ovo pokazali, promatrat ¢emo polinimijalne kongruencije. Za pocetak,
neka nam f(x) predstavlja polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Ako vrijedi f(c¢) = 0

(mod n), tada za ¢ € Z kazemo da je korijen polinoma f modulo n.

Primjer 9. Pretpostavimo da nam je dan polinom f(z) = x*> + x + 1. Taj polinom ima 2

korijena modulo 7, a to sux =2 (mod 7) i x =4 (mod 7).
Sljede¢i nam teorem govori koliko najviSe rjeSenja ima polinomijalna kongruencija.

Teorem 8 (Lagrangeov teorem). Pretpostavimo da je dan prost broj p i neka je
f(z) = apz"™ + an_ 12"+ - - + ayx + ag polinom stupnja n s cjelobrojnim koeficijentima sa
svojstvom da vodeci koeficijent danog polinoma nije djeljiv s p, to jest p { a,. Tada vrijedi

da kongruencija f(x) =0 (mod p) moze imati najvise n rjesenja modulo p.

Dokaz. Kako bismo dokazali navedeni teorem, koristit ¢emo princip matematicke indukcije.
U bazi, za n = 1, dan nam je polinom f(z) = ayz + ag i uvjet p { a; . Korijen od f(z)
modulo p je rjeSenje linearne kongruencije a1z = a¢ (mod p). Kako je (a1, p) = 1 i koristeci
[3, Theorem 3.7.], ova linearna kongruencija ima to¢no jedno rjesenje, odnosno postoji to¢no
jedan korijen modulo p. Dakle, za n = 1 vrijedi tvrdnja.

Nadalje, pretpostavimo kako navedeno vrijedi za polinom stupnja n — 1 i neka nam je dan
polinom ¢ ¢iji vodeci koeficijent nije djeljiv s brojem p, stupnja n — 1. Vrijedi da tada
kongruencija g(x) = 0 (mod p) sadrzi najvise n — 1 rjeSenja modulo p.

Nadalje, neka je dan polinom f stupnja n, f(z) = a 2™ + ap_ 12"t + -+ + a1 + ag i neka



p 1 a1. Pretpostavimo sada kako polinom f sadrzi toéno n+ 1 korijena modulo p. Ti korijeni
neka su ¢g, c1, ..., Cp, ¢ # ¢;, odnosno neka svaki ¢, k = 0,1,...,n zadovoljava f(cx) =0
(mod p). Tada imamo

f() = fle) = an(@" =) +an1(a" ' —cf™) + - +a1(z — o)

— an(ﬂc — Co)(q;"—l + x”—QCO L - xcg_2 + 08—1) s
an_l(x — Co)(l‘”_Q + :U”—3CO o ey mcg—:s + 08_2) T
ai(x — ¢p)

= (z—co)g(),

gdje je g polinom s vodeéim koeficijentom a,, i stupnja n—1. Pokazimo sada dasu ¢y, co, ... ¢,
svi korijeni polinoma g modulo p. Neka je dan k& € N za koji vrijedi 1 < k < n. S obzirom
da je f(cx) = f(co) =0 (mod p), imamo

fler) = feo) = (ex = co)g(ex) =0 (mod p).

Iz |3, Corollary 2.2.] znamo da je g(c;) =0 (mod p) jer ¢, —cog £ 0 (mod p). Dakle, korijen
polinoma g modulo p je ¢;. 1z ovoga slijedi da polinom g, stupnja jednakog n — 1 i vodeéim
koeficijentom koji nije djeljiv s p, ima najvise n korijena modulo p, a $to je pak u kontradikeiji
s pretpostavkom. Stoga, mozemo zakljuciti kako polinom f moze imati najvise n korijena

modulo p. O

U sljede¢em éemo primjeru pomocéu Lagrangeovog teorema pronadi rjeSenja dane kon-

gruencije.
Primjer 10. Neka je dana sljedeca kongruencija:
224+22-3=0 (mod 5).
Za pocetak provjerimo jesu li zadovoljene sve pretpostavke Lagrangeovog teorema:
e p =15 je prost broj,
o f(x) =234 2x — 3 je polinom stupnja 3 s cjelobrojnim koeficijentima,
e vodeéi koeficijent danog polinoma nije djeljiv s p, odnosno 51 1.

Buduéi da su zadovoljene pretpostavke, Lagrangeov teorem kazZe kako ova kongruencija moZe
imati najvise 3 rjesenja modulo 5. Sva moguca rjesenja su: v = 0,1,2,3,4 (mod 5). Sada

provjeravamo za svako moguce rjesenje zadovoljava li danu kongruenciju:

z = 0 (mod5)= f(z)=-3 (mod 5)
z = 1 (modb)= f(x)=0 (mod5)
xr = 2 (modb)= f(x)=9 (mod5)
zr = 3 (modb)= f(x)=0 (mod5)
z = 4 (modb5)= f(z)=4 (mod?5).
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Lagrangeov teorem koristimo kako bismo dokazali sljedeci teorem.

Teorem 9 ([3, Theorem 8.6.]). Neka je dan prost broj p te neka je d djelitelj od p—1. Tada

polinom ¢ — 1 ima tocno d nekongruentnih korijena modulo p.

Dokaz. Neka je p —1 = de. Tada

xp—l —1 = (1‘d—1)($d(e_1)+$d(e_2)—|—"'+$e+1)
= (xd —1)g(x).

Koriste¢i Mali Fermatov teorem slijedi kako 27~! — 1 ima p — 1 korijena modulo p. Nadalje,
iz [3, Corollary 2.2.], znamo da je svaki korijen od 2P~' — 1 modulo p ili korijen od z¢ — 1
modulo p ili korijen od g(x) modulo p.

Lagrangeov teorem kaze nam kako g(z) ima najvise d(e — 1) = p — d — 1 korijena modulo p.
Buduéi da svaki korijen od 2P~! — 1 modulo p koji nije korijen od g(x) modulo p mora biti
korijen od ¢ — 1 modulo p, znamo da polinom ¢ — 1 ima najmanje (p—1) —(p—d—1) =d
korijena modulo p. S druge strane, Lagrangeov teorem kaZe nam kako polinom z¢ — 1 ima

najvise d korijena modulo p. Posljedi¢no, ¢ — 1 ima to¢no d korijena modulo p. U

Prethodni teorem koristan je za dokazivanje sljedec¢eg teorema koji nam govori koliko

cijelih brojeva ima odredeni red modulo p.

Teorem 10 (|3, Theorem 8.7.]). Ako je dan prost broj p te ako je d pozitivan djelitelj od
p—1, onda je broj medusobno nekongruentnih cijelih brojeva reda d po modulu p jednak o(d).

Sljede¢a tvrdnja koju navodimo direktna je posljedica prethodnog teorema.

Korolar 5 ([3, Corollary 8.3.]). Svaki prost broj p ima primitivni korijen. Preciznije, za
svaki prost broj p postoji tocno @(p — 1) medusobno nekongruentnih primitivnih korijena

modulo p.

Dokaz. Neka je dan prost broj p. Prema Teoremu 10 znamo kako postoji ¢(p — 1) brojeva
reda p — 1 modulo p. Buduéi da je svaki od njih, po definiciji, primitivni korijen, slijedi da
p ima (p — 1) primitivnih korijena. O

Primjer 11. U ovom primjeru odredit cemo sve medusobno nekongruentne primitivne ko-
rijene modulo 13. Prema Korolaru 5 postoji tocno (13 — 1) = ¢(12) = 4 medusobno
nekongruentna primitivna korijena modulo 13. Sljedece cemo ispitati koji su potencijalni
kandidati iz skupa {2,3,...,12} za primitivne korijene modulo 13. Kako su upravo 2 i 3
jedini prosti djelitelji od p—1 =12, tada ée a € {2,3,...,12} biti primitivan korijen modulo

13 onda 1 samo onda ako je
aP V2 =¢%£1 (mod13), a® VB =g*£1 (mod 13).

Redom provjeravamo za a € {2,3,...,12}:
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20=64#£1 (mod13), 2*=16#1 (mod 13)
odakle slijedi da je 2 primitivni korijen modulo 13.
e a=3
3¥=64=1 (mod13), 3*=81#£1 (mod 13)

1z cega slyjedi da 3 nije primitivni korijen modulo 13, a 1z toga moZemo zakljuciti da

nije ni 32 = 9.
e a=1
45 =4096=1 (mod 13), 4* =256 1 (mod 13)
odakle imamo 4 nije primitivni korijen modulo 13.
e a=>5
50 =15625#1 (mod 13), 5*=625=1 (mod 13)
12 Cega slijedi da 5 nije primitioni korijen modulo 13.
e a=20
6% = 46656 # 1 (mod 13), 6* = 1296 Z1 (mod 13)
1z cega je 6 primativne korijen modulo 13.
ea="7
7 =117649 #1 (mod 13), 7 =2401#1 (mod 13)
zakljucujemo da je 7 primitivni korijen modulo 13.
e qa=28
8% =262144 #1 (mod 13), 8 =4096 =1 (mod 13)
1z Cega slijedi da 8 nije primitivni korijen modulo 13.
e a=10
10% = 1000000 =1 (mod 13), 10* = 10000 # 1 (mod 13)
odakle dobivamo da 10 nije primitivni korijen modulo 13.
e g =11
11° =1771561 #1 (mod 13), 11* = 14641 # 1 (mod 13)
12 Cega slijedi da je 11 primitioni korijen modulo 13.

Dakle, buduci da znamo da postoje 4 medusobno nekongruentna primitivna korijena modulo
11, fosu 2,6, 7, 11.
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2.2 Egzistencija primitivnih korijena

U prethodnom smo poglavlju pokazali kako za svaki prost broj p postoji primitivni korijen
modulo p. U ovome ¢emo se poglavlju baviti trazenjem svih prirodnih brojeva koji imaju
primitivne korijene. Prvo éemo pokazati kako postoji primitivni korijen modulo p?, pri ¢emu
je p neparan prost broj. Nakon toga ¢emo to pokazati i na nesto opcenitijoj razini, odnosno,

za svaki prirodan broj k pokazat ¢emo kako postoji primitivni korijen modulo p*.

Teorem 11 (|3, Theorem 8.8.|). Ako je dan neparan prost broj p s primitivnim korijenom

r, onda je ili v ili v 4+ p primitivni korijen modulo p*.

Dokaz. Za pocetak, oznac¢imo s d red od r modulo p. Kako je r primitivni korijen modulo
p, vrijedi

d=p(p)=p—1.

Nadalje, pretpostavimo kako je n red od r modulo p?. Vrijedi

=1 (mod p?).
Jasno je da tada vrijedi i
=1 (mod p).
Kako je p — 1 red od r modulo p, iz Teorema 4 slijedi
p—1=d|n.
S druge strane, kako je n red od 7 modulo p?, prema Korolaru 3 vrijedi
n | p(p*) = plp - 1).

Buduc¢idan |p(p—1)ip—1]|n, vrijedi da je n =p—1ili n = p(p —1). Ukoliko vrijedi
da je n = p(p — 1), onda ¢e r biti primitivni korijen modulo p? jer je n = ¢(p?).

S druge strane, ako je n = p — 1, tada je
rP"' =1 (mod p?). (1)

Ozna¢imo sada s = r + p. Tada, buduéi da je s = r (mod p), mozemo zakljuciti kako
takoder vrijedi da je s primitivni korijen modulo p. Stoga je red od s modulo p? jednak ili
p—1ili p(p—1). Pokazat éemo kako red od s modulo p? nije jednak p— 1. Prema binomnom

teoremu imamo sljedece:

7= (r+p)P

—1
= "+ (p—DrP?p+ <p 5 )Tp_3p2+---+pp_1

= Pl (p—1)p- rP=2 (mod pz).
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Iz (1) slijedi:
sPr=14(p—-Dp-rP2=1—prP? (mod p?).
Iz zadnje kongruencije mozemo zakljuciti da
71 #£1  (mod p?).

Kako bismo to dokazali, primijetimo da ako je s»~! = 1 (mod p?), onda je pr*=2 = 0
(mod p?). Prethodna kongruencija implicira da je "2 = 0 (mod p), a to nije moguce
buduéi da p 1 r jer vrijedi da je r primitivni korijen modulo p. Time smo pokazali da p — 1
nije red od s modulo p?, stoga jedino §to nam je preostalo je da p(p — 1) bude red od s
modulo p?, to jest da ¢(p?) bude red od s modulo p?. Stoga zaklju¢ujemo kako je primitivni
korijen od p? jednak s = r + p.

O

Primjer 12. Neka je dan prost broj p = 5. Prvo odredimo primitivne korijen modulo 5.

Redom cemo ispitati za prirodne brojeve vece od 1. Buduci da je
22 =4 (mod 5),

slijedi kako je 2 primitivni korijen modulo 5 jer 31 # 1 (mod 5) za svaki djelitelj od p(5) = 4
koji je mangi od 4. Iz dokaza Teorema 11 slijedi da je r = 2 takoder primitivni korijen
modulo p* = 5% = 25 jer red od 2 modulo 5 poprima samo jednu od sljedece navedenih dviju
vrijednosti: ili p— 1 =4 ili p(p?) = 52 — 5 =20. No, kako je

2*=16#1 (mod 5?),
zakljucujemo da je
220 =1 (mod 5?),
odnosno r = 2 je primitivni korijen modulo 5.

Sada ¢emo pokazati kako prethodni teorem vrijedi i u opéenitijim sluc¢ajevima, odnosno

za proizvoljne potencije prostih brojeva.

Teorem 12 ([3, Theorem 8.9.|). Neka je dan neparan prost broj p. Tada za svaki prirodan
broj k postoji primitivni korijen p*. Preciznije, ukoliko je r primitivan korijen modulo p?,

tada za sve prirodne brojeve k vrijedi da je r primitivan korijen modulo p*.

Dokaz. 1z Teorema 11 znamo da ukoliko s r oznac¢imo primitivni korijen modulo p, slijedi

da je tada on i primitivni korijen modulo p?. To znaci da
rP 1 £1 (mod p?). (2)
Koriste¢i matematicku indukciju, pokazat é¢emo

PP D £ 1 (mod p¥), (3)
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za svaki k € N. U bazi indukcije, za k = 2, navedena tvrdnja vrijedi zbog (2). Pretpostavimo
kako tvrdnja 7" *®=1) £ 1 (mod p*) vrijedi za neki prirodni broj k > 1. Nadalje, buduéi
da su n i p relativno prosti brojevi, to jest (n,p) = 1, slijedi i da je (n,p*~!) = 1 pa prema
Eulerovom teoremu vrijedi

PP -1 ) — 1 (mod p*1).

Stoga, mozemo zakljuciti kako postoji prirodan broj d za kojega vrijedi
PO 1 + dpk—l7

te zbog pretpostavke nase indukcije vrijedi da p 1 d. Kada potenciramo s potencijom p obje
strane prethodne jednakosti, dobivamo sljedece

r@=DPH (1 4 dphyp
= 14 p(dpk —1)+ (g) (dpk — 1)+ -+ 4 (dp™ )P
= 1+dp* (mod**).
Buduéi da p 1 d, slijedi
r@=DP*" £ 1 (mod pFt?).

Stoga, mozemo zakljuciti da (3) vrijedi za sve prirodne brojeve k > 1.
Sada mozemo pokazati kako je r primitivni korijen modulo p*. Oznacimo s n red od r modulo

p*. Iz Propozicije 2, znamo da vrijedi n | p(p*) = pk — 1(p — 1). S druge strane, kako je

=1 (mod p"),
znamo takoder i da je
=1 (mod p).

Bududi da smo rekli da je r primitivni korijen modulo p, odnosno kako je ¢(p) = p—1 red od
r modulo p, prema Teoremu 4, znamo da p—1 = ¢(p) | n. Kako (p—1) | nin|p*t(p—1),
znamo da je n = p'(p — 1), gdje je t € Z takav da je 0 <t <k —1. Ako je n =p'(p — 1) za
t <2, tada je

P21 (Tpt(p—1)> . A — (mod p*),

a navedeno je u suprotnosti s (3). Stoga je n = p*~1(p—1) = ¢(p*) iz Eega mozemo zakljuéiti
da je r primitivni korijen modulo p*.
]

Primjer 13. Iz Primjera 12 znamo kako je r = 2 primitivni korijen modulo 5 i 5%. Stoga,
Teorem 12 kaZe nam kako je r = 2 takoder primitivni korijen modulo 5* i to vrijedi za svaki

k e N.
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Sljedece ¢emo provijeriti imamo li primitivne korijene modulo 2% za k € N. Iz prethodnih
teorema, vidimo kako postoje primitivni korijeni modulo 2 i 22 = 4 i to su, redom, 1i 3. Za

potencije vece od 2 situacija se mijenja kao Sto pokazuje sljedeci teorem.

Teorem 13 (|3, Theorem 8.10.]). Ako je dan neparan prirodan broj a i ako je k > 2 cijeli

broj, onda vrijeds
a?@)2 =g =1 (mod 2).

Dokaz. Ovaj ¢emo teorem dokazati koriste¢i matematicku indukciju. Ako je a neparan
prirodan broj, tada a mozemo zapisati kao a = 2b + 1, gdje je b € Z. Stoga,

a>=(2b+1) =40 +4b+1 =4b(b+ 1) + 1.
Kako je ili b ili b+ 1 paran broj, znamo da 8 | 4b(b + 1), odakle slijedi
a®>=1 (mod 8).

Prethodna kongruencija vrijedi za £ = 3 i to je baza nase indukcije.

Da bismo zavrsili ovu matematicku indukciju, pretpostavimo da vrijedi
a® =1 (mod 2%).
To znaci da postoji d € N za koji vrijedi
a?=1+d-2"
Ako bismo kvadrirali obje strane prethodne jednakosti, dobili bismo
a = 1+d- T 4 P2,
Iz prethodne jednakosti imamo da vrijedi
a® =1 (mod 2¢1),

¢ime smo rijesili matematicku induckiju pa samim time i teorem.

O

Iz prethodnog teorema zaklju¢ujemo kako nemamo potencije od 2, izuzev 2 i 4, a koje
imaju primitivni korijen, no uvijek postoji prirodni broj koji ima red 2¥~2 modulo 2*, a taj

red nam predstavlja najveéi moguéi red manji od p(2%) = 281,

Teorem 14 (|3, Theorem 8.11.]). Ako je k > 3 prirodni broj, onda je p(2%)/2 = 2872 red od
5 modulo 2F.

Dokaz. Ozna¢imo sa r red od 5 modulo 2¥. Prethodni teorem govori nam da je

9k—2

57" =1 (mod 2),
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za k > 3. Iz Propozicije 2 vidimo kako r | 282, Ukoliko bismo pokazali da r 1 2573, mogli

bismo zakljuciti da vrijedi
r =22

Da bismo pokazali da r { 2873, koristit ¢emo princip matematicke indukcije za k > 3 i
pokazati da je

PP 1427141 (mpd 2H)
U bazi indukcije, za k = 3, o¢ito vrijedi da je
5=1+2""1 (mod 2.
Nadalje, pretpostavit éemo kako vrijedi
577 =142 (mod 2%).
To znaci kako postoji d € N takav da je

2k—3

B =+ Y4408

Ako bismo kvadrirali obje strane prethodne jednakosti, dobili bismo
B = {1+ 212 9 + P 1yd - 28 4 (d 2R,
iz ¢ega nam slijedi
B =2 =14925 3 9% 2 =11 9% {med 251,
Time smo pokazali da
5%-1 £ 1 (mod 2¥)
za svaki k > 3, odnosno da je red od 5 modulo 2* jednak ((2%)/2. O

Sada smo pokazali da sve potencije neparnih prostih brojeva imaju primitivne korijene,
dok su jedine potencije broja 2, koje imaju primitivne korijene, 2 i 4. Sljedeé¢e utvrdujemo
koji prirodni brojevi imaju primitivne korijene. Pokazat ¢emo da su jedini prirodni brojevi
koji posjeduju primitivne korijene upravo 2p’, gdje je t € N i p neparan prost broj.

Prvo ¢emo suziti skup prirodnih brojeva koje treba razmotriti sljede¢im rezultatom.

Teorem 15 ([3, Theorem 8.12.]). Neka je n € N takav da n # p* i n # 2p*, za neki prost

broj p. Tada ne postoji primitivni korijen modulo n.

Dokaz. Pretpostavimo kako nam je dan neki prirodni broj n. Pretpostavimo da, koristeci

Osnovni teorem aritmetike, n mozemo prikazati kao

4yt t
BR=P1P5 *** Py
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pri ¢emu su py, ... py, prosti brojevi koji su medusobno razli¢iti i neka su ¢4,...%,, prirodni
brojevi.

Neka je r primitivni korijen modulo n. To znaé¢i da su r i n relativno prosti brojevi i da je
¢(n) red od r modulo n. Kako vrijedi (r,n) = 1, slijedi da su r i p relativno prosti brojevi

zat=1,...,m, to jest vrijedi (r,p') = 1. Iz Eulerovog teorema, znamo da je
r*®) =1 (mod p).

Pretpostavimo da je U najmanji zajednicki visekratnik brojeva ¢(pi), o(ph?), ..., o(pim).
Bududi da ¢(p) | U, vrijedi

V=1 (mod pl)
za1=1,2,...,m. Iz prethodno navedene kongruencije i Propozicije 2, vidimo da vrijedi
p(n) <U.

Kako je Eulerova funkcija multiplikativna, imamo

t1 1o

o(n) = p@ip7 - pir) = (@) (2) - - - p(pim).
Iz prethodnog zapisa od ¢(n) i p(n) < U, slijedi
o(p1)e@2) - plplr) <U

a to znaci kako je umnozak prirodnih brojeva manji ili jednak od njihovog najmanjeg zajed-
nickog visekratnika. Prethodno je moguée samo ukoliko su brojevi ¢(p}), o(p%), ..., o(pim)
u parovima relativno prosti.
Znamo da je p(p') = p'~1(p — 1) tako da p(p') je paran ako je p neparan ili ako je p = 2 i
t > 2. Dakle, brojevi p(pi), o(p2), ..., ¢(p'™) nisu u parovima relativno prosti osim ako je
m = 11 n je potencija prostog broja ili m = 2 i n = 2p’, pri ¢emu je p neparan prost broj
i t neki prirodni broj, ali navedeno je u kontradikciji s pretpostavkama teorema pa mozemo
zakljuciti kako ne postoji primitivni korijen modulo n.

O

Sada smo ogranic¢ili razmatranje na prirodne brojeve oblika n = 2p', za neki neparan
prost broj p i neki prirodan broj t. Sljedece ¢emo pokazati da svi takvi prirodni brojevi

imaju primitivne korijene.

Teorem 16 (|3, Theorem 8.13.]). Ako je dan neparan prost broj p i neki prirodan broj t,
onda postoji primitivni korijen modulo 2p'. Medutim, ukoliko je r primitivni korijen modulo

pt i ukoliko je
1. v neki neparan broj, onda je r primitivni korijen modulo 2p'

2. r neki paran broj, onda je r + p' primitivni korijen modulo 2p°.
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Dokaz. Ako bismo sa r oznadili primitivni korijen modulo p’, onda imamo kako vrijedi
) =1 (mod ph),

i niti jedan pozitivan eksponent manji od ¢(p') nema to svojstvo. Buduéi da je (2,p') =11i
zbog multiplikativnosti Eulerove funkcije je ¢(2p") = ©(2)p(p') = ¢(p'), slijedi

r#2) =1 (mod p).
Razlikujemo dva slucaja:
1. Ukoliko pretpostavimo da je broj r neparan, onda iz kongruencija
2 =1 (mod 2), r*®) =1 (mod p)

slijedi 7#®") = 1 (mod 2p'), odnosno vrijedi kako je ¢(2p') najmanja potencija broja
r koja je kongruentna 1 modulo 2p’. Ukoliko bismo pronasli da postoji neka manja
potencija, onda bismo i za nju mogli zaklju¢iti da je kongruentna 1 modulo p'. To
bi bilo u suprotnosti s nasom pretpostavkom kako je 7 primitivni korijen modulo p’.

Stoga, u sluc¢aju kad je r neparan broj, r je primitivni korijen modulo 2p°.
2. Ukoliko pretpostavimo da je broj r paran, onda bi r + p' bio neparan broj. Stoga,
(r+pH)?) =1 (mod 2).
Bududi da je r + p' = r (mod p'), slijedi da je
(r+pH)*@) =1 (mod p).

Prema tome, moZemo zakljuciti da je (r + p!)??") = 1 (mod 2p'), odnosno kako je
©(2p") najmanja potenacija od r +p' koja je kongruentna 1 modulo 2p’. Ukoliko bismo
nasli neku manju potenciju, ona bi takoder bila kongruentna 1 modulo p’, a to bi
bilo u kontradikciji s naom pretpostavkom kako je r primitivni korijen modulo p’.
Zaklju¢ujemo da ukoliko je r paran broj, r + p' je primitivni korijen modulo 2p.

0l

Primjer 14. U Primjeru 13 pokazali smo da je 2 primitivni korijen modulo 5%, i to vrijedi
za svaki k € N. Kako je 2 paran broj, prethodni teorem kaze da je v+ p' = 2+ 5! primitivni

korijen modulo 2 - 5', za svaki t € N. Na primger, 7 je primitivni korijen modulo 10.

Sada, prema Korolaru 5 i Teoremima 12, 15, 16, mozemo zakljuciti koji prirodni brojevi

imaju primitivni korijen.

Teorem 17 ([3, Theorem 8.14.]). Prirodni broj n ima primitivni korijen onda i samo onda
ukoliko je

n=24,p" ili 2p°,

gdje je p neki neparan prost broj i t prirodan broj.
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3 Primjena primitivnih korijena

U ovom poglavlju vidjet ¢emo kakva je korisnost primitivnih korijena, odnosno pogledat
¢emo u kojim sve slucajevima mozemo primijeniti primitivne korijene.
3.1 Indeksi

U ovom potpoglavlju demonstrirat ¢emo kako se primitivni korijeni mogu koristiti za
izvodenje modularne aritmetike.
Oznac¢imo s r primitivni korijen modulo n, za neki n € N. Iz Teorema 17 n je oblika

n = 2,4,p!ili 2p'. Prema Teoremu 5, znamo da brojevi

¢ine reducirani sustav ostataka modulo n. Iz ovoga vidimo da ako je a broj koji je relativno

prost sa n, onda postoji jedinstven prirodan broj z, 1 < z < ¢(n) koji zadovoljava
r* =a (mod n).
To nas dovodi do sljedece definicije.

Definicija 5. Neka je dan neki prirodan broj n © neka je r primitivni korijen modulo n.
Ukoliko je a prirodni broj za koji vrijedi (a,n) = 1, tada jedinstveni pirodni broj x takav
da je 1 < z < ¢(n) i 7™ = a (mod n) nazivamo indeks od a u odnosu na r modulo n i

oznacavamo ga kao ind,.a.

U skladu s prethodnom definicijom vrijedi
__ _indra
a=r (mod n).

Iz Definicije 5 znamo da ukoliko su a,b € N relativno prosti s brojem n i ako je a = b

(mod n), onda je ind,a = ind,b.

Primjer 15. Neka je dan brojn = 5. Vidjeli smo kako je 2 primitivni korijen modulo 5 i
znamo 21 =2 (mod 5),22 =4 (mod 5),2% = 3 (mod 5),2* = 1 (mod 5). Dakle, po modulu

5 tmamo

ind2 I= 4, ang 2= 1,

indy 3 =3, indy 4 =2.
S drugacijim primitivnim korijenom modulo 5, dobivamo drugaciji skup indeksa. Na primjer,
ako uzmemo primitivni korijen 3 modulo 5, dobivamo sljedeci skup indeksa:

indg = 4, Z’fldg D)= 3,
indg 3= 1, Z?’Ldg 4 =2.
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U sljede¢em teoremu navest ¢emo neka svojstva indeksa. Ova svojstva su slicna svoj-

stvima logaritama, ali umjesto jednakosti, ovdje imamo kongruencije modulo ¢(n).

Teorem 18 (|3, Theorem 8.15.|). Neka je dan prirodni broj n, neka je r primitivni korijen
modulo n i neka su a,b prirodni brojevi za koje vrijedi da su relativno prosti s brojem n.

Tada vrijeds:

(1) ind,1 =0 (mod p(n)),

(ii) ind.(ab) = ind.a + ind,b (mod p(n)),
(i) ind.a* =k - ind,a (mod p(n)), k € N.

Dokaz. (i) Iz Eulerovog teorema znamo kako vrijedi 7#™ = 1 (mod n). Buduéi da je r
primitivni korijen modulo n, to znaci da ne moze postojati manja pozitivha potencija od r

za koju vrijedi da je kongruentna 1 modulo n. Dakle,
ind.1=p(n) =0 (mod ¢(n)).
(ii) Kako bismo dokazali ovo svojstvo, znamo kako iz Definicije 5 slijedi
rindr (@) = gb  (mod n)
pindratindb — pindra _pindid — g1y (mod n).
Iz prethodne dvije kongruencije slijedi

indr(ab) — Tindra—}—indrb (mod ’fl)

7
Koristeci Teorem 4, zaklju¢ujemo da je
ind,(ab) = ind,a +ind,b (mod p(n)).
(iii) Za dokazivanje ovog svojstva, primijetimo prvo kako, prema Definiciji 5, imamo
rindra® = gk (mod n)
phinded — (il — ob  (ood m).
Dakle, iz prethodnih dviju kongruencija imamo

Tindrak = ,r,k~ind7-a (mod ’I’L)

Koristeéi Teorem 4 ovo nas odmah dovodi do kongruencije koju smo Zeljeli dokazati, odnosno

vrijedi

ind,a® =k -ind,a (mod p(n)).
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Primjer 16. Iz prethodnih primjera vidjel smo kako je inds2 = 1 i indy3 = 3 modulo 5.
Kako je p(5) =4, dio (ii) Teorema 18 kaZe nam kako je
indy(2-3) =indy 2+indy 3=14+3=0 (mod 4).
Za provjeru, ako se vratimo u Primjer 15, vidimo kako je prethodna kongruencija tocna.

Primjer 17. U Primjeru 15 smo vidjeli da je inds 2 = 3. Stoga, koristeéi (iii) dio Teorema

18, slijedi nam
inds 2° =5-ind3 2=5-3=15=3 (mod 4).
3.1.1 Rjesavanje nekih konguencija pomoc¢u indekasa
Koristeéi indekse, mozemo lako rijesiti polinomijalne kongruencije oblika

az™ =b (mod n),

a,b € Z, m,n € N, uz pretpostavku kako postoji primitivni korijen modulo n. Iz Teorema

18 imamo
ind,a +m ind,x = ind,b (mod p(n)).

To znaci da se kongruencija az™ = b (mod m) svodi na rjeSavanje kongruencije
m - ind,x = ind,b — ind,a (mod p(n)).

Za ovu kongruenciju postoji rjeSenje onda i samo onda kad (m,p(n)) dijeli ind,b — ind,a.
Ukoliko je kongruencija rjesiva, onda je broj rjeSenja navedene kongruencije jednak (m, p(n)).

Primjer 18. Primjenom indeksa rijesit éemo kongruenciju 6z'* = 11 (mod 17). Lako se
pokaZe kako je 3 primitivni korijen modulo 17. U sljedecoj tablici dani su indeksi prirodnih

brojeva u odnosu na 3 modulo 17.

a (|1(2|3]4|5|6|7|8|9]10(11 12|13 |14 15|16
indga |16 |14 |1 |12 |5 15|11 |10|2| 3 | 7|13 4|9 |6 |8

Iz tablice vidimo da je inds 11 =7 te, buduéi da je o(17) = 16, slijeds
ind3(61'?) = inds 11 =7 (mod 16).
Koristecéi dijelove (ii) i (iii) Teorema 18, dobivamo
ind3(62'?) = inds6 + inds(z'?) = 15 + 12 - indsz  (mod 16).
Stoga je

15+ 12 -indzx =7 (mod 16)
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il
12 -indzx =8 (mod 16).

Buduéi da je (12,16) = 4 i 4 | 8, slijedi kako postoji tocno 4 medusobno nekongruentna

rjesenja modulo 16 za koja vrijeds

3-indsx =2 (mod 4),
to jest

—indszr =2 (mod 4).
Prethodno nam pak znaci kako je

indsz = 2,6,10,14 (mod 16).
Prema Definiciji 5 slijedi da su
r=93,353"3"%=91582 (mod L7

sva rjesenja nase kongruencije.

Pretpostavimo kako je (a,n) = 1. Koristeéi indekse mozemo rijesiti i neke eksponencijalne
kongruencije oblika

a®*=b (mod n).

Ukoliko je r primitivni korijen modulo n, onda vidimo kako je prethodna kongruencija ekvi-

valentna kongruenciji
x - ind.a =ind,b (mod ¢(n)).

Primjer 19. Zelimo pronaéi sva rjesenja kongruencije 7° = 6 (mod 17). Kada uzmemo

indekse u odnosu na 3 modulo 17, 1z tablice u prethodnom primjeru imamo da je
inds(7") = ind3s6 = 15  (mod 16).
Iz dijela (11i) Teorema 18, dobivamo
inds(7") = x - ind37 = 11z (mod 16).
Dakle,
1lx =15 (mod 16).

Buduéi da je 3 red od 11 modulo 16, mnozimo obje strane gornje linearne kongruencije sa 3

i dobivamo
z=3-15=45=13 (mod 16).
Stoga je rjesenje pocetne kongruencije upravo dano s

x =13 (mod 16).
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3.2 Testovi prostosti

Koriste¢i dosad obradene teme kao Sto su redovi cijelih brojeva i primitivni korijeni,
mozemo proizvesti korisne testove prostosti. Ove testove mozemo definirati kao algoritme
s kojima provjeravamo je li neki broj prost. Da bismo provjerili je li neki broj n prost,
najjednostavnije je uzastopno dijeliti dani broj n prostim brojevima koji su manji od /n.
U sljede¢em teoremu navodimo jos jedan test prostosti.

Teorem 19 (Lucasov test prostosti). Ako je n € N i ako postoji x € Z za kojeg vrijedi

" 1=1 (mod n)

2D/ £ 1 (mod n)
za svakt prost djelitelj ¢ od n — 1, onda je dani broj n prost.

Dokaz. Kako je x"~! =1 (mod n), Propozicija 2 kaZe nam kako red od x modulo n dijeli
n — 1. Ozna¢imo red od z modulo n sa d. Pokazimo kako je d = n — 1. Za pocetak,
pretpostavit ¢emo da vrijedi suprotno, odnosno da d # n — 1. Kako vrijedi da d|n — 1, to
znaci da mora postojati cijeli broj k za koji je n —1 = k- d i buduéi da smo pretpostavili da
d # n — 1, znamo da je k > 2. Neka je g prost djelitelj broja k. Tada

V4 = ghd/a — (z1Y*/D =1 (mod n).

Medutim, prethodno je u kontradikciji s pretpostavkama teorema tako da mora vrijediti
d=mn-—1.

Bududi da je d < ¢p(n) i ¢(n) < n—1, imamo da je ¢(n) = n — 1. Stoga, moZemo zakljuéiti
da je m prost broj. O

Navedeni teorem ilustrirat ¢emo primjerom.

Primjer 20. Neka je n = 1009. Tada je 11'°%® =1 (mod 1009). Prosti djelitelji broja 1008
su 2,3 i 7. Lako se pokaze da je 11'0%8/2 = 115 = —1 (mod 1009), 11'008/3 = 11336 =
374 (mod 1009) i 11'99%/7 = 114 = 935 (mod 1009). Dakle, prema prethodnom teoremu
zakljucujemo kako je 1009 prost broj.

Sljedeéi korolar posljedica je Teorema 19 i daje nam nesto ucinkovitiji test prostosti.

Korolar 6 ([3, Corollary 8.4.]). Ako je dan neki neparan prirodan broj n i ako imamo

prirodan broj x za koji vrijeds

2™ V2 =_1 (mod n)

¢ V421 (mod n)

za svaki neparan prost djelitelj ¢ od n — 1, tada je n prost broj.
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Dokaz. Kako je z(»V/2 = —1 (mod n), imamo da je
"= (V22 = (—1)2=1 (mod n).
Kako su sada ispunjene hipoteze Teorema 19, slijedi da je n prost broj. 0

Primjer 21. Uzmimo n = 2003. Neparni prosti djelitelji od n — 1 = 2022 su 7, 11 7 13. Za

prirodan broj x provjerit cemo uvjete 1z Korolara 6. Za x = 2 imamo
92002/2 _ 91001 — _ 1 (mod 2003), 22°%7 = 9286 =1 (mod 2003),

a to znaci kako x = 2 ne prolazi Lucasov test.

Za x = 3 1mamo
P23 = gl = (med 2008,

to jest x = 3 takoder nije prosao test.
Kako 2 ne prolazi test, slijedi da ni 22 = 4 neée proéi dani test.
Zax =5

52002 — 51001 — 7 (mod 2003), 52%%7 =528 =874 (mod 2003),
52002/11 — 5183 = 886 (mod 2003), 52°02/13 — 5154 = 663 (mod 2003).

Dakle, prema Korolaru 6 slijedi da je n = 2003 prost broj.
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4 Univerzalni eksponentni
Neka je n neki prirodni broj i neka je dan kanonski rastav broja n
n=pies P
Ako je a € N i ako je (a,n) = 1, tada prema Eulerovom teoremu slijedi
a?®) =1 (mod p')

gdje je p' jedan od ¢lanova iz kanonskog rastava broja n.
Kao i u Teoremu 15, ozna¢imo s U najmanji zajednicki visekratnik od o (pi), o(p?), ..., o(ptm

Buduéi da vrijedi da
e(p7) | U,
za svaki j = 1,2,..., m, prema Propoziciji 2 slijedi
av =1 (mod p¥)
za svaki j = 1,2,...,m. Stoga, iz |3, Corollary 3.2.], slijedi
aV =1 (mod n).
To nas dovodi do sljedece definicije.
Definicija 6. Unwverzalni eksponent prirodnog broja n je prirodni broj U za koji je
a? =1 (mod n),
za svaki a € N za koji je (a,n) = 1.

Primjer 22. U ovom primjeru pronaci éemo univerzalni eksponent broja 300. Kako je
kanonski rastav od 300 dan sa 300 = 22 - 3 - 52, slijedi da je najmanji zajednicki visekratnik
U = [p(22),9(3), p(5%)] = [2,2,20] = 20. Dakle, univerzalni eksponent od 300 je 20.

Iz Eulerovog teorema znamo da je ¢(n) univerzalni eksponent. Kao §to smo pret-
hodno spomenuli, U = [p(p!), o(p%), ..., @(ptm)] je takoder univerzalni eksponent od n =
pitpl? - - phm. Sada nas zanima kako odrediti najmanji pozitivni univerzalni eksponent broja

n.

Definicija 7. Najmanji univerzalni eksponent prirodnog broja n nazivamo minimalni uni-

verzalni eksponent od n i oznacavamo s A(n).

Sljede¢e ¢emo pronaci formulu za minimalni univerzalni eksponent A(n) koja se temelji
na kanonskom rastavu broja n.
Prvo, primijetimo da ako postoji primitivni korijen modulo n, onda je A(n) = ¢(n). Buduéi

da potencije neparnih prostih brojeva imaju primitivne korijene, znamo da je

~—
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za neki neparan prost broj p i neki prirodni broj t.
Sli¢no, znamo da je A(2) = ¢(2) = 11 A(4) = ¢(4) = 2, buduéi da 2 i 4 imaju primitivne
korijene. S druge strane, ako je ¢ > 3, tada prema Teoremu 13 znamo

2t72

a® =1 (mod 2"
i red od a modulo ¢ je 2072, stoga moZemo zakljuciti da je A(2') = 272 ako je t > 3.
Pronasli smo A(n) kada je n = pi'ph*---plm. U nastavku ¢emo traziti A(n) za proizvoljne
prirodne brojeve n.
Teorem 20 (|3, Theorem 8.20.|). Neka je dan neki prirodni broj n te neka je

.. ok t to t
n_20p11p2 pmm

kanonski rastav broja n. Tada je minimalni univerzalni eksponent od n dan sa

A(n) = [A2%), o(m™), ..., o(pn'™)] .

Stovige, postoji a € Z takav da je red od a modulo n jednak \(n), najveéi moguéi red cijelog

broja modulo n.

Dokaz. Pretpostavimo da je dan neki cijeli broj a za koji vrijedi da je relativno prost s

brojem n, to jest (a,n) = 1. Oznacimo:

M= [A2"), e(p1"); -, o(Pm™)] -
Budu¢i da je M djeljiv sa svim brojevima A(2%), o(p;") = A(p1™), p(p2™2) = A(p2'2), . . .,
©(pm™) = A(pm'™) i kako vrijedi a*® T=1 (mod p') za svaki prost broj p iz faktorizacije
od n, vidimo da je

M =1 (mod p"),

gdje je p' broj iz faktorizacije od n.
Posljedi¢no, prema [3, Corollary 3.2.] mozemo zakljuciti da je

d”'=1 (mod n).

Posljednja kongruencija potvrduje da je M univerzalni eksponent. Jo§ moramo pokazati da
je M najmanji univerzalni eksponent. Kako bismo to ucinili, pronadimo a € Z takav da za
prirodni broj k < M ne vrijedi a* = 1 (mod n). Imajuéi ovo na umu, neka je 7; primitivni
korijen modulo p;i.
Promatramo sustav kongruencija:

r = 3 (mod 2")

r = 7 (modp™)

r = 7 (mod py'?)

T = 7 (mod p,™).
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Koristeci Kineski teorem o ostacima, dobivamo rjesenje a prethodnog sustava kongruencija
koje je jedinstveno modulo n = 20p " pyf2 ... p,'m . Pokazat éemo da je M red od a modulo
n. Kako bismo dokazali ovu tvrdnju, pretpostavimo kako za neki prirodni broj N vrijedi

oV =1 (mod n).

Nadalje, ako je p' djelitelj od n, pri éemu je p prost broj, tada imamo

a¥ =1 (mod p'),

tako da slijedi da red od @ modulo p' dijeli N.

Ali, buduéi da a zadovoljava svaku od m + 1 kongruencija sustava, slijedi kako je red od
a modulo p' jednak A(p'), za svaki p' iz faktorizacije broja n. Stoga, iz [3, Corollary 3.2.],
slijedi

M = [A29), ("), .., @(pm'™)] | N.

Kako je a™ =1 (mod n) te kako vrijedi M | N kad je a™¥

=1 (mod n), moZzemo zakljuciti
da je M red od a modulo n. Ovo pokazuje kako je M = A(n)

1 istovremeno daje a € Z za

koji vrijedi da je A(n) red od a modulo n. O

Primjer 23. Neka jen =25-32-5-17-19-37-73. Tada imamo

An) = [M2°9),9(3%),¢(5), p(17), 0(19), p(37), (73)]
[2%,2:8,2%,2%,2.8°,2° : "]
= -5
= 144.

Dakle, kad god imamo neki a € N za koji je (a,n) =1, n=2%-32.5-17-19-37-73, znamo
da je a* =1 (mod n=2%-3%.5-17-19-37-73).

4.1 Carmichaelovi brojevi

U ovom potpoglavlju uvest ¢emo definiciju Carmichaelovih brojeva i dokazati neke te-

oreme vezane za Carmichaelove brojeve.
Definicija 8. SloZen broj n koji zadovoljava ¢"~' = 1 (mod n) za svaki ¢ € N za koji je

(¢,n) = 1 nazivamo Carmichaelov broj.

Primjer 24. Najmanji Carmichaelov broj je 561. Faktorizacija navedenog broja je 561 =
3-11-17. Kako bismo pokazali da je 561 Charmichaelov broj, moramo imati na umu da
ako vrijedi (c,561) = 1, onda vrijedi i (c,3) = (¢,11) = (¢,17) = 1. Stoga, prema Malom
Fermatovom teoremu vrijeds:

¢ = 1 (mod3)

® = 1 (mod 11)

c® = 1 (mod 17).
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Posljedicno vrijeds

A = (2)*=1 (mod 3)
¢ = @N®=1 (mod I1)
A = (% =1 (mod 17).

Stoga je ¢®® =1 (mod 561) za svaki ¢ za koji je (c,n) = 1.

Teorem 21 ([3, Theorem 5.5.]). Ako je dann € N, n = qiq2- - qx, pri cemu su q;, i =
1,2,..., k razliciti prosti brojevi koji zadovoljavaju ¢; —1 | n—1, zai =1,2,... k, tada je

n Carmichaelov broj.

Dokaz. Pretpostavimo da je dan prirodan broj ¢ za koji je (¢,n) = 1. Vrijedi da je (¢,¢;) =1
za svaki i =1,2,...,k i, stoga, koristeéi Mali Fermatov teorem slijedi ¢! =1 (mod ¢;) za
i=1,2,...,k. Budu¢idag;—1|n—1,zai=1,2,..., k, postoje cijeli brojevi t; takvi da je
ti(g; — 1) = n — 1. Stoga, za svaki ¢ znamo da vrijedi ¢! = ¢%~1t; =1 (mod ¢;). Dakle, iz
[3, Corollary 3.2.] slijedi ¢! =1 (mod n) i zakljué¢ujemo kako je n Carmichaelov broj. [J

Navedeni teorem potkrijepit ¢emo sljedeé¢im primjerom.

Primjer 25. Pokazat cemo da je 6601 = 7 - 23 - 41 Carmichaelov broj. Buduci da su svi
brojevi u navedenoj faktorizaciji razliciti prosti brojevi i bududi da vrijedi 6 = 7 — 1 | 6600,
22 =23 —1|6600 i 40 = 41 — 1 | 6600, zakljucujemo da je 6600 Carmichaelov broj.

Vrijedi i obrat Teorema 21 kojeg navodimo u sljede¢em teoremu.

Teorem 22 ([3, Theorem 8.21.]). Ako je n > 2 Carmichaelov broj, tada za n = q1qa - - - qk,
gdje su q;, i =1,2,... k razliciti prosti brojevi, vrijedi ¢; — 1 |n—1, zai=1,2,... k.

Dokaz. Ako je n Carmichaelov broj, tada je
A t'=1 (mod n)

za sve prirodne brojeve ¢ za koje je (¢,n) = 1. Teorem 20 kaZe nam da postoji a € Z takav
da je red od a modulo n jednak A(n), gdje je A(n) minimalni univerzalni eksponent te kako

n—1 —

je a (mod n), prema Propoziciji 2 slijedi

A(n) |n—1.

Sada slijedi da n mora biti neparan broj jer kada bi n bio paran, tada bi n — 1 bio neparan
broj, a buduéi da je A(n) paran (jer je n > 2), dosli bismo do kontradikcije s A(n) | n — 1.
Sljedece pokazujemo da n mora biti umnozak razli¢itih prostih brojeva. Pretpostavimo da

u faktorizaciji broja n postoji ¢lan p', t > 2. Tada je

Ap") =) =p"p—1) | AMn) =n—1.
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Iz prethodnoga slijedi da p | n — 1 $to je nemoguce jer p | n. Dakle, n mora biti umnozak

razli¢itih neparnih prostih brojeva, odnosno

n=aqqz- - qk-.

Stoga, zakljucujemo

Ma)=w(@)=¢—1|An)=n—-1.

Sada lako mozemo dokazati i vise o Charmichaelovim brojevima.

Teorem 23 (|3, Theorem 8.22.|). Carmichaelov broj mora sadrzavati najmange tri razlicita

neparna prosta faktora.

Dokaz. Pretpostavimo da je n Carmichaelov broj. Znamo da tada n nema samo jedan prost
faktor u svojoj faktorizaciji jer je n broj koji je sloZzen i n je umnozak prostih brojeva koji
su razli¢iti. Stoga pretpostavimo kako je n = pgq, pri ¢emu su p i g neparni prosti brojevi za
koje vrijedi p > ¢q. Slijedi da je

n—1=pg—1=pP-1)g+(@—1)=q¢g—1#0 (modp—1),

odakle imamo da p — 1 {n — 1. Dakle, zaklju¢ujemo kako n ne moze biti Carmichaelov broj

ako ima samo dva razli¢ita prosta faktora. O
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Sazetak

U ovom radu definirali smo pojam primitivnih korijena te naveli vazne tvrdnje vezane
za primitivne korijene. Naveli smo neke od najvaznijih teorema teorije brojeva kao $to su
Eulerov teorem, Mali Fermatov teorem, Lagrangeov teorem, Lucasov test prostosti. Pokazali
smo kako svaki prost broj ima primitivni korijen. Upoznali smo se s nekim primjenama
primitivnih korijena poput indekasa i testova prostosti. Upoznali smo se s univerzalnim
eksponentima i Carmichaelovim brojevima.

Kljuéne rijeci: primitivni korijeni, Lagrangeov teorem, prosti brojevi, indeksi, univerzalni

eksponent, Carmichaelov broj
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Primitive roots

Summary

In this paper, we defined the concept of primitive roots and stated important claims
related to primitive roots. We have listed some of the most important theorems of num-
ber theory such as Euler’s theorem, Little Fermat’s theorem, Lagrange’s theorem, Lucas’
primality test. We have shown that every prime number has a primitive root. We were
introduced to some applications of primitive roots such as indices and primality tests. We
were introduced to universal exponents and Carmichael numbers.

Key words: Primitive Roots, Lagrange’s Theorem, Prime Numbers, Index Arithmetic,

Universal Exponents, Carmichael number
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