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The canonical form of the second-order curve equation

Sazetak

U ovom zavr$snom radu promatramo kanonski oblik jednadzbi krivulja drugog reda. U pr-
vom poglavlju promatramo centralnu elipsu, kruznicu, hiperbolu i parabolu. 1z definicije i
svojstava krivulja odredujemo svakoj krivulji jednadzbu u kanonskom obliku s centrom u
ishodistu koordinatnog sustava. U drugom poglavlju promatramo necentralne krivulje dru-
gog reda. U prvom potpoglavlju promatramo kako translacija utjece na jednadzbu krivulje
u kanonskom obliku, a zatim u drugom potpoglavlju promatramo kako rotacija utjece na
kanonski oblik krivulja drugog reda. Na kraju poglavlja promatramo se opéi oblik jednadzbe
krivulje drugog reda svodi na kanoski oblik kroz primjere, koristeéi rezultate iz prethodnih
potpoglavlja.

Kljucne rijeci

Elipsa, kruznica, hiperbola, parabola, translacija, rotacija, kvadratna forma, centralne kri-

vulje, necentralne krivulje.

Summary

In this final paper, we consider the canonical form of equations of second-order curves. In
the first chapter, we look at the central ellipse, circle, hyperbola and parabola. From the
definition and properties of curves, we determine for each curve an equation in canonical
form with the center at the origin of the coordinate system. In the second chapter, we look
at non-central curves of the second order. In the first sub chapter we observe how translation
affects the equation of a curve in the canonical form, and then in the second sub chapter
we observe how rotation affects the canonical form of second-order curves. At the end of
the chapter, we observe the general form of the second-order curve equation reduced to the

canonical form through examples, using the results from the previous sub chapters.

Keywords

Ellipse, circle, hyperbola, parabola, translation, rotation, square form, central curves, not

central curves.
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Uvod

U ovom zavr$nom radu promatramo krivulje drugog reda: elipsu, kruznicu, hiperbolu i
parabolu. Prvo poglavlje zapo¢injemo s centralnim krivuljama drugog reda. Navodenjem
svojstva fokus-direktresa mozemo pronaci kanonske oblike jednadzbi promatranih krivulja.
Svaka jednadzba krivulje drugog reda moze se svesti na kanonski oblik te pomoc¢u njega
mozemo objasniti razna njihova svojstva. Zatim promatramo necentralne krivulje koje su
najprije samo translatirane, a onda translatirane i rotirane. Za takve krivulje pokazujemo
kako se promjenom koordinatnog sustava dode do njihove jednadzbe u kanonskom obliku.
Kategoriziramo krivulje drugog reda prema odredenim svojstvima radi lakSeg prepoznavanja
i skiciranja. Posljednje, pokazujemo teorijski opisane korake svodenja krivulja iz opcéeg u

kanonski oblik na konkretnim primjerima.



1 Centralne krivulje drugog reda

Greki astronom Apolonije iz Perge napisao je niz radova od kojih je jedino sacuvani rad
Konike koji se sastoji od osam knjiga. Apolonije je promatrao ravninske presjeke kruznog
stoSca Ciji se plast prostire na obje strane od vrha i tako je dobio kruznicu, elipsu, hiperbolu i
parbolu te je uveo njihove nazive i odredio im jednadzbe. On je ustanovio da su sve navedene
krivulje povezane formulom

y* = 2px + P2
a

Ukoliko je pred drugim ¢lanom desne strane jednadzbe predznak minus krivulja je eplisa,
predznak plus hiperbola, te ako je taj cijeli ¢lan jednak nuli, krivulja je parabola.

Navedene krivulje drugog reda ¢esto se nazivaju konike jer ih mozemo uociti presjekom
stoSca (konusa) i ravnine. Konika je skup svih tocaka u dvodimenzionalnom prostoru za
koje je udaljenost od fiksne tocke F' jednaka konstanti pomnozenoj s udaljenosti od fiksnog
pravca p.

Fiksna tocka F' naziva se fokus krivulje drugog reda, a pravac p naziva se diriktresa
krivulje drugog reda. Konstanta s kojom mnozimo udaljenosti naziva se linearni eksentricitet
i oznacCava se s e. Za elipsu vrijedi e < 1, za hiperbolu e > 1 te za parabolu vrijedi e = 1.

Osim Apolonijeve karakterizacije poznata je Papo iz Aleksandrije i Ruder Boskovic¢eva
karaterizacija krivulja drugog reda u kojoj promatramo tocku i pravac. Skup svih tocaka za
koje je omjer udaljenosti od tocke i pravca manji od jedan je elipsa, ako je omjer veéi od
jedan skup tocaka je hiperbola, te ako je omjer jedanak jedan onda je skup tocaka parabola.
U ovom poglavlju promatramo krivulje drugog reda sa sredistem u ishodistu koordinatnog

sustava.

Parabola Circle Ellipse Hyperbola

Slika 1: Presjek stosca ravninama

1.1 Elipsa

Definicija 1. Elipsa je skup svih to¢aka ravnine kojima je zbroj udaljenosti od dviju zadanih

tocaka isti.

Neka su zadane dvije tocke Fj i Fy te njihovu udaljenost oznacimo s 2e, tj. |FyFy| = 2e.
Udaljenost proizvoljne tocke T od tocaka Fy i Fy oznacimo s vy irq, tj. vy = |FyT|,re = |F5T.
Neka je a bilo koji realan broj veéi od e. Tada elipsu mozemo definirati kao skup tocaka T



ravnine za koje vrijedi 1 4+ 79 = 2a.

Tocke F} i F; se nazivaju zarista ili fokusi elipse. Realan broj e nazivamo linearni eksentricitet
i on prestavlja polovicu udaljenosti izmedu zarista. Pravac koji prolazi zaristima sijece elipsu
u dvije tocke. Ukoliko ih oznacimo sa A i B onda duzina AB predstavlja veliku os elipse
duljine 2a. Duzine OA i OB nazivamo velike poluosi elipse, gdje je tocka O srediste elipse.
Pravac okomit na veliku os koji prolazi sredistem elipse sijece elipsu u tockama C'i D, te
duzninu CD nazivamo mala os duljine 2b i OC i OD su male poluosi elipse duljine jednake
b. Tocke A, B,C' i D nazivamo tjemena elipse.

Slika 2: Elipsa

Vrijedi |FyD| = |F3D| i |FyD|+|F>,D| = 2a pa pomocu Pitagorinog teorema za pravokutni
trokut AOF,D dobivamo a? — b = €2.
Numericki eksentricitet elipse je realan broj definiran kao ¢ = £. On predstavlja spljoStenost
elipse te vrijedi 71 = a 4+ ex,72 = a — ex. Kod elipse vrijedi 0 < ¢ < 1.

1.1.1 JednadZba elipse

Neka je srediste elipse u ishodistu koordinatnog sustava i neka velika os lezi na osi apscisa, a
mala os na osi ordinata. Tada su tjemena elipse u tockama A(—a,0), B(a,0),C(0,b), D(0, —b),
a ZariSta su u tockama Fj(—e, 0) i Fy(e,0).

Ako izaberemo bilo koju toc¢ku T'(z,y) elipse, onda su udaljenosti od fokusa jednake

n=VE— P )

Za svaku tocku elipse vrijedi 1 + 9 = 2a pa dobivamo

Ve+e+y2+/(z—e)?+¢? = 2a

Prebacivanjem drugog pribrojnika s lijeve na desnu stranu dobivamo

erear Tty =20 -+,



Slika 3: Elipsa u koordinatnom sustavu

odakle kvadriranjem slijedi
(x+e)2+y2:4a2—4a (x—e)2+y2+(az—e)2+y2.

Ponistavanjem istih izraza i dijeljenjem brojem 4 dobivamo

av/(x —e)2 + 42 = a® — ex,

odakle kvadriranjem slijedi
a®((x — e)® +¢°) = a* — 2a’ex + €2
Koristeé¢i a? — b? = e? dobivamo kanonski oblik jednadzbe elipse
b’z + a®y® = a®b. (2)

Ako (2) podijelimo s a*h?, dobivamo segmentni oblik jednadze elipse
2 2

z Yy
E—Fb—Q:l. (3)

1.2 KruZnica

Skup svih tocaka ravnine koji su jednako udaljene od jedne ¢vrste tocke nazivamo kruznica.
Zadanu ¢vrstu tocku nazivamo srediSte kruznice i oznacavamo sa S, a udaljenost tocke

kruznice od sredista nazivamo polumjer kruznice i oznacavamo ga s r.

1.2.1 Jednadzba kruznice

Neka je srediste kruznice u ishodistu koordinatnog sustava S = (0,0) te neka bilo koja
tocka kruznice ima koordinate T' = (z,y). Tada za polumjer vrijedi r = |ST| = /22 + 32.

Kvadriranjem dobijamo jednadzbu kruznice sa sredistem u ishodistu

%+ y2 = r2, (4)



Slika 4: KruZznica sa sredistem u tocki S polumjera r

Slika 5: Kruznica sa sredistem u tocki S polumjera r u koordinatnom sustavu

Napomena 1. Ukoliko u kanoskoj jednadzbi elipse izjednacimo duljine velike i male osi
(a =b), dobivena jednadzbe glasi x* +y* = a*. Ova jednakost predstavlja jednadzbu kruznice
sa sredistem u ishodistu koordinatnog sustava. Stoga, kruznicu moZemo shvatiti kao poseban
slucaj elipse kojoj su duljine osi jednake. Isto tako, kruznica je elipsa linearnog © numerickog

eksentriciteta jednakog nula.

1.3 Hiperbola

Neka su F i Fy dvije ¢vrste tocke ravnine (ZariSta hiperbole), ¢ija udaljenost iznosi 2e. Neka
su 1y 1 79 udaljenost proizvoljne tocke T' i zarista te a bilo koji pozitivan realan broj manji
od e. Tada je hiperbola skup svih toc¢aka u ravnini za koje vrijedi |r; — r3| = 2a.

Zahtjev da realan broj a bude strogo manji od realnog broja e proizlazi iz nejednakosti
trokuta, tj. razlika duljina dviju stranica trokuta je uvijek manja od duljine treée stranice
trokuta. Dakle, |r; — ro| < |F1F3| <= 2a < 2e <= a <e.



Tjemena hiperbole su tocke A i B dobivene kao sjecista pravca na kojem leze zarista
hiperbole i same hiperbole. Duzinu AB nazivamo realna os hiperbole, te njena duljina iznosi
2a. Linearni eksentricitet hiperbole je, kao i kod elipse, udaljenost zarista i sredista te iznosi
e. Numericki eksentricitet hiperbole je realan broj € = £ koji je strogo veci od jedan zbog

uvijeta da je a < e.

Slika 6: Hiperbola

1.3.1 Jednadzba hiperbole

Neka je srediste hiperbole u ishodistu koordinatnog sustava ravnine i neka realna os lezi na
osi apscisa. Tada je udaljenost proizvoljene tocke T' = (z,y) hiperbole od Zarista F) i F;

jednaka 1 = |F\T| = \/(x + )2+ y? iry = |FRT| = \/(z — e)? + y2. Posto tocka T lezi na

hiperboli, vrijedi |r; — 73| = 2a, odnosno

Vz+e)?+1y2—/(z—e)?+y2 = +2.

Prebacivanjem drugog pribrojnika s lijeve na desnu stranu dobivamo

VEt+eP+y? =42+ /(-2 +4,

odakle kvadriranjem slijedi

2 2

(r+e)P+y°=4a+4a\/(z—e)2+y2 + (z —e)® + 9>



Ponistavanjem istih izraza i dijeljenjem brojem 4 dobivamo
ta+\/(z —e)?2 + 92 = a® — ex,
odakle kvadriranjem dobivamo
a*((x — e)® +¢°) = a* — 2a’ex + €2
Mnozenjem zagrada i faktorizacijom dobivamo
(& — a7} — iy =a? (& —a’).

Oznacimo li e2—a? = b%, dobivamo kanonsku jednadzbu hiperbole kojoj srediste je u ishodistu
i realna os lezi na apscisi

b’z® — a’y® = a®b’. {B)
Iz kanonske jednadzbe, dijeljenjem s desnom stranom dobivamo segmentni oblik jednadzbe
hiperbole
22 2

Napomena 2. Ukoliko u jednadzbu hiperbole stavimo x = 0, slijedi y = £bi. Oznacimo s
C = (0,b) i D = (0, —b) imaginarna tjemena hiperbole. Tako dobivenu duZinu CD nazivamo

imaginarna os hiperbole duljine 2b.

Slika 7: Hiperbola s ozna¢enim tjemenima i imaginarnom osi

Napomena 3. Ukoliko jednadzbu hiperbole napisemo u obliku y = :i:gx/ x? — a?, uwocavamo
da povecavanjem vrijednosti apscise x izraz x* — a® sve je blize 2 pa je /22 — a? sve blize x
tey = %x Stoga zakljucujemo da se udaljene tocke hiperbole pribliZavaju pravcima y = :I:ga:.

T praveir su asimptote hiperbole.



Slika 8: Asimptote hiperbole

Napomena 4. Ukoliko se Zarista hiperbole nalaze na osi ordinata, tada je kanonska jednazba

hiperbole dana jednadzbom —b*z? + a*y* = ab?.

1.4 Parabola

Parabola je skup svih toc¢aka ravnine koje su jednako udaljene od fiksnog pravca d i tocke
F koja ne lezi na pravcu d. Pravac d nazivamo ravnalica ili direktrisa parabole. Tocku F'
nazivamo zariste ili fokus parabole. Udaljenost ravnalice i zariSta nazivamo poluparametar
parabole i oznacavamo ga s p. Pravac okomit na ravnalicu koji prolazi zaristem parabole
nazivamo os parabole. Tocku koja je najmanje udaljena od ravnalice nazivamo vrh ili tjeme

parabole.

1.4.1 JednadZba parabole

Neka je vrh parabole V' u ishodistu koordinatnog sustava i neka on raspolavlja poluparametar

parabole. Neka se fokus nalazi na pozitivnhom dijelu osi apscisa. Tada fokus ima koordinate

F = (£,0), a ravnalica ima jednadzbu # = —£. Ako izaberemo bilo koju tocku parabole

T = (z,y), onda je udaljenost tocke T do ravnalice i do ZariSta jednaka, odnosno

Kvadriranjem prethodnog izraza dobivamo

2 2
:c2+px—|—%: ($2—px+%>—|—y2.

Sredivanjem prethodne jednadzbe dobivamo jednadzbu parabole kojoj tjeme lezi u ishodistu,

a zariSte na pozitivnom dijelu osi apscisa

y* = 2pz. (7)



B e L e

Slika 9: Parabola

Ukoliko bi se zariste parabole nalazilo na negativnom dijelu osi apscisa, dobili bismo jed-
nadzbu y? = —2px.

Napomena 5. Analognim postupkom, ukoliko je tjeme parabole na osi ordinata, onda jed-
nazba parabole glasi x? = &2py. Predznak ovisi o poloZaju Zarista i ravnalice te Zariste ima

koordinate F' = (0,£%), a ravnalica ima jednadzbu y = F&.



2 Necentralne krivulje drugog reda

U ovom poglavlju promatramo krivulje drugog reda kojima srediste nije u ishodistu koordi-
natnog sustava. Najprije promatramo krivulje koje su samo translatirane, a zatim one koje

su translatirane i rotirane.

2.1 Translatirane krivulje drugog reda
2.1.1 JednadZba translatirane elipse
Neka je srediste elipse u tocki S = (p,q) i neka su mala i velika os elipse paralelne s ko-

ordinatnim osima. Svaka tocka takve elipse dobivena je translacijom odgovarajuce tocke

centralne elipse za vektor O? = pi + qj. _él;o je bilo koja tocka elipse T'(x,y) transla-
tirana u tocku 7" = (2/,v'), onda vrijedi OT" = o1 -+ 0S. Tako dobivamo jednakost

zi+yj = (& +p)i+ (y + q)j, odakle slijedi da je veza izmedu translatiranih i pocetnih
koordinata dana relacijom 2’ =z —p iy = y—q. UvrStavajuéi u kanonski oblik necentralne
elipse slijedi

b (x —p)* +a*(y — q)* = a’V’ (8)
Sto je jednadzba translatirane elipse u poc¢etnom koordinatnom sustavu.

4

T

Slika 10: Centralna i translatirana elipsa

2.1.2 JednadZba translatirane kruznice

Analognim postupkom kao kod necentralne elipse, ukoliko se srediste kruznice nalazi u tocki

S = (p,q), dobivamo jednadzbu kruznice u opéem poloZzaju

(z—p)P’+@y—q?®=r 9)



10

Slika 11: Centralna i translatirana kruznica

2.1.3 Jednadzba translatirane hiperbole

Sli¢no kao kod elipse, translacijom sredista hiperbole u novu toc¢ku S = (p,q), hiperbola
b2a? — a’y? = a®b? preslika se u hiperbolu
(z-p)? (y—q?

T  F (10)

Slika 12: Centralna i translatirana hiperbola
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2.1.4 JednadZba translatirane parabole

Translacijom koja vrh V' = (0,0) preslika u vrh V' = (g, 4o), parabola y* = 2px preslika se
u parabolu
(Y — y0)* = 2p(z — o). (11)

Tada fokus ima koordinate F' = (g + 20, %0), a direktresa ima jednadzbu y = zo — £.

Slika 13: Centralna i translatirana parabola
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2.2 Rotirane i translatirane krivulje drugog reda

U proslom poglavlju promatrali smo krivulje drugoga reda koje su dobivene translacijom
centralne krivulje. Sada ¢emo promatrati krivulje drugog reda koje su translatirane i roti-

rane.

2.2.1 Rotacija koordinatnih osi

Promotrimo $to se dogada ako promijenimo smjer koordinatnih osi bez pomicanja ishodista.
Odnosno, razmotrit éemo transformaciju koordinata kada se Kartezijev sustav rotira oko
ishodista za kut . Neka je koordinatni sustav XOY zakrenut za kut  u smjeru suprotnom od
kazaljke na satu oko ishodista. Tada su OX’1 OY” nove osi. Neka je P toc¢ka s koordinatama
(z,y) u XOY sustavu i (2/,y') u sustavu X’OY’. Spustimo okomice PA i PB iz P do
OX', odnosno OX. Konstruiramo AC okomito na OX i AD okomito na PB. Tada je
xz = |0OB|, y = |PB|, 2’ =|0A|, y = |PA|. Takoder /ZDAO = ZAOC = . Prema tome,
ZDPA = 9. Tada, x = |OB| = |OC| — |AD| = |OA|cosf — |PA|sinf = 2’ cosf — ' sinf
iy=|PB|—|PD|+ |AC| = 2/sinf + ' cosf. Ove jednakosti prikazuju koordinate x i y u
terminima koordinata 2’ i 3/, odnosno

z=12'cosf —y'sinf

y =2'sinf + ¢y cos . (12)
y' y
A
Pq
N
|\\
N
N X
I \
Dt >NA
! }
- _
A B G X

Slika 14: Rotacija koordinatnih osi
Analognim postupkom, moZemo prikazati 2’ i ¢’ u terminima koordinata x i y kao

¥’ =xcosf +ysinfb

y' = —wsinf + ycosb. (13)
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Opca jednadzba svih krivulja drugog reda glasi
Ax® +2Bzy + Cy* + 2Dz + 2By + F = 0. (14)

Ako primjenimo formule za rotaciju koordinatnih osi na opéu jednadzbu krivulja drugog
reda (14), dobivamo

A(z' cos ) — 3y sin 0)* + 2B (2’ cos§ — 3/ sin 0) (2" sin  + 3’ cos §) 4+ C(a sin O + 3/ cos 0)?
+2D(2' cos — ¢ sinf) + 2E (2" sinf + 3/ cosf) + F =0

odnosno

(Acos® 0 + 2B cosfsinf + C'sin® §)2™ — 2[(A — C) sinf cos @ — B(cos® § — sin® 0)]2y/
+(Asin? §—2B sin 0 cos +C cos? 0)y*+(2D cos §4+2F sin )z’ +(2F cos —2D sin §)y' +F = 0
Oblik #'y’ ¢e nestati ukoliko vrijedi (A — C) sinf cos = B(cos? # — sin”6), odnosno (A —

2B )

(') sin 20 = B cos 26. Rjesimo li ovu jednadzbu po nepoznanici § dobivamo 6 = 1 tg=! (25

Dakle, ako rotiramo za navedeni #, onda smo dobili ponovno krivulju drugog reda
A'z? +C'y? +2D's +2E'y + F' =0
Time smo dokazali da rotacijom krivulje drugog reda dobivamo krivulju drugog reda. Ova
tvrdnja bit ¢e nam potrebna za daljna razmatranja.
2.2.2 Opéi oblik krivulja drugog reda

Ako opcu jednadzbu krivulje drugog reda (14) zapiSemo u obliku
a1122 + 20122y + a2y + a1 + ay +a =0, (15)

onda krivulji mozemo pridruziti simetrican linearan operator dan matricom

A= {““ “12} . (16)

A12 A2

Svojstveni vektori navedenog operatora nazivamo glavnim vektorima krivulje, a smjerove

odredene glavnim vektorima nazivamo glavnim smjerovima krivulje.

Propozicija 1. Neka je Xog = Xo(M) vektorski prostor nad skupom svih tocaka ravnine M

i neka je A: Xg — Xy simetricni linearni operator na danom vektorskom prostoru. Tada

postoje realni brojevi A, Ao € R i ortonormirana baza (¢!, €,) vektorskog prostora, tako da

vrijedi Ael = A€ 1 Aely = gl

Dokaz. Dokaz tvrdnje moze se pronaci u [6]. O
To za posljedicu ima da za proizvoljni simetri¢ni linearni operator mozemo pronaéi orto-

normiranu bazu u kojoj linearnom operatoru pripada dijagonalna matrica s realnim elemen-

tima. Simetri¢ni linearni operator ima realne svojstvene vrijednosti i odgovarajuci svojstveni

vektori su medusobno okomiti.
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Propozicija 2. Ako je krivulja u koordinatnom sustavu (O; ey, e9) dana jednadzbom (15) te
A1 1 Ay svojstvent vektori linearnog operatora pridruZenog krivulji, tada postoji koordinatni

sustav (O'; €}, €}) takav da krivulja ima jednadzbu
)\11'/2 —+ )\Qy,2 —+ 2[)1.7}/ =+ 2b2y, + b = 0 (17)

Dokaz. Operator pridruzen krivulji je simetrican pa prema propoziciji 1 njegovi jedini¢ni
svojstveni vektori su okomiti. Ako su svojstvene vrijednosti jednake, onda za jedan od
svojstvenih vektora mozemo uzeti bilo koji jedini¢ni vektor, a za drugi svojstveni vektor bilo

koji vektor okomit na prvi svojstveni vektor. Tada u bazi (e, es) matriéni zapis operatora

A1 O
0 Xof’

Neka se vektor €] dobije rotacijom vektora e; za pozitivni kut 6. Posto je es 1 ey i€ L €],

je

zakljuc¢ujemo da se €, se dobiva iz es rotacijom ili kompozicijom rotacije i translacije obzirom
na ishodiste O.

Sada moZemo uvrstiti formule (12) i (13) u jednadzbu (15). Tako dobivamo jednadzbu
(17). O

Jednadzbu (17) nazivamo jednadzba krivulje drugog reda svedena na glavne osi.
Prethodne propozicije su kljuéne za dokaz sljedeceg teorema koji nam konstruktivno daje
algoritam za odredivanje kanonskog oblika krivulje kada je ona dana u opéem obliku.

Teorem 1. Neka je skup S C M definiran jednadzbom ay12*+2a10xy+agy?+a1x+asy+a =0
u koordinatnom sustavu (O;eq,ey) @ neka je A # 0 matrica pripadnog linearnog operatora

krivulje. Tada razlikujemo sljedece slucajeve:

1. Ako je det A > 0, onda je S elipsa, kruznica, skup koji sadrZava samo jednu tocku ili

prazan skup.
2. Ako je det A <0, onda je S hiperbola ili unija dvaju pravaca koji se sijeku.

3. Ako je det A =0, onda je S parabola, unija dvaju paralelnih pravaca, jedan pravac il

prazan skup.

Dokaz. Jednadzbu (15) mozemo prikazati u obliku Az-z+a-z+ag = 0, gdje suz = x1e;+x9€9
i a = aje;+ages uvedeni vektori te A simetri¢an linearan operator koji u koordinatnom sustav
(O; €1, €2) ima matricu A. Primjenom propozicija 1 i 2 moZemo pronaéi ortonormiranu bazu
(€], €,), gdje je matrica linearnog operatora A dijagonalna, a elementi su joj realne svojstvene
vrijednosti A; i Ay operatora A. Vektori z i a tada imaju koordinate x = y €] + yoef i
a = biely, + baely te jednadzba (15) poprima oblik Ai1y? + \aya + biys + bayo + ag = 0, gdje
nema mjesovitog ¢lana.

Neka matrica linearnog operatora A u bazi (€], €}) ima oblik

A= Pol AOJ . (18)
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Tada joj determinanta iznosi det A’ = A\ \s.
Razlikujemo dva slucaja:

1. det A" #0
U ovom slu¢aju jednadzbu (17) moZemo zapisati u obliku
/ bl ? / b2 ?
Ml2+—) + |y +—=] +c=0, (19)
A1 A2
2 2
gdje je c = —i—%—i—%.
Uzmemo translaciju
b1
no__ L
r =T + N
by
" — / Ta 20
Y=yt (20)

koja tocku O prelikava u tocku O' = (—% _%) Tada je jednadzba krivulje oblika

"2

Mz + Ay? +¢c=0, (21)

gdje su 2" 1 y” koordinate u (O; ¢}, €}). Sada razlikujemo dva podslucaja:

1. det A’ >0
U ovom slucaju svojstvene vrijednosti su istog predzanaka, ali suprotnog predznaka od

slobodnog ¢lana c.
Ako je ¢ # 0, onda iz (21) slijedi

— 1 (22)

pa je krivulja S elipsa ili kruZznica za jednake svojsteve vektore .

Ako je ¢ = 0, onda se skup S sastoji od tocke (—/b\—ll, —i—i)

Ako je ¢ # 01 predznaci slobodnog ¢lana su jednaki s predznakom svojstvenih vektora,
onda je S prazan skup.

2. det A’ <0
Ako je ¢ # 0, onda iz (21) slijedi
"2 12
N | (23)
DYDY

pa je krivulja S hiperbola.
Ako je ¢ = 0, onda jednadzba (21) moze prikazati u obliku produkta linearnih poli-

noma, pa je S unija dvaju pravaca koji se sijeku.

Dakle, u sluc¢aju gdje det A’ # 0 dobivamo da je S centralnosimetrican skup s centrom
simetrije u tocki O’ = (—f’\—ll, —f’\—22>
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2. det A’ =0

Neka je dodatno Ay # 0. Tada jednadzba (17) ima oblik Aoy + 2b;x" + 2boy/ + b = 0.
2

Za by # 0 slijedi g (y + &) +2by (2 + & — 722-)" = 0.

Ako primjenimo translaciju

" ' A b b%
T = — e
2b;  2X\ab;
b
y// _ y/ I )\_2 (24>
2

koja tocku O preslika u tocku O" = (—% + %, —f{—i), dobivamo
Ay + 2biz” =0, (25)

pa je skup S parabola.

2
Za by = 0, iz (21), slijedi Ao (y’ - i—i—) +b— % = 0. Ako primjenimo na nju translaciju
=2,y =y + 2—2— koja tocku O preslikava u tocku O' = <0, _%) dobivamo krivulju
Aoy +b— i—% Pogodnije to mozemo zapisati u obliku

doy™ + C =0. (26)

Ako je CA\y < 0, onda je skup S unija razli¢itih paralelnih pravaca y' + % = Ol i
Y+ 2 =—vVCh.
Ako je C'\y > 0, onda je skup S prazan skup.
Ako je C' =0, onda je skup S jedan pravac y = —f’\—z.
U
Primjenom teorema 1 moZemo krivulje drugog reda u opéemo obliku (14) moZemo svesti

na pripadni centralni oblik krivulje.
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2.3 Primjeri

U ovom poglavlju promotrit éemo nekoliko primjera krivulja danih jednadzbom u opcéem
obliku. Pomocu rezultata iz prethodnog poglavlja identificirat ¢emo o kojoj krivulji se radi

te ju skicirati u koordinatnom sustavu.

Primjer 1. Odredimo krivulju koja je dana jednadzbom
34x% — 12zy + 18y + 24x — T2y — 504 = 0.

Rjesenje. Koeficijenti jednadzbe su a1 = 34,a19 = —6,a2 = 18,a; = 12,a9 = —36,a¢ =

—504 i pripadna matrica kvadratne forme je

34 —6
A= % %)

Determinanta matrice A iznosi det A = 576, pa prema teoremu 1 skup S je elipsa, kruznica,

jednoclan skup ili prazan skup. Odredimo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore. Vrijedi

34—\ —6
kA()‘):‘ ‘

—6 18— A

Iz jednadzbe k4(\) = 0 slijedi da su A\; = 36 1 Ay = 16 svojstvene vrijednosti matrice A. Za
svojstvenu vrijednost A\; = 36 rjeSavanjem jednadzbe (A — A1) -v; = 0 dobivamo svojstveni

—3 ! : e i . .
vektor v; = [ 1 } . Nakon sto normiramo vektor v; dobivamo jedini¢ni svojstveni vektor
gl — 1 -3
1= vio| 1 |-

. .. . . . 1
Analogno, za svojstvenu vrijednost Ay = 16 dobivamo svojstveni vektor vy = [3 . Na-

kon $to normiramo vektor vy dobivamo jedini¢ni svojstveni vektor e, = \/% {3 . Sada je
{€], ey} ortonormirana baza te matricu A moZemo dijagonalizirati. Definiramo matricu

8=[d &)= \/% [_13 :ﬂ, koja je ortogonalna te vrijedi

1 -8 1
sros- L[5
\/E 1 3

Matricu A formiramo od svojstvenih vrijednosti onim redom kojim smo stavljali svojstvene
vektore u matricu S. Svaka simetri¢na matrica je ortogonalno sli¢na dijagonalnoj matrici,

stoga je A = SAST. Sada uvodimo nove varijable u bazi (O; e}, €}) povezane formulom

v =L

Navedenom transformacijom dobivamo jednadzbu bez mjeSovitog ¢lana

144 192
36z + 16y% — —a' — —vy' — 504 = 0.

V10 V10
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Sada jednadzbu svodimo na potpuni kvadrat

2 \? 75 6 \? 288
36<x’—— — 2416y - — ) — == —504=0.
\/10) 5 < V10 5

Supstitucijom z” = z’ — \/Ll_o iy =4y — \/Ll_o dobivamo 36z"” 4+ 16y” = 576. Dijeljenjem

jednadzbe brojem 576 dobivamo
x//2 y//2
— L =1,
16 L 36
Uocavamo da je dana krivulja elipsa s poluosima 4 i 6 i centrom u tocki O" = (\/LI_O’ \/LI_O)'

Kako bismo odredili kut rotacije #, uvrsavamo formule (12) u opéu jednadzbu elipse :

34(2' cos ) — ¢/ sin 0)? — 12(2 cos § — v/ sin 0) (2’ sin @ + 3’ cos 0)
+ 18(2' sin @ 4 9/ cos 0)* + 24(2’ cos § — o' sin ) — 72(2" sin @ + 3/ cos §) — 504 = 0.

Nakon $to sredimo prethodni izraz, moramo izjednaciti s nulom izraz uz z'y’ kao u potpoglav-
lju rotacija koordinatnih osi. Dobivamo homogenu trigonometrijsku jednadzbu 12sin® 6 —

32sinfcosf — 12cos?f = 0, &je je rjeSenje 0 = 71°33'54” + kn,k € Z. U koordinatnom

sustavu (O; ey, e3) elipsa je translatirana za vektor OO = \/Ll_oel 4 \/Ll_oeg te zatim rotirana

za kut 0 = 71°33'54” + km, k € Z. Dakle, glavne osi u koordinatnom sustavu (O; ey, e3) su

praveiy =3z iy = —%x -+ @. Sada imamo sve informacije potrebne za prikaz elipse u

koordinatnom sustavu (O; ey, €3).

Slika 15: Elipsa 34z% — 12zy + 18y? + 24z — 72y — 504 = 0
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Primjer 2. Odredimo krivulju koja je dana jednadzbom
5z* + 12zy — 22z — 12y — 19 = 0.

Rjesenje. Koeficijenti jednadzbe su a3 = 5,a10 = 6,a22 = 0,01 = —11,a9 = —6,a9 = —19 i

Aol

Determinanta matrice A iznosi det A = —36, pa prema teoremu 1 skup S je hiperbola ili

pripadna matrica kvadratne forme je

unija dvaju pravaca koji se sijeku. Odredimo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore.

Vrijedi

5—A 6
kA<>‘> - 6 —3&[=
odakle slijedi da su Ay = 91 Ay = —4 svojstvene vrijednosti matrice A. Za svojstvenu

vrijednost A; = 9 rjeSavanjem jednadzbe (A — A\ I) - v; = 0 dobivamo svojstveni vektor v; =
q 5
1

- : : 3
[ﬂ . Nakon sto normiramo vektor v; dobivamo vektor e} = v {2] = aE {J Analogno, za

. . . . : I . .
svojstvenu vrijednost Ay = —4 dobivamo svojstveni vektor vy = 3| . Nakon §to normiramo
2

: 1 2 ; :
vektor vy dobivamo vektor e, = \/—21=3 [ %] = \/—11=3 {_ 3] . Sada je {€], €4} ortonormirana baza

. - a2 : : 3 2
te matricu A mozemo dijagonalizirati. Definiramo matricu S = [6’1 6/2} = % [ },

2 -3
koja je ortogonalna, pa vrijedi

V132 -3

Sada uvodimo nove varijable u bazi (O; €}, €}) povezane formulom

V=)

Mnozenjem dobivamo jednadzbu bez mjesovitog ¢lana

stogr— 1 [3 2]

90 8
9z? —4y? — —a' — —of —19=0.

V13 V13

Sada jednadzbu svodimo na potpuni kvadrat

5 \2 9295 1\% 4
9o — ——) —Z22 4y 4+ — = _19=0.
(m ¢13> 13 (y = m) T3

Supstitucijom z” = 2’ — \/% iy =y + \/% dobivamo 9z” —4y” = 36. Dijeljenjem jednadzbe

brojem 36 dobivamo

12 "2
= =,
9
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Uocavamo da je dana krivulja hiperbola s poluosima 2 i 3 i centrom u tocki O’ = (\/LI_S’ \/%)
Kako bismo odredili kut rotacije #, uvrsavamo formule (12) u op¢u jednadzbu hiperbole :

5(x' cos — 3 sin§)* + 12(2’ cos @ — /' sin 0) (2 sin 6 + 4/ cos 0)
—22(2' cosf — y' sin @) — 12(z'sinf + y' cos#) — 19 = 0.

Nakon sto sredimo prethodni izraz, moramo izjednaciti s nulom izraz uz z'y’. Dobivamo
homogenu trigonometrijsku jednadzbu —12 sin® #—10sin § cos §+12 cos? # = 0, cije je rjeSenje
0 = 33"41’_2_4_’; + km,k € Z. U koordinatnom sustavu (O;eq, e3) hiperbola je translatirana
za vektor 00" = ¢, + \/%62 te zatim rotirana za kut 6 = 33°41'24" + krn, k € Z. Dakle,

Vi3
; ; : o @ 17VI3 : , _ 2 7V/13
glavne osi u koordinatnom sustavu (O;ey,ez) su pravei y = —5x + ~52=° iy = 2 — 5=,

Slika 16: Hiperbola 5x? + 122y — 22z — 12y — 19 =0

O
Primjer 3. Odredimo krivulju koja je dana jednadzbom
2?2 —2zy+1y? — 10z —6y+1=0.
Rjesenje. Koeficijenti jednadzbe su a;; = 1,412 = —1,a22 = 1,07 = —5,a2 = —3,a9 = 1 i

pripadna matrica kvadratne forme je

Determinanta matrice A iznosi det A = 0, pa prema teoremu 1 skup S je parabola, unija

dvaju paralelnih pravaca, jedan pravac ili prazan skup. Odredimo svojstvene vrijednosti i
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svojstvene vektore. Vrijedi
1-A -1

ka(A) = =l L=23

7,

odakle slijedi da su A\; = 01 Ay = 2 svojstvene vrijednosti matrice A. Za svojstvenu
vrijednost A\; = 0 rijeSsavanjem jednadzbe (A — A\I) - v; = 0 dobivamo svojstveni vektor

1 ‘ ‘ i
v = [ 1] . Nakon sto normiramo vektor v; dobivamo vektor €| = % L}

1
1] . Nakon sto

Analogno, za svojstvenu vrijednost Ao = 2 dobivamo svojstveni vektor vy = {

; , il ; :
normiramo vektor v, dobivamo vektor e, = % [_1] . Sada je {€}, €, } ortonormirana baza te

. .. S . . 1 1 .
matricu A mozemo dijagonalizirati. Definiramo matricu S = [6'1 6/2} = % L B 1], koja

je ortogonalna, pa vrijedi S71 = ST = % F ! } . Sada uvodimo nove varijable u bazi

1 -1

i &
b =oL)
Yy Y
Prethodnom transformacijom dobvamo jednadzbu bez mjeSovitog ¢lana

16 8
2 — —z' — —y' +1=0.

V2§ V2

Sada jednadzbu svodimo na potpuni kvadrat

2(’ 1>2 1 5 "41=0
=— | =l=—=F = 0.
) V2

.

Supstitucijom y" =1/ — 7 dobivamo 2" — %. Dijeljenjem jednadzbe brojem 2 dobivamo

y//2 _ 4\/§$,.

(O; €, €}) povezane formulom

Uoc¢avamo da je dana krivulja parabola.
Kako bismo odredili kut rotacije #, uvrsavamo formule (12) u op¢u jednadzbu parabole:

(2 cos @ — 3/ sin0)? — 2(2’ cos @ — y' sin §) (2 sin @ + 3/ cos ) + (2’ sin 6 + 3/ cos §)?
—10(2" cos 0 — ¢’ sinf) — 6(x'sin O + ¢ cosf) + 1 = 0.

Nakon $to sredimo prethodni izraz, moramo izjednaciti s nulom izraz uz z'y’. Dobivamo
trigonometrijsku jednadzbu 6sin?f — 6cos?f = 0, &je je rjefenje § = 45° + kn,k € Z i

0 =135° + km, k € Z.
Dakle, glavne osi u koordinatnom sustavu (O; ey, e3) su pravei y = —x + % iy=x+ %
Sada imamo sve informacije potrebne za prikaz parabole u koordinatnom sustavu (O; ey, e3).
O

Primjer 4. Odredimo krivulju koja je dana jednadzbom

5a° + 24zy — 5y% + 6v/13z + 4v13y + 13 = 0.
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Slika 17: Parabola 2% — 2zy + % — 10z — 6y + 1 = 0.

Rjesenje. Koeficijenti jednadzbe su a1; = 5,a12 = 12, a9 = —5, a1 = 3v/13, a2 = 2v/13, a9 =
13 i pripadna matrica kvadratne forme je

5 12
a-[3 1), -
Determinanta matrice kvadratne forme je det A = —169 < 0, pa prema teoremu 1 skup S

je hiperbola ili unija dvaju pravaca koji se sijeku. Faktoriziramo li danu krivulju, dobivamo

5y (24:,: + 4\/E) y + 52 + 6v13z + 13 = 0

— 942 — 4\/13 & /57622 + 192/13z + 208 + 10022 + 120+/13z + 260

Y12 =

—10
—24x — 4+/13 £ (267 + 6/13)
2= ~10 '

Iz ove jednadzbe uocavamo da je krivulja dva pravca y = bz ++v13 iy = —%(w + v/13) koji
se sijeku u tocki

D S 3V13 213
B 13 F 13

Primjer 5. Odredimo krivulju koja je dana jednadzbom

4 —dzy+y* — 62+ 3y —4=0.
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Slika 18: Krivulja 522 4 24xy — 5y + 64/13z + 4y/13y + 13 = 0.

Rjesenje. Koeficijenti jednadzbe su a;; = 4,a19 = —2,a99 = 1,07 = —3, a9 = —%, ag = —41i

A:{_‘g —12].

Determinanta matrice A je det A = 0, pa prema teoremu 1 skup S je parabola, pravac, unija

pripadna matrica kvadratne forme je

paralelnih pravaca ili prazan skup. Faktoriziramo li danu jednadzbu, dobivamo

Y’ + (—4zx +3)y+42° —6x —4=0

4dr — 3+ 3 —4r)? — 4(4x% — 6 — 4 3,5
Y2 = - \/( 33)2 i m )zgx__i_

pa jednadzba krivulje glasi
(—2z+y—1)(—2z+y+4) =0,

Sto je unija paralelnih pravaca y =2x +1iy =2z — 4.

O
Primjer 6. Odredimo krivulju koja je dana jednadzbom
3z — 22y + 3y®> + 2z — 4y + 5=0.
Rjesenje. Koeficijenti jednadzbe su ay; = 3,a;9 = —1,a99 = 3,07 = l,a9 = —2,a = 5 i

pripadna matrica kvadratne forme je
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Slika 19: Krivulja 422 —4zy + 4?2 —6x+3y—4=0

Determinanta matrice kvadratne forme je det A = 8 > 0, pa prema teoremu 1 skup S je
elipsa, kruznica, prazan skup ili jedna tocka.

Odredimo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore linearnog operatora krivulje. Iz

3—A -1

‘ 1 g )\‘ =0
slijedi da su A\; = 21 Ay = 4 svojstvene vrijednosti sa svojstvenim vektorima v; = L}

—1 : i . T
iap = [ 1 } . Normiranjem svojstvenih vektora i primjenom na danu jednadzbu krivulje
dobivamo
35
2 12 4 12 o
T+ 4y 16

Desna strana jednadzbe je negativa, a na lijevoj strani je zbroj pozitivnih ¢lanova. Dakle,
zaklju¢ujemo da je rjeSenje prazan skup. O
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