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Sazetak

U ovom radu iskazat ¢emo i dokazati Gaussov Veli¢anstveni teorem (Theorema Egregium), je-
dan od najznacajnijih rezultata diferencijalne geometrije koji ima veliku teorijsku vrijednost,
kao i vaznu prakti¢nu primjenu. Tim teoremom iskazana je ovisnost Gaussove zakrljivnosti
plohe iskljucivo o fundamentalnim veli¢inama prvog reda. U radu su navedene definicije
osnovnih pojmova lokalne teorije ploha, kao Sto su karta, prva i druga fundamentalna forma,
Gaussova i srednja zakrivljenost te je proucavana lokalna izometrija ploha. Analiza takvog
preslikavanja dovela je do Gaussovog Velicanstvenog teorema.

Klju¢ne rijeci: ploha, prva fundamentalna forma, lokalna izometrija, Gaussov Velic¢ans-
tveni teorem

Gauss’s Remarkable Theorem

Abstract

In this work we will consider Gauss’s Remarkable Theorem (Theorema Egregium), one of
the most significant results in differential geometry that has outstanding theoretical value,
as well as important practical application. The Gauss’s Theorema Egregium states the
dependence of the Gaussian curvature of a surface entirely in terms of the first fundamental
form. The work provides definitions of fundamental concepts in the local theory of surfaces,
such as patch, first and second fundamental forms, Gaussian and mean curvature and observe
the local isometry of surfaces. The analysis of that mappings led to Gauss’s Remarkable
Theorem.

Keywords: surface, first fundamental form, local isometry, Gauss’s Theorema Egregium
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Uvod

Gaussova zakrivljenost jedna je od osnovnih veli¢ina kojima mozemo opisati plohu. Ukoliko
je Gaussova zakrivljenost jednaka 0, govorimo o razvojnim plohama (npr. valjak, stozac), a
u suprotnom govorimo o vitoperim plohama (npr. sfera).

[ako su jos krajem 18. stoljeca neki matematicari, izmedu ostalih i Leonhard Euler i Gas-
pard Monge, koristili pojam Gaussove zakrivljenosti definirajuci ju samo kao produkt glavnih
zakrivljenosti, tek je Gaussovo otkri¢e da produkt glavnih zakrivljenosti ovisi samo o intrin-
zifnoj geometriji plohe (intrinziéna geometrija proucava veli¢ine koje pri izometriji ostaju
saCuvane) revolucioniralo diferencijalnu geometriju. Dok se bavio mjerenjem i izradom ka-
rata, dosao je do zakljucka da samo veli¢ine plohe koje ovise o fundamentalnim veli¢inama
prvog reda pripadaju intrinzi¢noj geometriji. Zakljucio je da ukupna (Gaussova) zakrivlje-
nost ovisi samo o mjerenjima na povrsini karte, odnosno nijedno preslikavanje sa sfere na
ravninu ne ¢uva metriku. To znac¢i da se povrsina Zemlje ne moze prikazati vjerodostojno
na karti bez razvlacenja prikaza Zemlje.

U prvom poglavlju ovog zavrsnog rada navedene su definicije i iskazane tvrdnje lokalne teorije
ploha koje su nuzne za ostatak rada. Izmedu ostalog, navodimo formule za fundamentalne
veli¢ine prvog i drugog reda te formule za Gaussovu i srednju zakrivljenost. U drugom po-
glavlju uvodimo pojam lokalne izometrije ploha i iskazujemo teoreme koji vrijede za takva
preslikavanja. U tre¢em poglavlju ¢emo iskazati i dokazati Gaussov Velicanstveni teorem ko-
jim je iskazana ovisnost Gaussove zakrivljenosti ploha o fundamentalnim veli¢inama prvog
reda. Na samom kraju navest ¢emo jos$ dvije formule za rac¢unanje Gaussove zakrivljenost
pomocu fundamentalnih veli¢ina prvog reda.



1 Osnovni pojmovi lokalne teorije ploha

U ovom poglavlju uvest ¢emo osnovne pojmove lokalne teorije ploha kao sto su prva i druga
fundamentalna forma, Gaussova i srednja zakrivljenost te ¢emo iskazati vazne rezultate iz
lokalne teorije ploha. Sve definicije i propozicije koje su navedene u ovom poglavlju preuzete
su iz [2].

Definicija 1. Za podskup S C R? kaZemo da je ploha ako za svaku tocku p € S postoji
otvorena okolina V' C R3 i preslikavanje x: U — V NS, U C R? otvoren skup, koje je glatki
homeomorfizam otvorenih skupova.

Ako je diferencijal preslikavanja x injektivan, za plohu kazemo da je regularna.

Napomena 1. Preslikavanje x, dano sax = (z(u, v), y(u,v), z(u, v)), nazivamo parametrizacijom
ili kartom (lokalnim koordinatama) okoline toc¢ke p plohe S.

Napomena 2. Ploha je reqularna ako je diferencijal preslikavanja x injektivan, a moze se
pokazati da je taj uvjet ekvivalentan uvjetu da su vektori

Ox Ox
Ny = —, Ky = ——
Ju v
linearno nezavisni.
Propozicija 1 (vidjeti [2], Propozicija 3.1.3). Neka je S regularna ploha i p € S tocka na S.
Tada postoji okolina V' tocke p u S takva da je V' graf neke glatke funkcije oblika z = f(x,vy),
= glm, ) il 2= hily,=).
Ukoliko je x parametrizacija regularne plohe S, sljede¢a propozicija nam govori da je x 1
neprekidno preslikavanje:

Propozicija 2 (vidjeti [2], Propozicija 3.1.2). Neka je p tocka reqularne plohe S. Neka je
x: U — R3 glatko, injektivno preslikavange takvo da je p € x(U) C S i kojemu je diferencijal
injektivan. Tada je x~! neprekidno preslikavange.

1.1 Fundamentalne forme plohe

Kako bismo mogli definirati fundamentalne forme plohe, najprije moramo uvesti pojam
tangencijalne ravnine plohe:

Definicija 2. Neka je S regularna ploha i p € S. Tangencijalni vektor u tocki p je vektor
v, € T,R za koji postoji krivulja c: I — 5, takva da je

(o) =p,£(0) = up

Skup svih tangencijalnih vektora u p oznacavamo s 7T),S.
Potprostor 7,5 nazivamo tangencijalna ravnina plohe S u tocki p.

Sada, nakon Sto smo uveli definiciju tangencijalne ravnine plohe, mozemo definirati i
preslikavanje na tangencijalnoj ravnini plohe koje ¢e nam sluziti za mjerenja na plohi.

Definicija 3. Simetrican, bilinearan funkcional I: 7,5 x 7,5 — R definiran s
(s W) = Uy ity = U+ W. (1.1]

naziva se prva fundamentalna forma plohe S u tocki p € S.



Napomena 3. Pridruzena kvadratna forma 7: 7,5 — R, I(v,) = v, - v, se takoder zove
prva fundamentalna forma.

U nastavku ¢emo pomocu karte plohe zapisati djelovanje prve fundamentalne forme na
tangencijalni vektor te ¢emo definirati fundamentalne veli¢ine prvog reda.

Zapis prve fundamentalne forme u karti plohe
Neka je x: U — x(U) C S karta dijela plohe S, p = x(ug,vp) i v, € T,S. Prema definiciji
tangencijalnog vektora plohe, postoji krivulja c: I — S za koju vrijedi ¢(0) = p, ¢/(0) = v,,
a u karti ju prikazujemo kao c(t) = x(u(t), v(t)).
Stoga tangencijalni vektor v, mozemo prikazati u karti kao:
v, = ' (0) = x,(ug, vo)u' (0) + x, (ug, vo)v'(0).
Tada prvu fundamentalnu formu mozemo zapisati na iduéi nacin:
I(vp) = vy - vp = X3 (o, v0) ('(0))* + 24 (o, o) - Xu (o, v0)u' (0)0(0) + x5 (o, v0) (v'(0)).
Definiramo funkcije E, F,G: U — R kao

E(UO»UO) = Xi(uoavo), F(UO,%) = Xy (uo, Vo) - Xo(uo, Vo), G(ug,vo = x (Uo,vo)
(1.2}

Funkcije E, F' i G se nazivaju fundamentalne velic¢ine prvog reda plohe S u karti x: U — R3.
Koristeéi prvu fundamentalnu formu mozemo ra¢unati povrsinu dijela plohe, kut medu

krivuljama, ali i mjeriti duljinu luka krivulje na plohi S.
Duljina luka krivulje ¢: I — S, ¢(I) C x(U), definirana je s

0= [ Iela

- /t VI ®))dt.

$to mozemo zapisati kao

Ako je c(t) = x(u(t),v(t)), onda je

/ VEu! (t)2 + 2Fu/ (t)v'(t) + Gu'(t)2dL. (1.3)

Jednakost (1.3) moZemo zapisati i kao

ds

(a) — Bu(1)? + 25 (1)0' (1) + G/ ()

Sto je takoder prva fundamentalna forma plohe S.

Prije nego sto definiramo drugu fundamentalnu formu plohe, definirat éemo pojmove koji
su nam za to potrebni. Najprije definiramo vektor normale plohe.

Definicija 4. Neka je S regularna ploha i x: U — R? karta koja pokriva podrucje x(U)
plohe S. Jedini¢ni vektor normale te ravnine je vektor
Xy X Ky
n=—
[ X x|

kojeg nazivamo standardnim jedinicnim vektorom normale karte x.
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Kada znamo kako je definiran jedini¢ni vektor normale, mozemo navesti definiciju za
operator oblika plohe.

Definicija 5. Neka je D,, usmjerena derivacija jedini¢nog normalnog polja n u smjeru
tangencijalnog vektora v,. Preslikavanje S,: T, — T,R?, definirano s Sy(v,) = —D,,n(p),
naziva se operator oblika plohe S u tocki p.

Sada mozemo definirati i drugu fundamentalnu formu plohe koja nam govori kakvog je
oblika ploha u okolini tocke koja se nalazi na njenoj povrsini.

Definicija 6. Simetrican, bilinearan funkcional I7: T,S x T, — R definiran s
T Tty ) = S0y = Uty
naziva se druga fundamentalna forma plohe S u tocki p € S.

Napomena 4. Pridruzna kvadratna forma I1: T, — R, 11(v,) = Sp(v,) - v, takoder se
zove druga fundamentalna forma.

U nastavku ¢emo pomocu karte plohe zapisati djelovanje druge fundamentalne forme na
tangencijalni vektor te ¢emo definirati fundamentalne veli¢ine drugog reda.

Zapis druge fundamentalne forme u karti plohe
Sli¢no kako smo dosli do izraza za prvu fundamentalnu formu u karti plohe, mozemo izvesti
izraz za drugu fundamentalnu formu plohe. Za tangencijalni vektor v, € T,,S vrijedi:
I1(vp) = Sp(vp) - vy
= Sp(xu(to, v0)) - Xu(tg, vo) (u'(0))* + Sp(xu(to, v0)) - X (g, v)u' (0)'(0)
+xu (U, Vo) + Sp(%w(uo, v0))u'(0)0(0) + Sp(xu(uo, v0)) - Xu(uo, vo) (v'(0)).
Definiramo funkcije L, M, N: U — R kao

L(ug,vp) = Sp(xy(uo, vo)) - Xu(uo, o),
M (ug,v9) = Sp(xu(uo, v0)) - Xy (o, Vo) = Xu (o, Vo) - Sp(Xy(uo, v0)),

N (ug,v9) = Sp(xu(uo, Vo)) - Xu(uo, Vo).

Funkcije L, M i N se nazivaju fundamentalne velicine drugog reda plohe S u karti x.

1.2 Gaussova i srednja zakrivljenost plohe

U nastavku rada koristit ¢emo definicije Gaussove i srednje zakrivljenosti plohe. Najprije ih
definirajmo uz pomo¢ operatora oblika plohe.

Definicija 7. Neka je S ploha i S,: T,,S — T,,S operator oblika plohe S.
Funkcija K: S — R definirana s
K(p) = detS,

naziva se Gaussova zakrivljenost plohe S u tocki p.
Funkcija H: S — R definirana s

1
H(p) = E“"Sp

naziva se srednja zakrivljenost plohe S u tocki p.
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Koristeéi fundamentalne veli¢ine prvog i drugog reda koje smo prethodno definirali, Ga-
ussovu i srednju zakrivljenost moZzemo racunati i na sljede¢i nacin:

Propozicija 3 (vidjeti [2], Propozicija 3.5.1). Neka je x: U — R?® karta za plohu S,
E,F,G,L,M,N fundamentalne velicine prvog i drugog reda s obzirom na kartu x. Tada
su Gaussova i srednja zakrivljenost dane formulama

_ LN - M? _ EN—2FM +GL

K= EG — F?’ = 2(EG — F?)

(1.4)

Kako bismo lakse racunali Gaussovu i srednju zakrivljenost koje su dane s (1.4), sljedeca
propozicija nam daje jednostavniji nacin ra¢unanja fundamentalnih veli¢ina drugog reda.

Propozicija 4 (vidjeti [2], Propozicija 3.5.2). Neka je x: U — S karta. Tada vrijedi
L =M~ Ryy — Wdet(xuu,xu,xv)
M=n-x, = Wdet(xuv, T T
N=n- -x, = Wdet(xw, Fgs By )

Xy X Xy
Tw x|’

gdje je n standardno jedinicno normalno polje od S, n = a funkciju

Xu Xy Xy Xy
Xy Xy Xy Xy

W?:=EG - F* =

nazivamo Weingartenova funkcija.



2 Lokalna izometrija ploha

U ovom poglavlju definirat ¢emo preslikavanje koje ¢uva metriku na plohi, tj. preslikavanje
koje nazivamo lokalna izometrija. Sve definicije i teoremi preuzeti su iz [2].

Neka su M, N plohe u R? i neka je preslikavanje Fi|,: T,M — Trq,) N diferencijal glat-
kog preslikavanja F': M — N. Neka je v, € T,M tangencijalni vektor plohe M i neka su
oko tocaka p € M i F(p) € N dane karte x: U — M, X: U — N. Tada postoji krivu-
ljac: I — M, c¢(I) C x(U) za koju vrijedi ¢(0) = p,'(0) = v, i koju prikazujemo u karti
c(t) = x(u(t), v(t)). Diferencijal F\|, pridruzuje tangencijalnom vektoru v, tangencijalni vek-
tor w, plohe N, pri ¢emu je w, tangencijalni vektor krivulje Foc: I — N, F(c(I)) C x(U).
Tada vrijedi:

El(uy) = (F@), 222D ) = (P(p), (£ 0 ¢ (0)). .)

Propozicija 5 (vidjeti [2], Propozicija 3.8.1.). Vektor (F o c)'(0) ne ovisi o izboru krivulje
c. Preslikavange F|,: Ty,M — Tpp)N definirano s (2.1) je linearni operator.
Dokaz. Neka je ¢: U — U,U,U C R?, ¢ = X' o F o x koordinatni prikaz preslikavanja F.
Vrijedi:
¢(u,v) = (¢1(u, v), ¢a(u, v)) = (, )
iz Cega slijedi
(Foc)(t) = (X0 ¢)(u(t), v(t)).

Parcijalnom derivacijom, za t = 0, dobivamo sljedeé¢u jednakost:

, _Ou _ Ov
(Foc)(0)= Xﬂa—? —|—X1—,a—1t)|t:0
pri ¢emu je
ou  d¢, Oudu  dudv,  da , . da,
%= —uz T owar = ot 0+ 5,70,
9o 9py  Ovou  vdw, v, . O,
%= ot —ouot Tawort= = 5u% O+ 5,0

Dakle, djelovanje od F.|, ovisi o "pocetnim uvjetima" ¢(0) = p,c/(0) = v,, a ne ovisi o
izboru krivulje. Prethodni zapis takoder povlaci i da je F.|, linearno preslikavanje. Buduci
(0)
U/(O):| ’
prikaz preslikavanja F,|, u paru baza {x,,x,} od T,M i {X,,X,} od Tp@N Jacobijeva
matrica preslikavanja ¢:

da vektor v, = ¢/(0) = x,u/(0) + x,v'(0) u bazi x,,x, ima prikaz onda je matri¢ni

ou ou

2 {% %} . (2.2)
ou ov P

0

Sada ¢emo definirati preslikavanje ¢ijim se djelovanjem na plohu ona savija, a udaljenost
izmedu tocaka na plohi ostaje nepromijenjena.

Definicija 8. Lokalna izometrija F: M — N ploha glatko je preslikavanje ¢iji diferencijal
F.p: T,M — Tpp N ¢uva skalarni produkt tangencijalnih vektora iz T,M za svaki p, tj.
vrijedi

Wy, = Wy = Fog |0 T« Pl (23]
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Buduéi da lokalna izometrija ¢uva skalarni produkt tangencijalnih vektora, lokalna iz-
ometrija ¢uva i normu tangencijalnih vektora, a po (1.1) onda znamo da ¢uva i prvu fun-
damentalnu formu plohe. Drugim rije¢ima, lokalnu izometriju zamisljamo kao preslikavanje
kojim se plohe savijaju, ali se unutrasnja udaljenost medu toc¢kama ne mijenja.

Lema 6. Lokalna izometrija ploha glatk: je lokalni difeomorfizam.

Dokaz. F,|, je regularan operator jer iz (2.3) slijedi da F.|, ¢uva skalarni produkt, a po
Teoremu o inverznim funkcijama preslikavanje F' je lokalni difeomorfizam. 0J

Kako bi provijerili je li neko preslikavanje F' lokalna izometrija, pokazimo najprije da je
F lokalna izometrija ako i samo ako vrijedi
Ox Ox 0(Xo¢) 0(Xo9)

(9ui . an N 8ul . 3uj d = 1’ 2 (24)

Definirajmo na S kartu x: U — S. Zbog Fox =Xo0¢: U — X(U) i (Foc)(t) = (Fo
x)(uy(t), us(t)), za parametarske krivulje u; = (u1)g 1 us = (ug)p u tocki p = x((uq)o, (u2)o)
vrijedi jednakost

O(F o x)(u1, (ug)o) _ 9K o0 P)(ur, (uz)o) _ O(X 0 ¢)(us, up)

F*|P(XU1) = aul - aul - aul . (25)

Na isti nacin se pokaze

A(X 0 ¢)((u1)o, (U2)0).

R (26)
Tada (2.4) slijedi iz (2.5) i (2.6).
Za E = x; - x; uvjet (2.4) glasi:
g 0%(@,v) 0x(u,0) _ (0%(u,0)0u  0%(u,0) I ?
- Ou ou ou  Ou ov Ou)’

Sto znaéi da ako su domene dviju karata isti skupovi, U = U, a preslikavanje ¢ je identiteta,
dobivamo teorem kojim lako provjerimo je li preslikavanje ploha lokalna izometrija:

Teorem 7 (vidjeti [2], Teorem 3.8.3.). Glatko preslikavanje F je lokalna izometrija ako i
samo ako

E=EF=FG=QG,

pri cemu su funkcije E, F, G, odnosno E, F,G fundamentalne velicine prvog reda s obzirom
na karte X, odnosno X definirane na istom otvorenom skupu U.

Dokaz. Slijedi iz U = U, ¢ = Id i (2.4). O



Primjer 1. Karta x: R? — R? definirana sa x(u,v) = (cosu, sinu, v) je glatko preslikavanje
izmedu ravnine i kruznog cilindra. Lako se provjeri da i za ravninu i za cilindar vrijedi
E=G=11iF =0. Stoga je x lokalna izometrija. Drugim rije¢ima, ravnina se moze saviti
u cilindar bez razvlac¢enja ili kidanja.

Slika 1: Ravnina

Slika 2: Kruzni cilindar



3 Gaussov Velicdanstveni teorem

U ovom poglavlju iskazat ¢emo rezultat kojega je 1827. godine dokazao Gauss i koji je
zbog svog znacaja za diferencijalnu geometriju nazvan Velicanstveni teorem, lat. Theorema
Egregium. Teorem i propozicije u ovom poglavlju preuzeti su iz [2].

Teorem 8 (vidjeti [2], Teorem 3.8.4.). Zakrivljenost K je invarijanta pri lokalnim izometri-
jama, tj. ako je F: M — N lokalna izometrija, tada je

K(p) = K(F(p)),p € M.

Dokaz. Neka je M ploha, a x dio plohe paramtriziran sa x: U — M, x = x(u,v) kojem
mozemo pridruziti bazu {x,,x,,n} prostora T,R, p € M, pri ¢emu je n normalno, jedini¢no,
glatko polje na M. Vektore Xy, Xy, Xyu U toj bazi mozemo prikazati kao

Xyu = 1 Xu + T2,%, + Ln
Xoup = D'igXy + I5%, + Mn

Xpy = [goXy + 2%, + N1

gdje su Ffj, 1,7,k = 1,2 funkcije koje nazivamo Chrisoffelovi simboli 2. vrste. U nastavku

¢emo izvesti prikaz Christoffelovih simbola preko koeficijenata prve fundamentalne forme i
njihovih derivacija. Iz (1.2), parcijalnim deriviranjem po u i v dobivamo

By = 2oty » Xy
Fu:qu'Xv+Xu'Xuv
Gy = 2%y - Xuw
E, =2x, - Xuw
Fv:Xuv'Xv+Xu'va

Gy = 2%, - Xow

iz cega dalje slijedi

1
Ky X =T B4 F = 5B

1
X Xy = Ly F +T5,G = F, — §E”

1
Xup " Xy = [ E +T2,F = 5B
1
Koy Xy = PP 150 = iGu
1
Xyy * Xy = Lo B+ T2, F = F, — 5Gu

1
Xy - Xy = [3oF +THG = 5Gv.



Ocito je da vrijedi:

GE, - 2FF,+ FE,

Ty = W2
9 2FF, — FE,— FE,
Fn = o2
. G — Pa,
F12 = o112
9 EG, — FE,
b= o
. IGF, -GG, - FG,
F, = W2
9 EG,—2FF,+ FG,
F22 = 2 .

Zelimo da vrijede 1 uvjeti integrabilnosti:

Kako je n, = —S,(xu) € T,M, vrijedi
—Ny = aXy + bXy, —Ny = Xy + dXy, (3.1)

pri ¢emu su a, b, ¢, d odredeni Weingartenovim formulama (vidjeti [2], Propozicija 3.7.2.).
Ako uvrstimo izraze za derivacije od Xy, Xup, Xyw, Ty, Ny, dobivamo slijedeéi niz jednakosti:

Alxu + lev + C’ln == O,
Asx, + Box, + Con = 0,
Asx, + Bsx, + C3n = 0,

gdje su Ay, ..., C5 glatke funkcije na U .

Buduéi da polja x,,x,,n ¢ine bazu, ona su linearno nezavisna pa vrijedi A; = By = (] =
AQZ...:C?):O.

Iz A1 = Bl = Cl =0 Sljedi:

F%lxuv i F%lxvv + Ly + (F%l)vxu + (Ffl)vxv + Lyn =
= T -+ Tookn - M T s I (T 4 Mo

Iskoristimo li izraze za definiciju Christoffelovih simbola i ako ¢lan uz x, izjednac¢imo sa 0,
dobivamo iduc¢u jednakost

FM — EN FL—-EM
L3 i Do o Lw (TS0 =Tl Tl e Mw + (Tipu:
(3.2)
Uvrstimo li 3.1 u 3.2, dobivamo:
FM — EN FL—-EM
FhF%Q + F?1F§2 e Bt (F%I)U = FbF%l * F%QI% + M W (Fé)u,

EG — F? EG — F?
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odnosno:

(F%2)u - (F%)v & F%QF% = 1?21?2 - FLF% - F%ng =
L(FM—EN)—M(FL—EM) —E(LN—MQ_

= = —EK
EG — F? EG — F? ’
iz Cega dobivamo izraz za K
1
K= E((Fﬁz)u - (F%)v + F%ZF?I s F?QF%Z - 1—‘%11—‘%2 - F%1F32)

koji ovisi samo o fundamentalnim veli¢inama prvog reda i naziva se Gaussova formula.

OJ

Primjer 2. Sfera i ravnina nisu lokalno izometri¢ne jer je Gaussova zakrivljenost sfere raz-

licita od 0, dok je Gaussova zakrivljenost ravnine jednaka 0.

Slika 4: Ravnina

Slika 3: Sfera

Napomena 5. Obrat Gaussovog Velicanstvenog teorema ne vrijedi.

Primjer 3. Rotacijska ploha zadana parametrizacijom x(u,v) = (cosv - u,logu,sinv - u) i

helikoid nisu izometri¢ne iako imaju jednaku Gaussovu zakrivljenost.

Slika 5: Ploha zadana parametrizacijom
x(u,v) = (cosv - u,logu,sinv - u)

Slika 6: Helikoid

Osim Gaussovog Velicanstvenog teorema, navest ¢emo jos dvije formule za rac¢unanje
Gaussove zakrivljenosti. Koristit ¢emo fundamentalne veli¢ine prvog reda i njihove derivacije.

Prva je tzv. Brioschi-jeva formula:
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Propozicija 9 (vidjeti [2], Propozicija 3.8.2).

_lEvv + Fuv - lC;(uu lE1u Fu - lEv O lEv

K a ’ E, - 1@ ’ 2E F2 B 2E
~(EG_F22 u o e ~|Eloe

(B — F) 16, F @ o, F

Druga formula nam daje izraz za K u ortogonalnoj parametarskoj mrezi F' = 0:

Propozicija 10 (vidjeti [2], Propozicija 3.8.3).

oo Lo (1L ava) o (1 ovE
~ VEG )| Ou\VE 0u ov\ VG 0
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