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Sazetak

U ovom radu prezentiramo pojam primitivne funkcije ili antiderivacije funkcije f kojim
uvodimo pojam neodredenog integrala. Opisat ¢emo svojstva neodredenog integrala i dat
¢emo tablicu osnovnih integrala koju ¢emo koristiti u metodama integracije i tehnikama
integriranja.

Kljucne rijeci: primitivna funkcija, neodredeni integral, metoda supstitucije, metoda
parcijalne integracije

Indefinite integral and integration methods

Abstract

In this paper, we present the concept of a primitive function or antiderivation of the function
f by which we introduce the concept of an indefinite integral. We will describe the properties
of the indefinite integral and give a table of basic integrals that we will use in integration
methods and integration techniques.

Keywords: primitive function, indefinite integral, substitution method, partial integra-
tion method



1 Uvod

Pojam integrala je kljucan pojam u podruc¢ju matematicke analize, a naziv je dobio od
latinske rijeci integralis (cjelina) jer zbrajanjem beskonac¢nog broja malih dijelova dobivamo
cjelinu. Isaac Newton (1642.-1727.) i Gottfried Wilhelm Leibniz (1646.-1716.) su u kas-
nom sedamnaestom stolje¢u otkrili vezu izmedu tangente i povrsina, a Newton-Leibnitzova
formula je danas osnova integralnog racuna.

Teorem 1.1. (Newton-Leibnitzova formula)[l, Newton—Leibnizova formula, str. 251.]
Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna funkcija na [a,b]. Ako je F : [a,b] — R bilo koja
primitivna funkcija od f, onda je:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Pojmom primitivne funkcije ili antiderivacije funkcije f uvodimo pojam neodredenog
integrala koji oznacava skup svih primitivnih funkcija dane funkcije f. Sam postupak inte-
griranja je vrlo slozen jer integral elementarne funkcije ne daje uvijek elementarnu funkciju i
zbog toga su danas mnogi integrali ostali nerijeseni. U ovom radu bavit ¢emo se neodredenim
integralom. Najprije ¢emo navesti definiciju i osnovna svojstva neodredenih integrala, a na-
kon toga ¢emo nesto vise reéi o metodama integracije. Ovaj zavrsni rad prati literaturu [1],
M. Crnjac, D. Juki¢, R. Scitovski, Matematika, Ekonomski fakultet, Sveuciliste u Osijeku,
Osijek, 1994. i dijelovi teksta su preuzeti iz knjige.



2 Neodredeni integral

2.1 Primitivna funkcija

Neka je I C R jedan od skupova: interval (a,b), slijeva zatvoren interval [a,b), zdesna
zatvoreni interval (a,b] ili segment [a,b]. Primitivnom funkcijom funkcije f : I — R na
skupu I nazivamo svaku funkciju F' sa svojstvom:

F'(z) = f(z) za svaki z € I.

Primjer 2.1.
1

F(z) = Inx je primitivna funkcija funkcije f(z) = — na intervalu I = (0,00) jer je F'(z) =
-

f(@).

Napomena 2.1.
Ako je F na intervalu I primitivna funkcija funkcije f, onda je i x — F(x) + C' primitivna
funkcija funkcije f, gdje je C' proizvoljna konstanta.

Teorem 2.1. [3,Teorem 5.9.]
Ako su F' i G duvije primitivne funkcije funkcije f na intervalu I, onda se one razlikuju za
konstantu, tj.

F'(z)=G'(z) = f(z) = F(z) - G(z) =C, CeR.

Prije nego sto zapocnemo s dokazom teorema 2.1, iskazat ¢emo Lagrangeov teorem srednje
vrijednosti koji ¢emo koristiti u samom dokazu.

Teorem 2.2. (Lagrangeov teorem srednje vrijednosti)

[1, Lagrangeov teorem, str. 199.]

Ako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna na intervalu (a,b),
onda postoji tocka ¢ € (a,b) takva da je

f®) = f(a) = f(c) - (b—a).
Dokaz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti mozete naéi u [1].

Dokaz teorema 2.1. Akosu F' = fiG' = f,ondaje (G—F) =G —F' = f—f =0,
odnosno H'(z) = 0, Vo € I, gdje je H = G — F. Neka su z; i 25 bilo koje dvije tocke
iz domene I, pri cemu je z; < x5. Prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti
postoji tocka ¢ € (z1,x9) takva da je:

H(zy) — H(z1) = H'(¢) - (13 — 11).

Kako je H'(¢) = 0 dobivamo H(x2) = H(z1). Dakle, H(z) = C, Vz € I, pa onda vrijedi
F(z) - G(z)=C, CeR. O



2.2 Pojam neodredenog integrala

U prethodnom poglavlju smo definirali primitivnu funkciju i naveli neka njena osnovna
svojstva, te sada mozemo dati definiciju neodredenog integrala.

Definicija 2.1. Neodredeni integral funkcije f : I — R na intervalu I je skup svih
primaitivnih funkcija funkcije f na intervalu I.
Koristimo oznaku

/f(x)dx _F@)+C, CeR,

pri cemu je F  neka primitivna funkcija funkcije f na intervalu I, x je
variyjabla integracije, f podintegralna funkcija i C' konstanta integracije.

Napomena 2.2. Postupak traZenja neodredenog integrala nazivamo integriranjem.
Da bismo pronasli neodredeni integral funkcije f na skupu I dovoljno je naéi jednu njenu
primaitivnu funkciju.

Napomena 2.3. Ako funkcija f : I — R ima primitivnu funkciju na I, onda kaZemo da je
funkcija f integrabilna na I.

Napomena 2.4. Integriranje je inverzna operacija od deriviranja zato jos neodredeni inte-
gral nazivamo 1 antiderivacija, te rezultat integriranja uvijek mozZemo provjeriti derivira-
njem.

2.3 Svojstva neodredenog integrala

Navedimo osnovna svojstva neodredenog integrala koja se lako mogu provjeriti koristeci
definiciju neodredenog integrala i svojstva derivacije funkcije (svojstva su preuzeta iz [1)):

1. Ako funkcija f : I — R derivabilna na I, onda je:
[ r@s= s+ c.

2. Ako je funkcija f : I — R integrabilna na I, onda je:

52 ([ 1oyie) = 1)

odnosno derivacija svake primitivne funkcije jednaka je funkciji f.

3. Ako je funkcija f : I — R integrabilna na I i A € R, onda je funkcija A - f integrabilna
na [ i pri tome je :

//\-f(x)dx = )\/f(x)dx
Ovo svojstvo nazivamo homogenost neodredenog integrala.

4. Ako su funkcija f,g : I — R integrabilne na I, onda je i funkcija f + g integrabilna na
I i vrijedi:

Ju@ +gtando = [ sz + [ g

Ovo svojstvo nazivamo aditivnost neodredenog integrala.
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Napomena 2.5. [1, Primjedba 7.8
Mozemo pokazati da su 3. @ 4. ekvivalentna svojstvu linearnosti:

/[alf(a:) + asg(@))dr = i /f(x)dx +ay /g(m)d:p, Vou,as € R

1 time smo pokazali da je neodredeni integral "linearna operacija”, tj. ima svojstvo linearne
funkcije.



2.4 Tablica neodredenih integrala

Postupak integriranja sastoji se u tome da se podintegralna funkcija dovede u vezu s
funkcijama za koje su primitivne funkcije navedene u sljedec¢oj tablici:

oz
= arcsin — + C

/ dx
va? — 2 a

/

dxz 1 ; x+C
= — = —
a? + x? aana

dx

d 1
fedz=c-2+C /a2fm2:aarctgg+c
ol dx 1 T +a
@ dyp — C _BF
Jladn oz—|—1+ /aQ—x2 2% |z—a B
d d
—len|x|—|—C /f = —ctgz +C
z sin® x
d
[erde=e"+C / f =tgz+C
cos? x
faxdmzlza—t—C' fcha:dx:shx+C'
fcosa:dm:sina:—i—C' fshwdx:chx+0
dx
fsma: & cos T + /cth x 4+
d d
/\/ﬁ:arcsinaz—l—C /sh;vx: chx +C
dx dx
/1+x2 = arctgz + C /Smx:ln‘tg— +C
/ v In(z 4+ v1+4+2%)+C /dm l‘t <x+ﬂ) +C
— =In(z+ V T =In — 4 —
V1t 22 cos T t\2 71
dx dx 1 T +a
— =1 Va2 —1|+C =—1 C
/\/x2—1 L+ [+ /aQ—x2 QCLna:—ajL

In|z+ Va2 —a?|+C

/

/ dx
” /a2 + 1-2

Vii—a
=In(z + Va2 +22)+C

Tablica 1: Tablica neodredenih integrala




3 Metode integracije

U nastavku ¢emo navesti neke metode integriranja. Svaku metodu ¢emo posebno opisati
i navesti nekoliko primjera.

3.1 Direktna metoda integracije

Direktna metoda integracije se sastoji u tome da podintegralnu funkciju transformiramo
tako da dobijemo elementarne funkcije i zatim koristimo svojstva integrala i formule iz tablice
neodredenih integrala kako bismo dobili rezultat.

Primjer 3.1. U ovom primjeru prikazat é¢emo racunanje integrala nekih funkcija direktnom
metodom integracije.

1. [(2*+8)% dx
Rjesenge:

/(x2—|—8)2 dx:/(x2—|—16m+64) dxz/xQ da:—}—16/1: dx—|—64/dm:

3 2 3

:%+16%+64w+0=%+8x2+64m+0.
2 [ Vol — ¥3) do

Rjesenje:

2 11
/\/:E(x—{‘/i) dmz/(mg—x%)dx:/x% da:—/x% dx :gxg—EmF%—C.

3 2
3’/( 5 .Q)dx
cos“xr Hsin‘x

Rjesenge:

3 2 1 2 1 2
— de= 3 de — - | —— dz =3t —ct C.
/<cos23: 551n2x> v /COSQQZ . 5/sin2x v gm+5cgm+

Deriviranjem desne strane jednakosti mozemo provijeriti sljede¢e pravilo koje nam
olaksava racunanje integrala:

f'(@)

f(x)
Dakle, ako se u brojniku podintegralne funkcije nalazi derivacija nazivnika, tada je integral
jednak prirodnom logaritmu apsolutne vrijednosti nazivnika.

de =1n|f(z)| + C.

Primjer 3.2. Pokazat cemo primjere u kojima c¢emo primjeniti navedeno pravilo:

1
1. d
/:U—|—4 .

Rjesenje:

1
/ de =In|z+ 4|+ C.
& +4



2. [ctgzx da.

Rjesenge:

/ctga: dac:/cf)sx dr =In|sinz| + C.

S x

3.2 Metoda supstitucije

Metoda supstitucije je postupak kojim uvodimo novu varijablu, pri ¢emu se podintegralna
funkcija dovodi u vezu s kompozicijom funkcija.

Teorem 3.1. [1,tvrdnja 7.15.]

Neka su [A, B] i [a,b] segmenti, p derivabilna funkcija na [a,b], p' neprekidna funkcija na
[a,b] i f neprekidna funkcija na [A, B]. Ako je p([a,b]) C [A, B] tako da je na [a,b] definirana
kompozicija f o p, onda vrijedi:

Funkcija x — flp(x)]p'(x) na segmentu [a,b] ima primitivnu funkciju. Pri tome je

/ﬁmmwuwmsz@n+a (1)

gdje je F primitivna funkcija od f.

Dokaz. Dokaz je preuzet iz [1].
Primijetimo da je z — f[p(z)]p/(z) neprekidna, pa i integrabilna na [a,b], a funkcija f
integrabilna na [A, B]. Nadalje, neka je F' primitivna funkcija od f na [A, B]. Kako je
p([a,b]) C [A, B], kompozicija F op je derivabilna na [a, b]. Primjenom pravila za deriviranje
kompozicije funkcija dobivamo:

(Frop)(z) = Flp(x)lp () = flo(z)]p'(x).

Slijedi tvrdnja [ f[p(z)]p/(z) dz = F[p(z)] + C.
U

Iz formule (1) dobivamo shemu za pronalazenje neodredenog integrala [ f[p(z)]p/(z) da:

[ flota)

gdje je C proizvoljna konstanta, a F' primitivna funkcija od f.

do=| 20 4l = [ 10 =P+ 0 = Pl + .

Primjer 3.3. U sljedecim primjerima cemo widjeti primjenu metode supstitucije na
neodredenom integralu.

I [V2—7 da

Rjesenje:

/ /'—dx_‘ =2 —r
dt = —dx

2 2
:—/t%dt:——t%+cz—§(2—m)%+0.



dx
& f —
/ V25 — 9x2
Rjesenge:

t=3

dx
= 5
/ /25 — 972 ‘dt = 3dzx

) 1 1
— — _dt=2 | ——dt=
/3\/25—25t2 3/\/1—252
1 1 3
=3 arcsin(t) + C' = 3 arcsin (g) +C.

3. f sin® z cos = dx
Rjesenge:

. L= sing
/sm?’a:cosx dz = ’

dt = cos xdzx 4 4

1 1
:/t3 dt = ~t* +C = ~sin*z + C.

3.3 Metoda parcijalne integracije

Iz formule za deriviranje produkta dvije funkcije dobivamo formulu za parcijalnu inte-
graciju.

Teorem 3.2. [1,tvrdnja 7.18.]
Ako su u,v : I — R neprekidno derivabilne funkcije na intervalu I, onda su funkcije u'v i
wv” integrabilne na I i pri tome vrijedi:

/ £ (2)o(z) de = u(z)v(z) — / w(z)v'(z) da. 2)

Dokaz. Dokaz je preuzet iz [1].

Kako su u i v prema pretpostavci neprekidno derivabilne funckije na I, onda su i funkcije
uw'v 1 wv’ neprekidne i integrabilne na I. Prema pravilu derivacije produkta dvaju funkcija
dobivamo (uv)'(z) = v/ (x)v(z) + u(z)v'(z), pa slijedi

u(x)v(z) = (wo) (x) — u(x)v'(z).

Integriranjem te jednakosti dobivamo:

/ d(z)o(z) do = (w)(z) — / w(z)v'(z) da.

Integraciju primjenom formule (2) nazivamo parcijalnom integracijom.

Napomena 3.1. [1, Primjedba 7.10]

Kod metode parcijalne integracije treba pripaziti koju funkciju odabrati kao u', a koju kao
v. Za funkciju u' bismo trebali odabrati funkciju kojom bi lakSe mogli odrediti primitivnu
funkciju w od ', a pri tome treba paziti da racunanje integrala [ u(x)v'(z) dz bude lakse od
racunanja integrala [ o' (x)v(x) dx.



Primjer 3.4. Ovim primgjerom ¢emo pojasniti Napomenu 3.1.
Izracunat éemo fa:sinac d?

x ging de = —cosx_x ,— | —cosx_1  dr=—xcosxz+sinx+ C.
~ —— N——

v u’ U v U U’
Ako bi stavili za v’ = x,a za v = sinzx, onda bi imali:

2
: x° 1
r sing de = —sinz — = [ z%cosz dz.
? v

Ovdje mozemo wvidjeti da je rjesavanje [ x*cosx dx sloZenije od rjesavanja [ xsinz dx te
da nas formula parcijalne integracije na ovaj nacin zadana vodi u pogresnom smjeru.

Primjer 3.5. Rijesit cemo sljedece integrale:

]./ $2 dx
cos? x

Rjesenge:
/\a;"coslza: dx:&gﬁ\m’/—/t\gﬁ\lf/ dm:xtgw—/ziz dx =
e vt w ¥ %
=ztgz — In(cos(z)) + C.
E = (S;:i dr = ’dt i:_(:jz del = —/% dt = —In(t) + C = —In(cos(x)) + C.
2. [a*sin(2z) dz
Rjesenge:
/\xi/&n(@ d:c:%m\wi/—/—cos(,?x)\m/f do =
= _%ﬁ + /cos(Zx)a: dn =
T
_ _coséQm)xQ " sin(22x)x B cosfm) )

in(2 in(2
[22/ x cos(2z) dr = Sm; ) T _/5111(2 L 1 dig=
v N— —

o N——— v v’
_ sin(2ac)aC [ sin(2z) d — sin(2m)m _ cos(2z) - @
2 2 4
I3

sin(2x) = 2z
[3_/ dx_‘dt:2d::r;

1 . _ cos(t) ~ cos(2z)
—Z/smtdt—— 1 +C——T+C.
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Primjer 3.6. U ovom primjeru cemo ilustrirate primjenu parcijalne integracije na
neodredenom integralu cija podintegralna funkcija ovisi o cjelobrojnom parametru n.

dx | /| —m 2%

[TL — = y 1 dx = xr e €T _— =

(1’2 S aQ)n (x2 =0 aQ)n \,’./ N~~~ (xQ A a?)n ~—~ (mz o a2)n+1
N — U U N\ — e’ u _,—/’

1,2

T
= 2 _—
e A

(G

-~

1

2 2 2 2
j T _ 5+ a a :In_a2]n+1
(a:2 _|_a2)n+1 (xz +a2)n+1

Napomena 3.2. [1, Primjedba 7.11]
Integral oblika

1
5 nda:,
(2 + pz +q)

gdje sup,q € R v n € N, moZemo supstitucijom svesti na jedan od dva oblika:

dx dx
L=} — 14 = ————.
[wrar erar

Primjer 3.7. Integral
/ dx
x? — 6x + 13
rijesit cemo koriste¢t Napomenu 3.2.
Najprije cemo nazivnik svesti na potpun kvadrat:
2 —6z+13=1-(x>—-62)+13=1-((z—3)*—-9+13=(z—3)*+4

Stoga,

/ dx _/ dx _t=z-3
r2—6x4+13 ) (x—3)2+4 |dt=dx

Y N S SN
= t2—|—22_ arcg2 =

2
| -3
§arctng +C.
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4 'Tehnike integriranja nekih funkcija

U nastavku éemo prikazati kako integrirati neke funkcije (npr. racionalne, iracionalne,
trigonometrijske) koristeéi odredene tehnike integriranja.

4.1 Integriranje racionalnih funkcija

Prisjetimo se, racionalne funkcije su funkcije oblika:

Pn(z)  ag+arv + @sE? 4 .. .t Gpx™
Qn(z) bo+bix +byx2 + ... + by’

flir) =

gdje su P, i @, polinomi stupnja m i n, redom. Domena takve funkcije je skup realnih
brojeva bez nultocke nazivnika, tj. {z € R: Q,(x) # 0}. Ukoliko je stupanj nazivnika vedi
od stupnja brojnika (n > m), onda takvu racionalnu funkciju nazivamo pravom racional-
nom funkcijom. Svaku racionalnu funkciju mozemo prikazati kao zbroj polinoma i prave
racionalne funkcije, a pravu racionalnu funkciju mozemo prikazati kao zbroj parcijalnih raz-
lomka. Integriranje racionalnih funkcija svodimo na ¢etiri tipa integrala.

Integral 1. tipa

A J _t=z—a
T —a v dt = dx

Integral 2. tipa

A d t=z—a
(x —a)™ T dt =da

Integral 3. tipa

dt
:A/?:Aln\tl—FC’:Alnlx—al—l—C’.

Ferl —A

:A/t‘mdt:AerC: (m_1>(x_a)m_1+0.

M N
Integral 3. tipa je oblika: e N dx. Nazivnik 22 +px +q éemo dopuniti do putpunog
z?2 +pr+q
kvadrata , )
Femeam (o) (1)

¢2

Uvodimo supstituciju t = x + g i dobivamo sljedece:

Mz + N dx:/MH(N—%)dt:M/ 2tdt (v Mp / dt
x2+px_'_q (t?_‘_(bQ)n 2 t2+¢2 2 t2+¢2

_ M R _ wph 3 Ll _
= 21n(t —|—¢)+<N 5 >¢arctg(¢>+0—
2z +p L C

)+2N—Mp .
arctg
V4q — p? V4q — p?

M
:71n(:1:2+px—|—q

11



Integral 4. tipa
2

Iskoristit ¢emo prethodnu supstituciju t = = + g uz oznaku ¢ =4/ q — % i onda dobivamo:
/ Mz + N dx:/Mt+(N M/ (t2 + ¢?) <N—Mp)/ dt _
(22 +pz +q)" (2 +2)" 2+ ¢%)" 2 (2 + )"
R
2(n = 1)(#2 + ¢*)"~ 2 (#? + ¢2)"
I

Integral [, smo izracunali u Primjeru 3.6 pa slijedi da je polazni integral oblika

b= Gy 2l = )

odnosno 5

4+

1,= 2 + 2n(I, — ¢*I,11).
(z + 2% + ¢2)m i

Napomena 4.1. [1, Primjedba 7.12]
Integrali 1. 1 3. tipa su transcedentne funkcije, dok je integral 2. tipa prava racionalna
funkcija kod koje stupanj polinoma u nazivniku iznosi (m — 1). Integral 4. tipa sastoji se od
prave racionalne funkcije kod koje je polinom u nazivniku stupnja 2(n—1) i od transcedentnog
dijela koji sadrzi funkciju arctan. Dakle, integral prave racionalne funkcije je elemantarna

funkcija koja se moze prikazati kao zbroj transcedentnog i pravog racionalnog dijela.

- 25z +9
Primjer 4.1. Rijesit cemo sljedeci integral / e = dz.
2 —5r+6

7 2 _
/m 51’+9dx:/$ 5$+6+3da::/1dx+/ 3 i
22 — 5 +6 2 — 52 +6 22 — 52 +6
= +3/ L d
-7 2 —52+6 -

Kako je stupanj nazivnika veéi od stupnja brojnika, zakljucujemo da je rijec¢ o pravoj raci-
onalnoj funkciji. Stoga rastavljamo razlomak na parcijalne razlomke:

1 1 A B
x2—5x+6:(m—3)(m—2>:(x—3)+(x—2)/'(x_3)(“2)
1=A(z—2)+ B(z — 3)
1=(A+B)x—2A—-3B
= A+B=0 1 —24-3B=1
=A=1 1 B=-1

Na taj nacin dobivamo:

22 —5z+9 1 1 1
—————dr = 8 | ————dze= 3 - dr =
/x2_5ac—|—63C o) /x2—5m—|—6x kL /(a:—3 x—2) .

=z+3njz—3]-3lnlzr—2/+C=2+3In -
x_
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4.2 Integriranje nekih iracionalnih funkcija
1. Integral oblika
/R(m,qu,x”,...,an)daz,

gdje je R racionalna funkcija svojih argumenata i qi,...,q, € Q. Takav integral
rjesavamo uvodenjem supstitucije x = t*, gdje je k najmanji zajednicki visekratnik
od nazivnika brojeva qi, qs, ..., g,. Tim ¢emo postupkom integral iracionalne funkcije,
uz odgovarajuéu supstituciju, svesti na rjeSavanje integrala racionalne funkcije.

Primjer 4.2.

x = b

= ot dt =6 T dt =6 £ dt =
dv=6t°dt| ~ | ¥z s ) B@t-1) ) t—-1

u=t-—1| (u+1)? w4 2u+1
du:dt‘_6/Tdu_6/7du_

1
:6/u du+6/2 du—|—6/~du:3u2—|—12u—|—6ln|u|—|—C:
u

(t—12+12(t—1)+ 6|t —1| =
(¢ —1)2+12(¥z —1) +6Iln| ¥z — 1|+ C.

/R(:U, \ a:v—l—b) dx
cr +d

w W

2. Integral oblika:

b b
pri ¢emu je R racionalna funkcija od z i ami 7 Supstitucijom ami— 5= t" ovaj
o @
integral svodimo na integral racionalne funkcije.
Primjer 4.3.
l-z __ 42 _ 1-¢2
/ 2 1_$d1': H—I_t%Q :>.I'—1Lt2 :/ 2 r —4t di —
o 3
1-22V1+a l-z=1p dr=gmp (£5) Q+8#P
1 2 IE
=2} dt=— L C=2 C.
> t + 1—x +

3. Integral oblika
/R(:c, Vaz? + bz + c¢)dz,

gdje je R racionalna funkcija od = i vaz? + bz + ¢. Koristeé¢i Eulerove supstitucije
integral ¢emo svesti na racionalnu funkciju.

Eulerove supstitucije:
(a) Za a > 0 uzmimo supstituciju: vax? +bx +c¢ = t + zy/a. Kada kvadriramo
dobijemo bx + ¢ = t? + 2 /atz, odakle slijedi:

t?2—c i — —2+/at? + 2bt — 2c\/ad

" b—2at’ a (b — 2+/at)?
Tim postupkom integral iracionalne funkcije svedemo na integral racionalne funk-
cije.

xz

13



4.3

(b) Za a < 0 prvo odredimo nultocke x; i zo kvadratne funkcije * — az? + bz + c.
Neka je z1 < x5 i onda uvodimo supstituciju:

Vaz? + bz +c = va(z — z1)(z — 22) = t(z — x1).

Kvadriranjem dobivamo a(z — z1)(x — z2) = t*(z — x1)?, odakle je:

71t — ax 2a(zy — 2 )T
g BE 0z Remomh
2 —a (t2 —a)?
Kako je z funkcija od t onda polazni integral svodimo na integral racionalne

funkcije.
dx
r+vVrt—x+1

Kako je a =1 > 0 koristimo prvu Fulerovu supstituciju vx? —x +1 =1+ x.

Primjer 4.4. Rijesimo integral /

Kvadriranjem dobivamo —x + 1 = t% + 2tx, odakle slzyed@ da je & = ;gw odnosno
dy = % dt. Prema tome, tmamo:

—ﬁ_Hl_Hl—t?_t?HH

1+ 2¢ 1+2¢

Konacéno dobivamo:
—2t2-2t-2 ~2t—2

/ dx 202 _/—2t2—2t—2d
T+t —x+1 12:2tt (1+2t)(2+1)
—92(¢2
:/ (¢ +t+1)dt:/ = 3t g —
1+2t)(2+1) (t+2)(2t+1)

2 1
= dt dt + dt = —x— =1n|2 1
/ +/2t+1 t+2 i g a2 |
+2lnlz+2/+C=Va?—z+1—2

1
—51n|2(\/m2—a:—1—1—w)—|—1|+21n|\/w2—m+1—:13+2]+0.

. Integral oblika:

dz,
/ vaxr?+bxr +c

gdje je P, polinom m-tog stupnja (m > 1).

Integriranje trigonometrijskih funkcija

. Integral oblika

/sinmwcos"x dz, m,n € N,
rijeSavamo na sljede¢i nacin:

(a) Ako je n = 2k+ 1 neparan broj, onda uvodenjem supstitucije ¢ = sin z dobivamo:

s =1 ‘ /tm(l £2)* dt.

sin” zcos” z dx = | sin™ x cos* zcosz dx =
cosz dx = dt

Ako je m neparan, onda supstitucijom ¢ = cos z polazni integral prelazi u integral
polinoma.

14



(b) Brojevi m = 2k i n = 2[ su parni. Koristed trigonometrijske formule:

1— 2 1 2
sin®x = 7%8( z) ? cos’ T =  cos(22)

2 2 ’

podintegralnu funkciju zapisemo u obliku:

— k !
1 2 14 2
sin™ z sin" = (sin®)*(cos’ z)" = ( cos( a:)) ( cos( 55)) ’

2 2

nakon potenciranja, transformiramo sve dok ne dobijemo samo neparne potencije
funkcije cos.

Primjer 4.5. Rijesimo integral [ sin x cos® & dx:

1 — cos(2 1—cos(2z) 1 2
/Sin2xcos2x dw:/wCOS?’L‘dI‘:/ cos(2x) 1+ cos(2z) .

= i/(l — cos?(27)) dx = i

1 1 1 1
— pi / 5(1 — cos(4m)) dr = g /dm — g COS(4JJ) dr =

_ sin(4x)

&
= C.
8 32 *

2. Integrale oblika
/sin(omc) sin(fz) dz, /sin(ax) cos(fz) dx i /Cos(aa:) cos(fz) dz, «,B €R,
rjesavamo pomocu trigonometrijskih formula:

sin(az) sin(fz) = =[cos(a — )z — cos(a + )],

sin(az) cos(fz) = =[sin(a — B)z + sin(a + f)z],

RO — Nl

cos(ax) cos(fx) = %[COS(O& — B)x + cos(a + B)z].

Pri tome koristimo sljedece integrale:

a

1 1
/sin(a:v) dx = —=cos(azx)+C (a #0), /cos(ax) dr = —sin(ax)+C (a #0),
a
koji se rijesavaju supstitucijom ¢t = ax.
Primjer 4.6. Rijesimo integral [ sin(4x) cos(10z) dzx.
1
/sin(4m) cos(10z) dx = 3 /(—sin(Gm) + sin(14x)) do =
1 ) 1| .
=—3 /sm(Gx) dr + 5 /s1n(14a:) dx =
= L c0s(63) — — cos(14z) + C
= 15 cos(62) — 52 cos(ldz :
15



3. Integral oblika
/R(sinm,cos z) da,

gdje je R racionalne funkcija danih argumenata i takav integral rijesavamo supstituci-

jom ¢ = tg 5 Kad izrazimo « i deriviramo izraz dobivamo:

2arctegt d i
T = 2arc = —
g, 1122
Prema trigonometrijskim formulama imamo:
. 2% 1—#2
siny = ——, cosx = .
142 142

Odnosno, dobivamo da je integral oblika:

26 1—1*\ 2dt
/R(sinx,cosm) de = /R : .
T4 1420 1422

dx
5cosx + Hsinz+1°

Primjer 4.7. [zracunajmo sljedecéi integral /

2t

/ dz SREE e / 2, / —2dt
: =T =1 = [ i E = | @ _10i=6
Scosz + bsinx + 1 dx:ﬁ:g 5l—+i5+5l—+tt7+1 4t2 — 10t — 6
—dt -1 -2
:/ :/ dt—/—dt:
(t—3)(2t+1) 7(t —3) 7(2t+1)
—1 1 26+ 1
=—n{t-3+=In|l2t+1|=In|——|+C =
7n| |+7n| + 1| n‘t_3‘+
2tg2 +1
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