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Sazetak

U ovom radu analiziramo pojam krivuljnih integrala i njihovu kljuénu ulogu kako u mate-
matickoj analizi, tako i u primjenama unutar fizike. Navodimo njihove definicije, klju¢na
svojstva te Sirok spektar primjena u razli¢itim kontekstima.

Na pocetku analiziramo krivuljni integral prve vrste, gdje definiramo ovu vrstu integrala i
navodimo njegova svojstva i karakteristike. Zatim je naglasak stavljen na primjene krivuljnog
integrala prve vrste, posebno unutar matematickih i fizikalnih konteksta. Svaku od ovih
primjena ilustriramo prakti¢nim primjerima kako bismo bolje razumjeli njihovu primjenu u
stvarnom svijetu.

Nakon toga, promatramo krivuljni integral druge vrste, njegovu definiciju, svojstva i karak-
teristike. Navodimo vezu krivuljnog integrala druge vrste s dvostrukim integralima, Sto je
opisano u poznatom Greenovom teoremu. Na kraju analiziramo primjene krivuljnog inte-
grala druge vrste kroz konkretne primjere, ¢ime dodatno produbljujemo nase razumijevanje
ovih pojmova.

Kljuc¢ne rijeci

krivuljni integral prve vrste, krivuljni integral druge vrste, Greenov teorem.

Applications of line integrals

Abstract

In this paper, we analyze the concept of line integrals and their pivotal role in both mathema-
tical analysis and applications within physics. We explore their definitions, key properties,
and a wide range of applications in various contexts.

Our research commences with the analysis of the line integral of the first kind, where we will
define this type of integral and investigate its properties and characteristics. Subsequently,
the focus shifts to the applications of the line integral of the first kind, particularly within
mathematical and physical contexts. Each of these applications is illustrated with practical
examples to better understand their real-world relevance.

Following that, we direct our attention to the line integral of the second kind, its definition,
properties, and characteristics. After that, we explore how it is related to double integrals, as
described in the well-known Green’s theorem. Finally, the research is concluded by analyzing
the applications of the line integral of the second kind through concrete examples, further
deepening our understanding of this concept.

Keywords

line integral of the first kind, line integral of the second kind, Green theorem.
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Uvod

Krivuljni integrali prve i druge vrste predstavljaju koncepte u matematici koji su se razvijali
tijekom stoljeca, oblikujuéi na¢in na koji razumijemo i koristimo matematicke metode za
analizu krivulja. Da bismo potpuno razumjeli njihovu vaznost, trebamo zaviriti u povijest
njihovog razvoja.

Krivuljni integrali imaju svoje korijene u pionirskim radovima dvojice velikana matematike
iz 17. stoljeca, Isaaca Newtona i Gottfrieda Wilhelma Leibniza. Ova dva genija neovisno su
razvila diferencijalni i integralni racun, klju¢ne grane matematike koje omoguéuju pristup
rjeSavanju problema koji uklju¢uju promjene i kontinuirane funkcije. Newton je razvijao
metodu "metoda tangente," koja je bila rana forma krivuljnih integrala, kako bi rijesio
probleme vezane uz kretanje tijela pod utjecajem sile.

Unatoc¢ svojim neovisnim naporima, Newton i Leibniz su izgradili temelje za razvoj krivuljnih
integrala, ali precizna formulacija tih integrala nije bila odmah jasna. Definicije krivuljnih
integrala prve i druge vrste razvijene su mnogo kasnije, u 19. i 20. stoljecu, zahvaljujuci
radovima matematicara poput Augusta-Louisa Cauchya i Bernharda Riemanna.

Cauchy je igrao kljuénu ulogu u preciziranju definicija krivuljnih integrala i dao doprinos
razvoju kompleksne analize. Njegovi radovi su otvorili vrata za razumevanje integrala duz
krivulja kao i za razvoj teorema koje se koriste u modernoj matematici.

S druge strane, Riemann je izradio temelje za razumijevanje krivuljnih integrala u opéenitom
smislu, uklju¢ujuéi integral druge vrste, i definirao Riemannovu sumu koja je kasnije postala
osnova za Riemannov integral. Riemannovi kontribucije igrale su klju¢nu ulogu u razvoju
teorije integrala.

Ova povijest prikazuje kako su krivuljni integrali evoluirali od ranih pokusaja Newtona i
Leibniza do preciznih definicija koje koristimo danas. U nastavku ¢emo istraziti te definicije,
primjene i dublje razumijevanje ovih integrala u suvremenoj matematici i fizici.



1 Krivuljni integral prve vrste

Radi lakseg izrazavanja definicija i tvrdnji koje su povezane s krivuljnim integralima, po-
trebno je unijeti nekoliko osnovnih pojmova iz podruc¢ja matematicke analize.

Definicija 1.1. Neka je D C R3. Svaku funkciju f : D — R nazivamo skalarnim poljem.

Skalarno polje je termin koji se koristi za opisivanje realne funkcije tri realne varijable (ili
opcenito viSe realnih varijabli). Ova terminologija proizlazi iz ¢injenice da ovakva funkcija
svakoj tocki dodjeljuje numericku vrijednost, odnosno skalar.

Skalarno polje u R moZe se ovako oznaditi: u = f(x,y, z).

Definicija 1.2. Neka je D C R3. Svaku funkciju F : D — R3 nazivamo vektorsko polje.
Vektorsko polje je funkcija F koja svakoj toc¢ki iz svoje domene pridruzuje vektor. Vektorsko
polje u R3 moZe se oznaciti ovako: ﬁ(x,y, g = P(w,y,z)z_')—i— O(z, vy, z)j—l— R(a:,y,z)/;, gdje
su P, O, R funkcije s D u R.

Definicija 1.3. Neka je D C R? otvoren skup. Svaku funkciju f : D — R kazemo da je
klase C! ako je neprekidna na D i postoje sve parcijalne derivacije koje su neprekidne na D.

Definicija 1.4. Krivulja u R" je uredeni par (I',G) koji se sastoji od parametrizabilnog
skupa I' C R"™ i neke klase G usporedivih parametrizacija.

U daljnjem tekstu ¢emo promatrati krivulju I' koja samu sebe ne presijeca, neprekidna je i
ima tangentu u svakoj svojoj tocki.

Definicija 1.5. Jordanov luk ili jednostavna glatka krivulja s rubom je parametrizirana
krivulja I koja ima parametrizaciju 7 : [a,b] — I' sa svojstvima:

1. 7 je injekcija.
2. 7€ C([a,b];T).
3. F(t) £0, Vtela,b]

Krivulja I' je zatvoren Jordanov luk ukoliko uz navedena svojstva dodatno vrijedi da je
pocetna tocka ujedno i krajnja tj. 7(a) = 7(b).

1.1 Definicija i svojstva

Neka je zadana regularna krivulja C, a to je kona¢an niz Jordanovih lukova koji se nadovezuju
jedan na drugi.

Definicija 1.6. Neka je krivulja C zadana jednadzbom r = r(t), gdje je t € I = [a,b] i neka
je na njoj zadano skalarno polje tj. skalarna funkcija f, odnosno neka je f : C' — R. Ako
b

postoji integral funkcije f(r) || 7’|, onda integral I = [ f(r(t)) ||7'(t)|| d¢ nazivamo krivuljni

integral prve vrste.



Napomena 1.1. Uoc¢imo da je umnozak ||7/(¢)||dt jednak diferencijalu ds elemenata luka
krivulje. Tada krivuljni integral mozemo pisati i na sljedeéi nacin (uz pretpostavku da se
krivulja C' nalazi u ravnini, odnosno ako r(t) = (z,y) )

/fmy

a on se racuna tako da se uvede - koristi upravo parametrizacija krivulje C' pomoéu
parametra .

Napomena 1.2. Ako je krivulja C iz trodimenzionalnog prostora i 7(t) = 2(t)i + y(t)j +
z(t)k, gdje a <t <b, je njezina parametarska jednadzba, tada integral ima oblik

b
1:/}@u»mwx@»¢faV+tu+z@Vﬁ.

Primjer 1.1. I[zracunajmo integral [ f ds gdje je f(x,y,2) = x + z i krivulja C je zadana
C

jednadzbama: r =t,y = %étQ, z=13tel0,1].
Rjesenje:
Uoc¢imo sljedece

Uvrstavanjem dobivamo:

F((t), y(t), () /2T (P + 5 (O + 2 (¢t

I=
I =

0

b
1

/(t + V1 + 62 + 9t dt
1

~
I
O"\H O\H o“\

(t+13)/(1 + 3t2)2 dt

(t+2)(1 + 3t%) dt

i =2

0

1 tb
(t +4t° + 3t°) dt = <5 +t* + 5)




Napomena 1.3. Krivuljni integral prve vrste ne ovisi o smjeru integriranja po krivulji C,

odnosno vrijedi
[1@wds= [ fa@yds
c —&

Lema 1.1. Neka su dane funkcije f, g : C' — [a, b] koje su definirane u svim tockama krivulje
C. Neka je krivulja C podijeljena na dvije krivulje Cy,Cy, tako da je C = C1UCy i C1NCy # (),
te neka je \ proizvoljan realan broj. Tada vrijedi:

1. [(\f)ds = A [ fds
C C

(homogenost)

2. [(f+9)ds= [fds+ [gds
5 @ &
(aditivnost)

3. [fds= [fds+ [ fds
C 1 Cs
(aditivnost po podrudju integracije)
Dokaz.

1. Kada krivuljni integral prve vrste raspiSemo po definiciji, dobivamo Riemannov inte-
gral, te znamo da za njega vrijedi homogenost.

/(Af)ds:/b<<<>> £)] dt = /f (t)]dt.

C

Dakle, mozemo pisati koristeéi definiciju:

/fF| ()] dt = /fds

Na taj nacin smo potvrdili svojstvo homogenosti.

2. Radi dokazivanja aditivnosti, primjenjujemo definiciju na sumu krivuljnih integrala
na nacin koji dovodi do Riemannovog integrala, uzimajuéi u obzir poznato svojstvo
aditivnosti:

b

/ (f +g)ds = / (F(F(D) + g(FO)I (1) de
¢
b

/ FEOIF Ol e+ [ o)l a
:/fds—l—/gds.

c c



3. Krivulja C je definirana na segmentu [a,b] te podijeljena na dvije krivulje C; 1 Cs
koje su po dijelovima glatke krivulje. Tada postoji neka tocka ¢ € [a,b] takva da je
s 7 = 7(t), t € [a,c] dana parametrizacija krivulje C; i s 7 = 7(t), t € [¢,b] dana
parametrizacija krivulje Cy. Dakle, po definiciji vrijedi:

b
/ il — / (PO (1)) dt
(4 a

& b
- / FEO)|F(E)| dt + / FE@)IF(2)| de

:Zfdw/gds.

Ca
Time smo dokazali svojstvo aditivnosti po krivulji integracije.

O

Napomena 1.4. Ukoliko imamo integral po zatvorenoj krivulji, oznacavamo ga na sljedeci
nacin: ]{ fds.
¢

Primjer 1.2. Izracunajmo integral I = ]{(a: + y)ds po rubu trokuta ¢iji su vrhovi
C
C(1,0), D(0,1),0(0,0).

Rjesenje:
Uoc¢imo da se krivulja sastoji od tri spojnice:

I:]{fds: fds+ fds+ fds.
T oC CD DO

Jednadzbe spojnica tj. pripadnih Jordanovih lukova su:

OC...y=0, xz€l0,1], ds=dx.

CD..z+y=1, dy=—dz, ds=+/dz2+dy?=+2dz, z¢€]0,1].
DO...x=0, ds=dy, w<]0,1].



Racunamo integrale po spojnicama:

1

11:/(x+y)ds:/xda::%.

oC 0
1

IQZC—Z(Hy)ds:/L\/ﬁdx:\/i

0

Dakle, dobivamo:



1.2 Primjena krivuljnog integrala prve vrste

1.2.1 Duljina luka krivulje

Ako za integral [ f(z,y)ds vrijedi da je f(z,y) = 1, tada krivuljni integral predstavlja
C
duljinu luka ravninske krivulje C.
Ukoliko imamo integral [ f(z,y,z)ds vrijedi da jef(z,y,z) = 1, tada krivuljni integral
C

predstavlja duljinu luka prostorne krivulje C.

Dakle, prema definiciji krivuljnog integrala prve vrste vrijedi da je duljina luka krivulje C
jednaka sljede¢em krivuljnom integralu prve vrste:

um:/wzﬁmmﬁ
i

Primjer 1.3. Lzracunajmo duljinu luka éunjaste zavojnice x = a - €' cos(t), y = a - e' sin(t),
z=a-é" od tocke A(0,0,0) do tocke B(a,0,a).

Rjesenje:
Uoc¢imo da imamo parametarski zadanu krivulju, gdje nam sve ovisi o parametru t.
Pronadimo granice za parametar t.

z=0 z=a
a-e¢¢=0/:a a-¢t=a/:a
et =0 =1

t = —o00 t=

z (t) = a-e'(cost — sint)
t) = a-e'(cost + sint)
z({t)=a-é.

Kvadriranjem dobivamo:
z (t)* = a® - e*(cost — sint)?

(t)*> = a® - e*(cost +sint)?

[{* —=a” <™.



Uvrstavanjem za ds dobivamo:

ds = /o' ()2 + y (t)2 + 2/(t)2dt
— /a2 - e2(cost — sint)? 4 a? - e2t(cost + sint)2 + a2 - e2tdt

= ae'/3dt.

[zracunajmo sada duljinu luka ¢unjaste zavojnice:

[—/ds—/ant\/_dt—a\/_/edt—a\/_eP — aV/3.

1.2.2 Masa, centar mase i moment tromosti Zice

Neka je C glatka krivulja u prostoru sa poc¢etkom tockom A i krajnjom tockom B. Bez sma-
njenja opcenitosti pretpostavimo da je definirana gustoc¢a mase p na krivulji, koja predstavlja
zicu. Zanima nas kolika je masa te krivulje.

Ako podijelimo krivulju na manje dijelove tako da je A = Sy, S1,S52,...,5, = B.te na
svakom od lukova S;_1.5; odaberemo tocku T;, ¢ = 1,2,...,n masa luka krivulje S;_1.5
priblizno je jednaka Am ~ p(T;)d(S;_1, 5;) gdje je d(Si_1,S;) udaljenost tocaka S;_; i S;.

Tada je ukupna masa

m:ZAmz Zp z 1, )
=1

Ako uzimamo finije podjele krivulje, uo¢avamo da ¢emo dobivati sve bolje aproksimacije
ukupne mase krivulje.

Neka je sada krivulja C zadana parametrizacijom 7(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k, t € [a, b],
¢ija je gustoca dana funkcijom p, te predstavlja polozaj Zice u prostoru.

Tada s obzirom na parametrizaciju 7 integriranjem funkcije gustocée p po danoj krivulji
dobivamo masu:

b

m= [ plev.2 / p(OIF(8)] dt = / POV + g O + 7 dt.

o




Primjer 1.4. [zracunajmo masu tanke Zice koja zauzima segment C od tocke (1,5,1) do
tocke (1,6,3). Gustoca Zice dana je funkcijom p(x,y,z) = xyz>.

Rjesenje: Kako zica zauzima segment izmedu danih tocaka, moramo naéi parametrizaciju
segmenta:
rt)=1—-t)ro+try = (1 —1¢)(1,5,1) +¢(1,6,3) = (1,5 + ¢, 1 4+ 2t),
Y

odnosno dobiva se z(t) =1,y(t) =5+1t,2(t) =1+ 2t,t € [0, 1].

[zrac¢unajmo masu tanke Zzice:

m:/p(x,y,z)ds
C
— [y T T A T

C
1

= / 1(5+1)(1+2t) - V02 + 12 4224t

0

:\/3/(5+t)(1—|—4t+4t2)dt

1

= \/5/(47:3 + 2412 + 21t + 5) dt
0

/5 e o £
=+5(4— +24— + 21— + 5t
( 4 + 3 + 2 " )

49+/5
2

1

0

21
=V5(1+8+ % +5)=

5 (kgl,

gdje je za fizikalnu jedinicu mase uzeto da je kilogram.
Za centar mase Zice C koja se nalazi u ravnini imamo kvocijent statickih momenata (s
obzirom na x—osi i y—osi ) i mase:
Jap(x,y)ds [yp(z,y)ds
c c

(=9) = [ o(z,y)ds’ [ plz,y)ds
C C

Na analogni nacin, za centar mase zice C smjeStene u prostoru imamo danu uredenu
trojku:

[zp(z,y,2)ds [yp(z,y,z)ds [ zp(z,y,z)ds
C P [ 9

J oy, z)ds " [ pla,y,2)ds’ [p(z,y,z)ds
c c c

(7,9,2) =



Primjer 1.5. Izracunajmo koordinate centra mase homogenog luka cikloide x = a(t —
sint),y = a(l — cost), gdje je t € [0, 27].

RjeSenje: Kada se govori o masi homogenog luka, to implicira da je gustoca u svakoj tocki
konstantna. Bez smanjenja opcenitosti neka je p(z,y) = k,k > 0,k € R.

S obzirom da je luk cikloide homogen, nasa krivulja je homogena, a takoder i simetri¢na
s obzirom na pravac r = am.

~ e, — e -

‘-// ™ ./ N /f \'\ / % G Fi \.“

Ar ! i i | l'l I‘C " |

\ - r, | ' * | || \"m,_‘ ‘,/ | \ i | \ I

/ / \ \ !

S A T A S G
0 an 2am

Slika 1: Krivulja

Zakljucujemo da centar mase prve koordinate T lezi na pravcu am tj. T = arn ( zbog
simetri¢nosti gustoce na taj pravac i simetri¢nosti samog luka na taj pravac).

Preostaje nam da nademo centar mase za drugu koordinatu 7. Izra¢unajmo prvo masu:

p(x,y)ds

k- \/[a(l —cost)]” + (asint)?dt

Sy Sy Sy O

ka - \/1 — 2cost + cos?(t) + sin?(¢) dt

ka -2 —2costdt

2
= kaﬁ/\/l —costdt
0

2m
t
= Zka/sin(é) dt = 8ak.

0

10



Zatim izracunajmo integral [yp(z,y)ds.

c
/yp(:p,y)ds = /a(l —cost) - k- \/[a(l —cost)]” + (asint)?dt
() 0

:/a(l—cost)-k-\/ﬁ-a-\/l—costdt

0
21t

t 16a*
= 2a%k - /(1 — cost) - Sin(§> dt = (16a2 — (;a ) k.
0

Dakle, dobivamo:

gyp(w,y) ds (16a2 _ M) koo

== [ p(z,y)ds - 8ak — B
C

Stoga, koordinate centra mase homogenog luka cikloide su:

(@, 7) = (mr, %a) .

Vrijednosti momenta tromosti zice C, ¢ija gusto¢a varira u razli¢itim tockama, te ako
zica nije podjednako udaljena od osi rotacije u svim svojim toc¢kama dani su izrazima:

gy = /y2p(x,y) ds, I,= /pr(fE,y) ds.

C c

Analogno vrijedi u trodimenzionalnom sustavu:

oko osi rotacije x: I, = /(y2 + 2%)p(z,y, z) ds
¢

oko osi rotacije y: I, = /(962 + 28 p(z,y, 2) ds
%

oko osi rotacije z: I, = /(:zc2 + %) p(x, y, 2) ds.
G

11



Primjer 1.6. Izracunajmo moment tromosti Zice obzirom na os z, ako je Zica u obliku
zavojnice x = 2sint,y = 2cost, z = 3t, 0 <t < 7, a linijska gustoca joj je konstantna.

RjesSenje: S obzirom da je linijska gustoca zice konstantna, neka je bez smanjenja opcéenitosti
p(z,y,z) =k, k >0,k € R.

[zracunajmo moment tromosti Zice s obzirom na os z:

. / (24 52 plim 2l
@

s

= /((2 sint)? 4 (2cost)?) - k- /(2cost)? + (—2sint)2 + 32 dt

s

_ / 4k 4(cos2(t) + sin?()) + 9 dt

0
:4-k-\/ﬁ-/ dt
0

= 413k [kg - m?],

gdje je za fizikalnu jedinicu momenta tromosti uzeto da je |[kilogram metar?|.

12



2 Krivuljni integral druge vrste

2.1 Definicija i svojstva

Krivuljni integrali druge vrste odnose se na integriranje vektorske funkcije po orijentira-
noj krivulji. Jednostavna glatka ili po dijelovima glatka krivulja I" ima dvije neprekidne
orijentacije:

1) U smislu rasta parametra t, odnosno gibamo se od tocke
A = 7{(a) do tocke B = 7(b).

2) U smislu pada parametra t, odnosno gibamo se od tocke
B = 7(b) do totke A = (a).

rib) rib)

r(a) ria)

Slika 2: Krivulja I'

Definicija 2.1. Neka je [ CR3 orijentirani Jordanov luk od tocke A = 7(a) prema B = 7(b),

gdje je 7: [a, b] — r njegova parametrizacija.

Akoje F : [ — R takva da je funkcija t — F(7(t))-7'(t) Riemann integrabilna na segmentu
[a, b], onda broj

nazivamo krivuljni integral druge vrste vektorskog polja F duz luka 1Q 1 oznacavamo ga s

/ﬁ((L‘,y,Z)dg

I

Napomena 2.1. Ukoliko imamo zatvorenu krivulju IQ govorimo o cirkulaciji vektorskog

polja F po krivulji 1Q 1 piSemo

$ Fay.)-as
il
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Napomena 2.2. Ukoliko je krivulja T dana parametrizacijom 7(t) = z(t)i + y(t)] + z(t)k,
a <t < biderivacija je 7 (t) = 2’ (t)i + 3 (t)] + 2 (t)k, onda je dz = z/(t)dt , dy = o/ (t)dt,
dz = Z/(t)dt te je tada krivuljni integral druge vrste oblika

/ﬁ@&@wﬁ:/ﬁ@%@®+ﬁ@%d@+ﬁ@%@®-

~

~
r r

Lema 2.1. Kriwvuljni integral druge vrste vektorskog polja F ovisi o smjeru integriranja po

[ .
—T

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti, uzmimo da je Gamma orijentirani Jordanov luk u ravnini
s danom parametrizacijom

krivulye 1?, tj.

wyv

’1)\

F(t) = 2z(t)i+y(t)j, te]a,b].

Nadalje neka je — IQV suprotne orijentacije od IQ, ¢ija je parametrizacija dana s

Rt)=7la+b—t)=z(a+b—t)i+yla+b—1)], telab].
Neka je vektorsko polje F: IQ — R? zadano po komponentama

—

F(l‘?y) = fl(‘ray);+ f2($7y)j; nge su f1>f2 = CI(F>

Po definiciji dobivamo

b
/ﬁxygz/ﬁé ). Bl(t) dt.
-

Koristenjem parametrizacije dobivamo

b
/ fi@(a+b—),y(a+b— )i+ falwla+b—t),yla+b—1)]]-
[—x’(a+b—t)5— "(a+b—t)j| dt.

Uvodimo supstituciju v = a + b — ¢ i ra¢unamo skalarni produkt

14



fi [A).v@)) (2 @) + fola), ye))(~ @) (o)

/

() + fale(w), y )y ()] do

(z,y)d

b
-/ le

/ z,y)dz + fa(z, y)dy)
—- [

Primjer 2.1. [zracunajmo krivuljni integral druge vrste

I= /2xyda:—x2dy
OA

od tocke 0(0,0), do tocke A(2,1) po krivulji OA : y = 3.

Rjesenje:
Uocavamo da nam sve ovisi o varijabli x, te da su granice za x od 0 do 2. UvrStavanjem
dobivamo integral:

2
1 1

I:/ 2z -~z -dx — z% - =dzx
0 2 2

15



Lema 2. 2 Neka su M i N dva neprekidna vektorska polja c¢ije domene sadrée orijentimnu
krwulju F Ne/m j@ krwulja F podijeljena na dvije krivulje iste orijentacije F1 i F2 tako da
je I‘ = F1U FQ ) Flﬂ F2 =, te neka je A € R. Tada vrijede sljedeca svojstva:

1. [(AM)-d5= X[ M-ds
r r
(homogenost)

2. [(M+N)-d8= [M-d5+ [N-d3
r r r
(aditivnost)

—

3. [M-ds= [M-ds+ [ M -ds
r Ts 8
(aditivnost po podrudju integracije)
Dokaz. Analogno dokazu svojstava kod krivuljnih integrala prve vrste. O
Primjer 2.2. [zracunajmo integral

= /x4daz—|—xydy

~

T

gdje je T kontura trokuta s vrhovima (0,0), (1,0),(0,1).
Rjesenje:

Uocavamo da integral moramo rijesiti po segmentu [0, 1], te pravcu y = 1 — = 1 segmentu
[0, 1]. Dakle,

= /x4dx—|—xydy

zidr 4+ zydy + / rldx + zydy + / ridx + xydy

—
y=1-z (1,0

ridx + /0 [2* +2(1 — z)(—1)] dz + 0

[y

c\ ﬂ\ 7

1 0
rtdr + / (z* + 2° — z)dx
1

I
S

1 0

ot

® N a:5+1:3 2
5 5 3 2

0 il
11 1+1
5 5 3 2
1
=
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Pretpostavimo da imamo niz Jordanovih lukova koji su povezani na na¢in da tvore ne-
prekidanu zatvorenu strukturu, pri ¢emu krivulja ne presijeca sama sebe i nema dvostrukih
tocaka. Primjeri takvih krivulja su kruznice, elipse, te rub pravokutnika ili sli¢nih oblika.
Ograniceno podrucje u ravnini koje je okruzeno Jordanovom krivuljom naziva se Jordanovo
podrucje koje oznac¢avamo s 2. Postoji nacin da izrac¢unamo integral duz Jordanove krivulje,
s obzirom na njenu zakrivljenost i put kojim se proteze. Takoder, imamo metodologiju za ra-
¢unanje dvostrukog integrala preko Jordanovog podrucja, sto ukljucuje racunanje vrijednosti
unutar tog podrucja.

Vazno je napomenuti da postoji Greenova formula koja uspostavlja vezu izmedu racuna-
nja krivuljnog integrala druge vrste duz zatvorene krivulje C i racunanja dvostrukog integrala
preko podrucja €2, ¢iji je rub C. Greenova formula omogucéuje povezivanje ovih dvaju ma-
tematickih pristupa i pruza nam dublje razumijevanje veze izmedu krivulje i pripadajuceg
podrudja u ravnini.

Teorem 2.1. (Greenova formula, prema [6]) Neka je Q2 Jordanovo podrucje omedeno
Jordanovom jednostavnom zatvorenom krivuljom C. Neka su P(x,y) i Q(x,y) funkcije defi-
nirane na otvorenom skupu koji sadrzi podrucje €2 i na kojem imaju neprekidne prve parci-
jalne deriwacije. Tada vrijedi Greenova formula:

%jP(m,y)da:jLQ(:v,y)dy - é/ (8625()2’ Y _ 8Pg;’ y)> dzdy.

]

Napomena 2.3. U gornjoj formuli krivulja C je pozitivno orijentirana, u smjeru suprotnom
od kretanja kazaljke na satu.

Primjer 2.3. Izracunajmo integral

j{ (z +y)dz — (z — y)dy
@

Primjenom Greenove formule, gdje je C krivulja koja se sastoji od parabole y = 2% — 1 i
pravea y = 3x — 3 prijedena suprotno od kazaljke na satu.

Rjesenje:

Uoc¢imo da je prema Teoremu 2.1. P(z,y) =z+yiQ(z,y) = —(z —y).

Pronadimo sjeciste pravca i parabole:

2—1=3z-3
2 —3z4+42=0

33'1:1, .1'2:2
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Slika 3: Pravac i parabola

Racunajuéi prve parcijalne derivacije dobivamo:

OP(z,y)
dy
0Q(z,y)
ox

=1

= 1.

Dakle,

7{(:16—1-3/)(1:5—(1:— dy_//<aQ“/) apézy)) dwdy.
// 3 Ty,
:/lzdx/;ig(—2d

2
:—2/ 3z —3 -2+ 1)dzx
1

2 3
:—2-(3%—333—%4—3:)

i

3

2

1
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2.2 Primjena krivuljnog integrala druge vrste

2.2.1 Rad sile

5%
Neka je dana glatka orijentirana krivulja u prostoru I' s poc¢etnom to¢kom A i krajnjom
tockom B, te neka je F sila koja djeluje u svakoj tocki te krivulje.

Parametrizacija krivulje dana je s 7= (), t € [a, b], gdje je 7(a) = A i 7(b) = B.

Promotrimo ¢esticu koja se kreée duz krivulje F, pri ¢emu na nju utjece sila F'. Uocavamo
da u svakoj tocki T krivulje djeluje akceleracija a(T).

Zanima nas koliko iznosi rad koji obavlja Cestica mase m od pocetne tocke A do krajnje

tocke B. Zato podijelimo krivulju na manje dijelove tockama

A=1TyT11,T,,...,T, = B. Tada je rad sile duz orijentiranog luka 7;_;7; priblizno jednak
AW; ~m - 8(T;) - T Ty

gdje je T; proizvoljno izabrana tocka na luku m

Dobivamo ukupni rad

W = 2AW,- ~ Zlm-c?(Ti)-Tl_li.

Uocavamo da s finijim podjelama krivulje dobivamo sve to¢niju vrijednost rada. Zakljucu-
jemo da u grani¢nom prijelazu, kada lukovi T;_17; postaju beskonac¢no mali, od kona¢nih

—3 (5%
suma prema njihovom limesu - krivuljnom integralu, rad W sile F' duz krivulje T' iznosi

W:/ﬁﬁ
T

Primjer 2.4. Odredimo rad sto ga obavlja sila F = yQZ_"—l— 3xyf za pomicanje cestice po
rubu polukruznog vijenca koji se nalazi iznad z-osi omeden s 2 +y* = 1 i 22 + y? = 4.
Pretpostavimo da je pocetna pozicija cestice u tocki (1,0) i obilazak u suprotnom smjeru od
kazaljke na satu.
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Rjesenje:

U ovom primjeru ¢emo koristiti Greenovu formulu za rjesavanje, jer je to jednostavniji pristup
nego direktno rac¢unanje krivuljnog integrala korak po korak.

Uoc¢imo sljedece:

8P((9:v,y) _oy 9Q(z,y)

Pla,y) =1°, Qe,y) =3z, B

= 3y.

Slika 4: Kruzni i polukruzni vijenac

Racunajmo rad sile:

W = y{ z,y)dr + Q(z,y)dy

(%) e
= / / (3y — 2y) dxdy
_ / / y dudy.

Prijelaz na polarne koordinate:

& =7 cosp

Yy =rsinp
dzdy — rdrdp
0<p<ml1<r<2

20



Dakle, rad sile je jednak

™ 2

W = /sinpdp/r2dr

0 1
2
—_ i
S11 o —
pap 3

T

e e

- (—cosp)

0

[SSERN

-(14+1)

J, gdje je za fizikalnu jedinicu rada uzeto da je [J].

|2

2.2.2 Povrsina omedenog podrucja

Da bismo izracunali povrsinu podrucja €2 koje je omedeno konturom C' koristit ¢emo Gre-

enovu formulu.
Q) = // dxdy.
Q

Uoc¢avamo da dobivamo desnu stranu jednakosti samo ukoliko je

0Q(z,y) OP(z,y)

= [L.
Ox dy

Pitamo se za koje Q i P mozemo dobiti dati izraz. Postoje brojne moguénosti, a neke od
njih su sljedece:

P(z,y) = i Qz,y) =z
vay =Yy 1 Q(:E>y 0
1 1

A



Bez smanjenja opcenitosti pokazimo da za

P(w,y)z—%y i Q(m,y)Z%w

dobivamo sljedec¢u formulu:

Dakle, povrsinu podruc¢ja 2 mozemo izra¢unati koriste¢i krivuljni integral druge vrste na
sljedeci nacin

|
Pl = 3 %dey — ydz.

Primjer 2.5. [zracunajmo povrsinu lika omedenog elipsom

Rjesenje:
Uvedimo prvo parametrizaciju elipse:

x =acost, y=bsint, tE€]a,b
drx = —asintdt, dy = bcostdt.

Zatim izracunajmo povrsinu:

PiQ) = %jéxdy — ydz

2w
1
= / l[acost-bcost —bsint - (—asint)|dt
0
1 2w
=3 /(ab cos®(t) 4+ absin®(t))dt
0
27 1 2
1
— §ab/(0082(t) + sin2(t))dt = 5ab/ahj = abr.
o 0
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