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Problem odredivanja izbornih jedinica

Sazetak: U ovom je zavrsnom radu prezentiran model za odredivanja izbornih jedinica u
Republici Hrvatskoj. Spektralno klasteriranje koristeno je za raspodjelu zupanija po izbor-
nim jedinicama. Zupanije su predstavljene tezinskim centrima izra¢unatim koristenjem Gauss-
Kriigerovih koordinata pripadajucih jedinica lokalne samouprave. Uvjetovano je da se izborne
jedinice sastoje od zupanija koje medusobno granice. D’Hondtova metoda primijenjena je za
raspodjelu broja zastupnickih mjesta po izbornim jedinicama. Model rasporeduje zZupanije u
izborne jedinice na nacin da glasovi svih biraca imaju sto je vise moguce jednaku tezinu. S tom
su svrhom izracunati indeksi koji mjere neujednacenost u tezini birackog glasa. Prezentirani
model je implementiran u programskom jeziku Python. Buduéi da postoje brojni c¢imbenici
koji mogu utjecati na konfiguraciju izbornih jedinica, potrebna su daljnja istrazivanja kako bi
se poboljsao model i njegova upotrebljivost.

Kljucne rijeci: izborne jedinice, tezina birackog glasa, matematicki model, spektralno klaste-
riranje, Python

The problem of determining constituencies

Abstract: A mathematical model for the determination of constituencies in the Republic of
Croatia was presented in this thesis. Spectral clustering was used to distribute counties into
constituencies. Counties are represented by centroids calculated using the Gauss-Kriiger coor-
dinates of the local government units. It was required that the constituencies should consist
of counties that border each other. The D’Hondt method was applied to allocate the number
of seats to each constituency. The model distributes counties into constituencies in such a way
that all voters’ votes are as equal as possible. For this purpose, disproportionality indices that
measure inequality in the weight of votes were calculated. The presented model is implemented
in the Python programming language. Since there are many factors that can affect the confi-
guration of constituencies, further research is needed to improve the model and its usability.

Keywords: constituencies, weight of votes, mathematical model, spectral clustering, Python
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1. Uvod

U Republici Hrvatskoj se prema vazec¢oj zakonskoj regulativi zastupnici biraju u jednodomni
parlament na neposrednim izborima primjenom razmjernog sustava, uz moguénost preferencij-
skog glasanja. Republika Hrvatska podijeljena je na 10 izbornih jedinica, a u svakoj od njih bira
se po 14 zastupnika (pripadnici dijaspore i nacionalnih manjina glasaju u posebnim izbornim
jedinicama). Granice i broj zastupnika u izbornim jedinicama se tijekom sedam parlamentarnih
izbora, odrzanih od 2000. do 2020. godine, nije mijenjao, iako je uslijed migracijskih, demograf-
skih i drugih promjena broj birac¢a u njima sve vise odstupao od propisanog raspona. S obzirom
da je tako narusena ustavom zajamcena jednakost birackog prava, a time i zakonitost samih
izbora, to je pitanje postalo predmetom stalnih rasprava. Ustavni sud Republike Hrvatske jos
se 2010. godine ocitovao o tom problemu. Buduéi da u meduvremenu nisu ispravljene uocene
nepravilnosti koje mogu utjecati na rezultate izbora, Ustavni sud u veljaci 2023. godine donosi
odluku prema kojoj je Hrvatski sabor do 1. listopada 2023. godine duzan osigurati jednakost
birackog prava. U skladu s tim je podneseno vise prijedloga promjena izbornih jedinica, a cilj
je ovog zavrsnog rad bio doprinijeti aktualnoj raspravi i ukazati na njihove moguée konfiguracije.

U ovom radu prezentirani model raspodjele zupanija Republike Hrvatske u izborne jedinice
temelji se na metodi spektralnog klasteriranja. Matematicki model je implementiran u pro-
gramskom jeziku Python. Zupanije su u modelu predstavljene tezinskim centrima, dobivenim
na temelju Gauss-Kriigerovih koordinata svih pripadajuc¢ih jedinica lokalne samouprave. Svaki
tezinski centar je svrstan u klaster koji oznacava izbornu jedinicu. U izbornim jedinicama, neo-
visno o njihovom broju, trebaju biti razvrstane zupanije koje medusobno granice. Zeljeni je broj
klastera jedna od ulaznih varijabli programa pomocu kojeg se pronalaze raspodjele zupanija u
izborne jedinice s najujednacenijim tezinama birackog glasa. Na temelju toga, moze se donijeti
zakljucak o najprimjerenijoj konfiguraciji izbornih jedinica.

Zavrsni rad podijeljen je u sedam glavnih poglavlja. U poglavlju koje slijedi nakon uvoda
objasnjen je pojam izbornog sustava i kako se ostvaruje jednakost birackog prava, s posebnim
osvrtom na modele izbora zastupnika u Hrvatski sabor i problem nejednake tezine birackog
glasa u izbornim jedinicama. Sljedece se poglavlje, koje je podijeljeno na nekoliko potpoglavlja,
bavi metodom spektralnog klasteriranja s teorijskog aspekta. U tom su poglavlju pojasnjeni
najvazniji pojmovi i navedeni osnovni algoritmi spektralnog klasteriranja, ukljucujuéi onaj koji
je koristen u ovom radu. Pri tome su objasnjene razlike izmedu nenormaliziranog i norma-
liziranog spektralnog klasteriranja, a takoder su navedene prednosti i nedostaci te metode.
Raspodjela broja zastupnickih mjesta i mjere ujednacenosti tezina birackih glasova teme su
cetvrtog poglavlja. U njemu su uvedene koriStene oznake te su objasnjeni pojmovi prezastup-
ljenosti i podzastupljenosti izbornih jedinica. Osim toga, navedeni su indeksi kojima se mjeri
ujednacenost tezine birackog glasa. Primjena modela za konfiguraciju izbornih jedinica opisana
je u petom poglavlju. Detaljno objasnjenje svakog od koraka popraceno je vizualnim prika-
zima i dijelovima programskog koda. U Sestom poglavlju prezentiran je postupak odredivanja
primjerenog broja izbornih jedinica na temelju indeksa koji mjere kvalitetu raspodjele broja
zastupnickih mjesta po izbornim jedinicama. Rad zavrsava zakljuckom u kojem su rezimirani
njegovi glavni rezultati i dane smjernice za buduca istrazivanja. Na kraju rada je navedena
koristena literatura.



2. Izborni sustav i jednakost birackog prava

[zborni sustav jednostavno se moze definirati kao skup pravila koja propisuju kako se glasa na
izborima za predstavnicka tijela i kako se glasovi biraca raspodjeljuju u zastupnicka mjesta [7].
Tako se takoder naziva pravnim propisima ureden skup drustvenih odnosa pri izboru kandidata
u predstavnicka tijela, pri ¢emu odluka o odabiru odredene vrste izbornog sustava predstavlja
jednu od najvaznijih ustavnopravnih i politickih odluka [23, 30]. Izborni sustav rezultanta je
drustvene stvarnosti, politickih odnosa i interesa one stranke koja ima moguénost, samostalno
ili uz podrsku drugih stranaka, donositi izborne zakone [31]. Biracko pravo temeljni je element
izbornog sustava koji ukazuje na stupanj politickih sloboda [20]. Ono je u modernim demo-
kratskim drzavama zajamceno ustavom, a podrazumijeva pravo svakog gradana koji ispunjava
odredene uvjete da bira svoje predstavnike i da bude biran. Jednakost birackog prava danas
je univerzalno prihvaceno nacelo, prema kojem svakom biracu na izborima pripada isti broj
glasova [17].

2.1. Modeli izbora zastupnika u Hrvatski sabor

Od stjecanja samostalnosti i neovisnosti, u Republici Hrvatskoj odrzano je devet parlamentarnih
izbora. U tom je razdoblju izborni sustav dozivio nekoliko promjena. Herceg Zeba [9] navodi
da su prvi parlamentarni izbori nakon osamostaljenja odrzani u kolovozu 1992. godine prema
kombiniranom izbornom modelu u kojem je isti broj mandata odreden vec¢inskim i razmjernim
nacinom. Naime, polovina zastupnika birala se s drzavne liste D’Hondtovom metodom, uz
izborni prag od 3%, a druga polovina u jednomandatnim izbornim jedinicama, primjenom nacela
relativne vecine. Izborna jedinica prosjecno je imala oko 60 tisuca biraca, ali su postojala
znacajna odstupanja od tog broja. Sljedeéi parlamentarni izbori odrzani su 1995. godine,
pri ¢emu je zadrzan kombinirani izborni sustav, no za razliku od prethodnih izbora, otprilike
75% zastupnika biralo se razmjernim, a ostali principom relativne veéine. Takoder je uveden
varijabilan izborni prag, ovisno o tome izlazi li stranka samostalno na izbore ili u koaliciji s
drugim strankama. Promijeni izbornog zakonodavstva ponovo se pristupilo prije parlamentarnih
izbora 2000. godine. Tada je kao rezultat konsenzusa relevantnih politickih aktera usvojen
razmjeran izborni sustav s 10 izbornih jedinica u kojima se bira po 14 zastupnika. Zadrzana je
raspodjela glasova u mandate prema D’Hondtovoj metodi, dok je izborni prag na razini izbornih
jedinica postavljen na 5%. Osim toga, odredeno je da broj biraca u izbornim jedinicama ne smije
odstupati za vise od £+ 5%. Zakonom je propisano i da pripadnici dijaspore i nacionalnih manjina
zastupnike biraju u posebnim izbornim jedinicama, s tim da se zastupnici nacionalnih manjina
biraju veé¢inom glasova. Izvorni Zakon o izborima zastupnika u Hrvatski sabor iz 1999. godine
dozivio je do sada vise izmjena, no one, kako istice Herceg Zeba [9], nisu bile supstancijalne. Svi
parlamentarni izbori od 2000. do danas provedeni su u skladu s tada prihva¢enim modelom.

Pocevsi od 2011. godine i konstituiranja sedmog saziva (broji li se od prvih visestranackih izbora
odrzanih 1990. godine), Hrvatski sabor ima 151 zastupnika. U 10 izbornih jedinica na podrucju
Republike Hrvatske bira se ukupno 140 zastupnika, tri zastupnika u XI. izbornoj jedinici bira
hrvatska dijaspora (njihov broj se do parlamentarnih izbora 2011. godine odredivao prema
tzv. nefiksnoj kvoti), a osam zastupnika u XII. izbornoj jedinici biraju pripadnici nacionalnih
manjina [25]. lako se uz odredene izmjene odrzao tijekom vise izbornih ciklusa, pokazalo se



da takav model nije bez nedostatka. Zbog toga, kao i vaznost koju ima za cjelokupno drustvo,
godinama privlaci pozornost kako strucne, tako i Sire javnosti.

2.2. Nejednaka tezina birackog glasa u izbornim jedinicama u
Republici Hrvatskoj

Prema Kasapovi¢ [15], kod nas se ni o jednoj politickoj temi nije toliko intenzivno raspravljalo
kao o izbornim sustavima. Spomenuta autorica smatra da mnogo toga izrecenog i napisa-
nog nema racionalne osnove, pri ¢emu izdvaja nekoliko pitanja o kojima se najvise polemi-
zira. Prvo od njih je razmjerni izborni sustav. Prema jednima, takav sustav pogoduje dvjema
najveéim politickim strankama, dok drugi smatraju da omogucava ulazak u Hrvatski sabor ma-
lim beznacajnim strankama. Na udaru kritika je i D’"Hondtova metoda, kojoj se ¢esto pripisuje
prevelik utjecaj na rezultate izbora. Za mnoge je takoder problematican utvrdeni izborni prag,
pri ¢emu se izdvajaju dva oprecna stajalista. Prema prvom, izborni prag treba povisiti, a prema
drugom sniziti. Uz kritiku zatvorenih listi, koja je rezultirala ozakonjenjem opcijskog preferen-
cijskog glasanja, stalni je predmet rasprava i podjela Republike Hrvatske na izborne jedinice.
Kasapovi¢ se slaze da je kritika koja se odnosi na podjelu na deset izbornih jedinica jednake
veli¢ine opravdana. Naime, dosadasnja podjela ne uvazava u dovoljnoj mjeri granice povijesnih
regija, koje su i danas ekonomski i kulturno medusobno povezane. Drugi je problem vezan
uz promjenu broja stanovnika i birac¢a u izbornim jedinicama, zbog cega je ozbiljno narusena
jednakost kao jedno od temeljnih nacela birackog prava u demokratskim zemljama. Na to je
jos 2010. godine upozorio i Ustavni sud Republike Hrvatske, no tadasnja su nastojanja da se
prekroje granice izbornih jedinica dozivljena kao svojevrsni izborni inzenjering te nisu dobila
potrebnu podrsku [26].

Postojanje znacajnog odstupanja u broju biraca razlicitih izbornih jedinica u kojima se bira
identican broj zastupnika jedan je od sofisticiranijih oblika izborne manipulacije kojom se
narusava jednakost birackog prava [24]. U takvim izbornim sustavima glasovi biraca u po-
jedinim izbornim jedinicama imaju vec¢u vaznost od glasova ostalih biraca. S obzirom da moze
utjecati na rezultate izbora, prekomjerno odstupanje u broju biraca po izbornim jedinicama nije
u suglasju s Ustavom. Ujednacavanjem tezine birackog glasa unapreduje se izborni postupak
i doprinosi legitimnosti izbora [12]. No, usprkos upozorenju Ustavnog suda i zahtjevima po-
liticara, stru¢njaka, organizacija civilnog drustva i ostale zainteresirane javnosti, izborne jedinice
godinama se nisu uskladivale s promjenama u broju birac¢a uzrokovanim prirodnim kretanjima
i migracijama. U tom smislu, Zugaj i Sterc [35] navode da su se najmanja i najveéa izborna
jedinica 2016. godine razlikovale za vise od 93 tisuce biraca te predlazu novi ustroj sa Sest
izbornih jedinica i nejednakim brojem zastupnika. Na nejednaku tezinu birackog glasa i njezin
utjecaj na rezultate izbora ukazao je i Cular [4]. Prema podacima koje je iznio u svom radu,
cak osam od deset izbornih jedinica izlazilo je 2016. godine izvan zakonskog okvira od + 5%.
Zbog toga je, kako pokazuje njegova simulacija, na parlamentarnim izborima, koji su odrzani te
godine, 12 mjesta u Hrvatskom saboru pripalo drugim zastupnicima i strankama od onih kojima
bi pripali da su bira¢i po izbornim jedinicama bili ravnomjerno raspodijeljeni.



Buduéi da se nije pristupilo izmjeni izbornih jedinica, Ustavni sud Republike Hrvatske pokrenuo
je postupak za ocjenu suglasnosti s Ustavom Zakona o izbornim jedinicama za izbor zastupnika
u Zastupnicki dom Hrvatskoga drzavnog sabora, koji je izglasan 1999. godine i od tada nije bio
mijenjan, i 7. veljace 2023. godine donio odluku kojom se taj Zakon ukida. [32] Prema odluci
Ustavnog suda, ukinuti Zakon prestaje vaziti 1. listopada 2023. godine, a Hrvatski sabor duzan
je do tog datuma osigurati provedbu ustavnog jamstva jednakog birackog prava. U skladu s
odlukom Ustavnog suda, 28. rujna 2023. godine izglasan je novi Zakon o izbornim jedinicama
za izbor zastupnika u Hrvatski sabor, koji ¢e zasigurno nastaviti izazivati polemike.



3. Metoda spektralnog klasteriranja

Strojno ucenje, kao skup metoda za automatsko otkrivanje obrazaca u podacima i njihovo
koristenje za predvidanje buduéih ishoda, uobicajeno se dijeli na nadzirano i nenadzirano ucenje
[21]. Glavna je razlika izmedu nadziranog i nenadziranog ucenja u tome $to nadzirano koristi
labelirane (oznacene) podatke, a nenadzirano nelabelirane (neoznacene) podatke [8]. U nenad-
ziranom ucenju algoritam pokusSava otkriti skrivene strukture ili uzorke u podacima bez pre-
definiranih kategorija ili oznaka. Klasteriranje pripada algoritmima nenadziranog ucenja [10].
Cilj je klasteriranja grupirati podatke sa slicnim svojstvima u isti klaster [19]. Za rjesavanje
problema kojim se bavi ovaj rad koristena je metoda spektralnog klasteriranja. Metoda spek-
tralnog klasteriranja povezana je s teorijom grafova jer se s podacima postupa kao da su vrhovi
grafa. Stoga se na spektralno klasteriranje moze gledati kao na problem particioniranja grafa
(B,

3.1. Algoritmi spektralnog klasteriranja

U okviru spektralnog klasteriranja razvijeno je vise algoritama. Oni se prvenstveno razlikuju
po tome koriste li nenormaliziranu ili normaliziranu Laplaceovu matricu. Liu i Han [18] navode
da se spektralno klasteriranje sastoji od tri glavna koraka:

e Konstruira se graf slicnosti i matrica slicnosti za sve podatke.

e Podaci se transformiraju iz viSedimenzionalnog u nizedimenzionalni prostor koristeéi svoj-
stvene vektore Laplaceove matrice.

e Provede se neka od metoda klasteriranja (npr. k-means algoritam) kako bi se podaci
grupirali.

U nastavku je, prema [18] i [33], objasnjeno nenormalizirano i normalizirano spektralno klaste-
riranje.

3.1.1. Graf slicnosti i matrica slicnosti

Ozna¢imo sa S = {x1,...,z,} u R™ skup podataka koje zelimo grupirati u k klastera. Prvo
se podaci prezentiraju u obliku neusmjerenog ”grafa slicnosti” G = (V, E). Skup V je skup
vrhova, pri ¢emu vrh v; predstavlja podatak x;, a E predstavlja skup bridova. Primijetimo da je
x; vektor koji oznacava podatak, a v; vrh koji nema svojstva. Nadalje, definiramo nenegativnu
matricu W € R™*" kojom opisujemo graf G. Matricu W nazivamo matricom slicnosti. Pri
tome vrijedi W = (W;); j=1,. » te W;; = 0, ako vrhovi v; 1 v; nisu povezani. Bitno je izabrati
ucinkovitu metodu za racunanje matrice W zato sto spektralnim klasteriranjem zZelimo svrstati
vrhove u isti klaster, ako su medusobno sli¢ni, a u razlicite klastere, ako nisu sli¢ni. U nastavku
su navedena tri nacina za konstrukciju grafa GG, a samim time i matrice slicnosti W:

1. Graf k-najblizih susjeda
Vrhovi v; 1 v; su povezani kada je v; medu k-najblizih susjeda v;, ili obratno, kada je v;
medu k-najblizih susjeda v;. Na taj nacin dobivamo neusmjeren graf.



2. Graf e-okoline
Vrhovi v; i v; su povezani ako je mjera udaljenosti ||z; — z;]|* < e. Ovaj pristup moze
rezultirati grafovima s nepovezanim komponentama ako e nije ispravno odabran.

3. Potpuno povezan graf
U ovom slucaju povezuju se svi vrhovi za koje je mjera slicnosti pozitivnha. S obzirom

im sli¢nost nije velika, funkciju slicnosti nije uvijek jednostavno odabrati. Kao primjer se
moze navesti sljedec¢a funkcija sli¢nosti izmedu vrhova v; i v;:

2
_ Mg =241l

— )
ij — € o

O parametru o ovisi veli¢ina okoline svakog vrha.

3.1.2. Nenormalizirano spektralno klasteriranje

Pretpostavimo da je konstruiran graf slicnosti G te pripadaju¢a matrica slicnosti W. Kako je
G neusmjeren graf, vrijedi W;; = Wj;. Nadalje se za svaki vrh v; izracuna njegov stupanj:

j=1
Matrica stupnjeva D definirana je kao dijagonalna matrica za koju vrijedi D;; = d;. Nenorma-
lizirana Laplaceova matrica tada je definirana izrazom:
L=D-W.
Propozicija 3.1. Nenormalizirana Laplaceova matrica L zadovoljava sljedeca éetiri svojstva:
1. Za proizvoljni vektor f € R™ wvrijedi:

FTLf =5 3 Wylhi— £

ij=1
2. L je simetricna 1 pozitivno semidefinitna.
3. Nagmanja svojstvena vrijednost od L je 0, s pripadajucéim svojstvenim vektorom 1.
4. L ima n realnih, nenegativnih svojstvenih vrijednosti 0 = Ay < Ay < -+ < A,.

Dokaz tvrdnje moze se pronaéi u [18].

Nakon toga se odreduju svojstveni vektori fi, fo, ..., fi, koji su pridruzeni najmanjim svojstve-
nim vrijednostima matrice L. Ti svojstveni vektori su reprezentanti originalnih podataka iz
skupa S u nizoj dimenziji. Stoga se nad njima provodi neka od metoda klasteriranja, kao sto je
k-means algoritam.



Algoritam nenormaliziranog spektralnog klasteriranja moze se sazeti u sljedece korake:

1. Konstruira se graf slicnosti G, pripadajuca matrica slicnosti W i matrica stupnjeva D.
2. Izracuna se nenormalizirana Laplaceova matrica L, gdje je L =D — W.

3. Odredi se k svojstvenih vektora, fi, fa, ..., fx, koji su pridruzeni najmanjim svojstvenim
vrijednostima matrice L.

4. Konstruira se matrica F' € R™* ¢&iji su stupci navedeni svojstveni vektori.

5. Svaki red matrice F ¢ni vrh u R*. Vrhovi se grupiraju u k klastera primjenom neke od
klasicnih metoda klasteriranja.

3.1.3. Normalizirano spektralno klasteriranje

Dvije varijante normalizirane Laplaceove matrice definirane su kako slijedi:
= =4 —1 -1
Lym=D2LD2 =1-D2WD~2,
By = DL =3 — B
Propozicija 3.2. Normalizirana Laplaceova matrica L zadovoljava sljedeéih Sest svojstava:

1. Za proizvoljni vektor f € R™ vrijedi:

1 i i
fTLsymf = 5 Z Wij(L _ I )2,

2. X je svojstvena vrijednost matrice Ly, sa svojstvenim vektorom u ako i samo ako je A
svojstvena vrijednost matrice L,,, sa svojstvenim vektorom w, tako da vrijedi uw = D2w.

3. X je svojstvena vrijednost matrice L,,, sa svojstvenim vektorom w ako i samo ako \ i w
rjeSavaju generalizirani svojstveni problem Lw = ADw.

4. Loym t© Ly su pozitivno semidefinitne.

5. Nagmanja svojstvena vrijednost © za Ly, © za L, je 0, sa svojstvenim vektorom D=1 za
matricu Ly, te svojstvenim vektorom 1 za matricu Ly.,,.

6. Lsym 1@ Ly tmaju n realnih, nenegativnih svojstvenih vrigednosti 0 = Ay < Ay < --- < A,

Dokaz tvrdnje moze se pronaéi u [18].

Algoritam za normalizirano spektralno klasteriranje, pri ¢emu se racuna Laplaceova matrica
Ly, provodi se u sljede¢im koracima:

1. Konstruira se graf slicnosti G, pripadaju¢a matrica slicnosti W i matrica stupnjeva D.

2. Izracuna se normalizirana Laplaceova matrica Lgy,,, gdje je Lgym = DZLD7.
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Odredi se k svojstvenih vektora, fi, fo,..., fk, koji su pridruzeni najmanjim svojstvenim
vrijednostima matrice Lgyy,.

. Konstruira se matrica F' € R™**, ¢iji su stupci navedeni svojstveni vektori.
. . . . . . 2 _
. Normiraju se retci matrice F' tako da je Vi <mn, > F = 1.

. Svaki red matrice F ¢ini tocku u R¥. Tocke se grupiraju u k klastera nekom od klasi¢nih

metoda klasteriranja.

Algoritam normaliziranog spektralnog klasteriranja za Laplaceovu matricu L,,, slican je algo-
ritmu za nenormalizirano spektralno klasteriranje:

1.
2,

3.2.

Konstruira se graf slicnosti G, pripadaju¢a matrica slicnosti W i matrica stupnjeva D.
[zracuna se nenormalizirana Laplaceova matrica L, gdje je L =D — W.

Odredi se k svojstvenih vektora, fi, fo,..., f, koji su pridruzeni najmanjim svojstvenim
vrijednostima generaliziranog svojstvenog problema Lf = ADf.

. Konstruira se matrica F' € R™**, ¢iji su stupci navedeni svojstveni vektori.

. Svaki red matrice F ¢ini tocku u R¥. Tocke se grupiraju u k klastera nekom od klasi¢nih

metoda klasteriranja.

Algoritam spektralnog klasteriranja za rjesavanje problema
odredivanja izbornih jedinica

Prethodno opisani algoritmi pruzaju uvid i omogucéavaju razumijevanje procedure provodenja
spektralnog klasteriranja. Algoritam koji je u ovom radu koristen za odredivanje izbornih
jedinica u Republici Hrvatskoj razvili su Ng, Jordan i Weiss [22] i donekle se razlikuje od
prethodno opisanih. Za skup tocaka S = {si, sa, ..., s, } u R™, algoritam se provodi u sljedeéim
koracima:

1.

Konstruira se matrica slicnosti A € R™*", gdje je

2
~llsi—s;l

— 2
Z]_e 20

Izracuna se matrica stupnjeva D i Laplaceova matrica L, gdje je L = DT AD% .

Odredi se k svojstvenih vektora, xi,xs, ..., x, koji su pridruzeni najveéim svojstvenim
vrijednostima matrice L (te koji su medusobno ortogonalni zbog slu¢aja ponavljanja svoj-
stvenih vrijednosti).

Formira se matrica X € R™*, ¢iji su stupci navedeni svojstveni vektori.



5. Formira se matrica ¥ normiranjem redaka matrice X, odnosno vrijedi:

X,
Y, = ——t—

Ve
6. Svaki red matrice Y ¢ini tocku u R*. Tocke se grupiraju u k klastera nekom od klasi¢nih

metoda klasteriranja.

7. Pridruzi se originalni podatak s; klasteru j ako i samo ako je red ¢ matrice Y pridruzen
klasteru j.

3.3. Prednosti i nedostaci spektralnog klasteriranja

Kao i svaka metoda klasteriranja, spektralno klasteriranje ima svojih prednosti i nedostataka.
Neke su prednosti spektralnog klasteriranja [5, 18, 33]:

e Spektralno klasteriranje je fleksibilno u smislu ukljucivanja razlicitih vrsta mjera slicnosti.
e Spektralno klasteriranje ima dobro postavljene teorijske osnove.

e Spektralo klasteriranje je vrlo jednostavno za implementaciju i moze se ucinkovito rijesiti
standardnim metodama linearne algebre.

e S obzirom na uobicajene metode klasteriranja (poput k-means algoritma), spektralno klas-
teriranje se ne oslanja na pretpostavku o konveksnim klasterima (tj. oblicima klastera) ili
euklidskoj udaljenosti medu podacima, nego na njihovu povezanost. Razlika u klasteri-
ranju podataka izmedu k-meansa algoritma i spektralnog klasteriranja moze se vidjeti na
slici 1.

K-means Spectral clustering

o | o | o |
(C} M 3, - 7
TR (IR R WAy
o \ ) o \ ’} o \ )
= - A '“ = - N 'Of = - A 'Of
I I I = I I I l I I * I I I I I I o I I I

-1.0 0.0 05 1.0 -1.0 0.0 05 1.0 -1.0 0.0 05 1.0

Slika 1: Razlika izmedu k-means algoritma i spektralnog klasteriranja [16]

S druge strane, spektralno klasteriranje ima i svoje nedostatke [13, 18, 34]:

e Spektralno klasteriranje moze biti racunalno zahtjevno, posebno za velike skupove poda-
taka (npr. racunanje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora moze postati prakticki
neprovedivo).



e Odabir metode za konstrukciju grafa i matrice slicnosti moze biti vrlo kompleksan problem.
Trenutno nema teorijske studije koja moze ukazati na najbolji odabir.

e QOdredivanje optimalnog broja klastera moze biti zahtijevan zadatak, a spektralno klas-
teriranje cesto zahtijeva specificiranje ovog parametra unaprijed ili koristenje dodatnih
tehnika za njegovu procjenu.
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4. Raspodjela broja zastupnickih mjesta i mjere
ujednacenosti tezina birackih glasova

Razli¢ite metode koriste se za raspodjelu zastupnickih mjesta na temelju glasova biraca [2, 3, 7].
U prezentiranom modelu odredivanje broja zastupnickih mjesta po izbornim jedinicama provodi
se na temelju D’"Hondtove, odnosno Jeffersonove metode [1, 6].

Pretpostavimo da smo podrucje Republike Hrvatske podijelili u & izbornih jedinica. Uvodimo
sljedece oznake [27]:

e () - ukupan broj biraca u zemlji;
e S - ukupan broj zastupnika biranih iz k izbornih jedinica;

e (Q; - broj biraca u i-toj izbornoj jedinici (i = 1, ..., k);

S; - broj zastupnika u i-toj izbornoj jedinici (i = 1, ..., k);

g = % - udio broja biraca i-te izborne jedinice u ukupnom broju biraca;

o 5 = % - udio broja zastupnika i-te izborne jedinice u ukupnom broju zastupnika;
o w,; = g— - tezina birackog glasa u izbornoj jedinici ¢;

o W= % - opca tezina birackog glasa.
Buduéi da se u izbornim jedinicama u Republici Hrvatskoj s opéih lista bira 140 zastupnika, u
prezentiranom modelu ¢e S biti konstantan broj i iznositi 140. Tada vrijedi:

k k
Y 8&=8=140, ) Q=@
=1 =1

Svaki bira¢ ima jednaku tezinu birackog glasa ako vrijedi:
W= Y= ey (1)

Prema Sabo i Scitovski [27], uvjet (1) moze se posti¢i ako je cijela zemlja jedna izborna jedi-
nica, odnosno ako je k = 1. No, za k > 1, uvjet (1) opcenito nece biti ispunjen. To znaci da
glasovi biraca iz razli¢itih izbornih jedinica nece imati jednaku tezinu, odnosno neke izborne
jedinice ¢e biti prezastupljene, a neke podzastupljene. Bira¢ u prezastupljenoj izbornoj jedinici
ima vecu tezinu birackog glasa od biraca iz podzastupljene izborne jedinice. Izborna jedinica
i je prezastupljena ako vrijedi w; > w, a podzastupljena ako je w; < w. Ujednacene mjere
zastupljenosti izbornih jedinica ukazuju na ujednacenost tezina birackih glasova. Dakle, pro-
blem ujednacavanja mjere zastupljenosti izbornih jedinica zapravo je ekvivalentan problemu
ujednacavanja tezina birackih glasova po izbornim jedinicama.
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U skladu s navedenim, cilj je razviti model koji ¢e podrucje Republike Hrvatske podijeliti u
k izbornih jedinica i u okviru kojeg ¢e se odrediti broj zastupnickih mjesta za svaku izbornu
jedinicu tako da sto je vise moguce bude ujednacena tezina birackih glasova. S tom su namjerom
u nastavku navedeni indeksi kojima se mjeri kvaliteta raspodjele broja zastupnickih mjesta po
izbornim jedinicama i, shodno tome, ujednacenost tezine birackog glasa. Mjere su preuzete od
Karpova [14] i Sabe i Scitovskog [27], koji su indekse iz tehnickih razloga pomnozili sa 100.
Potrebno je napomenuti da manja vrijednost indeksa korespondira s ujednacenijom tezinom
birackih glasova.

e Indeks maksimalne devijacije:

MDI =100 max, |si — qil.
e Raeov indeks:

k
100

e Loosemore-Hanbyjev indeks:

k
LHI =50 |si — qil-
=1

e Grofmanov indeks:
k

100

=19 =1
e Gallagherov indeks:
1
GAI =100, | 5 ;(si — q)2.

e Monroev indeks:

k )2
MI = 100 M
1+Zi:1qi

k )2
GATI = 100\/M'

o Gatev indeks:

25:1(5? e qf)

e Ryabtsev indeks:

B les — )R
RY AI = 100\/221@—’@.

> iz (s + qi)?

e Szalaiev indeks:

SZI =100
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e Aleskerov-Platonov indeks:

100 S; .
API = TZ_’ Io = {i :w; >w)

i€lp i
U modelu se za definiranje izbornih jedinica, odnosno analizu dobivenog rjesenja koristi i indeks
maksimalnog postotnog odstupanja tezina birackih glasova:

max w; — min w;
i=1,....k i=1,..k
MPO =100

,,,,,

M PO predstavlja relativnu razliku izmedu najvece i najmanje tezine birackog glasa. Ako je p%
unaprijed zadana tolerancija, odnosno zakonski propisani raspon, i ako je M PO manji od p%,
u svake Ce se dvije izborne jedinice tezine birackih glasova medusobno razlikovati za najvise p%

27].
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5. Primjena modela za konfiguraciju izbornih jedinica

Prezentirano rjesenje temelji se na prethodnim istrazivanja [27, 28]. Matematicki model razvi-
jen je u interaktivnom racunalnom okruzenju Jupyter Notebook, u programskom jeziku Pyt-
hon. Podaci koji se ucitavaju u programski kod (podaci o koordinatama svih jedinica lokalne
samouprave Republike Hrvatske te broju punoljetnih gradana i ukupnom broju stanovnika po
zupanijama) pohranjeni su u Excel datotekama. Metodom spektralnog klasteriranja zelimo po-
dijeliti podruc¢je Republike Hrvatske u k izbornih jedinica.

Raspolazemo Gauss-Kriigerovim koordinatama [29] svih jedinica lokalne samouprave Republike
Hrvatske, kojih ima 556. Na slici 2 mozemo vidjeti njihov graficki prikaz.

le6

5.1

5.0

4.9 -

4.8

4'7 k. T T T T T
5.4 55 5.6 5.7 5.8

le6

Slika 2: Graficki prikaz koordinata svih jedinica lokalne samouprave Republike Hrvatske

Za pocetak odredimo skup A = {a;,i = 1,...,21} C R?, ¢iji su elementi tezinski centri Zupanija.
Oni predstavljaju tezinske centroide svih jedinica lokalne samouprave unutar zupanije. Pri tome
se za tezine uzima broj stanovnika sukladno popisu stanovnistva iz 2021. godine. Funkciju u
Pythonu kojom odredujemo tezinski centroid zupanije ¢ definiramo na sljede¢i naéin:

def tezcent (i):

x = 0;
y =0
w = 0;
for j in range(len(rad)):
if (rad["Broj zupanije"][j] == i):

x += rad["Population"][jl* rad["X"][j]
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y += rad["Population"][jl* rad["Y"][j]
w += rad["Population"][j]

x = 1/w * x

¥y = L/w * y

return [x,y]

Svaki tezinski centroid predstavlja jednu zupaniju. Cilj je primijeniti metodu spektralnog klaste-
riranja i smjestiti svaki tezinski centroid, odnosno svaku zupaniju, u jednu izbornu jedinicu. Pro-
gramski je kod za funkciju koja sluzi za spremanje svih skaliranih tezinskih centroida zupanija:

def svitezcent ():
lista = []
for i in range (1,21+1):
centar = [round((tezcent (i) [0]/1000000),5),
round ((tezcent (i) [1]/1000000) ,5)]1]
lista.append(centar)
return lista

tez_centr = svitezcent ()

Slika 3 predstavlja graficki prikaz koordinata tezinskih centroida svih zupanija Republike Hr-
vatske. Tezinske centroide svih Zupanija spremamo u listu te njihove koordinate dijelimo s 10°
radi jednostavnijeg racunanja u koracima koji slijede.

leb6

5.15
5.10 - ®
5.05 - ®
5001 @

4.95 o

4.90 1
4.85 B
4.80

4.75 °

5.40 5.45 5.50 5.55 5.60 5.65 5.70 5.75 5.80
le6

Slika 3: Graficki prikaz koordinata svih jedinica lokalne samouprave Republike Hrvatske
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Nadalje, formiramo matricu sli¢nosti izmedu zupanija M = (m;;),4,j = 1,...,21, tako da je
m;; = 100, ako zupanija ¢ granici s zupanijom j, a m;; = 0.05 inace.

Definiramo matricu B(y) = (b;;(7)), i,5 = 1, ..., 21, koja ¢ée sluziti za izracun matrice stupnjeva
i Laplaceove matrice. Za funkciju slicnosti koristi se sljedeca funkcija:

2
il
m.

by()=q¢ "o 17
0, inace.

Matrica stupnjeva D(v) na dijagonali 7 ima elemente:
21
di(y) =) bi(7)-
j=1

U modelu je koristena metoda normaliziranog spektralnog klasteriranja i simetri¢na Laplaceova
matrica:

Funkcije za ra¢unanje kvadratne udaljenosti izmedu a; i a; te konstrukciju matrica B(y), D= ()
i L(~y) definirane su u nastavku:

def distcent(x, y):
return (x[0]-y[0])**2 + (x[1]-y[1])*x*2

def matrixB(matr_slicnosti, gama):
B = np.zeros((21,21))
for i in range (21):
for j in range (21):

if (i==j):
B[il[j1 = ©
else:
B[i][j] = np.exp(-gama * distcent(tez_centr[i],

tez_centr [jl)/matr_slicnosti[i][j])
return B

def matrixDsqrtinv(B):
D = B.sum(axis=1)
Dsqrtinv = np.sqrt(1/D)
return Dsqrtinv

def matrixL (B, Dsqrtinv):
L = np.multiply(Dsqrtinv [np.newaxis,:],
np.multiply (B, Dsqrtinv[:, np.newaxis]))
return L
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Za matricu L(v) odredimo k svojstvenih vektora, koji su pridruzeni najveéim svojstvenim vrijed-
nostima. Programski je kod funkcije koja vraca svojstvene vrijednosti i pripadajuce svojstvene

vektore (u

def

padajuéem sortiranom poretku):

svek (L) :

eigenvalues, eigenvectors = np.linalg.eig(L)

eigenvectors = np.transpose(eigenvectors)

eiva = list(eigenvalues)

eiva.sort(reverse=True)

eiei = dict(zip(eigenvalues, eigenvectors))

eiei = {i: [eival[i],eieil[eiva[i]]] for i in range(len(eiva))}

return eiei

Potom formiramo matricu X (y) € R2* tako da njene stupce ¢ini k svojstvenih vektora.
Naposlijetku, definiramo matricu Y () = yi;(7) € Rk gdje je:

b e i ()
w0 = e

Dakle, matrica Y () se dobije normiranjem redaka matrice X (7). Programski kod funkcija za
konstrukciju matrica X () i Y (v) glasi:

def

def

matrixX(k, eiei):
X =1
for i in range(k):
X.append(eiei[i][1])
X = np.transpose (X)
X = [[float(val.real) for val in inn_list] for inn_list in X]
return X

matrixY (X):
Y = normalize (X)
return Y

Retci matrice shvaéaju se kao nova reprezentacija zupanija u R* na koje se primjenjuje k-means
algoritam. Za pocetne centre k-means algoritma uzima se k priblizno najokomitijih redaka
matrice Y (7). Funkcije su za aproksimaciju pocetnih centara i metode spektralnog klasteriranja:

def

pocetni_centri(Y, k, sth):
z0 = [0] * k
z0[0] = sth
for i in range(1l, k):
Y1 = [y for y in Y if not any(np.all(y == z)
for z in z0[:i])]
z0[i]l = Y1i[o0]
sp0 = sum(np.abs(np.dot(z0[i], z0[jl)) for j in range(i))
for s in range(1l, len(Y1)):
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x = Y1[s]
if sum(np.abs(np.dot(x,z0[j])) for j in range(i))<spO:
z0[i] = x
sp0 = sum(np.abs(np.dot(z0[i]l, z0[jl))
for j in range(i))
return zO

def spectralClustering(matr_slicnosti, gama, k):

B = matrixB(matr_slicnosti, gama)
Dsqrtinv = matrixDsqrtinv (B)
L = matrixL (B, Dsqrtinv)
eiei = svek (L)
X = matrixX(k, eiei)
Y = matrixY (X)
kmeans_instances = []
for i in range (21):
z0 = Y[i]
k_pred_sc = KMeans(n_clusters=k, n_init=1,

init=np.array(pocetni_centri(Y,k,Y[i])),
tol=0.0000001).fit_predict (Y)
kmeans_instances.append(k_pred_sc)
return kmeans_instances

Vazno je napomenuti da se parametar Y () > 0 odreduje tako da zZupanije koje se nalaze u istoj
izbornoj jedinici imaju zajednicku granicu te da indeks maksimalnog postotnog odstupanja
(M PO) bude $to je mogucée manji.

Return vrijednost funkcije spectralClustering je array s 21 elementom (indeks svakog elementa
oznacava redni broj Zupanije umanjen za 1) te je svaki element jednak broju izmedu 0 i k—1, koji
oznacava kojoj izbornoj jedinici zupanija pripada. Potrebna je funkcija koja na temelju oznaka
(brojeva) dodijeljenim Zupanijama stvara listu listi (u svakoj se takvoj listi nalaze zupanije u
istoj izbornoj jedinici). Njezin je programski kod zapisan u nastavku:

def raspodjelaZupanija(raspodjela, k):
rasZup = []
for _ in range(k):
rasZup.append ([])
for i in range (21):
for j in range(k):
if (raspodjelalil]l==j):
rasZup[j].append (i)
return rasZup

Metodu spektralnog klasteriranja zelimo provesti za vise razlicitih vrijednosti parametara ~ i
odrediti optimalno rjesenje. Za tu svrhu definirana je funkcija listMSK pomocu koje se po-
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hranjuju rjesenja metode spektralnog klasteriranja za sve vrijednosti v iz zadanog intervala s
obzirom na postavljeni korak iteracije:

def listMSK(matr_slicnosti,gama,stop, step, k):
n = math.floor ((stop-gama)/step)
listaMSK = []
for i in range(n):
gama = gama + i*step
listaMSK.append(spectralClustering(matr_slicnosti,gama,k))
return listaMSK

Prvo, medu rjesenjima treba odbaciti ona koja sadrze barem jednu izbornu jedinicu u kojoj
se nalaze zupanije koje ne granice, odnosno koje nisu povezane. Stoga, svaku izbornu jedinicu
smatramo grafom za koji treba provjeriti je li povezan. U tu se svrhu racuna Laplaceova matrica
grafa i Fiedlerova vrijednost. Fiedlerova vrijednost je druga najmanja svojstvena vrijednost
Laplaceove matrice. Ta vrijednost je veéa od 0 ako i samo ako je graf povezan. U trivijalnom
slucaju, ako graf sadrzi samo jedan vrh, smatramo ga povezanim. Navedena funkcija definirana
je na sljedeci nacin:
def povezano(klaster, matr_slicnosti):
D = degreeMatrix(klaster, matr_slicnosti)
A = adjacencyMatrix(klaster , matr_slicnosti)
Lap = D - A
eigenvalues, eigenvectors = np.linalg.eig(Lap)
eiva = list(eigenvalues)
eiva.sort ()
if len(eiva) == 1:
return True
else:
if eival[1l] > 1e-10:
if np.any(np.diag(D) == 0):
return False
return True
else:
return False

Pomocéu funkcije povezano definiramo funkciju povezanostRjesenja koja vraca sve raspodjele
zupanija u izborne jedinice, a u kojima su zupanije u istoj izbornoj jedinici povezane:

def povezanostRjesenja(listaMSK, matr_slicnosti, k):
dobra_raspodjela = []
for instanca in listaMSK:
for raspodjela in instanca:
br = 0
rasZup = raspodjelaZupanija(raspodjela, k)
k = len(rasZup)
for klaster in rasZup:
if (povezano(klaster, matr_slicnosti)):
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br+=1
if (br == k):
dobra_raspodjela.append(rasZup)
return dobra_raspodjela

Kako bismo odredili rjesenja za koja je M PO < ¢, trebamo odrediti ukupan broj biraca po
izbornim jedinicama. Funkcija izborne_jedinice_biraci racuna broj biraca u svakoj izbornoj
jedinici te vraca rjesenje u obliku liste:

def izborne_jedinice_biraci(dobra_raspodjela):
k = len(dobra_raspodjela)
izb_jed_bi = list(np.zeros(k))
for i, klaster in enumerate (dobra_raspodjela):
for j in klaster:
for z in range (21):
if(j+1 == rad2["Broj zupanije"]l[z]):
izb_jed_bi[i]+=rad2["Punoljetni drzavljani"][z]
return izb_jed_bi

Gore navedenu funkciju koristimo za funkciju optimalnaRaspodjela, koja od svih korektnih ras-
podjela (to su sve konfiguracije u kojima su u svakoj od izbornih jedinica zupanije povezane)

Raspodjela, ¢iji je programski kod naveden u nastavku, koristi D’Hondtovu metodu, preuzetu iz
Pythonovog modula apportionment, za raspodjelu broja zastupnika:

def optimalnaRaspodjela(lista_dobri, epsilon):
maliMP0O = []
for i in range(len(lista_dobri)):
Q_1list = np.array(izborne_jedinice_biraci(lista_dobri[i]))
S_list = np.array(app.compute("dhondt",
izborne_jedinice_biraci(lista_dobri[i]),S,
list(range(l,len(lista_dobri[i])))))
mpo = MPO(Q_list, S_list)
if (mpo < epsilon):
maliMPO. append ([mpo, lista_dobril[i]])
return maliMPO

Ako zelimo izdvojiti samo najbolju konfiguraciju izbornih jedinica, a to je ona s najmanjim
M PO, koristimo funkciju nagjboljaRaspodjela:

def najboljaRaspodjela(matr_slicnosti, gama, stop, step, k, epsilon):
listaMSK = 1listMSK(matr_slicnosti, gama, stop, step, k)
lista_dobri = povezanostRjesenja(listaMSK, matr_slicnosti, k)
maliMPO = optimalnaRaspodjela(lista_dobri, epsilon)
najmanjiMP0 = min(maliMPO)
return najmanjiMPO
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Return vrijednost funkcije najboljaRaspodjela je lista cija je prva vrijednost M PO, a druga
vrijednost lista listi koja sadrzi raspodjelu zupanija po izbornim jedinicama. Buduéi da se
vrijednosti kreéu od 0, zelimo 1i vidjeti kojoj izbornoj jedinici pripada npr. Osjecko-baranjska
zupanija, koja je 14. po redu zupanija, trebamo traziti listu u kojoj se nalazi broj 13, jer je
134 1 = 14. Sljedeéi odsjecak programskog koda prikazuje najbolju konfiguraciju (onu za koju
je M PO najmanji) za k = 6 s obzirom na sve ~ iz intervala [0,4] s korakom 0.05:

najbolja = najboljaRaspodjela(matr_slicnosti,0,4,0.05,6,5)
print (najbolja)

OUTPUT :

[2.1018197231468116,
[[6; 9y 105 13, 1815 [7s; 8y 12; 171, [0; 4; B; 19];
[14, 16, 18], [1, 201, [2, 3, 11111

Optimalna raspodjela za k = 6 prikazana je slikom 4.

5.15 4

5.10 4

5.05 1 L]

5001 o

4.95 - ®

4.90 A

4.85 A ®

4.80 A

4.75 1 =

540 545 550 555 560 565 570 575 5.80

Slika 4: Graficki prikaz optimalne raspodjele za k = 6

Dakle, ako se definira da postoji 6 izbornih jedinica, tada ¢e se u prvoj izbornoj jedinici naci 7.,
10., 11., 14. i 16. zupanija, u drugoj izbornoj jedinici 8,. 9., 13. i 18. zupanija, u tre¢oj izbornoj
jedinici 1., 5., 6. i 20. zupanija, u ¢etvrtoj izbornoj jedinici 15., 17. i 19. zupanija, u petoj
izbornoj jedinici 2. i 21. Zupanija, a u Sestoj izbornoj jedinici 3., 4. i 12. Zupanija. Unutar
funkcije je izracunat i broj bira¢a u svakoj izbornoj jedinici, kao i broj zastupnickih mjesta.
Tako je u slucaju sa Sest izbornih jedinica dobiveno da prva izborna jedinica ima 528176 biraca
(u njoj se bira 23 zastupnika), u drugoj izbornoj jedinici ima 557591 bira¢ (u njoj se bira
24 zastupnika), u trecoj izbornoj jedinici ima 546602 biraca (u njoj se bira 24 zastupnika), u
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cetvrtoj izbornoj jedinici ima 523358 biraca (u njoj se bira 23 zastupnika), u petoj izbornoj
jedinici ima 729935 biraca (u njoj se bira 32 zastupnika), a u Sestoj izbornoj jedinici ima 319295
biraca (u njoj se bira 14 zastupnika).

Takoder, pomoc¢u funkcije rjecnikIndeksa mozemo izracunati sve indekse navedene u prethod-
nom poglavlju (indeks maksimalne devijacije, Raeov indeks, Loosemoreo-Hanbyjev indeks, Grof-
manov indeks, Gallagherov indeks, Monroev indeks, Gatev indeks, Ryabtsev indeks, Szalaiev
indeks i Alesker-Platonov indeks) za najbolju raspodjelu u & izbornih jedinica.

indeksi = [MDI, RAE, LHI, GRO, GAI, MI, GATI, RYAI, SZI, API]

def rjecnikIndeksa(matr_slicnosti, k, indeksi):

naj_k = najboljaRaspodjela(matr_slicnosti, 0, 10, 0.05, k, 5)

Qlista_r = np.array(izborne_jedinice_biraci(naj_k[1]))

Slista_r = np.array(app.compute("dhondt",
izborne_jedinice_biraci(naj_k[1]),
S, list(range(l,len(naj_k[1]1)))))

rjecnik = {}

for indeks in indeksi:

rjecnik[indeks] = indeks (Qlista_r, Slista_r)
return rjecnik

S obzirom da je Republika Hrvatska administrativno podijeljena u 21 zupaniju, u svim prethodno
navedenim funkcijama koje sadrze k kao parametar, njegova vrijednost moze biti bilo koji cijeli
broj izmedu 1 i 21, odnosno k € {1,2,...,21}.
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6. Odredivanje primjerenog broja izbornih jedinica

Prethodno je objasnjeno na koji se nacin uz primjenu metode spektralnog klasteriranja zupanije
raspodjeljuju u zZeljeni broj izbornih jedinica. No, koliki je uopc¢e primjereni broj izbornih jedi-
nica? Kako bi se odgovorilo na to pitanje, prvo je potrebno odrediti optimalnu raspodjelu za k
izbornih jedinica, a zatim za svaku izbornu jedinicu determinirati pripadaju¢i broj zastupnika
tako da je njihov ukupni broj jednak 140. Nakon toga se za svaki k izracunaju indeksi koji
ukazuju na ujednacenost tezine birackog glasa. Funkcija svi_indeksi izracunava i sprema vri-
jednost svakog indeksa s obzirom na broj izbornih jedinica k, pri ¢emu Qlista_naj i Slista_naj
oznacavaju liste u kojima se nalaze brojevi bira¢a, odnosno brojevi zastupnika za svaku izbornu
jedinicu s obizrom na k. Ispitana je primjerenost raspodjela zupanija u 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 91 10
izbornih jedinica.

Qlista_naj = []

Slista_naj = []

for naj in lista_najboljih:
Qlista_naj.append(np.array(izborne_jedinice_biraci(naj)))
Slista_naj.append(np.array(app.compute ("dhondt",
izborne_jedinice_biraci(najbolja),S,list(range(1,len(najl)))))

def svi_indeksi(Qlista_naj, Slista_naj):

ind_MDI, ind_RAE, ind_LHI = []1, []1, []

ind_GRO, ind_GAI, ind_MI = [], [1, []

ind GETL,; ind RYAL, ind 8ZF = [1,; Bl 0

ind_API = []

for i in range (9):
ind_MDI.append (MDI(Qlista_naj[i],Slista_naj[i]))
ind_RAE.append (RAE(Qlista_naj[i],Slista_naj[i]))
ind_LHI.append (LHI(Qlista_naj[i],Slista_naj[i]))
ind_GRO.append (GRO(Qlista_naj[i],Slista_naj[i]))
ind_GAI.append (GAI(Qlista_naj[i],Slista_naj[i]))
ind_MI.append (MI(Qlista_naj[i],Slista_naj[i]))
ind_GATI.append (GATI(Qlista_naj[i],Slista_naj[i]))
ind_RYATI.append (RYAI(Qlista_naj[i],Slista_naj[i]))
ind_SZI.append(SZI(Qlista_naj[i],Slista_naj[i]))
ind_API.append (API(Qlista_naj[i],Slista_naj[i]))

return [ind_MDI, ind_RAE, ind_LHI, ind_GRO, ind_GAI, ind_MI,

ind_GATI, ind_RYAI, ind_SZI, ind_API]

Za primjereni broj izbornih jedinica ima smisla uzeti k£ kod kojeg dolazi do naglog skoka
vrijednosti indeksa. Na temelju sljedec¢ih slika, koje prikazuju vrijednosti indeksa (za svaki
k =2,...,10), zakljucuje se da je primjereni broj izbornih jedinica jednak 3, 6 i 9.
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Slika 5: Graficki prikazi vrijednosti indeksa za svaku optimalnu raspodjelu s obzirom na broj

izbornih jedinica k
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7. Zakljucak

U ovom je zavr$nom radu prikazan matematicki model odredivanja izbornih jedinica u Republici
Hrvatskoj koji se temelji na metodi spektralnog klasteriranja. Pokazano je da model moze biti
primijenjen sa svrhom ujednacavanja tezine birackog glasa pronalazenjem raspodjele koja ¢uva
granice zupanija, pri ¢emu one koje medusobno granice smjesta u istu izbornu jedinicu. Zbog
toga je broj zastupnickih mjesta po izbornim jedinicama varijabilan te ovisi o pripadajucem
broju biraca. Definiranjem zeljene tolerancije, odnosno maksimalnog postotnog odstupanja
osigurava se pronalazenje najprimjerenijeg rjeSenja s obzirom na relativnu razliku u tezinama
birackih glasova. D’Hondtova metoda, koja se inace koristi za preracunavanje glasova biraca
u mandate, primijenjena je u modelu za odredivanje broja zastupnickih mjesta po izbornim
jedinicama. Implementacijom veceg broja indeksa za mjerenje ujednacenosti tezine birackog
glasa i njihovom usporedbom dobiva se bolji uvid u rezultate modela. Njihove vrijednosti
mogu nam pomodi pri odredivanju konfiguracije izbornih jedinica koja najbolje zadovoljava
nase zahtjeve. Program napisan u programskom jeziku Python omogucava generiranje rjesenja
do kojih bi bez rac¢unalne podrske bilo prakticki nemoguce dodi.

Prezentirani model uzima u obzir broj stanovnika i biraca u zupanijama, te vodi racuna o
tome granice li zupanije ili ne. Buduéi da njihovo utvrdivanje izlazi izvan okvira ovog zavrsnog
rada, u modelu su zbog prakti¢nih razloga zanemareni drugi ¢imbenici koji mogu utjecati na
konfiguraciju izbornih jedinica. No, sa svrhom unaprijedenja modela, u njega bi u buduéim
istrazivanjima trebalo ukljuciti ¢imbenike kao $to su prometna, gospodarska, povijesna i kul-
turna povezanost zupanija. U tom je smislu pozeljno ispitati ne samo stavove stru¢njaka, nego
i stanovnika iz razlicitih krajeva Republike Hrvatske. Na taj nacin zasigurno bi bilo moguce
napraviti korektniju raspodjelu bira¢a po izbornim jedinicama. Neovisno o nedostacima, model
ukazuje na moguca rjesanja problema nejednakosti tezine birackog glasa.
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