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1 Uvod

U ovom poglavlju navest ¢emo neke osnovne pojmove, oznake i tvrdnje iz linearne algebre
koje ¢e nam biti vazne u ostatku rada, a Citatelju mozda nisu poznate od ranije.

Jedan od najvaznijih problema u linearnoj algebri je odredivanje svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih vektora zadane matrice. Definirajmo ih.

Definicija 1.1 (Svojstvena vrijednost i svojstveni vektor)

Neka je zadana matrica A € C**". Ukoliko za neki broj X € C i neki vektor x € C"\{0}
vrijedi Az = Az, onda broj A zovemo svojstvena vrijednost matrice A, a vektor x zovemo
svojstvent vektor matrice A. Uredeni par (\,x) zovemo svojstveni par matrice A.

lako je prili¢no jednostavna, ova definicija ne daje nam nikakav efikasan nacin da odredimo
svojstvene vrijednosti matrice, osim da ih pogodimo. Zato ¢emo sada definirati karakteristi¢ni
polinom matrice te pokazati njegovu vezu sa svojstvenim vrijednostima.

Definicija 1.2 (Karakteristi¢ni polinom matrice)
Neka je zadana matrica A € C"*". Polinom ka(z) = det(zI — A) zovemo karakteristicéni
polinom matrice A.

Teorem 1.1 (Veza svojstvenih vrijednosti i karakteristi¢nog polinoma)
Neka je zadana matrica A € C"". Broj A € C je svojstvena vrijednost matrice A ako i
samo ako ponistava njen karakteristicni polinom, tj. det(A\ — A) = 0.

Dokaz. Neka su zadani A € C i z € C"\{0}, tako da vrijedi Az = Az.
Az =Xz <+— M —-Az=0 << A -A)zx=0

Primijetimo da zadnja jednakost vrijedi ako i samo ako je matrica (A — A) singularna
(buduéi da x nije nul-vektor), a matrica je singularna ako i samo ako je njena determinanta
jednaka nuli (vidi [2, str. 100]) pa slijedi

Az =Xz <= det(A\I—A)=0.
U

Pokazali smo da se problem racunanja svojstvenih vrijednosti zadane matrice moze svesti
na racunanje nultocaka njenog karakteristicnog polinoma. Ova tvrdnja ima veliku vaznost
u teoriji, no u praksi se ne koristi, buduc¢i da ne postoji algebarska formula za nultocke
polinoma kojemu je stupanj veéi od 4 (vidi [1, str. 103]). S druge strane, ako nam je
zadan polinom p i zelimo izracunati njegove nultocke, onda mozemo konstruirati matricu
¢iji je karakteristi¢ni polinom upravo p i nakon toga izracunati njene svojstvene vrijednosti
koristenjem neke od numerickih metoda, no vise o ovome kasnije.

Definicija 1.3 (Spektar matrice)
Neka je zadana matrica A € C*". Skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A zovemo
spektar matrice A i oznacavamo ga sa o(A).

Lako se pokaze da matrica A € C"*" ima karakteristi¢ni polinom stupnja n. Buduéi da
polinom stupnja n sadrzi toéno n nultocaka (ne nuzno razli¢itih), jasno je da matrica A ima
tocno n svojstvenih vrijednosti, tj. njen spektar sadrzi tocno n ¢lanova (ako uzmemo u obzir
njihove visestrukosti).

Matrice cesto zapisujemo na drugaciji nacin, tj. u drugacijoj formi jer nam to znacajno

olaksava rad s njima. NajceS¢i nacini zapisivanja matrice u drugoj formi je pomocu tzv.
transformacija sli¢nosti. Definirajmo ih te pokazimo njihovu vaznost.



Definicija 1.4 (Transformacija sli¢nosti)

Neka je A € C™". Kazemo da je matrica A sliéna matrici A ako postoji reqularna matrica
T € C™™ takva da je A = T-*AT. Matricu T u ovom kontekstu zovemo transformacija
slicnosti. Dodatno, ako je T unitarna, onda kaZemo da je A unitarno sliéna matrici A.

Primijetimo da u prethodnoj definiciji vrijedi i obratno, tj. ako je matrica A sli¢na matrici A,
onda je i matrica A slicna matrici A, odnosno matrice A i A su medusobno sli¢ne. Opéenito,
slicnost matrica je relacija ekvivalencije.

Lema 1.2 (Spektar sli¢ne matrice)
Ako su matrice A € C" i B € C"*" medusobno slicne, onda vrijedi o(A) = o(B).

Dokaz. Neka je T € C™™ regularna matrica takva da je B = T~ 'AT. Prema definiciji
karakteristicnog polinoma, vrijedi

kp(z) = det
= det(:T'IT — T7'AT)
= det(T™ (21 — A)T)

(zI — B) = det(2T'T — B)
(
(
= det(T~ ) det(zl — A) -
(
(

det(7T)
= det(T)~" - det(zI — A) - det(T)
= det(z] — A) = ka(z),

pri éemu svojstva det(C'D) = det(C) - det(D) i det(T™') = det(T)™! slijede direktno iz
Binet-Cauchy teorema (vidi [2, str. 98]). Pokazali smo da sline matrice imaju jednake
karakteristicne polinome, pa su im samim time i spektri medusobno jednaki. i

Dakle, ako pravom tranformacijom slicnosti uspijemo matricu svesti na neku specijalnu
formu, to nam moze znacajno olaksati racunanje njenih svojstvenih vrijednosti.

Najpoznatija forma za kvadratne matrice je Jordanova kanonska forma (vidi [4, str. 141]),
koja je zbog svoje strukture vrlo korisna u teoriji, no moze se pokazati da ona opcenito nije
numericki stabilna (vidi [4, str. 146]). Upravo zbog toga uvodimo Schurovu formu koja ima
nesto slozeniju strukturu od Jordanove, ali koristi unitarnu transformaciju sli¢nosti, sto ju
¢ini daleko boljom opcijom u praksi.

Specijalno, moze se pokazati da normalne matrice imaju dijagonalnu Schurovu formu, sto
znadi da su unitarno slicne dijagonalnoj matrici (vidi 7, str. 314]). Opcenito, ako je matrica
slicna nekoj dijagonalnoj matrici, onda kazemo da je matrica dijagonalizabilna.

Svojstvene vrijednosti realnih matrica definiraju se jednako kao i kod kompleksnih, pri ¢emu
spektar svake realne matrice ima jedno zanimljivo svojstvo.

Lema 1.3 (Kompleksne svojstvene vrijednosti realne matrice)
Neka je A € R™". Tada vrijedi )\ € 0(A) <= X € o(A).

Dokaz. Buduéi da se matrica A sastoji iskljuc¢ivo od realnih brojeva, lako se pokaze da
njen karakteristicni polinom mora imati realne koeficijente. Nultocke polinoma s realnim
koeficijentima su ili realne ili se pojavljuju u kompleksno-konjugiranim parovima. Trazenu
tvrdnju dobivamo primjenom teorema 1.1. O



Drugim rijecima, kod realnih matrica, kompleksne svojstvene vrijednosti uvijek se pojavljuju
u kompleksno-konjugiranim parovima. Ova ¢e nam tvrdnja biti vrlo vazna kada budemo ra-
zvijali algoritam za racunanje realne Schurove dekompozcije.

lako u praksi izbjegavamo koriStenje karakteristicnog polinoma za racunanje svojstvenih
vrijednosti, postoji specijalan slucaj kod kojeg ¢e nam on ipak biti od koristi. Naime, ukoliko
nam je zadana realna matrica tipa (2, 2), onda je ra¢unanje nultocaka njenog karakteristicnog
polinoma zapravo dosta stabilna procedura pa primjenom teorema 1.1 mozemo dobiti dvije
formule koje ¢e nam kasnije biti vazne za implementaciju QR algoritma.

Lema 1.4. Neka je zadana matrica A € R*** s elementima (a;;). Neka je t trag matrice A,
tj. t = ajy + ag te neka je d = det(A) = aj1age — aza95. Svojstvene vrijednosti matrice A
tvore kompleksno-konjugirani par brojeva ako i samo ako vrijeds

t 2
-] —d < 0. 1.1
(3) 0
Dodatno, svojstvene vrijednosti matrice A iznose
t 2
A2 = -x4/l=) —d 12
12 =5 <2> (1.2)

Dokaz. 1z teorema 1.1 slijedi da su A; i Ay svojstvene vrijednosti matrice A ako i samo ako
su ujedno i nultocke njenog karakteristicnog polinoma.

Z — a1 —ai2
—a Z — Q22

ka(z) = det(zI — A) =

= (2 —an)(z — axn) — (—a12)(—a2)
= 2F — (@11 + ag2)z + (a1a99 — ajsas)
=22 —tz+d

Izjednacavanjem k4 s nulom dobivamo kvadratnu jednadzbu c¢ija su rjesenja A; » dana s

i\/ —t)2—4-1-d _ t, [P-4d
Ma = — o1 4

_ _iﬁ_ _iF

Rjesenja kvadratne jednadzbe tvore kompleksno-konjugirani par brojeva ako i samo ako je
vrijednost pod korijenom negativna, tj. ako i samo ako je zadovoljen uvjet (1.1). i

Za razvoj algoritma koji racuna Schurovu dekompoziciju potrebne su nam jos definicija
Hessenbergove matrice te neke tvrdnje koje ovdje ne¢emo dokazivati, ali dat ¢emo ideju
dokaza ili relevantnu literaturu.

Definicija 1.5 (Gornje Hessenbergova matrica)

KaZemo da je matrica A € C"*" gornje Hessenbergova ako Vi > j + 1 vrijedi a;; = 0.
Dodatno, ako za takvu matricu vrijedi da je a;y1; # 0, Vi € {1,...,n — 1}, onda kaZemo da
je nereducirana.

Analogno se definira donje Hessenbergova matrica, no ona nam nije od tolikog interesa. Vise
o Hessenbergovim matricama moze se naéi u [9, str. 35].



Lema 1.5 (Inverz trokutaste matrice)
Ako je gornje (donje) trokutasta matrica T € C™*™ regularna, onda je i njen inverz gornje
(donje) trokutasta matrica.

Prethodnu tvrdnju je najlakse pokazati na sljedeé¢i nacin: ako rastavimo trokutastu matricu
T na cetiri bloka tako da su gornji lijevi i donji desni blokovi kvadratne matrice, onda
primjenom blok mnoZenja na TT~! = I mozemo dobiti eksplicitnu formulu za inverz blok-
trokutaste matrice. Preciznije, ako su blokovi T1; i Ty regularne kvadratne matrice, onda
se lako pokaze da vrijedi

Py T 1 [T T Tl
T‘{o TQJ — =l @ |

a iz ovoga ujedno i zaklju¢ujemo da je blok-trokutasta matrica regularna ako i samo ako su
joj dijagonalni blokovi regularne matrice. Sada polaznu tvrdnju lako pokazemo indukcijom
po n.

Lema 1.6 (Produkt trokutaste i Hessenbergove matrice)
Ako je matrica A € C™*" gornje Hessenbergova, a matrica T € C**" gornje trokutasta, onda
su matrice B = AT ¢ C =TA gornje Hessenbergove.

Prethodnu tvrdnju se lako pokaze obi¢nim matricnim mnozenjem. Potrebno je samo isko-
ristiti definicije za gornje trokutastu i gornje Hessenbergovu matricu kako bi se pokazalo da
za proizvoljne 7 > j + 1 vrijedi b;; = ¢;; = 0.

Teorem 1.7 (QR dekompozicija)
Neka je zadana matrica A € R™*", m > n. Tada postoje ortogonalna matrica Q € R™™ 4
gornje trokutasta matrica R € R™" takve da vrijedi

A= QR = {Ql Q2:| |:RE)1] = QlRlv

pri cemu je Ry € R™™ gornje trokutasta. Dodatno, ako je matrica A punog ranga, tada su
matrice Q) © R jedinstvene, a dijagonalne vrijednosti matrice Ry su pozitivne.

Dokaz. Vidi [4, str. 107-108]. O

Napomena 1.1. Dekompoziciju A = QR zovemo puna QR dekompozicija, a dekompo-
ziciju A = Q1R zovemo reducirana QR dekompozicija.

Napomena 1.2. Teorem 1.7 moZe se lako prosiriti na slucaj A € C™", pri cemu su u tom
slucaju matrice Q © R kompleksne te je matrica Q unitarna (vidi [12, str. 78-81]).

QR dekompozicija najcéesée se ra¢una pomocu Householderovih reflektora (vidi [7, str. 209-
211, 224-225]) ili pomoé¢u Givensovih rotacija (vidi [7, str. 215-217, 226-227]). Oba algoritma
izvode se u O(n3) vremenu, no moze se pokazati da, ako je na ulazu gornje Hessenbergova
matrica, tada Givensov algoritam rac¢una njenu QR dekompoziciju u O(n?) vremenu (vidi
[7, str. 227-228]). Ovo ¢e nam biti od velike vaznosti kada budemo optimizirali algoritam
za racunanje realne Schurove dekompozicije.



2 Schurova dekompozicija

Prije nego sto se krenemo baviti racunanjem Schurove forme, trebamo pokazati da ona zaista
postoji za proizvoljnu kvadratnu matricu. Nakon toga, dat ¢emo jednostavan algoritam
koji u O(n*) vremenu ra¢una kompleksnu Schurovu formu, kao i algoritam koji u O(n?)
vremenu racuna Hessenbegovu formu. Zatim é¢emo spojiti ova dva algoritma kako bismo
mogli izracunati realnu Schurovu formu u O(n?) vremenu, uz linearnu brzinu konvergencije.
Naposljetku ¢emo razmotriti kako ubrzati konvergenciju dobivenog algoritma pomocu tzv.
shift-ova te kako smanjiti broj potrebnih rac¢unskih operacija pomocu tzv. decoupling-a.

2.1 Egzistencija Schurove dekompozicije
Ovo potpoglavlje bit ée obradeno po [7, str. 311-313, 341-342].

Za pocetak ¢emo pokazati jednu tvrdnju koja ¢e nam dozvoliti da slozene probleme prona-
laska svojstvenih vrijednosti rastavimo na dva jednostavnija.

Lema 2.1 (Spektar blok-trokutaste matrice)
Neka je matrica T € C™" razdvojena na blokove na sljededi nacin:

T Tho
T_l() TQQ]’

pri cemu je Ty € CP*P. Tada vrijedi o(T) = o(Th1) U o(Ta2).

Dokaz. Neka je (A, x) proizvoljni svojstveni par matrice T, tj.

I AT AT o
re= 3 2 [ - )

pri ¢emu su z; € C? i 2z, € C"P. Promotrimo dva disjunktna slucaja: xo =0 i 29 # 0.

o Ukoliko je x5 = 0, slijedi da je Ti121 = Az;. Bududi da je x svojstveni vektor neke
matrice, on po definiciji ne moze biti nul-vektor pa slijedi da je x; # 0. Zaklju¢ujemo
da je A < O'(TH).

o Ukoliko je x5 # 0, slijedi da je Tooxo = Axa, tj. A € o(Ta).

Dakle, u oba slucaja vrijedi A € o(T11) U 0(Ta). Pokazali smo da ovo vrijedi za proizvoljni
element A € o(T), $to nas dovodi do zakljucka o(T) C o(T11) U o(Ty). Promotrimo sada
kardinalne brojeve ovih skupova. Ve¢ smo ranije spomenuli kako se moze pokazati da spektar
matrice reda n sadrzi toéno n ¢lanova ako uzmemo u obzir njihove visestrukosti. Zbog ovog
slijedi
lo(T) Uo(Ta)| = |o(Tu)| + |o(T22)| = p+ (n — p) = n = |o(T)].

Buduéi da ova dva skupa sadrze isti broj ¢lanova, a jedan od njih je podskup drugoga,
zaklju¢ujemo da su oni zapravo jednaki, tj. o(T) = o(T11) U o(Taa). O

Prethodna tvrdnja je od iznimne vaznosti za pronalazak spektra blok-trokutaste matrice jer
nam ona dozvoljava da umjesto racunanja njenog spektra jednostavno pronademo spektre
njenih dijagonalnih blokova te na kraju njihovu uniju proglasimo spektrom polazne matrice.
Takoder primijetimo da ako je polazna matrica trokutasta, tada se na njenoj dijagonali na-
lazi upravo njen spektar.



Prisjetimo se leme 1.2. Ona nam dozvoljava da transformacijama sli¢nosti svedemo pro-
izvoljnu matricu na jednostavniju formu (npr. blok-trokutastu), Sto znac¢i da prethodnu
tvrdnju mozemo upotrijebiti na prakticki bilo kojoj kvadratnoj matrici ukoliko ju uspijemo
svesti na blok-trokutastu.

Sljedeca ¢e nam lema trebati da bismo pokazali egzistenciju Schurove dekompozicije, a ko-
rolar koji slijedi nakon nje trebat ¢e nam da bismo pokazali egzistenciju realne Schurove
dekompozicije.

Lema 2.2. Neka su zadane matrice A € C"", B € CP*? ¢ X € C"? takve da vrijedi
AX = XB, pri cemu je p < n, a matrica X je punog ranga p. Tada postoji unitarna
matrica Q € C"*" takva da je

X _ I VATRAY
QAQ =T = [0 T]

pri cemu je Ty € CP*P g wrijedi o(T11) = 0(A) No(B).
Dokaz. Neka je sa
X=QR=Q [}31] , QeC™", R, eCP,

dana QR dekompozicija matrice X. Buduéi da je matrica X punog ranga, zbog teorema 1.7
slijedi da je matrica R; regularna. Nadalje, neka je

ag =1 = [fh . meer,

Nadalje, ako izraz AX = X B pomnozimo slijeva sa Q* i supstituiramo X = R, dobivamo
« - Ty T (R  |Ra | ’”WB
caan - aans o[ ) [5]- [B]2 - V]
— (THRl = RlB) VAN (T21R1 = 0)

Buduéi da je R; regularna, slijedi da je Th; = 0 te da je B = Ry 'T11 Ry, tj. matrice Ti; i B su
slicne pa zbog leme 1.2 slijedi 0(7T};) = o(B). Primjenom leme 2.1 na matricu 7' dobivamo
0(A) =0(T) = o(T11) Uo(Ts), odakle slijedi 0(T1;) = o(A) No(B). O

Sljededi korolar je samo specijalan slucaj prethodne leme, a trebat ¢e nam malo kasnije kako
bismo mogli dokazati teorem vezan uz realnu Schurovu dekompoziciju.

Korolar 2.3. Neka su zadane matrice A € R™", B € RP*? 4 X € R"P takve da vrijedi
AX = XB, pri cemu je p < n, a matrica X je punog ranga p. Tada postoji ortogonalna
matrica Q € R™" takva da je

T _ _ Tll T12
QAQ_T_[O T227

pri cemu je Tyy € RP*P ¢ urijedi o(T11) = 0(A) No(B).

Dokaz. Korolar se dokazuje gotovo identi¢no kao i lema 2.2. U



Sada imamo sve sto nam je potrebno kako bismo pokazali da se svaka kvadratna matrica
moze svesti na Schurovu dekompoziciju.

Teorem 2.4 (Schurova dekompozicija)
Neka je zadana matrica A € C**" te neka je o(A) = {\,...,\,}. Tada postoji unitarna
matrica Q € C™*" takva da je

Q*AQ =T = D+ N,

pri cemu je D = diag(Ay,..., \,) ¢ N € C"™" je strogo gornje trokutasta, tj. n;; =0, Vi > j.
Dodatno, matricu () mozZemo odabrati tako da se svojstvene wrijednosti \; pojavljuju na
dijagonali matrice T' u proizvoljnom poretku.

Dokaz. Teorem dokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 teorem ocito vrijedi. Pretpostavimo
sada da teorem vrijedi za svaku kvadratnu matricu reda n — 1. Nadalje, neka je (A, z)
proizvoljan svojstveni par matrice A te neka je definirana matrica B = [A\] € C'*!. Bududé
da je x svojstveni vektor, mozemo ga promatrati kao matricu punog ranga 1 pa na jednakost
Az = B mozemo primijeniti lemu 2.2, odakle slijedi da postoji unitarna matrica U takva
da je

A w*

UAU:[0 C

] . we (Cn—l’ e C(n—l)x(n—l) )
Zbog induktivne pretpostavke, postoji unitarna matrica e C(”_l)x("_{) takva da je matrica
U*CU gornje trokutasta. Ako sada definiramo matricu Q = U diag(1, U), onda slijedi

ean 1 0] [t O] [t O][A w1 0] [A wU
@A = lo U*]UAUlo U} a lo U*] lo C] [0 U] a lo U*Cﬁ]’

tj. postoji unitarna matrica @) takva da je Q* AQ) gornje trokutasta, Sto je i trebalo pokazati.

Dodatno, buduéi da smo svojstvenu vrijednost A odabrali proizvoljno, zaklju¢ujemo da pra-
vilnim odabirom matrice () mozemo dovesti bilo koju svojstvenu vrijednost na proizvoljno
mjesto na dijagonali pa induktivno slijedi da pravilnim odabirom matrice () mozemo poredati
svojstvene vrijednosti po dijagonali matrice T" u proizvoljnom poretku. i

Pokazali smo da Schurova dekompozicija postoji za svaku kompleksnu kvadratnu matricu.
Medutim, u praksi nasa polazna matrica A Cesto predstavlja nekakve podatke, tj. rezultate
nekakvih mjerenja, a oni su najcesée realni brojevi. Bududéi da je skup R podskup skupa C,
o¢ito je da lema 2.1 i teorem 2.4 vrijede i u slucaju kada je zadana matrica realna.

Medutim, svojstvene vrijednosti realne matrice ne moraju nuzno biti realni brojevi te ¢emo
u tom slucaju izracunavanjem Schurove dekompozicije od realne matrice dobiti dvije kom-
pleksne. Nazalost, ovo je nemoguce izbjeci ukoliko zelimo da nasa rezultirajuca matrica bude
trokutasta, no, uz malu relaksaciju uvjeta na zeljenu formu matrice, mozemo dobiti matricu
koja je skoro trokutasta, ali ne zahtjeva uvodenje kompleksne aritmetike.

Preostaje nam pokazati jos jednu manju tvrdnju te ¢emo nakon toga imati sve sto nam je
potrebno da bismo pokazali egzistenciju realne Schurove dekompozicije.

Propozicija 2.5. Neka su zadane matrice A € R™™ B € R¥? i X = [z, z5] € R™?,
n > 2, takve da vrijedi

AX =XB, 370, B:l_o‘ﬁ ﬂ

Ako je B # 0, onda je matrica X punog ranga.



Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je 5 # 0 i neka je rang(X) < 2. Buduéi da vrijedi
x9 # 0, odmah zakljucujemo da je rang(X) = 1, tj. 21 = cxq, ¢ € R\{0}. Zbog AX = XB
slijedi

B a f A(czs) = caxy— Pz,
A [C T2 x2} o [c T2 xQ} [—B a] — { Axy = cBxs+ axs
cAzy = (ca— [)xs
<~
{ Azy = (cf+ a)zs
= cAzs = c(cf + a)zr2 = (ca — B)x2
= cB+ca=ca—f
= gf=-5
Zbog ¢ € R\{0} zaklju¢ujemo da ne moze vrijediti ¢* = —1 te iz toga slijedi 3 = 0, §to je u
kontradikciji s poc¢etnom pretpostavkom. i

Teorem 2.6 (Realna Schurova dekompozicija)
Neka je zadana matrica A € R™" te neka je 0(A) = {1, ..., \n}. Tada postoji ortogonalna
matrica Q € R™" takva da je

Bu Bwp s BRum
QTAQ _ 0 Re ... Ropy
0 0 ... Rawm

pri cemu je svaka matrica Ry; ili realan broj ili matrica tipa (2,2) ¢ije svojstvene vrijednosti
tvore kompleksno-konjugirani par.

Dokaz. Zbog leme 1.3, znamo da se kod realnih matrica kompleksne svojstvene vrijednosti
moraju pojavljivati u kompleksno-konjugiranim parovima. Neka je k € Ny definiran kao
broj kompleksno-konjugiranih parova u o(A). Dokaz teorema ¢emo sada provesti indukeijom
po k. Za k = 0 imamo iste uvjete kao u teoremu 2.4 pa taj slucaj ocito vrijedi. Neka je
k > 1 te pretpostavimo da teorem vrijedi za sve realne matrice koje sadrze manje od k
kompleksno-konjugiranih parova u svome spektru.
Neka je (A, ) svojstveni par matrice A € R"™*" koja sadrzi k kompleksno-konjugiranih parova
u svome spektru, pri ¢emu vrijedi A = a+i, a € R, 5 € R\{0} te x =y+iz, ye R", z €
R™\{0}, tj.

Az = Az Ay +12) = (o +1i8)(y + i2)

Ay = oy— Bz
Az = PBy+az

_ a f
Ay =)= [v <)% ]
_ _ _|a B
s AX = XB, X_[y z], B_l_ﬁ &].
Zbog [ # 0,z # 0 i propozicije 2.5 slijedi da je matrica X punog ranga 2. Sada na

jednakost AX = X B mozemo primijeniti korolar 2.3, odakle slijedi da postoji ortogonalna
matrica U € R™" takva da je

Ty T
0 Ty

—
—
—

FTAT = T = [ ] , T €R¥? o(Ty) = o(A) No(B),



pri éemu je ocito da vrijedi o(B) = {\, A} pa odatle slijedi da je o(T};) = {\, A}. Znamo da
A sadrzi k kompleksno-konjugiranih parova u svome spektru, sto znaci da ih i T" sadrzi isto
toliko, a buduci da se jedan od njih nalazi u bloku 711, zakljucujemo da ih Ty sadrzi k—1, tj.
manje od k. Prema pretpostavei indukcije, postoji ortogonalna matrica U takva da U7 ngU
ima trazenu strukturu. Slicno kao u dokazu teorema 2.4, ako postavimo @) = U diag(Is, g B
matrica QT AQ ¢ée imati trazenu strukturu. |

Dakle, ako nam je zadana realna kvadratna matrica, imamo dvije opcije: mozemo ju svesti na
obi¢nu Schurovu formu te time dobiti gornje trokutastu matricu (ali bi matrica mogla postati
kompleksna) ili ju mozemo svesti na realnu Schurovu formu te time dobiti blok-trokutastu
matricu (ali ¢e matrica ostati realna). U literaturi se 2 x 2 blokovi realne Schurove forme
Cesto jos nazivaju Schur bumps.

Opcenito ne postoji bolji izbor izmedu ovih dviju formi, nego se u praksi koriste obje, a na
nama je da odaberemo koja je od njih prikladnija za problem kojeg trenutno rjesavamo. Ta-
koder je moguce napraviti i kombinaciju, tj. prvo izracunamo realnu Schurovu dekompoziciju
zadane matrice, a zatim za svaki bump zasebno izracunamo njegove svojstvene vrijednosti.

2.2 Racunanje Schurove forme
Ovo potpoglavlje bit ¢e obradeno po [4, str. 153-166] i [7, str. 330-345].

Prije nego sto damo osnovni algoritam za racunanje Schurove forme, kratko ¢emo spome-
nuti jos dva algoritma vezana uz problem odredivanja svojstvenih vrijednosti i svojstvenih
vektora.

Neka je zadana matrica A € C"*" sa spektrom o(A) = {A1, A2, ..., Ay} 1 svojstvenim vekto-
rima Sq, Sg, ..., Sy, pri cemu vrijedi
|>\1|>|/\2|ZZ|)\n|, ASj:Aij, sj7é0, jzl,...,n

Nadalje, odaberimo pocetni vektor (¥ tako da vrijedi sz(® # 0, tj. tako da nije okomit na
vektor s;. Zapisimo sada z(?) kao linearnu kombinaciju svojstvenih vektora matrice A.

.T(O) = (151 —+ Q9 So + -4 Sy .
Ako smo dobro odabrali (9, onda ¢e vrijediti a; # 0. Pomnozimo vektor (*) matricom A.

A.T(O) = OélASl —+ OéQASQ e R O(nASn
= a1 A181 + peSg + - - 4+ AR Ansy

Induktivno se pokaze da vrijedi
Akz©) = i A5y 4 o A5 4 ++ - 4 @, A5,

k k k
= 041)\181 -+ 042/\282 + 4 Oén)\nSn

by )\’“

3y B
Q181 + Qg T 32+"'+04n v
1 1

)\k )\k
= )\k (04131 + oo Se+ -+ Oén )

=




10

Bududi da je [A\;| > |Aj| V5 =2,...,n, lako se pokaze da je

k
lim <ﬁ> =, ¥j=2...8

Sada zbog |A;| > 0 i oy # 0 dobivamo

Ak (0
lim

= 81.

Ovim postupkom dobili smo metodu za racunanje svojstvenog vektora ulazne matrice koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti s najve¢om apsolutnom vrijednoséu. Ukoliko normiramo
dobiveni vektor s;, mozemo dobiti i eksplicitnu formulu za njegovu pripadnu svojstvenu
vrijednost Aq, tj. Ay = s7As;. Ova se metoda u literaturi zove metoda potencija. Zapisimo
ju sada formalno (algoritam preuzet iz [7, str. 330]).

Algoritam 2.1 (Metoda potencija)

Ulaz: A e CY", 20 cC®

Izlaz: (\ z), t.d. je |\ = max{|\|: \; € 0(A)}
1. z <z

2. while ne konvergira

3. Yy +— Ax

v/l

A+ 2" Ax

6. end while

o1 P~

Valja primijetiti da brzina konvergencije ovog algoritma ovisi o omjeru |As|/|\1[, tj. algoritam
¢e brze konvergirati ako matrica na ulazu ima jednu 'jako dominantnu" svojstvenu vrijednost.

Dodatno, algoritam se moze modificirati tako da rac¢una neku drugu svojstvenu vrijednost
umjesto one s najvetom apsolutnom vrijednoséu. Ovo se moze postiéi tzv. algoritmom
inverznih iteracija sa shiftom, o kojem zainteresirani Citatelj moze vise vidjeti u [4, str.
155-156].

Sljededi algoritam sluzi kao poopcenje algoritma 2.1 te se koristi kada zelimo izracunati tzv.
invarijantne potprostore zadane matrice, pri ¢emu je reduced_QR jedna od metoda koja
racuna reduciranu QR dekompoziciju dane matrice (npr. Householderova ili Givensova).
Algoritam je preuzet iz [7, str. 332].

Algoritam 2.2 (Metoda ortogonalnih iteracija)
Ulaz: A e C"", Qo € C™" ortogonalna
Izlaz: Q € C™*"

1. k<0

2. while ne konvergira

3. Yy« AQk—i

4. (Qk, Ry) < reduced_QR(Y})
9. Q <+ Qk

6. k+—k+1

7. end while

Prethodni algoritam vra¢a matricu () ¢iji stupci razapinju r-dimenzionalni potprostor ma-
trice A, no ovdje nam to nije od tolikog interesa za r < n. Ono $to nam je trenutno od
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interesa je sluc¢aj kada postavimo r = n, jer ¢ée tada niz matrica (7}) definiran sa
Iy =0 A, k=0,1,2,... (2.1)

konvergirati prema Schurovoj formi matrice A. Dokaz da niz (T}) zaista konvergira prema
Schurovoj formi vrlo je sloZen. Ideja dokaza moze se pronaéi u [4, str. 157-158], a puni dokaz
moze se pronadi u [7, str. 336-339]. Primijetimo da ovaj algoritam ima mali problem, a to
je da nakon racunanja QR dekompozicije matricu Ry uopce ne koristimo.

Promotrimo sada u kakvoj su vezi matrice Ty, i T;_; definirane kao u (2.1). Primijetimo da
matricu 7Tj_; mozemo zapisati kao

Tpi = Q1 ACk—1 = Q% _1(AQr—1) = 5_1 Y%
= Qr_1(QrRs) = (Q4_1Qr)Rx = QrRs

dok matricu Ty mozemo zapisati kao

Ty = Q1 AQk = QrA(Qr-1Q5—1)Qx
= Qk(AQr-1)(Q5_1Qx) = Q1Y Qs
= Q1 (QrRy)Qr = (Q}Qk) RiQr = RiQx.

Drugim rije¢ima, ukoliko nam je poznata QR dekompozicija matrice Tj_;, tada sljedecu
iteraciju Ty mozemo dobiti tako da jednostavno zamijenimo mjesta matricama @) i R te ih
pomnozimo. ZapiSimo sada ovaj postupak na formalan nacin (algoritam preuzet iz [7, str.

330]).

Algoritam 2.3 (Osnovni QR algoritam)

Ulaz: A e C"" Qo € C"" unitarna

Izlaz: Q € CV", R € C™", t.d. je R = Q*AQ Schurova dekompozicija od A
1. k<0

2. Q < Qo, To <+ QpAQo

3. while ne konvergira

4. (Qk, Rk> < full_QR(Tk_l)

0 Q<+ Q Qr R<Ty

Z E+—k+1

8. end while

Sli¢no kao kod algoritma 2.2, full_QR je jedna od metoda koja racuna punu QR dekompozi-
ciju dane matrice, npr. Householderova ili Givensova. Za razliku od algoritma 2.2, algoritam
2.3 zapravo iskoristi obje matrice iz QR dekompozicije, umjesto da jednu od njih samo od-
baci tijekom sljedece iteracije.

lako je prili¢no jednostavan, glavni nedostatak algoritma 2.3 je njegova vremenska slozenost.
Kao sto smo veé ranije spomenuli, racunanje QR dekompozicije proizvoljne matrice odvija
se u O(n?) vremenu, a lako se pokaZe da se i mnoZenje dviju proizvoljnih matrica takoder
odvija u O(n?) vremenu. U kombinaciji sa for petljom koja se u praksi pozove O(n) puta,
dobivamo algoritam ¢ija je vremenska sloZenost O(n?), $to je za prakti¢ne primjene jednos-
tavno presporo.

lako algoritam 2.3 ima preveliku vremensku slozenost, ipak ga mozemo znacajno ubrzati
ukoliko je matrica na ulazu gornje Hessenbergova, buduéi da se QR dekompozicija takvih
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matrica moZe izracunati u O(n?) vremenu. Kako bi uopée imalo smisla razmatrati ovakve
varijante algoritma, prvo se trebamo uvjeriti da se svaka realna matrica moze svesti na
gornje Hessenbergovu koristenjem ortogonalne transformacije slicnosti. Dokaz ¢emo provesti
pomocu Householderovih matrica o kojima zainteresirani ¢itatelj moze vise pronaéi na [3,
str. 85-88], [4, str. 119-121] i [7, str. 209-211]. U ovom trenutku nam nije toliko vazno kako
se one rac¢unaju, nego je samo vazno napomenuti da su Householderove matrice ortogonalne.

Teorem 2.7 (Gornje Hessenbergova dekompozicija)
Neka je zadana matrica A € R™™ te neka je definiran niz matrica A, ... A2 kao

AD =4 AW = pADPT k=12 .. ,n-2,

(n—k)x(n—k)

pri cemu je P, = diag(ly, Hy), a svaka od matrica Hi € R je Householderova

matrica koja ponistava elemente ispod a,g;},)g, 4.

(k—1)

D1,k [permy

; o ; 0

Apr = —,F’ = HpAi1 = : , B=1.2,. .50 —2,
ay 0

Tada je matrica A2 gornje Hessenbergova.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti indukcijom po k. Preciznije, pokazat ¢emo da ako matrica Py
ponisti sve elemente ispod a,(!f;l},)c, onda ¢e ti elementi i dalje ostati nule nakon Sto matricu
P, A%=Y zdesna pomnozimo matricom P!, tj. matrica A% ée biti Hessenbergova u prvih k

stupaca. Pogledajmo prvo kako matrica P; djeluje na matricu A.

pAPT — ILi 0)||An Aw||L O _ An A12H1T _ | a1y A12H1T
. 0 Hi| A Axn| |0 HlT HyAg H1A22H1T H A4 H1A22H;‘F

Dakle, ako matricom P; ponistimo sve elemente ispod a5 te zatim dobivenu matricu zdesna
pomnozimo matricom P, dobivena matrica A1) bit ¢e Hessenbergova u prvom stupcu.

Pretpostavimo da je matrica A%*~Y Hessenbergova u prvih k — 1 stupaca, tj.

By Bz Bz
A®D = By By Bu|, By € RED*ED By e R By € RFXh)
0 Bz Bss

pri ¢emu je o¢ito da je Bsy = Ajp_;. Pokazimo da je matrica A®) Hessenbergova u prvih k
stupaca. Vrijedi

r By B B3
PkA(k_I)PkT = By Bsy | Bog [

Bi1 B BisH}
= |Ba1 B BysHJ |,
| 0 HpBsp HyBssHY

pri ¢emu je HypBs3s = H, kflk_l, sto znaci da su svi elementi tog vektora ispod prvog jednaki
nuli. Time smo pokazali da je matrica A®) Hessenbergova u prvih k stupaca pa zbog
indukcije slijedi da je matrica A™~? Hessenbergova u prvih n — 2 stupaca, tj. A™? je
gornje Hessenbergova. I
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Dakle, ako proizvoljnu matricu A € R™" svedemo na gornje Hessenbergovu sukcesivnom
primjenom Householderovih transformacija P te zatim istim transformacijama djelujemo na
dobivenu matricu PA s druge strane, matrica ¢e ostati gornje Hessenbergova. Ovo je vazno
upravo zato sto smo ovim postupkom dobili matricu koja je ortogonalno sli¢na polaznoj, a
nalazi se u formi koja nam je vrlo pogodna za primjenu QR algoritma.

Kako bismo dovrsili nas algoritam, potrebno nam je jos samo pokazati da, ako Givensovim
rotacijama izracunamo QR dekompoziciju gornje Hessenbergove matrice Ty = Qi Ry, tada
¢e matrica T = RpQy takoder biti gornje Hessenbergova. Ovu tvrdnju ne¢emo formalno
dokazivati, nego ¢emo samo objasniti zasto ona vrijedi.

Naime, u [4, str. 122] ili u [7, str. 215] moZemo vidjeti da su za i # j Givensove rotacije
G(i,7,0) definirane kao da smo uzeli jedinicnu matricu G te prepravili njene elemente na
sljedeéi nacin: g;; = gj; = cos(#), ¢i; =sin(d), g;; = —sin(). MATLAB kod koji izra¢unava
vrijednosti sin(f) i cos(f) moze se naéi u dodatku A pod algoritmom A.1. Dakle, ako u k-toj
iteraciji Givensovog algoritma definiramo matricu Gy, kao

Iy 0 0 0
o | 0 cos(f) sin(0) 0 B
Ge=Gkk+16) = | o ‘Tl e o | E=lean—l,
0 0 0 Lo 1

onda ¢e ona ponistiti element a1, dok ¢e sve nule ispod njega ostati netaknute. Nakon
zavrsetka izvodenja Givensovog algoritma, krajnji rezultat bit é¢e matrica R = QT A, pri
¢emu je Q = GGy ---G,_2G,_1, a vrlo lako se moze pokazati da je tada matrica ) gornje
Hessenbergova. Sada zbog leme 1.6 slijedi da je i matrica R(Q) gornje Hessenbergova.

Dakle, algoritam 2.3 moZemo svesti na vremensku slozenost O(n?) na sljedeéi nacin:

1. Izra¢unamo Hessenbergovu formu polazne matrice A kao Hy = QF AQ (npr. mozemo
koristiti MATLAB naredbu [Q_0, H_0] = hess(4)).

2. Koristenjem Givensovog algoritma izracunamo QR dekompoziciju matrice Hi_; kao
Hy 1 = Qp Ry, pri ¢emu je Q) gornje Hessenbergova. Izracunamo H; = R.Q), koja
je ponovno gornje Hessenbergova. Ovaj se korak u literaturi cesto zove QR step, a
buduéi da je matrica na ulazu gornja Hessenbergova, ova specijalna varijanta zove se
Hessenberg-QR step (MATLAB kod moze se naéi u dodatku A pod algoritmom
A2).

3. Ponavljamo korak 2 dok svi elementi h; 41, ¢ = 1,...,n—1, ne budu dovoljno blizu nuli
(npr. |hiiy1| < 107'%), osim eventualno bump-ova - njih mozemo vrlo lako prepoznati
tijekom izvodenja algoritma ako na blokove H(i:i+1, i:i+1) primjenimo lemu 1.4, s
time $to moramo paziti na to da ni gore lijevo ni dolje desno od bump-a ne mozemo
imati jos jedan bump.

U sljede¢em potpoglavlju navest ¢emo jos jedan nacin da se konvergencija ovog algoritma
dodatno ubrza te jedan nac¢in pomocu kojeg mozemo malo smanjiti broj racunskih operacija.
2.3 Decoupling i shiftovi

Ovo potpoglavlje bit ¢e obradeno po [4, str. 167-173] i [7, str. 352-359].
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Uvodenjem Hessenbergove forme veé¢ smo znacajno smanjili broj racunskih operacija potreb-
nih za izvodenje algoritma 2.3, no, jednim jednostavnim trikom mozemo taj broj jos malo
smanjiti. Naime, u praksi se nakon odredenog broja iteracija dogodi da neki element h; ;44
postane nula ili nesto vrlo blizu nuli te time matrica H postane blok-trokutasta.

Prisjetimo se leme 2.1. Ona nam dozvoljava da problem odredivanja svojstvenih vrijednosti
blok-trokutaste matrice razdvojimo na dva potproblema te njihovu uniju proglasimo nasim
kona¢nim rjesenjem. Preciznije, ako imamo matricu

_|Hun Hyp
A= | )

pri ¢emu su Hyy i Hoeo kvadratne matrice, onda mozemo pronaéi unitarne matrice Q)1 i Q2

oje re % atric 11 1 Hao v r Ce ti Vi zicij
koje redom svode matrice Hy; i Hoy na Schurovu formu te ée time Schurova dekompozicija
nase glavne matrice H biti dana sa

_ Q1 O | |Hu Hpp| |Q1 0|  [QTHuQ: QiHppQo
T‘QHQ‘[O Q;Ho H22Ho QJ‘[ 0 QiHnQs|"

Ovaj se postupak zove decoupling, tj. razdvajanje. Buduéi da u praksi ne znamo tijekom
koje iteracije ¢e ovo biti moguée izvesti niti znamo koji ¢e se element dovoljno pribliziti nuli,
potrebno je nakon svake iteracije provjeriti sve subdijagonalne elemente trenutne matrice te
napraviti decoupling ukoliko je neki od njih dovoljno blizu nuli. Za ovu provjeru potrebno
je samo O(n) operacija, $to gotovo nimalo ne utjece na vrijeme izvodenja algoritma, a moze
znacajno smanjiti dimenzije problema s kojim radimo.

Preostaje nam jos kratko prodiskutirati kako mozemo ubrzati konvergenciju QR algoritma.
Pretpostavimo da zelimo izracunati Schurovu dekompoziciju zadane matrice te u tu svrhu
koristimo sljede¢i algoritam:

Algoritam 2.4 (QR algoritam sa shiftom)
Ulaz: A e RV
Izlaz: Q € CV", R € C™", t.d. je R = Q*AQ Schurova dekompozicija od A

1. (Qo, Hy) < hess(A), Q < Qq
2 fork=1,5 ...

g Izracunaj skalar p € C.

4. (Qk, Ri) + hess@Rstep(Hy_1 — pul)
5. Hy 3 .+ pl

0. Q<+ Q- -Qr, R+ Hy

7. end for

MATLAB kod funkcije hessQRstep moze se nac¢i u dodatku A pod algoritmom A.2. Naime,
ako je Hyp_ 1 — pl = QrRrQ3, onda slijedi

Hy, = Ry, + pl = (Qr Q) Rr(QrQx) + (1) (QrCQr)
= Qr(QuRrQp)Qk + Q1) Qr = QR(QuRrQ% + 1) Qs (2.2)
= Qp(Hi—1 — pI + pl)Qr = QpHi—1Qx,
tj. matrica Hj unitarno je slicna matrici Hj_;. Ova strategija zove se shift-anje, tj. po-

micanje, budué¢i da oduzimanjem A — pl pomicemo cijeli spektar matrice A za vrijednost
p ulijevo (dokaz slijedi iz teorema 1.1). Skalar p u ovom kontekstu zovemo shift. Moze
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se pokazati da, ako za shift postavimo p € o(A), onda ¢e se na kraju trenutne iteracije
algoritma dogoditi decoupling, i to na zadnjem bloku (vidi [7, str. 353]). Buduéi da nema
smisla ra¢unati svojstvene vrijednosti matrice kako bismo ubrzali algoritam koji upravo sluzi
racunanju svojstvenih vrijednosti, shiftove ¢emo morati nekako aproksimirati. Moze se po-
kazati da je pt = hy, prilicno dobra aproksimacija jer ¢e u tom slucaju brzina konvergencije
QR algoritma porasti s linearne na kvadratnu (vidi [7, str. 354-355]).

Promotrimo sada slucaj kada je matrica na ulazu realna te Zelimo dobiti njenu realnu Schu-
rovu dekompoziciju. Buduéi da svojstvene vrijednosti realne matrice mogu biti kompleksni

brojevi, aproksimacija pt = hy,, moze nam stvarati probleme ukoliko su svojstvene vrijednosti
bloka
h h
!/ mm mn
= lhnm o

kompleksno-konjugirani par brojeva. Kako bismo izbjegli ovo, uvodimo tzv. double shift
strategiju na sljede¢i nacin:

], m=n-—1

H— I = Q1Ry;

Hy = BiQ1+ 1
Hy — pal = Q2Ry;

Hy = RyQa + pal,

pri ¢emu su puq i g svojstvene vrijednosti bloka H’. Primijetimo da vrijedi

Hy 2 QHiQ: E QUQTHQ)Q: = (Q1Q2) H(QuQ2) = Q°HQ,

tj. matrica Hs unitarno je slicna matrici H, Sto znac¢i da uz pravi izbor matrice () mozemo
ove dvije iteracije sa shiftovima zamijeniti jednom obi¢nom iteracijom QR algoritma, a da
pritom zadrzimo kvadratnu brzinu konvergencije. Pogledajmo sada kako izvesti ovo bez uvo-
denja kompleksne aritmetike. Ako definiramo matricu M = (H — pu11)(H — pol), onda se
lako moze pokazati da vrijedi M = (Q1Q2)(R2R;). Dodatno, moze se pokazati da su njeni
elementi realni, neovisno o tome jesu li y; i po dva realna broja ili kompleksno-konjugirani
par (vidi [4, str. 171] ili [7, str. 355-356]). Konac¢no, matricu Hy mozemo dobiti tako da
izracunamo QR dekompoziciju matrice M = QR te postavimo Hy = RQ).

Nazalost, moze se pokazati da eksplicitno izra¢unavanje matrice M ima sloZenost O(n?),
S§to ponovno vraéa cjelokupni algoritam na sloZenost O(n*) (vidi [7, str. 356]). Medutim,
eksplicitno izracunavanje matrice M moze se izbjeéi korisStenjem tzv. tmplicitnih shiftova, ali
ta strategija izlazi izvan ovkira ovog rada. Vise o implicitnim shiftovima moze se procitati
u [4, str. 169-172] i [7, str. 356-358].

lako se jednostruki shiftovi u praksi izbjegavaju, to ne znaci da oni nemaju apsolutno ni-
kakvu primjenu. Naime, izracunavanjem QR dekompozicije realne matrice uvijek ¢emo
dobiti dvije realne matrice ) i R, sto znaci da algoritam 2.3 zapravo nikada nece ni moci
izracunati kompleksnu Schurovu dekompoziciju realne matrice. Ovo se moze zaobiéi tako da
koristimo jednostruki shift © € C\R. Preciznije, ako odredimo jednu svojstvenu vrijednost
nekog bump-a koristenjem leme 1.4, mozemo tu vrijednost upotrijebiti kao shift te ¢e zbog
toga bump konvergirati na kraju trenutne iteracije. Naposljetku koristenjem decoupling-a
azuriramo relevantne retke i stupce matrice Rj, te eventualno relevantne stupce matrice Q).

U dodatku A, pod algoritmom A.4, moze se pronaci algoritam koji objedinjuje sve dosad
spomenute modifikacije osnovnog QR algoritma, osim dvostrukih shiftova.
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3 Primjene Schurove dekompozicije

U ovom poglavlju navest ¢emo neke vaznije primjene Schurove dekompozicije. Glavna mo-
tivacija za njeno racunanje je trazenje spektra zadane matrice na numericki stabilan nacin,
no, osim toga, spomenut ¢emo jos neke vazne primjene: trazenje nultocaka polinoma pro-
izvoljnog stupnja, izracun matricne eksponencijalne funkcije te jos nekih problema koji su
usko vezani uz teoriju upravljanja.

3.1 Racunanje nultocaka polinoma i svojstvenih vrijednosti

Prisjetimo se teorema 1.1. Ona nam dozvoljava da problem odredivanja svojstvenih vrijed-
nosti svedemo na problem racunanja nultoc¢aka karakteristicnog polinoma. Ve¢ smo ranije
spomenuli da ne postoje egzaktne algebarske formule za nultocke polinoma kojima je stupanj
veéi od 4, Sto znaci da se ovaj problem mora rjesavati iterativnim numerickim metodama,
koje obi¢no nisu pretjerano efikasne ukoliko je polinom visokog stupnja. Medutim, kroz
prethodnih desetak stranica upravo smo izgradili numericki stabilnu i efikasnu metodu za
odredivanje svojstvenih vrijednosti proizvoljne kvadratne matrice bez potrebe za koristenjem
karakteristicnog polinoma, osim da bismo prebacili matricu iz realne Schurove forme u kom-
pleksnu.

Sto ako imamo obrnuti problem, tj. ako nam nije zadana matrica kojoj treba izracunati
svojstvene vrijednosti, nego nam je bas zadan polinom kojemu zelimo izracunati nultocke?
Odgovor na to daje nam tzv. matrica pratilac (eng. companion matriz form). Nadalje u
tekstu koristit ¢emo naziv companion matriz forma.

Teorem 3.1 (Companion matrix forma)
Neka je zadan polinom

p(z) =2"+ap_12" 1+ -+ a1z + ag

te neka je njegova companion matrix forma definirana kao

0O 0 ... 0 —Qq
10 ... 0 —a
_0 OF s 1 —an_l_

Tada je p karakteristicni polinom matrice C.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati indukcijom po n, gdje je n stupanj polinoma p.

Za n = 1 imamo polinom p;(z) = z + a¢ i C1 = [—ag), pa je k¢, (z) = det(z + ap) = z + ay.
Ocito je p1 = k¢, . Pretpostavimo sada da teorem vrijedi za svaki polinom stupnja n — 1.

Neka je p polinom stupnja n definiran kao

p(z) = 2"+ an_12" 1+ -+ a1z + ag.



F

Razvojem determinante po prvom retku slijedi

z 0 0 ag
—1 z O aq
ko(z) = det(2I-C) =0 -1 ... 0 dn
0 O -1 z4an
z 0 ... 0 ay =1l & .. @
—L % u:x B a I —L e @
=z|. . . : .2 1) gy | ) _ '
0O 0 ... =1 z+4+a,_ 0 o ... -1

Ako sada iskoristimo pretpostavku indukcije te svojstvo da je determinanta trokutaste ma-
trice jednaka umnosku njenih dijagonalnih elemenata, onda dobivamo

k’C(Z) = Z'(z”_l+Gn—1z”_2—(—---+a22+a1)—|—(—1)2".ao

= 2% 4 @, 12" st 0g2”  a2 + g
= p(2).
|
Drugim rijecima, ako zelimo pronaci nultocke polinoma proizvoljnog stupnja, mozemo defini-
rati matricu C' koja odgovora njegovoj companion matriz formi te zatim izra¢unati svojstvene
vrijednosti matrice C' tako da ju svedemo na Schurovu formu. Primijetimo da je companion
matriz forma svakog polinoma gornje Hessenbergova, sto nam je vrlo pogodna situacija za

izvodenje QR algoritma. Prethodnim teoremom pokazali smo da su odredivanje svojstvenih
vrijednosti matrice i racunanje nultocaka polinoma ekvivalentni problemi.

Pogledajmo kako ova metoda radi na nekoliko primjera, uz napomenu da se MATLAB kod
funkcije mySchur moze nac¢i u dodatku A pod algoritmom A.4. Prvo ¢emo konstruirati jedan
manji primjer kako bismo na njemu malo detaljnije proudili cijelu proceduru.

Primjer 3.1.1. Odredimo nultocke polinoma zadanog sa
p(z) = (z —2)(z — 7)(z — 8) = 2° — 172® + 86z — 112.

Zapisimo prvo polinom p u njegovoj companion matriz formi.

0 0 112
C=110 -86
01 17

Rjesavanje originalnog problema sada se svodi na odredivanje svojstvenih vrijednosti matrice
C, a njih mozemo dobiti tako da matricu C' svedemo na kompleksnu Schurovu formu te
is¢itamo njene dijagonalne vrijednosti. lako nam za rjesavanje ovog problema nije potrebno
eksplicitno formiranje matrice (), ipak ¢emo ju izracunati kako bismo se uvjerili u ispravnost
implementacije. Pozivanjem funkcije [R, Q] = mySchur(C,’complex’) dobivamo sljedece
matrice:

8.0000 —68.7386 123.4052 0.8397  0.4973 0.2182
R = {0.0000 7.0000 —12.6549|, @ = [—0.5398 0.7198 0.4364
0 0.0000 2.0000 0.0600 —0.4843 0.8729
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Definirajmo vektor r; kao dijagonalu matrice R te zatim evaluirajmo polinom p u izracuna-
tim nultockama koristenjem MATLAB naredbe r2 = polyval(p, r1). Dobivamo sljedece
rezultate:

o lQQll, =1~ 9.77- 1077, [|QQ"||l, —1~9.33- 1077, tj. Q" Qll, = 1, [|QQ"|l, ~ 1,

¢ime smo pokazali da je matrica () zaista unitarna;
» norma reziduala Schurove dekompozicije iznosi ||C' — QRQ*||, = 1.8477 - 10713

o |r2]l, = 4.0359 - 1072, ¢ime smo pokazali da su sve izracunate nultocke polinoma p
tocne barem u prvih 11 decimalnih mjesta.

Pogledajmo koliko dobro nasa implementacija radi kada je polinom na ulazu reda veceg od
4 i ima kompleksne nultocke.

Primjer 3.1.2. Odredimo nultocke polinoma zadanog sa

p(x) =2 —z—1.

Ponavljamo istu proceduru kao i u prethodnom primjeru: zapisujemo polinom p u njegovoj
companion matriz formi C| izracunavamo kompleksnu Schurovu dekompoziciju matrice C' =
QRQ* te evaluiramo polinom p u tockama koje se nalaze na dijagonali matrice R. Dobivamo

sljedece rezultate:

o lQ°Qll, —1~1.73- 107, [|QQ"|l, -1~ 1L.71- 107", tj. Q" Qll, = 1, [|QQ"|l, ~ 1,

¢ime smo pokazali da je matrica () zaista unitarna;
« norma reziduala Schurove dekompozicije iznosi ||C' — QRQ*||, = 4.5274 - 10~
 svojstvene vrijednosti matrice C, odnosno nultocke polinoma p iznose

1.1673 + 0.0000:]
0.1812 + 1.08401
g = 0.1812 — 1.0840¢| ;
—0.7649 + 0.35257
| —0.7649 — 0.35251]

o ||rafl, = 1.1362 - 107**, ¢ime smo pokazali da su sve izracunate nultocke polinoma p
tocne barem u prvih 12 decimalnih mjesta.

Odmaknimo se na trenutak od polinoma te pogledajmo koliko dobro nasa implementacija
racuna svojstvene vrijednosti jedne matrice iz prakse.

Primjer 3.1.3. Neka je zadana matrica A € R*®**® iz Building Modela (podaci dostupni
na [13]). Izra¢unajmo njene svojstvene vrijednosti.

Zmacenje ovih podataka objasnit ¢emo u jednom kasnijem primjeru. Prvo ¢emo pozvati
funkciju [R, Q] = mySchur(C,’complex’), zatim ¢emo dohvatiti dijagonalne vrijednosti
matrice T' i spremiti ih u vektor r; te ¢emo naposljetku izracunati "prave' svojstvene vri-
jednosti matrice A pozivanjem MATLAB naredbe r2 = eig(A). Elemente vektora r i ro
sortirat ¢emo uzlazno. Dobivamo sljedece rezultate:
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o lo*Qll, —1~5.77- 107, [|QQ"||l, — 1~ 5.86- 107, tj. [|Q*Qll, = 1, [|QQ"|l, ~ 1,

¢ime smo pokazali da je matrica () zaista unitarna;
» norma reziduala Schurove dekompozicije iznosi ||A — QRQ*||, = 3.2691 - 10~*°;

o |lr1 —rall, = 4.1095- 107, ¢ime smo pokazali da su sve izracunate svojstvene vrijed-
nosti matrice A to¢ne barem u prvih 10 decimalnih mjesta.

3.2 LTI sustavi i matriécna eksponencijalna funkcija
Ovo potpoglavlje bit ¢e obradeno po [3, str. 152-166].

Jedan od osnovnih koncepata u teoriji upravljanja su tzv. LTI sustavi (eng. Linear Time
Invariant system). Da bismo ih znali rijesiti, prvo moramo uvesti pojam matri¢ne ekspo-
nencijalne funkcije. Definirajmo ju i pokazimo neka njena svojstva.

Definicija 3.1 (Matricna eksponencijalna funkcija)
Neka je zadana matrica A € C*". Matriéna eksponencijalna funkcija definirana je
kao

A X (A
e .—kz:% R

Matri¢na eksponencijalna funkcija ima nekoliko zanimljivih svojstava koja se mogu naéi u
[3, str. 156-157], no, mi ¢emo ovdje navesti samo dva.

Lema 3.2 (Svojstva matri¢ne eksponencijalne funkcije)
Neka je zadana matrica A € C*" i reqularna matrica P € C**" . Tada vrijedi:

i % (eAt) = Aeft = At A,
2. ePflAPt _ P_leAtP.

lako je glavna motivacija za uvodenje matri¢ne eksponencijalne funkcije rjesavanje linear-
nih sustava ODJ, ovdje ¢emo se baviti rjesavanjem LTI sustava koji nisu nista drugo nego
poop¢enje linearnih sustava ODJ.

Teorem 3.3 (Rjesenje LTT sustava)
Neka je dan LTI sustav

#(t) = Az(t) + Bu(t), = x(0) (3.1)
y(t) = Cx(t) + Du(?),

pri cemu je t > 0. Tada je rjesenje sustava dano sa
z(t) = e®xy + /Ot (=% Bu(s)ds, (3.3)
y(t) = Cetlxy + /Ot Ce =% Bu(s)ds + Du(t). (3.4)
Dokaz. Radi jednostavnosti, razdvojit ¢emo izraz (3.3) na vektore x;(t) i xo(?):

t
z1(t) == eMzg, x9(t) ::/ eAt=*) Bu(s)ds
0
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Derivirajmo x koriStenjem Leibnizovog integralnog pravila (vidi [6]).

fﬂw:awam@-%@) A9 By(0) - ;“D+AZ%FM”U%@H“

Sredivanjem prethodnog izraza dobivamo
t
a(t) = Bu(t) + A [ A9 Bu(s)ds = Bu(t) + Az (t)
0

Derivirajmo sada izraz (3.3).

3(t) = = [21(t) + 22(t)] = 21(2) + 22(t)

:%( 7o) + [Bu(t) + Awa(1)]
= Ae’zy + Bu(t) + Azy(t)
=A [e Ty + Ig(t)] + Buf(t)
= Axz(t) + Bu(t)

Sada uvrstavanjem t = 0 u (3.3) dobivamo x(0) = zy. Time smo dokazali ispravnost izraza
(3.3), a njegovim direktnim uvrstavanjem u (3.2) dobit ¢emo upravo izraz (3.4). O

Preostaje nam jo$ samo smisliti kako efikasno izra¢unati e? za neku proizvoljnu matricu A.
Koristenje definicije 3.1 nam ocigledno nije opcija jer ¢e izraz presporo konvergirati, a i sama
procedura je numericki vrlo nestabilna. Postoje razne metode za racunanje o kojima se vise
moze procitati u [3, str. 158-166], no mi ¢emo se ovdje baviti isklju¢ivo Schurovom metodom.

Prije nego $to damo algoritam koji racuna e, valja napomenuti kako on ne¢e raditi ukoliko
su dvije svojstvene vrijednosti matrice A jednake ili vrlo blizu jedna drugoj. Radi jednostav-
nosti, takoder ¢emo se ograniciti na slucajeve kada je matrica A realna i sve su joj svojstvtene
vrijednosti realne. U [10, str. 118] moze se pronaéi izraz za izracunavanje f(R), gdje je R
blok-gornje trokutasta matrica, a f je proizvoljna (skalarna) analiticka funkcija za koju je
f(R) dobro definirana. Ako zapiSemo taj izraz s oznakom B = f(R) = [b;;] te indeksima
i, J, p, dobivamo

j—i—1

ribiy = bigri; = Y (iiep - Titpg = Tijop - bjmpy)
p=0

= Z (bip * Tps — Tijiri—p * biti—ps)

= (B —vgle) + > O 1 — g™ Biedpi)
p—i+1

= 75 (b _JJ+Z bip - Tpj — Tip - bys) , T <]
p=i+1
Zbog pretpostavke da su sve svojstvene vrijednosti razlicite, mozemo podijeliti cijeli izraz sa
(ri; — rj;) te time dobivamo eksplicitnu formulu za b;j;, i < j.

1
bij = . rij (b — bjj) + Z bipTpj — Tipbp;) (3.5)
Ti—T
(L 717 p=i+1
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Ako malo bolje promotrimo ovu formulu, mozemo zakljuciti kako elementi na prvoj superdi-
jagonali (tj. neposredno iznad glavne dijagonale) ovise iskljucivo o elementima na dijagonali,
elementi na drugoj superdijagonali ovise iskljucivo o elementima na prvoj i na glavnoj dija-
gonali itd. Drugim rije¢ima, najprije trebamo izracunati elemente na glavnoj dijagonali te
zatim iteriramo po superdijagonalama k = 1,...,n — 1 i formulom (3.5) dobivamo njihove
vrijednosti.

Preostaje nam jos samo do¢i do formule za dijagonalne elemente matrice B. Moze se pokazati
(vidi [11, str. 6]) da za proizvoljnu blok-dijagonalnu matricu D i proizvoljnu analiticku
funkciju f za koju je f(D) dobro definirana vrijedi

f(D) = f (diag(D17D2a w53 7Dn)) = dia’g (f(D1)>f(D2)7 e g 7f(Dn)) ’ (36)

tj. blok-dijagonalne matrice komutiraju s analitickim funkcijama ako su one dobro definirane
za matricu na ulazu. U naSem slucaju, funkcija f je f(z) = e*, a matrica D je dijagonalna.
Koristenjem formula (3.5) i (3.6) dobivamo algoritam koji izra¢unava e, pri ¢emu je exp
metoda koja racuna e” za ulaz x € R, a mySchur je metoda ¢iju se MATLAB implementaciju
moze na¢i u dodatku A pod algoritmom A.4.

Algoritam 3.1 (Schurov algoritam za e?)
Ulaz: A€ R™", t.d. jeo(A) CR

Izlaz: B =e4

1. (R,Q) < mySchur(A)

2 fari=1,...,5

3. b” < exp(rii)

4. end for

5 fork=1,...,n-1

0. fori=1,...;0—k

7. j—i+k ‘

8. bij = 1/(ra = 735) - |riz (bis = by3) + Tz ss (BipTpy — Tipbyy)]
9. end for

10. end for

11. B+ QBQT

Napomena 3.1. Prethodni algoritam moZe se modificirati tako da radi i za matrice koje
imaju kompleksne svojstvene vrijednosti, ali se u tom slucaju formula (3.5) mora modificirati
tako da radi s blokovima dimenzija 1 x 1,1 x 2,2 x 1 ¢ 2 X 2, a racunanje vrijednosti na
dijagonalnim blokovima postaje znacajno kompliciranije. Racunanje e pomocu kompleksne
Schurove forme generalno nije dobra opcija jer se zbog uvodenja kompleksne aritmetike mogu
dogoditi velike pogreske zaokruzivanja.

Napomena 3.2. Algoritam 3.1 moze se vrlo lako implementirati w MATLAB-u tako da ga
prakticki samo prepisemo.

Pogledajmo kako algoritam 3.1 radi na nekoliko primjera. Kao i u prethodnom potpoglavlju,
prvo ¢emo se baviti jednim manjim primjerom kako bismo detaljnije proucili cijelu proceduru.

Primjer 3.2.1. Izra¢unajmo e, pri ¢emu je matrica A € R**® nasumi¢no generirana MA-
TLAB naredbom A = randi([1, 5], 3, 3),tj.

2 4 1
A=1411
1 & 4
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Prvi korak je racunanje Schurove dekompozicije matrice A.

0.5150  0.5477  0.6594 7.0000  0.6594 —0.5477
Q = 04635 0.4691 —0.7517|, R = QTAQ = |—-0.0000 3.5414  0.5150
0.7210 —0.6928  0.0122 0 —0.0000 —2.5414

Drugi korak je postavljanje dijagonalnih vrijednosti matrice B na exp(r;;).
bi; = 1096.6, bep = 34.515, b33 = 0.0789

Treéi korak je racunanje vrijednosti iznad dijagonale pomocu for petlje.
o b=1L4=1= =2 bp=2W25
s k=1,t=2 = §=38; byy= 29157
¢« h=21=1 = §1=8; b= —52218

Dakle, trenutna vrijednost matrice B je

1096.6  202.5 —52.213
B = 0 34515 2.9157].
0 0 0.0789

Cetvrti i posljednji korak je "vra¢anje' matrice B iz Schurove forme u originalnu formu, tj.

341.7093 338.5656 321.5820
e = QBQT = [306.9736 304.4560 289.9899| .
447.9503 453.6115 485.0612

Spremimo sada dobiveni rezultat u matricu £, te izracunajmo "stvarnu" vrijednost e? pozi-
vanjem MATLAB naredbe E2 = expm(A). Dobivamo sljedece rezultate:

o lQ*@Qll, —1~3.55-1077, |QQ"||l, —1~2.89-1077, tj. [|Q*Ql, = 1, [|QQ"|l, ~ 1,

¢ime smo pokazali da je matrica () zaista unitarna;
« norma reziduala Schurove dekompozicije iznosi ||A — QRQ*||, = 2.6036 - 10~4;
o apsolutne pogreske iznose

| By — Bsl|, = 1.2123- 1071, || By — E»||, = 1.2903 - 1071,

» relativne pogreske iznose

E,—FE E,— E
1B = Bally _ 4 50 . 12 11 = Ballo _ g 3057 10-15.
[E4 ]l [E1l
Sad kada smo vidjeli kako cijela ova procedura radi, mozemo ju isprobati na jednom malo
vecem primjeru.
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Primjer 3.2.2. Izra¢unajmo e, pri ¢emu je A € R simetri¢na cjelobrojna matrica s
elementima a;; € [—5, 5] N Z nasumicno generirana u MATLAB-u. Preciznije,

-2 -2 -3 4 -2 -2 0 5 -6 2
-2 1 4
2
0

|
[\
W

|
B
ot

|
—t
.
B

5 -2 3 -5 -2 -5 -4 -4 1 -2
-5 1 -4 -1 -1 -5 -1 1 1 =5
2 4 2 0 -4 -4 4 -2 -5 1

Razlog zasto smo zahtijevali simetri¢nu matricu je zato sto se lako moze pokazati da sime-
tri¢ne realne matrice imaju iskljucivo realne svojstvene vrijednosti. Dodatno, generirali smo
matricu koja ima male svojstvene vrijednosti, a malo kasnije ¢emo objasniti i zasto. Pozi-
vanjem MATLAB naredbe eig(A) mozemo se uvjeriti da su joj sve svojstvene vrijednosti
razliCite i nalaze se u intervalu [—16, 15]. Ponavljamo proceduru iz prethodnog primjera s
istim oznakama te time dobivamo sljedece rezultate:

o lQ"Qll, —1~3.69- 107, |QQ"||l, -1~ 3.51- 107", tj. Q" Qll, = 1, [|QQ"|l, ~ 1,

¢ime smo pokazali da je matrica () zaista unitarna;
« norma reziduala Schurove dekompozicije iznosi ||A — QRQ*||, = 1.1412 - 10~'%;

o apsolutne pogreske iznose

| By — Esl|l, = 1.6407- 1075 ||Ey — Bl = 2.9034 - 107°;

o relativne pogreske iznose

|1 Ex — Ball,
11l

| B — B

5.6877 - 10713, A % — 5.6980 - 10713,
oo

Primijetimo da su apsolutne pogreske | E; — Es||, i ||En — Es||,, daleko veée nego u pret-
hodnom primjeru, sto je i za ocCekivati zbog velikih dimenzija matrice A. Ove pogreske jos
viSe rastu ako je matrica na ulazu jo$ ve¢ih dimenzija ili ako su joj svojstvene vrijednosti
jako velike jer ¢e u tom slucaju dijagonalni elementi matrice e eksplodirati, a to ée zatim
utjecati i na njene preostale elemente.

Velike dimenzije nam zapravo u praksi ne stvaraju toliki problem jer su velike matrice naj-
Cesée vrlo prazne (eng. sparse), tj. sadrze jako puno nul-elemenata. S druge strane, matrice
s jako velikim pozitivnim svojstvenim vrijednostima A i dalje mogu prouzrociti probleme
pri ra¢unanju e. No, u praksi nam pozitivne svojstvene vrijednosti daju do znanja da je
LTT sustav s kojim radimo nestabilan te se takvi sustavi najces¢e prvo moraju stabilizirati
kako bismo mogli dalje raditi s njima (vidi [8, str. 63-70, 123-131] za detalje).
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3.3 Rjesavanje matri¢nih jednadzbi

Ovo potpoglavlje bit ¢e obradeno po [3, str. 291-293, 309-318].

Rjesavanje matri¢nih jednadzbi kao Sto su Sylvesterova i Ljapunovljeva je problem koji ima
vrlo Siroke primjene u teoriji upravljanja i redukciji modela. Ovdje se ne¢emo previse fo-
kusirati niti na jednu od tih primjena, nego ¢emo samo izgraditi jedan numericki algoritam
za njihovo rjesavanje pod nazivom Bartels-Stewart algoritam te ¢emo spomenuti jednu
njegovu primjenu vezanu uz teoriju upravljanja. Ovaj se algoritam zapravo jako Cesto koristi
u praksi zbog svoje numericke stabilnosti te male vremenske sloZenosti O(n?), a izrac¢una-
vanje Schurove dekompozicije jedan je od najvaznijih koraka u tom algoritmu. Prije nego

sto krenemo u izgradnju Bartels-Stewart algoritma, potrebno je navesti uvjete pod kojima
Sylvesterova i Ljapunovljeva jednadzba uopcée imaju rjesenje.

Teorem 3.4 (Egzistencija rjeSenja Sylvesterove jednadzbe)
Neka su zadane matrice A € R™" B € R™™ ¢ C € R™". Tada Sylvesterova jednadzba

XA+ BX =C (3.7)
ima jedinstveno rjesenje X € R™™ ako i samo ako vrijedi o(A)No(—B) = @.
Dokaz. Vidi [3, str. 292-293]. O

Korolar 3.5 (Egzistencija rjeSenja Ljapunovljeve jednadzbe)
Neka su zadane matrice A,C € R™" . Tada Ljapunovljeva jednadzba

XA+ ATX =C (3.8)
ima jedinstveno rjesenje X € R™"™ ako i samo ako vrijedi X\ € 0(A) = —\ ¢ o(A).

Dokaz. Lako se pokaze da vrijedi 0(AT) = o(A) i o(—A) = {=X\;: \; € 0(A)}. Trazenu
tvrdnju dobivamo primjenom teorema 3.4 na jednadzbu (3.8). O]

U ovome radu bavit ¢emo se samo jednostavnijim slucajem, tj. Ljapunovljevom jednadzbom.
Uz nekoliko jednostavnih modifikacija mozemo dobiti algoritam koji rjesava Sylvesterove jed-
nadzbe (vidi [3, str. 313-315)).

Prvi korak je izrac¢unavanje realne Schurove dekompozicije matrice A”. Neka je ona dana
sa R = UTATU. Nadalje, vrijedi
XA+ ATX =C — X(URTUT)+(URUNHX =C
=3 P XWR TN + P URIT\ XU = U 00
— (UTXU)RT(UTU) + UTU)R(UTXU) =UTCU
«— YRT+RY =C, Y:=U"XxU, C:=UTCU. (3.9)

Jednadzbu (3.8) nadalje ¢emo zvati pocetni problem, a jednadzbu (3.9) zvat ¢emo reducirani
problem.

Drugi korak rjesavanja Ljapunovljeve jednadzbe je rjesavanje reduciranog problema. Ideja
ovog koraka sli¢na je algoritmu povratnih supstitucija za sustave linearnih jednadzbi (vidi
[12, str. 64]). Pri definiranju ovog postupka koristit ¢emo sljedeé¢u notaciju:

A

Y:[yl, Yo, e, yn}, C:[cl, Coy e, cn}, R = [rg] - (3:10)
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Postupak se svodi na n iteracija, pri ¢emu u svakoj iteraciji racunamo vy, s time sto kre¢emo
od n-tog stupca i idemo prema prvom. Pretpostavimo da smo izracunali stupce i1 do
Ypn 1 Zelimo izra¢unati stupac y,. Buduéi da nismo uvodili nikakvu pretpostavku na spektar
matrice AT, postoji moguénost da njena realna Schurova forma sadrzi bumpove. Zbog toga
u ovom koraku algoritma razlikujemo dva slucaja:

1. rpx—1 = 0, tj. k-ti stupac od R ne sadrzi bump. U ovom slucaju trebamo jednostavno
rijesiti sustav linearnih jednadzbi dimenzije n X n, a to mozemo izvesti koriStenjem

sljedece formule:

(R+ril) yp = cx — Z RN (3.11)

J=k+1

Naime, ako sa (- ) ozna¢imo operaciju dohvacanja k-tog stupca ulazne matrice, onda
zbog (3.9) i (3.10) imamo

(i av), = (0),

a bududi da je R gornje Hessenbergova i vrijedi r,x—1 = 0, to znaci da za sve j < k
vrijedi r; = 0. Odatle slijedi

INgE

Z it Y) Ry =c = (ki - Y5) + R-yp = cx
g=1

1=k

= Z (ki) + By + Tk - Yo = Ci
j=k+1

— (R+rulyr=cr— > (rej-y;)-

J=k+1

2. rpp—1 # 0, tj. k-ti stupac od R sadrzi bump. Ovaj slucaj je malo kompliciraniji jer
moramo rijesiti sustav dimenzije 2n x 2n, ali ¢emo time istovremeno izracunati stupce
Y 1 Yk—1. Za ovaj slucaj uvodimo ¢ = k — 1 te koristimo sljede¢u formulu:

n

R[yi, yk} + [yl-, yk] V" rki] = [Ci, Ck} — Z [Tij'yja Tk * Yj| -

Prethodna formula izvede se na sli¢an nac¢in kao i formula (3.11), a joS se moze zapisati
i na sljededi nacin:

Rtry-In, 11y Yi Ci ~ |Tii Y
= — . 312
[ Thi* I R4 Ty - [n] |:yk‘| |Fk:| j:zk;A L"kj "Yj (3.12)

Ocito je da se ovaj slucaj ne moze dogoditi za k = 1 te da u sljedecoj iteraciji umjesto
k < k — 1 postavljamo k < k — 2.
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Treéi korak je jednostavan: izracunamo X = UYU” te vratimo X kao rjeSenje pocetnog
problema. Cjelokupni algoritam ima vremensku sloZenost O(n?), pri ¢emu prvi korak zahti-
jeva daleko najvise vremena. Detaljniju analizu moze se pronaéi u [3, str. 313], a MATLAB
kod algoritma moze se pronac¢i u dodatku A pod algoritmom A.5.

Pogledajmo kako ovaj algoritam radi na nekoliko primjera. Kao i dosad, prvo ¢emo testirati
metodu na jednom manjem primjeru kako bismo detaljnije proucili njen rad. Sljedeéi primjer
preuzet je iz [3, str. 311]).

Primjer 3.3.1. Rijesimo Ljapunovljevu jednadzbu XA + AT X = C, gdje je

0o 2 -1 -2 2 -3
A=|-3 -2 2|, C=|-8 -6 -5
-2 1 -1 11 13 -2
Prvi korak je svodenje pocetnog problema na reducirani problem. Koristenjem MATLAB
funkcije [R, U] = mySchur(A’, ’real’) dobivamo sljede¢e matrice:
—2.5160  1.6449 2.7174 0.1972 —-0.0747 0.9775
R = |-0.0000 —0.2526 —0.8298(, U = | 0.6529 -0.7338 -—0.1878],
0 3.2824 —-0.2314 —0.7313 —0.6753  0.0959

a transformacijom C' = UTCU dobivamo

—9.4514 12.1985 -11.1371
C = |-7.0672 —0.1150 —0.0239].
4.5432 —1.7457 —0.4336

Provjerimo toc¢nost dobivenih rezultata:
« [UTU|l, » 1, |UUT|, ~ 1;
o ||AT —URUT||, = 2.8596 - 10~14;
e ||C-UCUT|,=1.3099 - 10713

Drugi korak je rjesavanje reduciranog problema. U prvoj iteraciji imamo k = 3, $to znaci da
racunamo stupac y3. Buduéi da na poziciji ro3 imamo bump, moramo istovremeno racunati
i stupac yy. Koristenjem formule (3.12) dobivamo da vrijedi

—2.8696 1.0295
yo = | 0.1058|, w3 = [—1.7415
1.8157 1.4629

Bududi da smo imali bump, u sljedecoj iteraciji postavljamo k = 1, sto znaci da ne mozemo
imati bump te zbog toga automatski koristimo formulu (3.11). Dobivamo da vrijedi

2.4313
y1 = 10.4729] .
1.4454
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Dosli smo do kraja drugog koraka te nam preostaje samo transformirati rjesenje reduciranog
problema u rjesenje pocetnog problema.

2.0000  0.0000 —2.0000
X =T = 2.0000  2.0000  1.0000
—0.0000 —3.0000  0.0000

Spremimo sada dobiveno rjeSenje u matricu X; te izra¢unajmo "pravo' rjesenje pozovanjem
MATLAB funkcije X2 = 1lyap(A’, -C). Usporedimo norme reziduala dobivenih rjesenja:

e | XA+ ATX; —C|,=6.9097-10"1, ||X;A+ ATX, — C|_ =8.4821-10"14;
o | XA+ ATX, —Cl,=1.4312-10"4, || XA+ ATX, — C||,, = 1.5099 - 1014,

Zakljucujemo da algoritam A.5 radi malo losije nego MATLAB-ov state-of-the-art algoritam,
ali i dalje radi prilicno dobro.

Prije nego sto se krenemo baviti nekim stvarnim primjerima, moramo definirati jos dva vazna
pojma iz teorije upravljanja.

Definicija 3.2 (Gramijani upravljivosti i osmotrivosti)
Neka je dan LTI sustav

%(t) = Az(t) + Bu(t), xo= z(0)
y(t) = Ca(t) + Duft),
pri cemu je t > 0. Matricu Cg koja je rjesenje Ljapunovljeve jednadzbe
ACg + CgA" = —BB”
zovemo gramijan upravljivosti, a matricu Og koja je rjesenje Ljapunovljeve jednadzbe
OcA + ATOg = -C"C
zovemo gramijan osmotrivosti.

Ovdje ne¢emo ulaziti u detalje vezane uz teoriju upravljanja, nego ¢emo samo napomenuti
da su gramijani upravljivosti i osmotrivosti vrlo vazne matrice svakog LTT sustava, ukoliko
one uopce postoje. Vise detalja mozZe se pronaéi u npr. [8, str. 95-117, 135-147].

Provjerimo sada koliko dobro algoritam A.5 radi na nekim veé¢im, stvarnim primjerima.

Primjer 3.3.2. Neka je zadan LTI sustav Building Model (podaci dostupni na [13]). Ovaj
sustav opisuje pomicanje visekatne zgrade tijekom potresa, a dobiven je svodenjem sustava
ODJ drugoga reda
i(t) + E(t) + Kz(t) = Bu(t), E,K e R*** BcR*!
y(t) = Cyi(t), C, e R>

na sustav ODJ prvoga reda, tj. na LTI sustav

&(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = Ca(t),

pri emu su matrice ovog sustava A € R¥®**# B ¢ R®*! ¢ € R Izra¢unajmo gramijane
upravljivosti i osmotrivosti ovog LTI sustava. Prvo ¢emo izracunati gramijan upravljivosti.
Rjesenje koje dobijemo koristenjem algoritma A.5 oznacit ¢emo sa X;. Dobivamo sljedece
norme reziduala:
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o [|[AX, + X, AT + BBT||, =9.1101 - 107'7;
o ||[AX; + X, AT + BBT||_ = 3.0138 - 10716,

Za usporedbu, pozivanjem MATLAB naredbe X2 = lyap(A, B*B’) dobivamo "to¢no" rje-
senje koje ima sljedeée norme reziduala:

e ||AX; + X2AT + BBT|, = 7.9078 - 10-18;
e ||AXs + X,AT + BBT||_ = 22178 - 107",

Ponovimo isti postupak za gramijan osmotrivosti. Rjesenje koje dobijemo koristenjem algo-
ritma A.5 oznacit ¢emo sa Y;. Dobivamo sljede¢e norme reziduala:

. V1A + ATY; + CTC||, = 1.3690 - 1072°;
. |14+ ATY, + CTC||,, = 4.0915 - 10710

Za usporedbu, pozivanjem MATLAB naredbe Y2 = 1lyap(A’, C’*C) dobivamo "to¢no" rje-
senje koje ima sljede¢e norme reziduala:

e ||[YaA+ ATY; + CTC||, = 6.7896 - 10~12;
e |Y24+ ATY; + CTC||,, = 1.8357- 10722,

U usporedbi s MATLAB-ovim algoritmom lyap, algoritam A.5 zapravo radi prilicno dobro
na ovom primjeru.

Primjer 3.3.3. Neka je zadan LTI sustav CD Player (podaci dostupni na [14]). Ovaj
sustav modelira zakretnu ruku CD playera koja drzi opticku le¢u koja se moze pomicati po
horizontalnoj ravnini. Sustav je zadan sa

i(t)
y(t)

Ax(t) + Bu(t)
Cu(t),

pri ¢emu su njegove matrice A € R0 B ¢ R20%2 ¢ ¢ R¥' | [zra¢unajmo gramijane
upravljivosti i osmotrivosti.

U ovom primjeru koristit ¢emo tri razli¢ita algoritma za izracunavanje gramijana. Matrice
X1, X5 i X3 odgovarat ¢e gramijanima upravljivosti, a matrice Y;,Y5 i Y3 odgovarat ce
gramijanima osmotrivosti.

o Rjesenja X iY] izracunat ¢emo koristenjem algoritma A.5, pri ¢emu unutar funkcije
hess2schur nec¢emo koristiti decoupling.

e Rjesenja Xy i Y, izracunat ¢emo koristenjem algoritma A.5 s varijantom funkcije
hess2schur koja koristi decoupling, tj. koristit ¢emo bas funkciju A.3.

o Rjesenja X3 i Yj izracunat ¢emo koristenjem MATLAB funkcije 1yap.

Zbog velikih dimenzija zadanog LTT sustava, koristenje decoupling-a imat ¢e znacajan utjecaj
na brzinu izvodenja algoritma, kao i na optereéenje procesora. Preciznije, izracunavanjem
matrica X;, i = 1,2,3, te definiranjem matrica R; = AX; + X;AT + BBT, i = 1,2,3,
dobivamo rezultate prikazane u sljedecoj tablici.



algoritem | Rl /IXill, | 1Bl /IXill | vrijeme izviSavanja

bez decoupling-a 1.4429 - 10~ 4.5741 - 10—1 173.31 sekundi

sa decoupling-om 9.1760 - 10712 3.4796 - 10711 27.22 sekundi
lyap 9.1333 - 10712 3.4673 - 10— 0.094 sekundi

Tablica 1: Usporedba algoritama za ra¢unanje gramijana upravljivosti.
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Iz prethodne tablice mozemo zakljuciti kako decoupling za ovaj primjer smanjuje vrijeme
izvrsavanja algoritma za gotovo 85%, a osim toga daje i malo tocnije rjeSenje nego kada
ga ne koristimo. U usporedbi s MATLAB funkcijom lyap, algoritam sa decoupling-om
je puno sporiji, ali daje gotovo jednako dobro rjesenje. Nadalje, izracunavanjem matrica
Y;, i = 1,2,3, te definiranjem matrica R; = ;A + ATY; + CTC, i = 1,2,3, dobivamo
rezultate prikazane u sljedecoj tablici.

algoritam I R:ll, / 1Yill, IRl /1Yl | vrijeme izvrsavanja
bez decoupling-a | 1.8092-1071! 5.3087 - 10711 176.19 sekundi
sa decoupling-om | 1.0751-1071! 3.6594 - 10~ 11 27.33 sekundi
lyap 1.0753 - 1071 3.6598 - 10~ 11 0.009 sekundi

Tablica 2: Usporedba algoritama za racunanje gramijana osmotrivosti.

Iz prethodne tablice mozemo zakljuciti kako decoupling i u ovom slucaju smanjuje vrijeme
izvrsavanja algoritma za gotovo 85%, a osim toga daje i to¢nije rjesenje nego u slucaju kada
ga ne koristimo. Varijanta algoritma sa decoupling-om je i dalje puno sporija od MATLAB
funkcije lyap, ali u slucaju gramijana osmotrivosti daje ¢ak i malo bolje rjesenje.
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A Dodatak: popis MATLAB kodova

Algoritam A.1 (Givensova rotacija)
Algoritam je preuzet iz [7, str. 216], a sluzi za ra¢unanje Givensove rotacijske matrice.
function [c, s] = givens(a, b)
if b == 0
¢ = 1; 8 = 03
else
if abs(b) > abs(a)
tau = -a / b;
s =1 / sqrt(1 + abs(tau)~2);
c = s * tau;
else
=B/ av
/ sqrt (1 + abs(tau)~2);
* tau;

tau

¢
I
(@I ||

Algoritam A.2 (Hessenberg-QR step)

Algoritam je veéinski preuzet iz [7, str. 343], a vra¢a unitarnu matricu @) koja ponistava sub-
dijagonalne elemente matrice H te matricu R za koju vrijedi vrijedi R = Q* H(Q. Modifikacija
za kompleksne matrice preuzeta je iz [5].

function [R, Q] = hessQRstep (H)

n = length(H);
¢ = zeros(m,1);
g = zeros{n,1);

% if Q is required
if nargout > 1
Q = eye(n);
end
for k=1:n-1
[c(k), s(k)] = givens(H(k,k), H(k+1,k));
G .k = [c(k), s(k); -s(k)', c(k)'];
H(k:k+1, k:n) = G k' * H(k:k+1, k:n);
end
for k=1:n-1
G_.k = [c(k), s(k); -s(k)', c(k)'];
H(1:k+1, k:k+1) = H(1:k+1, k:k+1) * G_k;
% if Q is required
if nargout > 1
QCl:k+1, k:k+1) = Q(1:k+1, k:k+1) * G_k;
end
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Algoritam A.3 (Hessenberg-to-Schur)
Ovaj MATLAB kod predstavlja glavni dio algoritma 2.3, a sluzi za racunanje Schurove de-
kompozicije gornje Hessenbergove matrice. Dodatno, implementirana je strategija decoupling
kako bi se ubrzalo izvodenje algoritma te smanjilo opterecenje procesora. Kompleksnu Sc-
hurovu dekompoziciju dobivamo iz realne tako sto za svaki bump izracunamo jednu njegovu
svojstvenu vrijednost A koristenjem formule (1.2) te zatim napravimo jednostruki shift \.
function [R, Q] = hess2schur(H, flag)

input_real = isreal (H);

tol = 1le-14;

n = length(H);

if nargin < 2 || ~input_real
flag = 'real';

end

R = H;

% if Q is required
if nargout > 1

Q = eye(n);
end
zf = zeros(n-1, 1); %zero flags
cf = zeros(n-1, 1); Y%complex flags
converge = false;

while ~converge
for j=1:n-1
% check if R(j+1, j) is =zero
if abs(R(j+1, j)) < tol

zf(j) = 1;

gf{jY = 03
else

zf{ ) = 03

if input_real
% possible bump
B = Blj:j#1, j:j#i);
tp = (BL{1,1) + B(2,2))73;
d = B(1,1)*B(2,2) - B(1,2)*B(2,1);
if (tp~2 - d) < 0

2 g = 1
cf(j-1) = 0;
end
cf{3) = 1;
if j < o=
cf(j+1) = 0;
end
else
gftjy = 6;
end
end
end

end



converge = all(or(zf, cf));
if ~converge
%» find next non-bump block
e = 0;
while ~isempty(e)
s = find(zf(e+1:n-1)==0, 1, 'first') + e;
if isempty(s)
e = [1;
else
e = find(zf(s+1:n-1), 1, 'first') + s;
if isempty(e)
e = n;
end
if ~((e - 8 < 2) && (cf(s) == 1))
[R(s:e, s:e), Q_j] = hessQRstep(R(s:e, s:e));
R(s:e, e+l:n) = Q_j' * R(s:e, e+l:n);
R(1:8-1, s:e) R(1:s-1, s:e) * Q_j;
if nargout > 1
Ql:, sie) = QL:, s:e) * Q_J;
end
end
end
end

end
end
if ~all(zf) && input_real && strcmp(flag, 'complex')
%» check all bumps
for j=1:n-1
iE e€#(jr — U
B = R(jej+1, j:j+1);
tp = (B(1,1) + B(2,2))/2;
d = B(1,1)*B(2,2) - B(1,2)*B(2,1);
shift: = tp # sgrEitp~2 = 4);
if abs(B(1,1)) < abs(B(2,1))
% keep eigenvalue with +bi above one with -bi
shift = shift';
end
[B, Q_j] = hessQRstep(B - shiftxeye(2));
R(j:j+1, j:j+1) = B + shiftxeye(2);
B(j:j*l, §+2:m) = Q_7' #*# R(j:j+1, J*2:m);
R{lzj-1, jij+i) REl:g=1, Jejhly * H_is
if nargout > 1
A€z, JigFL) = QLz, Fej+Ll) * Q 73
end

end
end
end
end
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Algoritam A.4 (My Schur)
Ovaj MATLAB kod sluzi kao glavna funkcija za QR algoritam jer prvo pretvara matricu na
ulazu u gornje Hessenbergovu, a zatim nju prosljeduje funkciji hess2schur.

function [T, U] = mySchur (A, flag)
if nargin < 2
flag = 'real';
end
if nargout > 1
[U_ 0, T] = hess(A);
[T, U] = hess2schur (T, flag);
U="U0 * U;

else
T = hess(A);
T = hess2schur (T, flag);
end
end

Algoritam A.5 (Bartels-Stewart za Ljapunovljevu jednadzbu)
Ovaj MATLAB kod sluzi kao implementacija algoritma opisanog u potpoglavlju 3.3.
function X = bartelsStewartLyap(A, C, tol)
n = length(A);
I = eye(n);
opts.UHESS = true;
if nargin < 3
tol = 1le-14;
end

% 1. Schurova dekompozicija

[R, U] = mySchur(A', 'real');
C hat = U' % C * U;
Y = zeros(n,n);

%» 2. Rjesavanje reduciranog problema
k = n;
while k > O

bump = false;

if k > 1
if abs(R(k, k-1)) >= tol
bump = true;
end
end
if ~bump
A_ =R + R(k,k) *x I;

b= C hat(:,k);
for j=k+1:n
b =Db - R(k,j) *x Y(:,]);
end
Y(:,k) = linsolve(A_, b, opts);



else
A = [R + R(k-1,k-1)*I, R(k-1,k)x*I;
R(k,k-1)*I, R + R(k,k)*I];
b = [C_hat(:,k-1); C_hat(z,k)];
for j=k+1:n
b(l1:n) = b(1:n) - R(k-1,j)*xY(:,3);

b(n+1:2*%n) = b(n+1:2*n) - R(k,j)*Y(:,j);

end
sol = linsolve(A , b);
Y(:,k-1) = sol(1:n);
Y(:,k) = sol(n+1:2%*n);
k =k - 1;

end

k =k - 1;

end

%» 3. Povratak na pocetni problem
X =U=x*xY x U',;

end

34
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Sazetak

U ovome radu bavit ¢emo se Schurovom dekompozicijom kvadratnih matrica te njenim naj-
vaznijim prakti¢nim primjenama. U prvom dijelu rada navest ¢emo neke osnovne pojmove i
tvrdnje iz podrucja linearne algebre koje ¢e nam biti vazne za razumijevanje ostatka rada. U
drugom dijelu pokazat ¢emo egzistenciju Schurove dekompozicije za proizvoljnu kvadratnu
matricu, kao i egzistenciju realne Schurove dekompozicije za proizvoljnu realnu kvadratnu
matricu. Nakon toga, izgradit ¢emo numericki stabilan i uc¢inkovit algoritam za racunanje
Schurove dekompozicije pod nazivom QR algoritam te ¢emo navesti nekoliko ideja za njegovo
ubrzanje. U treé¢em i posljednjem dijelu rada pokazat ¢emo neke fundamentalne primjene
Schurove dekompozicije, kao sto su racunanje svojstvenih vrijednosti zadane matrice, racu-
nanje nultocaka polinoma proizvoljnog stupnja, racunanje matri¢ne eksponencijalne funkcije
te rjesavanje Ljapunovljevih i Sylvesterovih matri¢nih jednadzbi.

Kljucne rijeci
Schurova dekompozicija, QR algoritam, svojstveni problem, nultocke polinoma, matri¢na

eksponencijalna funkcija, Ljapunovljeva jednadzba, Sylvesterova jednadzba, Bartels-Stewart
algoritam
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Schur decomposition and its applications

Abstract

In this paper, we will observe Schur decomposition of square matrices, as well as its most
important practical applications. In the first chapter of this paper, we will list some basic
terms and statements from the field of linear algebra that will be important during the
remaining chapters. In the second chapter, we will show the existence of Schur decomposition
for any given square matrix, as well as the existence of real Schur decomposition for any
given real square matrix. After that, we will introduce a numerically stable and efficient
algorithm used for computing the Schur decomposition called The QR algorithm and we will
also list a few ideas we can use to make the algorithm run faster. In the third and the final
chapter of this paper, we will show some fundamental applications of Schur decomposition,
such as computing the eigenvalues of a given matrix, computing the roots of a polynomial of
any degree, computing the matrix exponential function, and solving Lyapunov and Sylvester
matrix equations.

Keywords

Schur decomposition, QR algorithm, eigenvalue problem, polynomial roots, matrix exponen-
tial function, Lyapunov equation, Sylvester equation, Bartels-Stewart algorithm
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