Prikaz prirodnih brojeva kao suma nenegativnih k-tih
potencija

Glavacevié, Ana

Master's thesis / Diplomski rad
2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, School of Applied Mathematics and Informatics /
SveuciliSte Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Fakultet primijenjene matematike i
informatike

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:377446

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-11

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:377446
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:791
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:791
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:791

Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Fakultet primijenjene matematike i informatike

Diplomski studij - Financijska matematika i statistika

Ana Glavacevié
Prikaz prirodnih brojeva kao suma nenegativnih k-tih potencija

Diplomski rad

Osijek, 2023.



Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Fakultet primijenjene matematike i informatike

Diplomski studij - Financijska matematika i statistika

Ana Glavacevié
Prikaz prirodnih brojeva kao suma nenegativnih k-tih potencija

Diplomski rad

Mentor: prof. dr. sc. Ivan Mati¢

Osijek, 2023.



Sadrzaj

Uvod
1 Prikaz prirodnih brojeva kroz povijest 1
2 Osnovni pojmovi i tvrdnje 3
2.1 Dijeljivost . . . .. 3
22 Kengriencije ikvadraffi @stacl . . . . - 2 o+« v o o b v mwom e s s o 4
3 Suma dva kvadrata
3.1 Prikaz brojeva u obliku sume dva kvadrata . . . . . . ... ... .. ... .. 6
3.2 Prosjecan broj prikaza kao suma dva kvadrata . . . . . ... .. ..o 8
3.3 Suma kvadrata dva prirodna broja . . . . ... .. o000 L1
4 Suma tri kvadrata 14
5 Suma cetiri kvadrata 19
5.1 Prikaz brojeva u obliku sume &etiri kvadrata . . . . . . ... ... ..., 19
5.2 Suma kvadrata Cetiri prirodna broja. . . . . . ... .. oo 23
6 Suma pet ili viSe kvadrata 28
7 Sazetak 30
8 Abstract 31

Literatura 33



Uvod

U ovom radu proucavat ¢emo prikaz prirodnih brojeva u obliku sume nenegativnih k-tih
potencija. Prije nego krenemo u srz samoga problema, reé¢i ¢emo nesto o problemu zapi-
sivanja brojeva u obliku sume potencija kroz povijest, a zatim ¢emo se prisjetiti osnovnih
rezultata teorije brojeva. U trec¢em poglavlju navest ¢emo karakteristike prirodnih brojeva
koje mozemo prikazati u obliku sume kvadrata dva cijela broja te prosjecan broj prikaza
danog broja u obliku sume dva kvadrata. U cetvrtom ¢emo poglavlju okarakterizirati pri-
rodne brojeve koje zapisujemo u obliku sume kvadrata tri cijela broja. U petom poglavlju
govorimo o prirodnim brojevima koji imaju prikaz u obliku sume kvadrata cetiri cijela broja,
ali ¢emo najprije poceti s prostim brojevima. U zadnjem poglavlju razmatramo reprezenta-
ciju prirodnih brojeva koji se mogu prikazati u obliku sume kvadrata pet ili vise prirodnih
brojeva. Potkrijepili smo primjerima vazne rezultate kako bi bolje i lakSe razumjeli prikaz

brojeva u obliku sume potencija.



1 Prikaz prirodnih brojeva kroz povijest

Na temelju nekih povijesnih izvora prvi zapisi prirodnih brojeva u obliku sume dva kva-
drata dolaze iz 2000. godine prije Krista, a ispisali su ih Babilonci na glinenim plo¢ama. U 3.
stoljecu poslije Krista starogrcki matematicar Diofant iz Aleksandrije u djelu "Arithmetica"

napisao je to¢nu i nedokazanu tvrdnju za prikaz brojeva u obliku sume dva kvadrata.

SLIKA 1. Diofant iz Aleksandrije (3. st.)

U 17. stoljecu poznati francuski matematicar Pierre de Fermat izrice tvrdnju da za svaki
prost broj oblika 4k + 1, £ € N, postoji jedinstven prikaz u obliku sume kvadrata dva
prirodna broja. Tu tvrdnju dokazao je Svicarski matematicar, fizicar i astronom Leonhard
Euler. Navedeni matematic¢ari bavili su se i karakterizacijom prirodnih brojeva koji se mogu
reprezentirati u obliku sume kvadrata cetiri cijela broja. Njihove rezultate u potpunosti je

dokazao matematicar Joseph-Luis Lagrange u 18. stoljecu.

a?'=1 (mod p)
if p is prime and a is not divisible by p
?3‘9’_»_4 =

~ i i
g o
Q,’ L/

SLIKA 2. Pierre de Fermat (17. st.)



SLIKA 3. Leonhard Euler (18. st.)

Osim njih, matematicari kao Edward Waring, Carl Fridrich Gauss, Edmund Landau,
Gordon Pall takoder su istrazivali probleme prikaza broja u obliku sume nenegativnih k-tih

potencija i pridonijeli vaznim rezultatima kroz povijest.



2 Osnovni pojmovi i tvrdnje

2.1 Djeljivost

Prije prikazivanja brojeva u obliku sume kvadrata nenegativnih k-tih potencija, navesti

¢emo osnovne definicije i rezultate iz teorije brojeva.

Definicija 1. (vidjeti [2|, Definicija 1.1.) Neka su a i b cijeli brojevi i a # 0. Kazemo da
a dijeli b i pisemo a | b, ako postoji cijeli broj d takav da b mozemo zapisati kao umnozak

brojeva a i d, tj. b= a-d. Ako a ne dijeli b tada piSemo a 1 b.

Propozicija 1. (vidjeti [3|, Propozicija 1.1.1.) Neka su a i b cijeli brojevi i a # 0.
(i) Ako a dijeli bib # 0, tada je | a |<| b | .

(ii) Ako a dijeli b, tada a dijeli i svakog visekratnika broja b.

(iii) Ako a dijeli brojeve b i ¢, tada a dijeli brojeve b+¢, b—cib-c.

Teorem 1. (vidjeti [2|, Teorem 1.1.) Za proizvoljan a € N i b € Z postoje jedinstveni
q,m € Z takvidajeb=¢q-a+r, pri ¢emu je 0 <r < a.

Definicija 2. (vidjeti [2]|, Definicija 1.2.) Neka su b i ¢ cijeli brojevi. Za cijeli broj a # 0
kazemo da je zajednicki djelitelj od b i ¢ ako a dijeli b i a dijeli c. Ako je barem jedan od
brojeva b i ¢ razli¢it od nule, tada postoji kona¢no mnogo zajednickih djelitelja od b i ¢, a

najveéi medu njima nazivamo najvedi zajednicki djelitelj od b i ¢ i oznac¢avamo ga s (b, ¢).

Prirodan broj n > 1 naziva se prostim brojem ako nema ni jednog djelitelja d za koji
vrijedi 1 < d < n. Dakle, prost broj je djeljiv samo s brojem 1 i sa samim sobom. Ako
broj nije prost, kazemo da je slozen. Za broj 1 kazemo da nije ni prost ni slozen broj.
Svaki se prirodan broj n > 1 moze zapisati kao umnozak prostih faktora sto je vrlo bitno u

dokazivanju teorema u ovome radu.

Definicija 3. (vidjeti [2|, Definicija 1.3.) Ako je najveci zajednicki djelitelj od b i ¢ broj 1,

kazemo da su brojevi b i ¢ relativno prosti.

Najvedi zajednicki djelitelj d je uvijek iz skupa prirodnih brojeva. Ako je (b, c) = d, onda
postoje cijeli brojevi by i ¢; takvi da je b = dby i ¢ = dcy, pri ¢emu su b i ¢; relativno prosti.
Na primjer (48,88) =8,48 =8-6,838=8-111 (8,11) = 1.

Lema 1. (vidjeti [3], Lema 1.4.1.) Neka je p prost broj takav da dijeli umnozak brojeva a i
b, tj. p | ab. Tada p | a ili p | b.

Jednako vrijedi i za umnozak proizvoljno mnogo faktora. Ako p | ajaz---a, onda p | a;
za neki j € {1,2,...,n}.

Teorem 2. (Osnovni teorem aritmetike, vidjeti [3], Teorem 1.4.3.) Svaki prirodan broj
koji je veéi od 1 ima jedinstveni zapis u obliku umnoska potencija prostih faktora, a fakto-

rizacija je jedinstvena do na poredak faktora.



Navedeni teorem kaze da za svaki prirodan broj n veéi od 1 vrijedi:
s O (] ke
n=p D" " "Pr,

pri ¢emu je k € N, py,po, ..., pr razli¢iti prosti brojevi te ay,as,...,ar € N. Ovakav za-
pis prirodnog broja n naziva se kanonski rastav broja n na proste faktore i koristi se kod

dokazivanja djeljivosti.

Propozicija 2. (vidjeti [3], Propozicija 1.4.4.) Nekasua = pSt-pS2 - pi* ib = ¢/ -¢3* - - - >
prirodni brojevi prikazani u kanonskom rastavu. Broj b je djelitelj broja a ako i samo ako
za svaki ¢;, j € {1,2,...,1} postoji ¢ € {1,2, ..., k} takav da je ¢; = p; i a; > B;.

Lema 2. (vidjeti [5], Chapter V, §5, Exercises 8.) Neka su b i ¢ dva neparna relativno prosta
prirodna broja koja se mogu prikazati kao suma kvadrata dva relativno prosta prirodna broja.
Tada umnozak bc dopusta barem dva prikaza u obliku sume kvadrata dva relativno prosta

broja koji se razlikuju ne samo u redosljedu pribrojnika.

Teorem 3. (vidjeti [5], Chapter IX, §1, Theorem 1.) Postoji beskonatno mnogo prostih
brojeva koji su oblika 8k — 1.

Definicija 4. (vidjeti [4], Poglavlje 1.1) Trokutasti brojevi posebna su klasa figurativnih
brojeva koji se dobivaju slaganjem tockica u jednakostrani¢an trokut. Trokutasti broj t,
dobivamo zbrajanjem prvih n prirodnih brojeva, tj. t, = n(n +1)/2.

2.2 Kongruencije i kvadratni ostaci

Definicija 5. (vidjeti [2], Definicija 2.1.) Kazemo da je a kongruentan b modulo n i pisemo
a=b (mod n) ako n | a — b, pri ¢emu sun,a,b € Zin #0.

U prethodnoj definiciji modul n je cijeli broj razli¢it od nule, $to znadi da je razlika a — b
djeljiva sa n i sa —n, ali mi ¢emo promatrati slucaj samo za module iz skupa prirodnih

brojeva. MoZemo primjetiti da je a djeljiv s n ako i samo ako je a =0 (mod n).
Propozicija 3. (vidjeti [3|, Propozicija 2.1.3.)

i) Neka su a,d’,b, b’ cijeli brojevi i n prirodan broj. Ako je a = @ (modn)ib =1V
y J
(mod n) tada vrijedi a £ b=d' £V (mod n) i ab=d't/ (mod n).

(i) Neka su a, b, ¢ cijeli brojevi, n prirodan broj te a i n relativno prosti brojevi. Ako je

ab = ac (mod n) tada je b = ¢ (mod n).
Teorem 4. (Wilsonov teorem, vidjeti [3], Teorem 2.3.1.) Ako je p prost broj onda je

(p—1)=—1 (mod p)

Vrijedi i obrat, tj. ako za p € N vrijedi (p — 1)! = —1 (mod p) tada je p prost broj.



Definicija 6. (vidjeti [3], Poglavlje 2.1.1.) Neka je n prirodan broj veéi od 1. Ako za
svaki cijeli broj b postoji jedinstveni a; € S za koji vrijedi da je b = a; (mod n) tada skup

S ={ay,as, ...,a,} nazivamo potpuni sustav ostataka modulo n.

Skup S = {1,2,...,n — 1} se najcesce koristi za potpuni sustav ostataka. Generalno,

postoji beskona¢no mnogo sustava ostataka i svi oni imaju isti broj elemenata.

Definicija 7. (vidjeti [3], Poglavlje 2.1.1.) Neka je n prirodan broj veéi od 1. Ako za svaki
cijeli broj b za koji vrijedi (b,n) = 1 postoji jedinstveni a; € S za koji je b = a; (mod n),

tada skup S = {ay, as, ..., a, } nazivamo reducirani sustav ostataka modulo n.

Izbacivanjem elemenata iz potpunog sustava ostataka koji nisu relativno prosti s n dobit

¢emo reducirani sustav ostataka modulo n.

Definicija 8. (vidjeti [3], Poglavlje 4.1.) Neka je a cijeli broj, n prirodan broj te neka su a
i b relativno prosti brojevi. Kazemo da je a kvadratni ostatak modulo n ako kongruencija

r? = a (mod n) ima rjefenja. U suprotnome a nazivamo kvadratni neostatak modulo n.

Propozicija 4. (vidjeti [2], Teorem 3.1.) Za neparan prost broj p reducirani sustav ostataka

modulo p ima po p%l kvadratnih ostataka i kvadratnih neostataka.

Prema navedenoj propoziciji reducirani sustav ostataka modulo 11 ima % = 5 kva-
dratnih ostataka i neostataka.



3 Suma dva kvadrata

3.1 Prikaz brojeva u obliku sume dva kvadrata

Prije nego sto iskazemo teorem koji govori o prikazu prirodnog broja u obliku sume

kvadrata dva cijela broja, spomenut ¢emo bitne teoreme i lemu.

Teorem 5. (Fermatov teorem, vidjeti 3], Teorem 5.3.2.) Neka je p prost broj oblika
4k 4+ 1. Tada se p moze prikazati u obliku sume kvadrata dva cijela broja.

Teorem 6. (Mali Fermatov teorem, vidjeti [2], Teorem 2.10.) Ako za prost broj p vrijedi
da pfa tada je a?' =1 (mod p).

Lema 3. (vidjeti [5], Chapter XI, §1) Neka je p neparan prost broj. Ako je prost broj p
djelitelj sume kvadrata dva relativno prosta cijela broja, tada je p oblika 4k + 1.

Dokaz. Neka su a, b dva relativno prosta cijela broja te neka je p neparan prost broj takav
dap|a?+ b2
Tada a®> = —b* (mod p) na (p — 1)/2 potenciju daje a?~' = —1®~1/2 p=1 (mod p).
Ali, bududéi da je (a, b) = 1, p ne dijeli brojeve a i b pa po Fermatovom teoremu vrijedi:
a’~t =1 =1 (mod p).
Posljedi¢no, za p > 2 (—1)®~1/2 =1 (mod p) daje (—1)P~1/2 = 1 i dokazuje parnost broja
(p —1)/2. Stoga p mora biti oblika 4k + 1.

O

Teorem 7. (vidjeti [5], Chapter XI, Theorem 1.) Prirodan broj n moze se zapisati kao suma
kvadrata dva cijela broja ako i samo ako se u faktorizaciji broja n svi prosti faktori oblika
4k 4 3, k € Z pojavljuju s eksponentom koji je paran.

Dokaz. Pretpostavimo da broj n ima prikaz u obliku sume kvadrata dva cijela broja,
n=a® B,
Neka je

_ 2 (0%) Q
n=q -4 "-"4s°,

faktorizacija broja n na proste faktore. Neka je prost broj p oblika 4k + 3 djelitelj broja n.
Pisemo d = (a,b), odnosno a = da; i b = db; pri ¢emu je (as,b;) = 1.

Kako je n = a® + b%, slijedi d* | n i n = d?ny, pri éemu je n; prirodan broj.

Pretpostavimo da je eksponent broja p u faktorizaciji n = ¢7'* - ¢3* - - - ¢&* neparan. Kako je
n = d*ny, dobivamo da p | ny = a? + b? §to je suprotno Lemi 3. pa smo dokazali da je uvjet
teorema nuzan.

Kako bismo dokazali da je uvjet teorema dovoljan, bez smanjenja opéenitosti mozemo pret-
postaviti da je n veéi od 1 jer za broj 1 vrijedi 1 = 12 + 0%

Neka je n = ¢ - ¢5* - - - ¢ faktorizacija broja n na proste faktore. Ozna¢imo s m najveci

prirodan broj &ji je kvadrat djelitelj broja n. Tada je n = m?k pri éemu je k ili broj 1 ili



produkt razli¢itih prostih brojeva pri ¢emu niti jedan od njih nema oblik 4% + 3.
S obzirom da je 2 = 12 + 1%, na temelju Fermatovog teorema, svaki od ovih prostih brojeva

je suma kvadrata dva prirodna broja. Izraz
(a? + b?)(c? + d?) = (ab + cd)? + (ad — bc)?

predstavlja produkt dva prirodna broja pri ¢emu je svaki od njih suma kvadrata dva cijela
broja.

Posljedi¢no, k je suma kvadrata dva cijela broja. Kako je k = u® + v?, slijedi n = (mu)? +
(mw)?. Time smo pokazali dovoljnost uvjeta i teorem je dokazan.

O

Korolar 1. (vidjeti [5], Chapter XI, §1) Ako prirodan broj nema prikaz u obliku sume

kvadrata dva cijela broja onda nije ni suma kvadrata dva racionalna broja.

Dokaz. Ako prirodan broj n nije suma kvadrata dva cijela broja tada, prema Teoremu 7.,
postoji prost broj p oblika 4k 4 3 koji se u faktorizaciji od n javlja s neparnim eksponentom.
Pretpostavimo da je n = (%)2 + (72—11)2 pri éemu su m,m; € N, ,1; € Z. Tada je (mm,)*n =
(Imy)? + (Iym)%. Ali, p se mora pojaviti s neparnim eksponentom u faktorizaciji na lijevo]
strani jednakosti pa prema Teoremu 7. to ne moze biti istinito s obzirom na desnu stranu
jednakosti. Tako smo pokazali kontradikciju pa je korolar dokazan.

O

Primjer 1. (vidjeti [5], Chapter XI, §1, Exercises 1.) Pronadimo nuzan i dovoljan uvjet za
racionalan broja % kako bi se mogao prikazati kao suma kvadarata dva racionalna broja.
RjeSenje:

Takav uvjet je da broj Im bude zbroj kvadrata dva cijela broja. Ako je % = (7711—11)2 -+ (%)2,

tada je Im(mims)? = (mmaly)? + (mmyly)? pa lako provjeravamo uvjet. S druge strane, ako
. 2 2 L a2 b2
jelm=a +b,tadajeaz(—)+(a).

Iz Primjera 1. i Teorema 7. slijedi da je razlomak %, pri ¢emu su [, m prirodni brojevi,
suma kvadrata dva racionalna broja ako i samo ako je svaki od brojeva [, m suma kvadrata

dva cijela broja.

Primjer 2. (vidjeti [5], Chapter XI, §1, Exercises 3.) Za dani prirodan broj m pronadimo
prirodan broj n takav da on ima najmanje m razli¢itih prikaza kao suma kvadrata dva
prirodna broja.

RjeSenje:

Neka je n = a? pri cemu je a = (32 +1)(42+1)--- ((m + 2)? + 1).

Brojevi 5745 su prirodni brojevi za k = 3,4, ...,m + 2. Takoder brojevi

_ k21
T k241

2ka

aiby = @i,

Qg

pri ¢emu je k = 3,4, ..,m + 2, su prirodni brojevi. Ali, na temelju izraza

@ = (F5e) + (#5)"




2% tada imamo n = a® = a} + b} za k = 3,4,...,m +2.

: 2_ok— k—1)2-2 : :
Ali, ap — by = kk£f1 lg = | k%)rl a>0zak=34..m+2ia, =a— kgil odakle je

az < aq < ... < Qp42-

: k21
ako je ar = % b, =

Tako uoc¢avamo da su prikazi broja n = aj + b3, za k = 3,4, ..., m+ 2, razli¢iti i po¢inju s m.
Zbog toga broj n ima potrebna svojstva. U isto smo vrijeme dokazali da za dani prirodan
broj m postoji najmanje m nesukladnih Pitagorinih trokuta koji imaju hipotenuzu jednake
duljine.

Primjer 3. (vidjeti [5], Chapter XI, §1, Exercises 4.) Neka je dan prikaz broja n kao zbroj
kvadrata dva prirodna broja. Pronadimo zapis broja 2n kao sume dva kvadrata.
Rjesenje: Ako je n = a® +b? tada je 2n = (a + b)* + (a — b)%.

3.2 Prosjecan broj prikaza kao suma dva kvadrata

Sada nam je cilj razmotriti problem kako pronaéi sve prikaze danog prirodnog broja u
obliku sume dva kvadrata.
Ako je n prikazan kao suma dva kvadrata, tj. ako je

n=a’+47,

tada je n > x? i n > y?, odakle vrijedi | z |[< y/ni |y |< /1.

Kako bismo rijesili problem, dovoljno je za z uvrstiti cijeli broj ¢ija apsolutna vrijednost nije
veéa od /n i vidjet éemo je li broj n — z? kvadrat ili ne.

Ako je n — 2% kvadrat, tada da je y = +v/n — 22 te smo dobili prikaz broja n kao sume dva
kvadrata.

Ako n — 2? nije kvadrat, takav prikaz se ne moZe dobiti.

Svoje razmatranje mozemo ograni¢iti na nenegativan x jer predznak od x ne uzrokuje pro-
mjenu vrijednosti n — z2.

Vrijedi primjetiti da niz n,n — 1%, n — 2%, n — 3%, ... ima sljedece svojstvo: razlike uzastopnih

brojeva niza su brojevi 1, 3,5, ..., tj. ¢ine niz neparnih prirodnih brojeva.

Primjer 4. (vidjeti [5], Chapter XI, §2) Neka je n = 10.
Formiramo niz 10,9,6,1. U danom nizu brojevi 9 i 1 su kvadrati pa mozemo uzeti da je
=l =3l x =43 5 ==l
Tako dobivamo osam zapisa broja 10:
10=1243%10=124+(-3)%, 10 = (—1)%2 + 3%, 10 = (—1)2 + (—3)?
10=32+12,10=3%2+(-1)%,10 = (-=3)2 + 12, 10 = (—3)% + (—1)2.
Primjer 5. (vidjeti [5], Chapter XI, §2) Neka je n = 25.
Formiramo niz 25,24,21,16,9,0. U danom nizu brojevi 25,16,9 i 0 su kvadrati. Za z,y
dobijemo sljedeée vrijednosti:

=0, 4=345 Z=28g=4d4 =44 9= =I5 y=l

Ako ukljuc¢imo sve kombinacije predzanka =+, broj 25 ima 12 prikaza kao suma dva kvadrata.



Ozna¢imo s 7(n) broj svih zapisa prirodnog broja n u obliku sume dva kvadrata. Dva
prikaza se smatraju razli¢itima i kada se razlikuju samo u redoslijedu pribrojnika. S obzirom

na to, vrijedi:

Prema Fermatovom teoremu, svaki prost broj koji ima oblik 4k + 1 moze se zapisati
u obliku sume dva kvadrata. Ovo pokazuje da za bilo koji prost broj p oblika 4k + 1
vrijedi 7(p) = 8. Iz gore navedenih razloga za bilo koji prirodan broj n vrijedi nejednakost
7(n) < 44/n.

Sada ¢emo izrac¢unati sumu:
T(n)=7(1)+7(2) 4+ ...+ 7(n).

Broj 7(k) je broj rjeSenja jednadzbe 2% + y? = k za cijele brojeve z,y. Stoga je T'(n) broj

rjeSenja nejednadzbe
0<a2?+y* <n.

RjeSenja gornje nejednadzbe dijelimo na klase kada govorimo da dva rjeSenja pripadaju isto]
klasi ako i samo ako su vrijednosti broja z jednake. Pronac¢i éemo broj rjesenja za svaku
klasu.

Ako je z = 0, tada zbog gornje nejednadzbe, y moze poprimiti cijele vrijednosti takve da
je y?> < m odnosno | y |< y/n. Lako se provjerava da broj takvih y je 2[y/n]. Prisjetimo se
da funkcija najvece cijelo od z ili [z] (krace kaZemo "pod” od x) svakom realnom broju z
pridruzuje najveci cijeli broj koji nije veéi od x.

Ako je x = k # 0, tada zbog gornje nejednakosti dobivamo k* < n pa je | k |< /n i
y?> < n — k? odakle slijedi | y |< v/n — k2. Broj ovakvih y-a je 1 + 2[v/n — k2]. (Broj 1 je
dodan buduéi da je y = 0 ukljucen).

Budué¢i da k moze poprimiti bilo koju vrijednost +1, +2 ..., £[{/n] i predznak + nema

utjecaj na vrijednost k%, dobivamo

V7] V7]
2lvnl +2> (1+2[Vn— k) =4[yn] +4) [Vn -k
k=1 k=1

pa je
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Na primjer, za n = 100 imamo

T(100) = 4([v/100] + [v/99] + [V96] + [V91] + [V/84] + [VT5] + [V64] + [v/51] + [vV36] + [V19))

=4(10+94+94+9+9+8+8+7+6+4) =316.

Suma T'(n) = 7(1) + 7(2) + ... + 7(n) ima geometrijsku interpretaciju. Broj 1 4+ T'(n)
je broj parova cijelih brojeva koji zadovoljavaju nejednadzbu z? 4 y? < n, ali i broj tocaka
ravnine s cjelobrojnim koordinatama koje pripadaju krugu K s centrom u ishodistu i radi-
jusom y/n. Takve tocke nazivaju se tocke reSetke.

Svakoj tocki pridruzujemo kvadrat tako da je tocka u sredistu kvadrata. Kvadrat ima po-

vrsinu 1, a stranice su mu paralelne sa koordinatnim osima. To mozemo uociti na sljedecoj]

slici.
]
[ ] L] L] . L ] L] - L L ] -
. = L] «a & = & = = .
. & = @ L] . . @ .« o
. & = & . = E . »
. & = 8 @ . & 8 & @

L
.
.
L]
-
e e -
.
-
L]
.
-

SLIKA 1. Tockasta reSetka

Povrsina P prekrivena kvadratima koji su pridruzeni svakoj tocki jednaka je broju tih tocaka,
odnosno jednaka je broju 1+ T'(n).

Krug K sa sredistem u ishodistu i radijusom /n+ % sadrzi sve tocke pokrivene kvadratima
koji su pridruzeni tockama kruga K. Ovo slijedi iz &injenice da je 1/4/2 najveéa moguéa
udaljenost tocke kvadrata povrSine 1 do sredisnje tocke. Stoga, povrSina P je manja od
povrsine kruga Ki, odnosno, P < 7(y/n + %)2

S druge strane, povrsina kruga K s centrom u ishodistu i radijusom /n — % manja je nego

povrsina P. Dakle, P > 7(y/n — %)2

Iz jednadzbe P = 1+ T'(n) dobijemo

m(y/n— %)2 —1<T(n)<w(y/n+ %)2 -1

Napomenimo da je 7v/2 < 5i 0 < %7‘(’ — 1 < 1 < +/n za bilo koji prirodan broj n.
Vrijedi:

W(\/ﬁ+%)2—1:7m+7r\/§\/ﬁ+%7r—1<7m+6\/ﬁ,
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W(f—%)Q—l:Wn—ﬁ\/i\/ﬁ—i—%ﬂ'—1<ﬂ'n—6\/ﬁ.

Iz ovoga dobijemo da mn — 6y/n < T'(n) < mn + 64/n, odakle je | T'(n) — mn |< 6+4/n za bilo

koji prirodan broj n, odnosno

| T )<

n

s

Iz | M_ﬂ-|<%iT(n):T(1)+T(2)+...—|—T(n

n

~—

slijedi da je

o 7(1) +7(2) + ... + 7(n) _

Sto znadi da je srednja vrijednost funkcije 7(n) broj m. Takoder, mozemo reé¢i da je prosjecno
7 prikaza prirodnih brojeva u obliku sume dva kvadrata. Kao $to smo ustanovili 7(100) =
316, tj. prirodni brojevi manji od 100 imaju prosjecno 3.16 dekompozicija u obliku sume dva
kvadrata.

Lako mozemo provijeriti da je T'(400) = 1256 i T'(1000) = 3148, odakle je 7'(400)/400 = 3.14
i 7(1000)/1000 = 3.148.

Koristeéi formulu T'(n) = 4 ZL@[M] mozemo izrac¢unati T'(n) za bilo koji broj n.

3.3 Suma kvadrata dva prirodna broja

Teorem 8. (vidjeti [5], Chapter XI, §3, Theorem 2.) Prirodan broj n ima zapis u obliku
sume kvadrata dva prirodna broja ako i samo ako svi prosti faktori koji su oblika 4k + 3
imaju parni eksponent u faktorizaciji broja n te se ili broj 2 javlja s neparnim eksponentom
ili n ima barem jedan prost faktor oblika 4k + 1,k € N.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji prirodan broj koji ima zapis u obliku sume kvadrata dva
prirodna broja te zadovoljava sljedeca svojstva: nema prost djelitelj oblika 4k + 1 i u fakto-
rizaciji sadrzi prost faktor 2 s eksponentom koji je paran.
Oznac¢imo s m najmanji prirodan broj s takvim svojstvima. Prema Teoremu 7. svi prosti
faktori oblika 4k + 3 u faktorizaciji broja n sadrze parni eksponent. Stoga, moZzemo pisati
n = 2%m?2, pri ¢emu je m neparan prirodan broj i k nenegativan cijeli broj.
Mozemo pisati n = 22*m? = a2 4 b2, pri ¢emu su a, b prirodni brojevi.
Ako je k > 0, tada se lijeva strana gornje jednakosti moze podijeliti sa 4 pa su brojevi a i b
parni, tj. a = 2a1, b = 2b;.
Slijedi

(201 )2 4 (25y)® = 2% 2 4

22k-Dm?2 = a2 4+ b2 <n

Sto je suprotno od definicije broja n. Slijedi da k = 0 pa je n = m? = a® + b* > 1. Brojevi
a, b moraju biti relativno prosti jer u slucaju da je (a,b) = d > 1 imamo a = daz, b = db,, pri
¢emu su as, by prirodni brojevi. Stoga je m = dmy i m? = a2 + b3 < m* = n, §to je suprotno

od definicije broja n pa vrijedi (a,b) = 1.
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Ali, kako je m neparan i veéi od 1 (nema prostog faktora koji ima oblik 4k + 1), sadrzi prost
faktor oblika p = 4k + 3. Slijedi da p | a®+b? odakle je a®> = —b* (mod p). Ako kongruenciju
a’> = —b? (mod p) stavimo na potenciju 2k + 1, tada s obzirom na 2(2k +1) = p—1i
Fermatov teorem, dobijemo 1 = (—1)%**! (mod p) §to je nemoguce.
Sada smo dokazali da prirodan broj koji ima zapis kao suma kvadrata dva prirodna broja
zadovoljava sljedeca svojstva: ili se u faktorizaciji na proste faktore broj 2 pojavljuje s ne-
parnim eksponentom, ili sadrzi prost faktor oblika 4k + 1. Prema Teoremu 7., slijedi da
svi prosti faktori koji su oblika 4k 4+ 3 imaju paran eksponent. Time smo dokazali nuznost
teorema.
Neka prirodan broj n zadovoljava uvjete teorema. Tada je ili n = 2m? ili n = 2°m?l, pri
¢emu je « jednako 0 ili 1, a [ produkt prostih faktora oblika 4k + 1.
Ako je n = 2m?, tada je n = m? +m? i to je suma kvadrata dva prirodna broja.
Pretpostavimo da je n = 2%m?l. Prema Fermatovom teoremu, svaki od faktora je suma dva
kvadrata. Produkt dva neparna broja, pri ¢emu je svaki od njih suma dva kvadrata, je opet
suma dva kvadrata.
Dakle, ako je ny = a® + 0%, ny = ¢® + d? , pri Gemu su ny, ny neparni, tada jedan od brojeva
a i b mora biti neparan, a drugi paran. Isto vrijedi i za brojeve c i d.
Tada ning = (a® + b*)(c® + d?) = (ad + be)? + (ac — bd)?, gdje je ac — bd # 0 neparan.
Tako vidimo da broj nyns je suma kvadrata dva prirodna broja. Indukcijom mozemo zaklju-
¢iti da isto vrijedi i za umnozak proizvoljno mnogo faktora oblika 4k + 1.
Zato zaklju¢ujemo da je broj | suma kvadrata dva prirodna broja, tj. [ = a? + b* odakle
vrijedi

m?2l = (ma)? + (mb)?

2m?l = (ma + mb)? + (ma — mb)?

pri ¢emu ma — mb # 0 (a mora biti razli¢it od b s obzirom da je broj [ = a® + b? neparan).
Tako zaklju¢ujemo da je za bilo koji a broj n suma kvadrata dva prirodna broja. Dakle,
uvjet teorema je dovoljan. Time smo dokazali ovaj teorem.

[

Iz Teorema 8. slijedi: da bi kvadrat n? bio suma kvadrata dva prirodna broja nuzno je i
dovoljno da broj n ima prost djelitelj oblika 4k 4+ 1. Ovo mozZemo reéi i na drugaciji nacin o

¢emu govori sljedeci korolar.

Korolar 2. (vidjeti [5], Chapter XI, §3) Prirodan broj n je hipotenuza pravokutnog trokuta
ako i samo ako m sadrzi barem jedan prost faktor koji ima oblik 4k + 1.

Primjer 6. (vidjeti [5], Chapter XI, §3, Exercises 1.) Dokazimo da se prirodan broj n moze
zapisati kao suma kvadrata dva razli¢ita prirodna broja ako i samo ako:

(i) u faktorizaciji broja n prosti faktori koji su oblika 4k 4+ 3 imaju parne eksponente

(ii) broj n sadrzi barem jedan prost faktor oblika 4k + 1.

RjeSenje:

Nuznost uvjeta (i) slijedi iz Teorema 7. Pretpostavimo da prirodan broj n ne zadovoljava
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uvjet (ii), tj. da nema prost faktor koji je oblika 4k +1. Ako je n = a®+b?, tada za d = (a, b)
imamo n = d*(a? + b?), pri ¢emu su a = day, b = dby i ay,b; su razliciti relativno prosti
prirodni brojevi.

Broj a?+b? nema prost faktor oblika 4k+1 i kako je (a1, b;) = 1, prema obrazloZenju u dokazu
Teorema 8., broj a? + b? nema prost faktor oblika 4k + 3. Stoga, neka je a? + b3 = 2%, pri
¢emu je s prirodan broj veéi od 1 jer su aq, by razli¢iti prirodni brojevi. Kao posljedica, broj
a? + b? je djeljiv s brojem 4 odakle slijedi da su brojevi a;,b; parni, ali to je u kontradikeiji
s ¢injenicom da (a,by) = 1.

Sada pretpostavimo da prirodan broj n zadovoljava uvjete (i) i (ii). Tada, prema Teoremu
8., imamo n = a? + b%, pri éemu su a, b prirodni brojevi.

Ako je a = b, tada n = 2a? i kako n zadovoljava uvjet (ii), broj n ima prost faktor oblika
4k + 1. Kao sto smo naveli u Korolaru 2., a je hipotenuza pravokutnog trokuta. To znaci da
je a®> = ¢® + d?, pri Gemu su ¢, d prirodni brojevi. Jasno je da je ¢ # d jer ako je ¢ = d, tada
je a® = 2¢%, §to je nemoguée s obzirom da je v/2 iracionalan broj.

Stoga je n = 2a? = (c+d)?>+ (c—d)?, pri temu je c—d # 0i c+d # c—d. Slijedi, n se moze

prikazati u obliku sume kvadrata dva razli¢ita prirodna broja. Time smo dovrsili dokaz.

Primjer 7. (vidjeti [5], Chapter XI, §3, Exercises 2.) Dokazimo da se prirodan broj n moze
zapisati kao suma kvadrata dva relativno prosta prirodna broja ako i samo ako broj n nije
djeljiv ni s brojem 4 ni s prirodnim brojem koji je oblika 4k + 3.

RjeSenje:

Pretpostavimo da se prirodan broj n moze prikazati u obliku sume kvadrata dva relativno
prosta prirodna broja, tj. n = a* + b%.

Ako je n = 4k, tada su brojevi a, b parni $to je suprotno s (a,b) = 1.

Ako broj n ima djelitelja oblika 4k + 3, tada ima prost faktor tog oblika. Prema Teoremu
8., broj n nije djelitelj sume kvadrata dva relativno prosta prirodna broja. Tako uoc¢avamo
da je uvjet nuzan.

Pretpostavimo da prirodan broj n zadovoljava uvjet. Ako je n = 2, tada je n =124+ 121 to
je suma kvadrata dva relativno prosta prirodna broja. Ako je n > 2, tada iz uvjeta slijedi
da je n produkt prostih brojeva koji su oblika 4k + 1 ili produkt broja 2 i prostih brojeva
oblika 4k + 1. U proslom primjeru n je neparan i svaki prost faktor od n je suma kvadrata
dva relativno prosta prirodna broja. Prema Lemi 2., broj n je suma kvadrata dva relativno
prosta prirodna broja. Ako je n suma broja 2 i prostog broja oblika 4k + 1, imamo da je
n = 2(a® + b?) gdje su a,b dva relativno prosta prirodna broja. Kako je a® + b* neparan,
jedan od brojeva a,b je neparan, a drugi paran. Imamo da je n = (a? + b%) + (a — b)? gdje
su a+ b ia— b neparni prirodni brojevi. Osim toga, oni su i relativno prosti brojevi jer ako
d|a+bid|a—bpricemu je d prirodan broj, tada d | 2a i d | 2b. Kako je broj d, kao
djelitelj neparnog broja a + b, neparan vrijedi d | a i d | b pa s obzirom da je (a,b) = 1 iz
toga slijedi da je d = 1. Stoga vrijedi (a + b, a —b) = 1. Pokazali smo da je uvjet dovoljan i

dokaz je zavrsen.
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4 Suma tr1 kvadrata

Teorem 9. (Gaussov teorem, vidjeti [5|, Chapter XI, §4, Theorem 3.) Prirodan broj n
oblika 4!(8k+7) nije moguce prikazati u obliku sume tri kvadrata pri ¢emu su k, [ nenegativni

cijeli brojevi.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji prirodan broj oblika 4'(8k+-7), pri ¢emu su k, [ nenegativni
cijeli brojevi, koji ima zapis u obliku sume kvadrata tri cijela broja. Neka je n najmanji takav
broj. Tada imamo n = 4'(8k + 7) = a® + b® + %, gdje su a, b, ¢ cijeli brojevi. Ako medu
brojevima a, b, ¢ postoji to¢no jedan neparan broj, tada je zbroj njihovih kvadrata oblika
4t+1, a to je razli¢ito od broja n. Ako su dva broja od a, b, c neparna, tada je suma njihovih
kvadrata oblika 4f + 2, a to je razli¢ito od broja n. Ako su svi brojevi a, b, ¢ neparni, tada je
suma njihovih kvadrata oblika 8¢ + 3, a to je razli¢ito od broja n. Kao posljedica, svaki od
brojeva a, b, c mora biti paran.
Neka je a = 2ay, b = 2by, ¢ = 2¢; pri éemu su ay, by, ¢; cijeli brojevi. Kako je 4=1(8k +7) =
a? + b2 + 2, to je suprotno definiciji broja n. Tako smo dokazali da ni jedan prirodan broj
oblika 4'(8%k 4 7), gdje su k, [ nenegativni cijeli brojevi, ne moze biti suma kvadrata tri cijela
broja. Time smo dokazali navedeni teorem.

O

Moze se pokazati da je uvjet Teorema 9. dovoljan da bi broj n bio suma kvadrata tri
cijela broja. Matematicar Carl Friedrich Gauss je medu prvima dokazao da je svaki prirodan
broj koji nije oblika 4!(8k + 7) suma kvadrata tri cijela broja.

Originalni Gaussov dokaz pojednostavili su matematicari Lejeune Dirichlet i Edmund Lan-
dau. Nesto kasnije, matematicar Nesmith Cornett Ankeny je dao elementarni dokaz Gausso-
vog teorema.

[z Gaussovog teorema zaklju¢ujemo da je svaki prirodan broj oblika 8k + 3 suma kvadrata
tri cijela broja koji moraju biti neparni. Tako je

8k+3=(2a+1)*+ (204 1)* + (2c+ 1),

gdje su a, b, c nenegativni cijeli brojevi. Kako je

fo= o)y MO o) gyt

iz Gaussovog teorema slijedi teorem koji tvrdi da je svaki prirodan broj suma tri ili manje
trokutasta broja.

Sto se ti¢e brojeva oblika 8k + 1, iz rada matematiara Branta Jonesa i Gordona Palla,
proizlazi da su osim brojeva 1 i 25 svi oni suma kvadrata tri prirodna broja.

Medu brojevima oblika 8k + 5, koji su manji od 5-10'°, samo brojevi 5, 13, 37 i 85 nisu suma
kvadrata tri prirodna broja.

Ne postoji broj oblika 8k + 7 koji je suma kvadrata tri cijela broja, a samim time ni suma
kvadrata tri prirodna broja.

Broj oblika 4k se moze prikazati u obliku sume kvadrata tri prirodna broja ako i samo ako
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je sam k suma kvadrata tri prirodna broja. Zapravo, ako je 4k = a? + b + ¢2, pri ¢emu su
a, b, ¢ prirodni brojevi, tada brojevi a, b, c moraju biti parni pa je a = 2a,, b = 2by, ¢ = 2¢y,
gdje su aq, by, c¢; prirodni brojevi.

Stoga je k = a? + b? + 2. Kao poslijedica 4k = (2a1)? + (2b1)? + (2¢1)?. Iz ovoga lako
zaklju¢ujemo da ne postoji broj oblika 2", n = 1,2, ..., koji je suma kvadrata tri prirodna
broja.

Ali, 8-3n% = (2n)? + (2n)% + (4n)? pa moZemo uociti kako medu brojevima oblika 8% postoji
beskona¢no mnogo prirodnih brojeva koji imaju prikaz u obliku sume kvadrata tri prirodna
broja i koji nisu suma kvadrata tri prirodna broja.

Sto se tice brojeva oblika 8% + 2, matemati¢ar Gordon Pall je rekao: "Pretpostavka je da
je svaki broj oblika 2(8n 4 1) suma kvadrata tri prirodna broja." Matematicar Andrzej
Schinzel je dokazao da je ta pretpostavka kriva jer broj 2(8-84 1) = 130 nije suma kvadrata
tri prirodna broja.

Broj oblika 8k + 4 je suma kvadrata tri prirodna broja ako i samo ako broj 2k 4+ 1 ima ovo
svojstvo. Kao posljedica, broj oblika 8(4k +3) +4 = 4(8k + 7) za k = 0,1, 2, ..., nije suma
kvadrata tri prirodna broja.

S druge strane, broj oblika 8(4k + 1) +4 = 4(8k + 3) za k = 0,1, 2, ..., je suma kvadrata
tri prirodna broja. Bilo koji broj oblika 8% 4 6 je suma kvadrata tri prirodna broja jer je
prema Gaussovom teoremu takav broj suma kvadrata tri cijela broja. Medutim, takav broj
ne moze biti suma kvadrata dva prirodna broja jer 8k + 6 = 2(4k + 3).

Ozna¢imo s 73(n) broj razlic¢itih prikaza broja n kao sume kvadrata tri cijela broja. Za

n < 10 imamo
7'3(1) = 6, 7'3(2> = 12, 7'3(3) = 8, 7'3(4) = 6, 7'3(5) =24
T3(6) = 24, 7'3(7) = O, 7'3(8) = 12, 7'3(9) = 30, T3(10> = 24.

Iz Teorema 9. slijedi da za beskona¢no mnogo brojeva n vrijedi 3(n) = 0.

Sto se ti¢e broja T3(n) = 73(1) + 73(2) + ... + 73(n), geometrijsko znacenje je slicno kao
za sumu kvadrata dva prirodna broja. Racionalne tocke ravnine zamjenjujemo tockama
trodimenzionalnog prostora ¢ije koordinate su cijeli brojevi, a umjesto krugova i kvadrata

imamo kugle i kocke. Vrijedi nejednakost
(v — L)’ -1 < Ty(n) < dn(vn+ L)’ -1.
Iz ovoga dobivamo da za svaki prirodan broj n vrijedi
| T35(n) — 37ny/n| < 10n,

odakle slijedi

Tg(n)

n—0o0 %’ﬂ'n n -
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Ozna¢imo s f(z) broj prirodnih brojeva z koji se mogu prikazati kao suma kvadrata tri
prirodna broja. Iz Gaussovog teorema slijedi da je broj x — f(x) broj brojeva koji su manji
ili jednaki « i oblika 4!(8k + 7), pri ¢emu su k, [ nenegativni cijeli brojevi.

Stoga, za dani nenegativni cijeli broj [ imamo 8(k+1)—1 <4 'z pajek+1 < z(4 'z +1).
Dakle, kao neposrednu posljedicu dobivamo

Ako je | > logx/log4, tada 4! > x > 2/7, odakle slijedi (47'z + 1)/8 < 1. Kao posljedicu

dobivamo

logz/logd]
4~z +1
PR M
=0
pa je
[logz/log4]
4~"r+1 log
_ — ot 1
P == S}
=0
gdje je 0 < a < 1. Alj,
Z 4—[ _ % . 4—[10gzlog4]—1 & % . 4—10gx/10g4 _ i
3 3 3z
I=[log =/ log 4]+1
Kako je
o 8 6
dobivamo
lim £ /() — 1
T——+00 X 6
odakle slijedi
L@ s
r—+o0o0 I 6

Ovu formulu otkrio je matematicar Edmund Landau 1908. godine.

Primjer 8. (vidjeti [5], Chapter XI, §4, Exercises 1.) Dokazimo da broj 130 nema prikaz u
obliku sume kvadrata tri prirodna broja.
RjeSenje:

Neka je 130 = a? + b + 2, pri ¢emu su a, b, ¢ prirodni brojevi. Bez smanjenja opéenitosti
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pretpostavimo da a > b > c. Tada je a®? + 1+ 1 < 130 < 3a? odakle slijedi 43 < a? < 128 i
7<a<l1l.

Ali kako je 130 — 72 =81=3%130-82 =66 =2-3-11, 130 — 92 =49 = 72, 130 — 10?2 =
30 =2-3-5,130 — 112 = 9 = 3? i gledajudéi faktorizaciju brojeva 81, 66,49, 30,9 na proste
faktore, vidimo da ni jedan od njih ne zadovoljava uvjete Teorema 8. pa se ni jedan od
brojeva 81,66,49,30,9 ne moze prikazati kao suma kvadrata dva prirodna broja. Stoga
pretpostavka da je broj 130 suma kvadrata tri prirodna broja dovodi do kontradikcije.
Lako se mozZe dokazati da je 130 najmanji broj oblika 2(8%k + 1) koji nije suma kvadrata tri
prirodna broja.

Primjer 9. (vidjeti [5], Chapter XI, §4, Exercises 2.) Koriste¢i Gaussov teorem dokazimo
da prirodan broj ima zapis u obliku sume kvadrata tri racionalna broja ako i samo ako je
suma kvadrata tri cijela broja.

RjeSenje:

Pretpostavimo da je prirodan broj n suma kvadrata tri racionalna broja. Svodeci sva tri
racionalna broja na isti nazivnik moZzemo pisati m?n = a® + b* + %, gdje su a,b, ¢ cijeli
brojevi.

Ako je n = 4!(8k 4 7), pri ¢emu su k, | nenegativni cijeli brojevi, m = 2"(2s+1), pri ¢emu su
s, nenegativni cijeli brojevi, dobivamo m?n = 4% (8¢ +7) gdje su k+r i t nenegativni cijeli
brojevi. Na temelju Teorema 9. ovo je nemoguce jer je m?*n = a? + b? + 2. Kao posljedica,
broj n ne moze biti oblika 4'(8k + 7) gdje su k, [ cijeli brojevi. Prema Gaussovom teoremu,

to je suma kvadrata tri cijela broja.

Primjer 10. (vidjeti [5], Chapter XI, §4, Exercises 4.) Koriste¢i se Gaussovim teoremom
dokazimo da je svaki neparan broj oblika a? + b* + 2¢?, pri ¢emu su a, b, ¢ cijeli brojevi.
RjeSenje:

Neka je t proizvoljan nenegativan cijeli broj. Broj 4t + 2 nije oblika 4'(8k + 7), gdje su k, 1
nenegativni cijeli brojevi. Stoga, prema Gaussovom teoremu vrijedi 4t + 2 = 2% + y? + 22,
pri ¢emu su x,vy, z cijeli brojevi. Kako lijeva strana jednakosti nije djeljiva sa 4, nisu svi od
brojeva x,y, z parni. Medutim, broj neparnih brojeva medu njima mora biti paran. Stoga,
neka su z,y neparni, a z paran broj, tj. z = 2c. Brojevi x +y i x — y su parni brojevi pa je
r+y=2a,z—y=2bodaklejex=a+b,y=a—0.

Stoga je 4t +2 = (a+b)%? + (a — b)? + 4¢? odakle je 2t +1 = a® + b + 2¢%, gdje su a, b, ¢ cijeli

brojevi.

Primjer 11. (vidjeti [5], Chapter XI, §4, Exercises 5.) Na temelju Gaussovog teorema
pokaZzimo da je svaki prirodan broj oblika a? 4 b? + ¢? ili oblika a? 4 b? 4 2¢?, pri ¢emu su
a, b, c cijeli brojevi.

RjeSenje:

Ako prirodan broj nije suma kvadrata tri cijela broja, tada je prema Gaussovom teoremu
oblika 4'(8%k + 7), gdje su k,l nenegativni cijeli brojevi. Prema Primjeru 10. dobivamo
8k-+7 = 22 +y?+22%, gdje su x, 9, z cijeli brojevi. Kako je 4(8k+7) = (2'x)2+(2ly)2+(2!2)?,
slijedi da je prirodan broj oblika a? + b% 4 2¢?, pri ¢emu su a, b, ¢ cijeli brojevi.
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Primjer 12. (vidjeti [5], Chapter XI, §4, Exercises 8.) Pokazimo da postoji beskona¢no
mnogo prostih brojeva oblika a? + b + ¢? + 1, gdje su a, b, ¢ prirodni brojevi. Za dokaz ¢emo
koristiti Gaussov teorem.

RjeSenje:

Prema Teoremu 3. postoji beskonacno mnogo prostih brojeva oblika 8k + 7. Ako je p prost
broj ovog oblika, tada je p—1 = 8k + 6. Prema Gaussovom teoremu, svaki broj oblika 8%k 46
je suma kvadrata tri prirodna broja. Tako je p — 1 = a® + b? + ¢, gdje su a, b, ¢ prirodni
brojevi, pa slijedi da je p = a® + b* 4+ ¢ + 1.

Primjer 13. (vidjeti [5], Chapter XI, §4, Exercises 9.) Pronadimo primjer koji pokazuje
da umnozak dva broja koji su suma kvadrata tri prirodna broja ne mora biti u obliku sume
kvadrata tri prirodna broja.

RjeSenje:

Broj 63 = 3-21 = (12 + 12+ 12)(1? + 22 4 42). Medutim, broj 63 je oblika 8k + 7 pa ne moze
biti suma kvadrata tri prirodna broja.
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5 Suma c¢etir1 kvadrata

5.1 Prikaz brojeva u obliku sume cetiri kvadrata

Lema 4. (vidjeti [5], Chapter XI, §5, Lemma 1.) Neka neparan prost broj p dijeli sumu
kvadrata cetiri cijela broja pri ¢emu barem jedan cijeli broj nije djeljiv sa p. Tada se p moze

zapisati u obliku sume kvadrata cetiri cijela broja.

Dokaz. Pretpostavimo da prost broj p zadovoljava pretpostavku leme. Tada postoji vise-
kratnik broja p koji je suma kvadrata Cetiri cijela broja pri ¢emu nisu svi djeljivi s p. Neka
je m najmanji takav visekratnik od p. Tada vrijedi n = mp, pri ¢emu je m prirodan broj, i
n = a?+b*+ 2 +d?, pri ¢emu su a, b, ¢, d cijeli brojevi pri ¢emu barem jedan, recimo a, nije
djeljiv s p.

Neka su ay, by, co, dp cijeli brojevi takvi da je

ag =a (mod p), by=0b (modp), c¢o=c (modp), dy=d (modp)

laol <p/2,  bol <p/2, el <p/2,  do| <p/2.

Kako bismo pronasli broj ag, na primjer, dovoljno je pronaci ostatak r pri dijeljenju broja a
brojem p i staviti da je ag = r ako je r < p/2ili ag = r — p ako je r > p/2.
Buduéi da a nije djeljiv sa p pa ni sa ap, primjenom navedenih jednakosti i kongruencija

imamo da je
A+ +E+dB=a2+?+c+d?=0 (mod p).
Prema definiciji broja n i gornjim nejednakostima dobivamo da je
n<ad+bd+ A+ d:i<4(p/2)>.

Kao posljedica, n < p? pa slijedi mp < p?, odakle je m < p.
Kako je n = mp i n = a® + b + ¢* + d* preostaje dokazati da je m = 1. Neka je m # 1.
Kako je m prirodan broj i m < p, vrijedi 1 < m < p.

Pronasli smo prirodne brojeve aq, by, ¢1, d; koji zadovoljavaju uvjet

a; =a (mod m), by =b (modm), ¢ =c (modm), di=d (modm)

lai| < m/2, |b1| < m/2, e < /2, |di| < m/2.

Uodimo da a? + b2+ c2+d2 = a? +b? + 2 +d? (mod m), odakle slijedi m | a2 + b2 + 2 + d2.
Dakle,

a? + b2 + & + d? = ml, pri ¢emu je | nenegativan cijeli broj.
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Ako je I =0, tada je a; = by = ¢; = d; = 0 pa vrijedi da su svi brojevi a, b, ¢, d djeljivi s m.
Iz n = a® + b + & + d? slijedi da je n djeljiv s m? i m | p §to je u kontradikcijis 1 < m < p
jer je p prost broj. Kao posljedica, [ je prirodan broj.

Pretpostavimo da |a;| = |b1] = |e1| = |di] = m/2. Ovo je moguce ako je m paran broj,
tj. ako je m = 2k, pri ¢emu je k prirodan broj. Iz a; = a (mod m) dobivamo jednakost
a = a; +mt, gdje je t cijeli broj. S obzirom da je |a1| = |bi| = |c1| = |di| = m/2 i m = 2k,
slijedi @ = +k + 2kt = (2t + 1)k = kk, gdje je k; neparan broj. Na slican na¢in dobivamo
da je

a=kk, b = kok, c = ksk, d = kyk,

gdje su ki, ko, k3, k4 neparni brojevi. S obzirom da je n = mp, m = 2k in = a® +b*+ 2+ d?,
slijedi da je n = 2kp = k?(k? + k3 + k2 + k7). Kao posljedica, 2p = k(k3 + k3 + k3 + k2). Kako
je kvadrat neparnog broja kongruentan 1 modulo 4 zaklju¢ujemo da je drugi faktor na desnoj
strani zadnje jednakosti djeljiv sa 4 pa vrijedi da 2 | p $to je kontradikcija s pretpostavkom.
Time smo pokazali da jednakosti |ai| = |b1| = |¢1| = |di| = m/2 ne vrijede. Kao posljedica,
za barem jednu od nejednadzbi |ay| < m/2, |bi| < m/2, |e1] < m/2, |di| < m/2 vrijedi
nejednakost. Iz toga slijedi da je a2 + b2+ +d3 < 4- ™, odakle zbog a? + b2 + ¢ +d? = ml
dobivamo ml < m? pa je | < m.
Razmotrimo sada Eulerov identitet

(a® +b* + ¢ + d*)(a] + b7 + cf +di) =
(aay +bby+cey+ddy )2+ (aby —bay +cdy —dey )2+ (acy —cay +dby —bdy )? + (ady — day +bey —cby ).
Kako jen = mp, n = a*> + 0> + 2 +d* i a? + b + & + d? = ml, lijeva strana jednakosti
jednaka je m2Ip.

[z navedenih kongruencija dobivamo da je
a; =a+may, by=b+mby, ci=c+mcy, dy=d+mdy,

gdje su as, by, o, dy cijeli brojevi. Dobivamo

aay + bby + cc; + dd; = a® 4+ b* + & + d* + m(aay + bby + ccy + dd,)
= m(p + aay + bby + ccy + ddy) = miy,
aby — bay + cdy — dey = m(aby — bag + cdy — dey) = mity,
(
(

ady — day + bey — ¢by = m(ady — day + bey — cby) = miy,

acy — cay + dby — bdy = m(acy — cas + dby — bdy) = mts,

gdje su ty,t9, t3,ty4 cijeli brojevi. Uvrstavanjem u Eulerov identitet dobivamo

m2lp = m?(t3 4 t3 + t3 + t3), odakle slijedi Ip = ¢ + 2 + 5 + 13.

Ako su brojevi ty, ta, t3, t4 djeljivi s p, tada p? | Ip i p | | $to je nemoguce jer je | prirodan
broj il < p.

Formula lp = t? + t2 + t3 + ¢ prikazuje broj Ip kao sumu kvadrata Cetiri cijela broja pri
¢emu nisu svi djeljivi s p. 1z definicije broja n slijedi n < Ip i mp < lp, odakle je m < [ §to



2

je kontradikcija s [ < m. Uocavamo da pretpostavka m # 1 dovodi do kontradikcije. Kao

posljedica, mora vrijediti da je m =1 i to je upravo ono sto smo trebali dokazati.
O

Lema 5. (vidjeti [5], Chapter XI, §5, Lemma 2.) Svaki prost broj ima zapis u obliku sume

kvadrata cetiri cijela broja.

Dokaz. Kako je 2 = 12 4+ 12 4 0? 4 0%, nema smanjenja opcéenitosti u pretpostavci da je p
neparan prost broj. Prema Lemi 4. dovoljno je pokazati da je p djelitelj sume kvadrata cetiri

cijela broja pri ¢emu nisu svi djeljivi s p. Ostaci dobiveni dijeljenjem brojeva

14021417 ., 1+ (52)°

brojem p su razli¢iti jer brojevi 0% 12, ..., (19;1)2 pri dijeljenju s brojem p daju razlicite

ostatke. Sli¢no, brojevi

—0%,-12,..., —(552)”

pri dijeljenju brojem p daju razlic¢ite ostatke. Pretpostavimo da su ostaci pri dijeljenju
brojeva 1+ 02,1+ 1%, ...,a + (1%1)2 brojem p razli¢iti od ostataka pri dijeljenju brojeva
—02,-12, ..., —(7%1)2 brojem p.
Tada je ukupan broj razli¢itih ostataka pri dijeljenju tih brojeva brojem p jednak 2 (1+p;21) =
p + 1, §to je nemoguce. Kao posljedica, postoji barem jedan ¢lan niza 1+ 0%, 1+ 12,....a +
(}%1)2, recimo 1+ 22, koji daje isti ostatak kao ¢lan niza —02, —12, ..., —(p—gl)2, recimo —y°.
Dobivamo da p | 12 + 22 + y? + 02 §to pokazuje da p dijeli sumu kvadrata &etiri cijela broja
pri ¢emu jedan cijeli broj nije djeljiv brojem p. Prema Lemi 4. p je suma kvadrata cetiri
cijela broja i time smo dokazali ovu lemu.

]

Teorem 10. (Lagrangeov teorem, vidjeti [5], Chapter XI, §5, Theorem 4.) Svaki nene-

gativan cijeli broj ima prikaz kao suma kvadrata cetiri cijela broja.

Dokaz. Prema Eulerovom identitetu, produkt dva broja, pri ¢emu je svaki od njih suma cetiri
kvadrata, je takoder suma ¢etiri kvadrata. Ovo se indukcijom dokazuje za svaki kona¢ni broj
faktora. Kako je svaki broj veéi od 1 umnozak prostih brojeva, prema Lemi 5. zaklju¢ujemo
da je sam broj suma &etiri kvadrata. Buduéi da je 0 = 02+0%+0%2+0%11 = 12402+ 0% +0?,
teorem je dokazan.

O

Spomenut ¢emo rezultate istrazivanja matematicara Derricka Henrya Lehmera koji je
rekao da medu prirodnim brojevima samo brojevi 1,2,5,7,11,15,23 i brojevi oblika 4"m,
pri ¢emu je h = 0,1,2,..., m = 2,6 ili 14, su takvi da je prikaz bilo kojeg od njih kao suma
Cetiri kvadrata jedinstven osim redoslijeda pribrojnika.

Indijski matemati¢ar Srinivasa Ramanujan je istrazivao sustave prirodnih brojeva a,b, c,d

takve da se svaki prirodan broj n moze prikazati u obliku az? + by? + cz? + dt?, pri ¢emu su
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x,y, 2, t cijeli brojevi. Dokazao je da za fiksni redosljed brojeva a, b, ¢, d, recimo a < b < ¢ <
d, postoji 54 takva sustava, naime

1,1,1,dgdjejed =1, ..., 7;
1,1,2,d gdje je d =2, ..., 14;
1,1,3,d gdje je d = 3, ..., 6;
1,2,2,d gdjejed =2, ..., 7;
1,2,3,d gdje je d =3, ..., 10;
1,2,4,d gdje je d =14, ..., 14;
1,2,5,d gdje je d =6, ..., 10.

Teorem 11. (Jacobijev teorem, vidjeti [5], Chapter XI, §5) Svaki prirodan broj je oblika
x? + 2y% + 322 4 6t2, pri Gemu su x,v, 2, t cijeli brojevi.

Dokaz. Neka je n prirodan broj. Prema Teoremu 10. postoje cijeli brojevi a, b, ¢, d takvi da
e
m=gF 4+ 4o+ d".

Dokazat ¢emo da nakon odgovaraju¢e promjene zapisa i predznaka od a,b,c,d vrijedi da
3| a+b+c. Ovo vrijedi ako su barem tri od brojeva a, b, ¢, d djeljiva sa 3. Pretpostavimo da
su samo dva broja, recimo c i d, djeljiva sa 3. Tada je a = £1 (mod 3) i b = +1 (mod 3),
odakle za prikladan izbor predznaka imamo 3 | a +b pa 3 | a + b + ¢. Konac¢no, ako barem
tri od brojeva a, b, ¢, d, recimo a, b, ¢, nisu djeljiva sa 3, tada za prikladan izbor predznaka =4
imamo 3 |a+ b+ c.

Stoga bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da
a+b+c= 3z,

pri ¢emu je z cijeli broj. Ali, izmedu tri cijela broja barem su dva iste parnosti. Dakle,
dodatno mozemo pretpostaviti da a = b (mod 2)), odakle slijedi a + b = 2k, pri ¢emu je k
cijeli broj pa je a — b = 2(k — b) = 2y, pri ¢emu je y cijeli broj. Lako moZemo provjeriti da
vrijedi sljedec¢a jednakost

3+ B+ ) = (a+b+0? +2(% — ) +6(+2)’,
odakle slijedi
3(a®+ b+ %) =(a+b+c) +2(k —c)? + 692,

pa zbog a + b+ ¢ = 3z vrijedi da 3 | kK — ¢ pa je k — ¢ = 3t, pri ¢emu je t cijeli broj.
Kakojea+b+c=3zin=a?+ b2+ + d2 vrijedi da a? + b2 + 2 = 322 + 62 + 22 i
n = d? + 2y* + 32% + 6t% i time smo dogli do kraja dokaza ovog teorema.

O
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Primjer 14. (vidjeti [5], Chapter XI, §6, Exercises 1.) Na temelju Teorema 10. dokazimo
da se svaki prirodan broj koji je djeljiv brojem 8 moze prikazati kao suma kvadrata osam
neparnih cijelih brojeva.

RjeSenje:

Ako je n prirodan broj, tada prema Teoremu 10. postoje Cetiri cijela broja a, b, ¢, d takva da

B—1=a*+b0P +E& 442,
odakle je
8n=(2a—1)*+(2a+1)2+ (26— 1)+ (2b+1)*+ (2c = 1)2 + (2c+ 1)? + (2d — 1)* + (2d + 1)*.

Primjer 15. (vidjeti [5], Chapter XI, §6, Exercises 2.) DokaZimo da ne postoji prirodan
broj djeljiv s 8 koji je suma kvadrata manje od osam neparnih cijelih brojeva.

RjeSenje:

Suma kvadrata od s neparnih brojeva je oblika 8k + s, pri ¢emu je k nenegativan cijeli broj.
Ako je suma djeljiva brojem 8, tada 8 | s i s > 8.

5.2 Suma kvadrata cCetiri prirodna broja

Na temelju Teorema 10. mozemo zakljuciti da se svaki prirodan broj moze prikazati kao
suma kvadrata Cetiri ili manje prirodnih brojeva. Koriste¢i Gaussov teorem dokazat ¢emo

sljedeci teorem.

Teorem 12. (vidjeti [5], Chapter XI, §6, Theorem 5.) Prirodan broj n ima prikaz u obliku
sume kvadrata ¢etiri prirodna broja ako i samo ako ne pripada nizu brojeva 1, 3,5,9,11, 17,29,
41,4".2,4" . 6,4 . 14, pri ¢emu je h =10, 1,2, ...

Dokaz. Reéi ¢emo da je prirodan broj S, ako je suma kvadrata m prirodnih brojeva. Di-
rektno se moze vidjeti da niti jedan od brojeva 1,3,5,9,11,29,41 nije S;. Na primjer,
dokazat ¢emo da broj 41 nije S;. Pretpostavimo suprotno, tj. da je 41 S;. Tada imamo
41 = a? 4+ b* + % + d?, pri ¢emu su a,b,c,d prirodni brojevii a > b > ¢ > d. Stoga je
a? <41 <4a?i4<a<6. Ako je a = 6, tada je 5 = b*> + ¢® + d?, §to je nemoguce. Ako je
a =5, tada je 16 = b? + ¢® + d?, §to je takoder nemoguce jer 16 nije Ss. Ako je a = 4, tada
je 25 = b? + 2 + d?, §to je nemoguce jer 25 nije S3. Prema tome, 41 ne moze biti Sj.

Neka broj m oznacava bilo koji od brojeva 2,6, 14. Tada je m oblika 4k + 2. Pretpostavimo
da postoji nenegativni cijeli broj h takav da je 4"m S,. Neka h oznacava najmanji takav cijeli
broj. Buduéi da 2,6, 14 nisu Sy vrijedi da je h > 1. Tada imamo 4"m = a® 4+ b* + % + d?, pri
¢emu su a, b, ¢, d prirodni brojevi. Lijeva strana jednakosti je djeljiva brojem 8 jer je h > 1
im = 2(2k +1). Iz ovoga mozemo zakljuciti da svaki od brojeva a, b, ¢, d mora biti paran.
Neka je a = 2a1, b = 2by, ¢ = 2¢1, d = 2d;, pri ¢emu su aq, by, ¢1,d; prirodni brojevi. Stoga
je 4" Im = a? + b? 4+ & + d2, a to znadi da je 4" 'm S, to je kontradikcija s definicijom
broja h. Time smo dokazali da broj 4"m, pri ¢emu je m = 2,6, 14, nije Sy za nenegativne

cijele brojeve h. Time smo pokazali nuznost uvjeta Teorema 12.
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Sada oznac¢imo s n neparan prirodan broj koji zadovoljava uvjet Teorema 12. Kao poslje-
dica, n # 1,3,5,9,11,17,29,41. Kako je n neparan, on mora biti u jednom od oblika 8k + 1,
8k + 3, 8k +5, 8k + 7.

Pretpostavimo da je n = 8k+1. Razmotrit ¢emo cetiri slucaja: k = 4t, k = 4t+1, k = 4t +2,
k =4t 4+ 3. Ako je k = 4t, tada je n = 32t + 1. Kako je n # 1 mora vrijediti da jet > 1 i
t =wu+ 1, pri ¢emu je u nenegativan cijeli broj. Stoga je n =32(u+1)+1=4(8u+6)+9.
Prema Gaussovom teoremu broj 8u + 6 je suma kvadrata tri cijela broja. Buduéi da
8u 4 6 = 2(4u + 3) ne moZe biti suma kvadrata dva cijela broja, uo¢avamo da je 8u 4 6 Ss,
odakle slijedi da je broj n = 22(8u + 6) + 32 Sy.

Ako je k = 4t + 1, tada je n = 32t + 9. Kako je n # 9 i n # 41 vrijedi da je t > 2 pa je
t = u+ 2, pri ¢emu je u nenegativan cijeli broj. Stoga je n = 32(u+2) +9 = 22(8u + 6) + 7>
pa zaklju¢ujemo da je n Sj.

Ako je k = 4t + 2, tada je n = 32t 4+ 17 i s obzirom da je n # 17 vrijedi da je t > 1 pa je
t = u+ 1, pri ¢emu je u nenegativan cijeli broj. Stoga je n = 32(u+1)+17 = 2%(8u+6) + 52
pa vrijedi da je n Sy.

Ako je k = 4t + 3, tada je n = 32t + 25 = 2%(8t + 6) + 12 i vrijedi da je n S;. Stoga vidimo
da je uvjet Teorema 12. dovoljan pod uvjetom da je n = 8k + 1.

Sada pretpostavimo da je n = 8k + 3. Kako je n # 3 i n # 11, vrijedi da je k > 2 pa je
k = t+2, pri éemu je t nenegativan cijeli broj. Tada je n = 8(t+2) +3 = 8t +3+42. Dakle,
na temelju Gaussovog teorema koji implicira da je broj 8 + 3 suma kvadrata tri neparna
broja, mozemo zakljuciti da je n S;. Vidimo da je uvjet Teorema 12. dovoljan pod uvjetom
da je n = 8k + 3.

Nadalje, pretpostavimo da je n = 8k + 5. Razmotrit ¢emo Cetiri slucaja: k = 4¢t, k = 4t + 1,
k=4t+2, k =4t+3. Ako je k = 4t, tada je n = 32t+5. Kako je n # 5 imamo da jet > 0 pa
jet = u+1, pri éemu je u nenegativan cijeli broj. Stoga je n = 32(u+1)+5 = 22(8u+3)+52,
odakle mozemo zakljuciti da je n Sj.

Ako je k = 4t + 1, tada je n = 32t + 13 = 22(8¢ + 3) + 12 pa moZemo zakljuéiti da je n Sy.
Ako je k = 4t + 2, tada je n = 32t + 21 = 22(8¢ + 3) + 3% pa zakljucujemo da je n Sj.

Ako je k = 4t 4+ 3, tada je n = 32t + 29. S obzirom da je n # 29 vrijedi da je t > 0 pa
jet = u+ 1, pri ¢emu je u nenegativan cijeli broj. Dobivamo da je n = 32(u + 1) + 29 =
22(8u+3) + 7% odakle moZemo uociti da je n S;. Uvjet Teorema 12. je dovoljan pod uvjetom
da je n = 8k + 5.

Konaé¢no, pretpostavimo da je n = 8k + 7. Tada, prema Teoremu 10., postoje cijeli brojevi
a,b,c,d takvi da je n = a?+b*+c*+d?%. S druge strane, prema Teoremu 9., kako je n = 8k+7
niti jedan od brojeva a, b, ¢, d ne moze biti jednak nuli. Stoga vrijedi da je n Sj.

Time smo dokazali sljedece: da bi neparan prirodni broj bio suma kvadrata cetiri prirodna
broja potrebno je i dovoljno da ne bude niti jedan od brojeva 1, 3,5,9,11,17,29,41. Iz ovoga
slijedi da je bilo koji neparan prirodan broj veéi od 41 suma kvadrata Cetiri prirodna broja.
Ozna¢imo s n paran prirodan broj razlicit od 4" - 2, 4" . 6, 4" - 14 pri ¢emu je h = 0,1, 2, ...
Oznacimo s 4" najveéu potenciju broja 4 koja dijeli broj n. Imamo n = 4"m, pri ¢emu m
nije djeljiv brojem 4. Kao posljedica, m =4k + 1, m = 4k + 2 ili m = 4k + 3.
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Ako je m = 4k+1 takav da je k paran, tj. k = 2t, tada je m = 8t+1 Sy akojem # 1,9,17,41.
Takoder, tada je n = 4"m S;. Ali, s obzirom da je n paran i m nije djeljiv sa 4 mora vri-
jediti da A > 0. Jasno je da je broj 4 S;. Nadalje, 4-17 = 68 = 12432 + 32 + 72 i
4-41 =164 = 12 + 12 4+ 92 + 92, odakle vrijedi da su 4" - 1 = 4(2"1)2, 4" .9 = 4(2h1 . 3)2,
4P =17 = 4 17(2F-112, 4% - 4] =4 1[FF-1)% 8,
Tako uo¢avamo da ako je m = 4k + 1 i k paran, tada je n = 4"m S;. Akojem =4k + 11
k neparan, tj. k = 2t + 1, tada je m = 8t + 5 S, pod uvjetom da je m # 51 m # 29. Ali,
4.-5=20=12+12+324+3214-29 = 116 = 124+ 32 + 52+ 92, pa s obzirom da je m neparan,
n paran i h prirodan broj zakljuéujemo da su oba broja S;. Time smo dokazali da ako je
m = 4k + 1, tada je n = 4"m S,.
Pretpostavimo da je m = 4k 4+ 2. Ako je k = 2t, tada imamo m = 8t + 2. S obzirom da je
n # 4".2in = 4"m, imamo da je m # 2 pajet > 0, tj. t = u+ 1, pri éemu je u nenegativan
cijeli broj. Tada je m = 8(u + 1) + 2 = 8u + 6 + 2. S obzirom da smo prethodno pokazali
da je 8u + 6 Ss, mozemo zakljuciti da je m Sy, a kao posljedica je i n = 4"m S,.
Ako je k =2t + 1, tada je m = 8t + 6. Kako je n # 4" - 6 i n # 4" - 14 vrijedi da je t > 2 pa
je t = u + 2 pri demu je u nenegativan cijeli broj. Tada je m = 8(u + 2) + 6 = 8u + 6 + 42.
S obzirom na ¢injenicu da je 8u + 6 Ss, vrijedi da je m Sy pa slijedi da je n = 4"m takoder
S;. Time smo dokazali da ako je m = 4k + 2, tada je n = 4"m S,.
Konaé¢no, ako je m = 4k + 3, tada u slucaju £ = 2t imamo da je m = 8t + 3. Kao §to smo
pokazali ranije, za m # 3 i m # 11 broj m = 8t 4+ 3 je S4. Ako je m = 4k + 3, tada je broj
n = 4"m S, pod uvjetom dan # 4"-3in # 4" 11. Ali vrijedi, 4-3=12=12+1241243?2
i4-11 =44 =12+ 324 32 4 52. Tada je n = 4"m, pri éemu je h > 0, S, jer je n paran i m
neparan broj.
U slucaju k = 2t + 1 dobivamo da m = 8t + 7 pa vrijedi da je m Sy, a iz toga slijedi da je
n = 4"m takoder Sy. Time smo dokazali da ako je m = 4k + 3, tada jen = 4hm Sy,
Rezultate koje smo upravo dokazali sazimamo u sljedecoj izjavi: ako je n paran broj razlicit
od 4" -2, 4" .6, 4" . 14, pri Gemu je h = 0,1,2, ..., tada vrijedi da je n S;. Takoder smo
dokazali da je paran broj n u obliku sume kvadrata cetiri prirodna broja ako i samo ako n
nije niti jedan od brojeva 4" - 2, 4" . 6, 4" - 14, pri ¢emu je h =0, 1,2, ...
Time smo, u kombinaciji s rezultatima dobivenim za neparne brojeve, dovrsili dokaz Teorema
12

O

Iz Teorema 12. slijedi korolar.

Korolar 3. (vidjeti [5], Chapter XI, §6, Corollary) Kvadrat bilo kojeg prirodnog broja veceg

od 1, s iznimkom 32, je suma kvadrata Getiri prirodna broja.

Primjer 16. (vidjeti [5], Chapter XI, §6, Exercise) Bez koristenja Gaussovog teorema, do-
kazimo da je svaki pozitivan racionalan broj suma kvadrata ¢etiri pozitivna racionalna broja.
RjeSenje:

Neka je r pozitivan racionalan broj, tj. 7 = [/m pri ¢emu su [ i m prirodni brojevi. Prema

Teoremu 10. vrijedi da je svaki prirodan broj suma kvadrata cetiri ili manje prirodnih
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brojeva. Ako je Im = a?® + b* + 2 + d?, pri ¢emu su a,b,c,d prirodni brojevi, tada je
r=1/m = (a/m)*+ (b/m)? + (¢/m)? + (d/m)? pa moZemo uoéiti da je r suma kvadrata
Cetiri prirodna broja. Ako je Im = a® + b* 4 ¢?, pri ¢emu su a, b, ¢ prirodni brojevi, tada je
r=1/m = (a/m)? + (b/m)? + (3c/5m)? + (4c/5m)?. Ako je Im = a® + b?, pri ¢emu su a, b
prirodni brojevi, tada je 7 = I/m = (a/m)? + (b/3m)? + (2b/3m)? + (2b/3m)?. Konacno,
ako je Im = a?, pri ¢emu je a prirodan broj, tada je r = [/m = 4(a/2m)?. Dakle, u svakom

slucaju r je suma kvadrata Cetiri pozitivna racionalna broja.

Kao §to smo dokazali, brojevi oblika 2", pri ¢emu n = 1,2, ..., i brojevi oblika 4" - 2, pri
¢emu je h =0,1,2,..., nisu S3. S druge strane, za h = 0,1, 2, ... vrijedi

A=
9=1%49%4+92

i =% 4 14487,

17 =22 4-0% - 3,

99 = 9P 3 27 - 42,
4 =12 32> + 6%,

gh .6 = (211)2 + (2h)2 L (2h+1)27
qh 14 = (2h)2 + (2h+1>2 + (2h . 3>2‘

Iz Teorema 12. dobivamo novi teorem.

Teorem 13. (vidjeti [5], Chapter XI, §6, Theorem 6.) Prirodan broj n se moze zapisati u
obliku sume kvadrata tri ili ¢etiri prirodna broja ako i samo ako broj n nije niti jedan od

brojeva 1,5,4" - 2, pri ¢emu je h =0, 1,2, ...
Ovaj teorem, kao posljedicu, daje sljedeéi korolar.

Korolar 4. (vidjeti [5], Chapter XI, §6, Corollary) Neparan prirodan broj n ima prikaz u
obliku sume kvadrata tri ili ¢etiri prirodna broja ako i samo ako je razli¢it od 11 5.

Na ovome korolaru temelji se dokaz sljedeceg teorema.

Teorem 14. (vidjeti [5], Chapter XI, §6, Theorem 7.) Jedini prirodni brojevi n za koje n?
nije suma kvadrata tri prirodna broja su brojevin = 2" in = 2".5, pri ¢emuje h =0,1,2, ...

Dokaz. Dokazali smo da, ako k nije Ss3, tada broj 4k nije S3. Kako brojevi 1 i 5% nisu Ss,
brojevi 4" i 4" .52 za h = 0,1,2, ..., nisu S3. Time nam ostaje dokazati da, ako je n prirodan
broj razli¢it od 2" i 2" - 5, pri ¢emu je h = 0, 1,2, ..., tada je n? Ss.

Pretpostavimo da je n prirodan broj takav da n # 2" i n # 2" . 5, pri ¢emu je h =0, 1,2, ...
Neka je s najveci eksponent za koji 2° dijeli n. Imamo n = 2°m, pri ¢emu je m neparan.

Na temelju uvjeta za broj n, broj m mora biti razli¢it od 1 i 5. Iz Korolara 4. slijedi da je
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m suma kvadrata tri ili Getiri prirodna broja, tj. m = a® + b? + ¢ + d?, pri ¢emu su a, b, c

prirodni brojevi i d nenegativan cijeli broj. Stoga je
m? = (a® + b + & + d?)?

— (a2—|—b2 _c2 —d2)2

— (CL2+b2 _c2 —d2)2

+ (2(ac + bd))* + (2(ad — bc))?
+ (2(ad + bc))? + (2(ac — bd))?.

S obzirom da je m neparan broj, iz jednadzbe m = a® + b* + ¢ + d? slijedi da su
medu brojevima a, b, c,d jedan ili tri broja neparni, a ostali parni brojevi. Stoga je broj
a®+b* — % — d? neparan i razlic¢it od nule. Kako su a, b, ¢ prirodni brojevi, ac+bd i ad + bc su
takoder prirodni brojevi. Dokazat ¢emo da je barem jedan od brojeva ad — be, ac — bd razlicit
od nule. Pretpostavimo da je ad = bc i ac = bd. Tada je adc = bc? i acd = bd?, odakle je
bc? = bd?. Kako je b > 0, vrijedi da ¢ = d?. S obzirom da ¢ > 0 vrijedi da a = b, odakle je
m = 2(a® + ¢?), a to je nemoguce jer je m neparan broj. Dakle, barem je jedan od brojeva
ad — bc i ac — bd razli¢it od nule. Stoga barem jedna od gore navedenih suma daje prikaz
broja m? u obliku sume kvadrata tri prirodna broja. Tako dobivamo da m? = z2+y?+4 22, pri
gemu su z,y, z prirodni brojevi. Vrijedi da n? = (252)2 + (2°y)% + (2°2)?, a time je pokazano
da je n? Ss i teorem je dokazan.

O

Iz Teorema 14. slijedi da za svaki neparan prirodan broj t razli¢it od 1 i 5 postoje prirodni
brojevi x,y, z takvi da je t? = 2% + y* + 2%, Postavlja se pitanje postoje li za svaki neparan
prirodni broj ¢ razli¢it od 1 i 5 prirodni brojevi z,y, z takvi da je njihov najveéi zajednicki
djelitelj jednak broju 1 i 22 + y* 4+ 2% = t2. Poljski matemati¢ar Andrzej Schnitzel je rekao
da postoje takvi brojevi. On je dao nuzne i dovoljne uvjete za prikaz prirodnog broja n u
obliku 2% + y* + 2%, pri ¢emu su z,y, z prirodni brojevi takvi da (z,y, z) = 1.

Problem prikaza prirodnog broja u obliku sume kvadrata ¢etiri razlic¢ita cijela broja je takoder

razmatran. O tome nam govori sljedeéi teorem, a dao ga je matematicar Gordon Pall.

Teorem 15. (vidjeti [5], Chapter XI, §6) Jedini prirodni brojevi koji nemaju prikaz u obliku
sume kvadrata Cetiri razli¢ita nenegativna cijela broja su brojevi oblika 4"a, pri ¢emu je a =
1,3,5,7,9,11,13, 15,17,19,23, 25,27, 31, 33, 37, 43,47, 55, 67, 73,97,103, 2,6, 10,18, 22, 34, 58,
2ikh=0,1,2
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6 Suma pet ili vise kvadrata

Prema Teoremu 12. svaki je neparan prirodan broj vec¢i od 41 S;. Stoga, ako bilo kojem
takvom broju dodamo 12 ili 22, vidimo da je svaki paran broj veéi od 42 i svaki neparan broj
vecéi od 45 takoder S5. Ostaje nam razmotriti brojeve koji su manji ili jednaki od 45. Prema
Teoremu 12. brojevi 4, 7,10, 12, 15,16, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 33, 34, 35, 36,
37,38,39,40,42, 43,44 su Sy;. Ako bilo kojem od navedenih brojeva dodamo 1 ili 4 dobivamo
brojeve koji su Ss5. Postoje jos brojevi 1,2,3,4,6,7,9,10,12, 15, 18, 33 koje treba razmotriti.
Lako se moze pokazati kako niti jedan od njih nije S;. Pokazat ¢emo da broj 33 nije Ss.
Pretpostavimo da je 33 Ss, tj. da je 33 = a? +b*+c2 4+ d? 4 €2, pri ¢emu su a, b, ¢, d, e prirodni
brojevi takvi da je a > b > ¢ > d > e. Stoga vrijedi je a® + 4 < 33 < 5a? pa je 6 < a? < 29.
Tada je 3 < a < 5, odakle slijedi da je a = 3 ili a = 4 ili a = 5. U slucaju da je a = 3,
broj 33 —a? = 24 = 4 -6 je S, $to je kontradikcija s Teoremom 12. Ako je a = 4, tada
je broj 33 — a? = 17 S, §to je takoder kontradikcija s Teoremom 12. Za a = 5 dobivamo
33 —a? =8 =4 -2 §to je isto nemoguce jer 4 - 2 nije Sy.

Teorem 16. (vidjeti [5], Chapter XI, §7, Theorem 8.) Jedini prirodni brojevi koji nemaju
zapis kao suma kvadrata pet prirodnih brojeva su brojevi 1,2,3,4,6,7,9, 10,12, 15, 18, 33.

Neka je m prirodan broj koji je vedi ili jednak od 6. Pronaci é¢emo prirodan broj koji
je Sy, 1 manji ili jednak m + 13. Pretpostavimo da je n takav broj. Tada postoje prirodni
brojevi ay, as, ..., an, takvi da a; > as > ... > ay, in = a? + a3 + ... + da?,. Buduéi da je
a?+ (m—1) <n < m+ 13, slijedi da je a? < 14 pa je a; < 3. Stoga vrijedi da je a; = 1
iliag = 2ili a; = 3. U sluéaju a; = 1, imamo a; = a3 = ... = a,, = 1 pa je m = n.
Pretpostavimo da je a; = 2. Ako su najmanje ¢etiri broja od brojeva aq,as, ..., a,, jednaka
broju 2, tada je n > 5-4+ (m —5) = m + 15 Sto je u kontradikeiji s pretpostavkom da je
n < m + 13. Kao posljedica, najvise tri broja od brojeva ay, as, ..., a,;, mogu biti jednaka
broju 2. Stoga, postoje ¢etiri moguénosti:

1. niti jedan od brojeva nije jednak broju 2, tada jen =4+ (m —1) = m + 3;

2. jedan od brojeva je jednak broju 2, tadan =2-4 + (m — 2) = m + 6;

3. dva su broja jednaka broju 2, tada jen=3-4+ (m —3) =m+9;

4. tri su broja jednaka broju 2, tada jen =4-4+ (m —4) = m + 12.

Dakle, sve §to ostaje za razmotriti je slu¢aj kada je a; = 3. Tadajen—9 = a2 +ai+---+ad2,.
Ako je ay = 3, tada je n > 184 (m—2) Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je n < m+13.
Slijedi da je ay < 2. Akojeay = 1,tadajeas = a4 = ... = a,, = 1 pajen = 32+m—1 = m+38.
Ako je ay = 2 i ako medu brojevim as, as, ..., a,, postoje dva ili vise brojeva koji su jednaki
broju 2, tada je n > 32+22+422+4 (m—3) = m+14 $to je kontradikcija s pretpostavkom da je
n < m+13. Dakle, a3 = a4 = ... = a,, = 1 odakle vrijedi da je m = 32422+ (m—2) = m+11.
Time smo dokazali da su medu brojevima manjim ili jednakim m+ 13 samo brojevi m, m+3,
m+6,m+8 m+9 m+11, m+12 5.

Sada pretpostavimo da je n prirodan broj veéi od m+13. Ako je n = m+ 28, tada s obzirom
da je m > 6 vrijedi dan =m+28 =2-32+4-22+ (m — 6) - 1. Time smo pokazali da je n
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Sp. Pretpostavimo da je n # m+ 28. Tada prema Teoremu 16. slijedi da je broj n— (m —5)
Ss pa je broj n =n — (m —5) + (m —5) - 12 S,,. Iz dobivenih rezultata slijedi iduéi teorem.

Teorem 17. (vidjeti [5], Chapter XI, §7, Theorem 9.) Za prirodan broj m veéi od 5 brojevi
1,2, 3. m—1,m+1, m+2 m+4, m+5 m+7, m+ 10, m+ 13 su jedini prirodni brojevi

koji se ne mogu prikazati kao suma kvadrata m prirodnih brojeva.

Prema Teoremu 16. i Teoremu 17. mozemo zakljuciti da, ako je m prirodan broj koji
je vedi ili jednak broju 5, tada je bilo koji dovoljno veliki prirodan broj suma kvadrata
m prirodnih brojeva. Ovo ne vrijedi za m = 1,2, 3,4 zato Sto postoji beskona¢no mnogo
prirodnih brojeva:

1) koji nisu kvadrati prirodnih brojeva kao npr. brojevi oblika n? +1, pri ¢emu je n = 1,2, ...
2) koji nisu S5 kao npr. brojevi oblika 4k + 3, pri ¢emu je k =0,1,2, ...

3) koji nisu S5 kao npr. brojevi oblika 8k + 7, pri ¢emu je k = 0,1,2, ...

4) koji nisu Sy kao npr. brojevi oblika 4" - 2, pri ¢emu je h = 0,1, 2, ...

Jednako tako postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva koji nisu suma kvadrata tri ili
viSe prirodnih brojeva kao npr. brojevi oblika 8k + 7, pri ¢emu je £ =0,1,2, ...

Medutim, prema Lagrangeovom teoremu, svaki prirodan broj je suma kvadrata Cetiri ili vise

prirodnih brojeva.

Primjer 17. (vidjeti [5], Chapter XI, §7, Exercises 1.) Dokazimo da za svaki prirodan broj
m postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva koji su S;, za 1 = 1,2, ..., m.

RjeSenje:

Pokazali smo da za svaki broj ve¢i od m+13 i oblika (13k)? ima ovo svojstvo. Zapravo, vrijedi
da je n = (13k)? = (5k)* + (12k)? = (3k)* + (4k)? + (12k)? = (2k)? + (4k)* + (7k)* + (10k)?
pajen S;,S,5315, Akojei>41ii<m,tada vrijedi da je n = (13k)?> > 33in >m+13
pa je n > 1+ 13. Prema Teoremu 16. i Teoremu 17. vidimo da je n .S;.

Napomena 1. (vidjeti [5], Chapter XI, §7) Moze se dokazati da je 169 najmanji broj koji
je S1,82 1 S5. Broj 169 je S; za svaki ¢ < 155 i za ¢ = 157,158,160, 161, 163, 166, 169.
Dokaz da je 169 Sigo slijedi, na primjer, iz jednakosti 169 = 23 - 22 + 77 - 12 ili iz jednakosti
169 =82 +2-22 49712

Primjer 18. (vidjeti [5], Chapter XI, §7, Exercises 2.) Pronadimo najmanji prirodan broj
n koji je S; za svaki ¢ < 1000.

RjeSenje:

Kako je n S;, slijedi da je n = k2, pri ¢emu je k prirodan broj. Kako je n Sigg, dobivamo da
k* > 10001 k > 32. Ali, prema Teoremu 8., brojevi 322 = 21%i 332 = (3-11)2 ne mogu biti Ss.
Medutim, 342 = 162 + 30% = 22 4 242 + 242 odakle zakljucujemo da je 342 S}, Sy, S3. Prema
Teoremu 12. vidimo da je 34% Sy, a prema Teoremu 16. da je 34% Ss. Primjenom Teorema
17. uocavamo da je 342 S; pod uvjetom da 34% > i + 13 te i > 6. Stoga je 34% S; za svaki
i < 1142. Primjer prikaza broja 342 kao sume tisuéu kvadrata je 342 = 2-8242-424+996- 1%
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7 Sazetak

Na pocetku diplomskog rada govorimo o povijesnom razvoju zapisa prirodnih brojeva u
obliku sume nenegativnih k-tih potencija. Mnogi matematicari proucavali su razli¢ite zapise
prirodnih brojeva, a neki rezultati njihovog rada nisu ni danas dokazani. U diplomskom radu
naveli smo da prost broj oblika 4k + 1 ima prikaz u obliku sume kvadrata dva cijela broja.
Takoder, iskazali smo teorem koji govori da se jedino prirodni brojevi koji u faktorizaciji
sadrze proste faktore oblika 4k + 3, k € Z, s parnim eksponentom mogu zapisati kao suma
kvadrata dva cijela broja. Osim toga, izveli smo i formulu za odredivanje broja takvih pri-
kaza i objasnili geometrijsku interpretaciju. Naveli smo i teorem koji govori o karakterizaciji
prirodnih brojeva koji se mogu zapisati kao suma kvadrata dva prirodna broja. U ¢etvrtom
poglavlju naveden je i dokazan Gaussov teorem vezan za prirodne brojeve koji se mogu za-
pisati kao suma kvadrata tri cijela broja. U petom dijelu kroz Lagrangeov teorem govorimo
o prikazu prirodnih brojeva u obliku sume kvadrata ¢etiri cijela broja. U zadnjem dijelu
proucavamo prikaz prirodnog broja u obliku sume kvadrata pet ili vise prirodnih brojeva i

navodimo rezultate koji govore o brojevima koji se mogu zapisati u tome obliku.

Kljuéne rijeci: Povijesni pregled, Prikaz prirodnih brojeva, Suma nenegativnih poten-
cija, Suma dva kvadrata, Prosjecan broj prikaza, Suma tri kvadrata, Suma cetiri kvadrata,

Suma m > 5 kvadrata.
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8 Abstract

At the beginning of the thesis, we talk about the historical development of the notation
of natural numbers in the form of the sum of non-negative k powers. Many mathematicians
studied different notations of natural numbers, and some results of their work have not been
proven even today. In the thesis, we stated that a prime number of the form 4k + 1 has a
representation in the form of the sum of the squares of two integers. Also, we have stated
a theorem that says that only natural numbers that in the factorization contain simple fac-
tors of the form 4k + 3, k € 7Z, with an even exponent can be written as the sum of the
squares of two integers. In addition, we derived the formula for determining the number of
such representations and explained the geometric interpretation. We also stated a theorem
that describes the characterization of natural numbers that can be written as the sum of
the squares of two natural numbers. In the fourth chapter, the Gauss’s theorem related to
natural numbers that can be written as the sum of the squares of three integers is stated
and proved. In the fifth part, through Lagrange’s theorem, we talk about the representation
of natural numbers in the form of the sum of the squares of four whole numbers. In the last
part, we study the representation of a natural number in the form of the sum of the squares
of five or more natural numbers and list the results that speak about the numbers that can

be written in this form.

Keywords: Historical overview, Representations of natural numbers, Sums of non-negative
powers, Sums of two squares, The average number of representations, Sums of three squares,

Sums of four squares, Sums of m > 5 squares.
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Zivotopis

Moje ime je Ana Glavacevi¢ i rodena sam 30. kolovoza 1993. u Slavonskome Brodu.
Osnovnu Skolu Augusta Senoe upisala sam 2000. godine, a zavrsila 2008. godine. Srednje-
skolsko obrazovanje nastavila u opéoj gimnaziji Matije Mesi¢a u Slavonskom Brodu. 2012.
godine upisala sam Preddiplomski studij matematike Odjela za matematiku na Sveucilistu
J.J.Strossmayera u Osijeku, a 2018. godine stekla sam akademski naziv sveuciliSna pr-
vostupnica matematike. Upisala sam program pedagosko-psiholosko-didakticko-metodickih
kompetencija za nastavni rad u osnovnoskolskim i srednjoskolskim ustanovama jer volim pre-
nositi svoje znanje, poticati i motivirati osobe da savladaju matematicke probleme, a najvise
od svega pratiti njihov napredak tokom procesa poduc¢avanja. Trenutno sam zaposlena kao

nastavnica matematike i fizike u Osnovnoj skoli "Bogoslav Sulek" u Slavonskom Brodu.



33

Literatura

[1] A. Adler, J. Coury, The Theory of Numbers, Jones and Bartlett Publishers, London,
1995.

[2] A. Dujella, Uvod u teoriju brojeva, Matematicki odsjek, Prirodoslovno-matematicki fa-
kultet, Sveuciliste u Zagrebu, Zagreb, 2002.

[3] 1. Mati¢, Uvod u teoriju brojeva, Odjel za matematiku Sveucilista J. J. Strossmayera u
Osijeku, Osijek, 2013.

[4] M. Pavlovi¢, Trokutasti brojevi, Matematicki odsjek, Prirodoslovno-matematicki fakultet,
Sveuciliste u Zagrebu, Zagreb, 2021.

[5] W. F. Sierpinski, Elementary Theory of Numbers, North Holland, Amsterdam, 1988.



