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1 Uvod

Stohasti¢ne diferencijalne jednadzbe (SDJ) igraju kljuénu ulogu u modeli-
ranju slozenih sustava obiljezenih nesigurnoscéu, sluc¢ajnostima i dinamikom
kontinuiranog vremena. Ove jednadzbe nalaze primjenu u raznim podru-
¢jima, kao Sto su financije, fizika, biologija i inzenjerstvo, gdje je razumi-
jevanje i kvantificiranje utjecaja stohastickih procesa klju¢no za donosenje
informiranih odluka i predvidanja. Jedan od temeljnih izazova u radu sa
SDJ je pronalazenje ucinkovitih i preciznih numerickih metoda za njihovo
rjeSavanje.

Medu dostupnim numerickim tehnikama, Eulerova metoda, poznatija i kao
Euler-Maruyama metoda, stajala je kao praktic¢an i dostupan alat za aproksi-
maciju rjeSsenja SDJ. Eulerova metoda, izvorno razvijena za rjeSavanje obic-
nih diferencijalnih jednadzbi (ODJ), prilagodena je i prosirena kako bi se
nosila sa stohastickim karakterom prisutnim u SDJ. Ova metoda pruza jed-
nostavan i intuitivan pristup za simulaciju trajektorija stohastickih procesa,
¢inedi je vrijednim sredstvom za istrazivace i prakticare.

Klju¢na ideja iza Eulerove metode za SDJ je diskretizacija vremena na male
intervale i azuriranje stanja sustava koriste¢i jednostavan sustav aproksima-
cije u svakom koraku vremena. lako Eulerova metoda mozda djeluje jednos-
tavno u usporedbi s naprednijim numerickim tehnikama, njezina uc¢inkovitost
lezi u toj jednostavnosti i svestranosti. Ona sluzi kao temeljni alat za razu-
mijevanje slozenijih algoritama i pruza vazne uvide u ponasanje stohastickih
sustava.

Struktura ovog rada organizirana je kako slijedi: U poglavlju 1 predstavljena
je Itova SDJ te matematicki izrazi za razumijevanje iste. Definirana je difu-
zija kao rjeSenje SDJ, dani su primjeri rjesavanja SDJ te je dana motivacija
za primjenu numerickih metoda. Poglavlje 2 sadrzi izvod Euler-Maruyama
metode, ukljucujuéi temeljne principe i algoritam. Takoder su dani prakti¢ni
primjeri i detalji implementacije uz dijelove programskog koda u Pythonu. U
3. poglavlju napravljena je pseudo-likelihood procjena parametara metode.
Zatim odjeljak 4 daje prikaz i informacije o izvedbi grafickog sucelja u Pyt-
honu za simulaciju trajektorija SDJ dobivenih Euler-Maruyama metodom.



2 Itova stohasticka diferencijalna jednadzba

U ovom poglavlju navest ¢emo najvaznije pojmove i teorijske rezultate vezane
za Itove stohasticke diferencijalne jednadzbe (SDJ).

Prvo ¢emo definirati Brownovo gibanje, pogonski proces u SDJ.
Definicija Brownovog gibanja glasi:

Definicija 2.1. Slu¢ajni proces (Bt > 0) na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F, P) je standardno Brownovo gibanje ako vrijedi:

1. Yw € Q trajektorija t — B(w) je gotovo sigurno neprekidna funkcija s
[0,00) u R,

2. By =0,
3. zasve ) =1y < 1 < ... < &y, privasti,
By, =By — By Bl — By veBi, — B i
su nezavisne slucajne varijable

4. zasve 0 < s < t je prirast (B;— Bs) normalno distribuiran s o¢ekivanjem
nula i varijancom (t — s).

Nadalje, neka je C' = (C;,0 < t < T) FP-adaptiran slucajni proces na
vjerojatnosnom prostoru (€, F, P), s prirodnom filtracijom F? = (FP ¢ > 0),
gdje je FP = 0(B,,0 < s <t), za koji vrijedi

/T BE(C?)dt < o, (1)

Sto podrazumjeva i kvadratnu integrabilnost procesa C'.

Osnovna ideja prosirenja Itove integracije jest aproksimacija opcéeg inte-
granda nizom jednostavnih slucajnih procesa koji u odredenom smislu ko-
nvergira prema slu¢ajnom procesu ¢iju trajektoriju zelimo integrirati u od-
nosu na trajektoriju Brownovog gibanja (B;,t > 0). Odnosno, za sluc¢ajni
proces C' = (Cy,0 < t < T) koji zadovoljava uvijet (1) postoji niz jednos-
tavnih slu¢ajnih procesa (O™ n € N), C™ = (Ct("), 0 <t <T), takvih da
je

T
/ E ((Ct - C’t(n))2) dt -0, n— oo.
0

Dakle, niz slu¢ajnih procesa (C™,n € N) u srednje kvadratnom smislu ko-
nvergira prema procesu C = (C;,0 < t < T). S obzirom da je niz Itovih
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integrala jednostavnih procesa Cauchyjev niz u prostoru L*(Q, F, P), on ima
limes, a taj limes nazivamo Itov stohasticki integral i definiramo ga na sljedec¢i
nacin:

t

t
I, = lim CS(")dBS:/ C,dB, 0<t<T.
0

n—00 0

Definicija i svojstva Itovog stohastickog integrala mogu se naci u [9].

2.1 Difuzija - rjeSenje SDJ

Markovljev proces u neprekidnom vremenu s neprebrojivim skupom stanja
i g.s. neprekidnim trajektorijama nazivamo difuzija. Kako bismo definirali
difuziju prvo ¢emo se upoznati s konceptom Markovljevog svojstva.

Definicija 2.2. Markovljev proces u neprekidnom vremenu je sluc¢ajni proces

(X;,t > 0) definiran na vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P) za koji vrijedi

sljedece svojstvo:

P(th+1 < F|Xt1 = -Tlath = T, ...,th = l‘n) = P(th+1 < F|th = .Tn)

(2)

VF € F za proizvoljne vremenske trenutke 0 < t; <ty < ... <t, <t,.11za

proizvoljna stanja z1, ze, ...z, € R.

Svojstvo (2) nazivamo Markovljevo svojstvo, koje kaze da pozicija (stanje)

procesa u buduéem trenutku ¢ ovisi samo o poziciji procesa u sadasnjosti, tj.

da su, uvjetno na poznatu sadasnjost, buduénost i proslost procesa nezavisne.

Definicija 2.3. Prijelazna vjerojatnost Markovljevog procesa definirana je
na sljedeci nacin:
P(F,t;y,s) =P(X; € F|X;=y), 0<s<t.

Definicija 2.4. Difuzijski proces ili difuzija jest Markovljev proces X =
(Xt,t > 0) na vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P) u neprekidnom vremenu s
neprebrojivim skupom stanja S za koji vrijedi:

1
lim —P(| Xiyn — x| > €| Xy=2] =0,Ve >0,Vz €S (3)
h— 0 h
i za kojeg vrijedi da su:

lim = B[AX(h)| X, = 2] = (e, 1) (4)

n—oo



1
lim %E[(AXt(h))ﬂXt = 7] = pZ{w, L) (5)
n—oQ

neprekidne funkcije obiju nezavisnih varijabli, gdje je AX(h) = Xpop — Xy i
svi potrebni momenti postoje.

Parametre p(z,t) i o(z,t) zajednickim imenom nazivamo infinitezimalni pa-
rametri difuzije, a zasebno p nazivamo drift parametrom, a ¢ parametrom
difuzije. Difuzija je regularan proces ako je uvjetno na start difuzije iz stanja
x € S, vrijeme prvog dolaska difuzije u stanje s € S

T; = inf{t >0 : X; = s},
kona¢no s pozitivhom vjerojatnoscu, tj.
P(T; < 0| Xo =z) > 0.
Difuzija je rjesenje SDJ, a opéi oblik Itove SDJ je:
dX; = p(t, Xp)dt + o(t, Xy)dBy, 0<t<T, (6)

gdje je B = (B;,0 <t < T) Brownovo gibanje koje nazivamo pogonski pro-
ces.

Svojstvo (3) interpretiramo na sljedec¢i nac¢in: veliki prirasti su malo vjero-
jatni na dovoljno malim intervalima. Ono $to razlikuje ovakvu jednadzbu od
obi¢ne diferencijalne jednadzbe (ODJ) jest stohasticki element koji dolazi od
pocetnog uvjeta Xy, koji je dan u terminima slu¢ajne varijable nezavisne od
pogonskog procesa, te Suma generiranog Brownovim gibanjem B. SDJ (6)
opisuje dinamiku difuzije X koju naivno mozemo opisati na sljede¢i naécin:
na intervalu duljine dt prirast difuzije X (dX; = Xyya — X;) uzrokovan je
prirastom vremena dt s koeficijentom o(t, X;) i prirastom Brownovog gibanja
dB; = Byias — By s koeficijentom o(t, X;).

S obzirom na to da trajektorije Brownovog gibanja nisu diferencijabilne,
prethodno navedenu jednadzbu (6) trebamo razmatrati kao stohasticku inte-
gralnu jednadzbu:

t ¢
X = Xo —|—/ w(s, Xs)ds + / gls; Xg)dBs; 0<E<T, (7)
0 0

gdje je prvi integral Riemannov, a drugi [tov stohasticki integral.
Nadalje, u nastavku ¢emo navesti dva tipa rjeSenja, jako i slabo rjesenje SDJ
te uvjete za egzistenciju i jedinstvenost jakog rjesenja.

Definicija 2.5. Jako rjesenje SDJ (7) je slucajni proces X = (X;,0 <t <T)
koji zadovoljava zahtjeve:



1. integrali u (7) su redom dobro definirani Riemannov i Itov stohasticki
integral,

2. X je adaptiran na prirodnu filtraciju Brownovog gibanja, tj. u trenutku
t ovisi samo o slu¢ajnim varijablama B, 0 < s < ¢,

3. X je transformacija pogonskog procesa, odnosno Brownovog gibanja B
i funkcijskih koeficijenata u(t, z) i o(t, ) koje su neprekidne funkcije.

Definicija 2.6. Slabo rjesenje SDJ daje karakterizaciju difuzije u kontek-
stu distribucijskih svojstava i dovoljno je za odredivanje funkcije ocekivanja,
funkcije autokovarijanci i autokorelacijske funkcijske procesa, pa trajektorije
Brownovog gibanja nisu kljuc¢ne.

S obzirom na jac¢e uvjete u jakom rjesenju SDJ da se pretpostaviti da neke
SDJ nemaju jako rjeSenje ve¢ samo slabo rjesenje.

Sto se tice uvjeta o egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja, dovoljni uvjeti su:

1. Xy je nezavisna od Brownovog gibanja B i kvadratno je integrabilna
(E[XF] < 00),

2. funkcije u(t,z) i o(t, z) su neprekidne te za sve t € [0,7] i sve z € R

e zadovoljavaju Lipschitzov uvjet po prostornoj varijabli, tj.

|u(t, z) — pt,y)| + lo(t, z) — ot y)| < kalz —y| (8)
e zadovoljavaju uvjet linearnog rasta, tj. Jko > 0 td.
B2t 3) + 02t 7) < K2(1+ 2. (9)

Navedeni dovoljni uvjeti mogu se ublaziti, tj. Lipschitzov uvjet mozemo
relaksirati na lokalni Lipschitzov uvjet

|,U,(t,l') - M(tvy” % |U(t> x) - U(tay)| S kN|x - y|7
V|z|, |yl < N, ky >0, N > 0.

Za (9) je vazno znati da svaka neprekidno derivabilna funkcija zadovoljava
lokalni Lipschitzov uvjet. Dodatno mozemo ublaziti dovoljne uvjete ako bi-
smo zanemarili uvjet kvadratne integrabilnosti slucajne varijable X, jer on
sam po sebi ne daje egzistenciju ni jedinstvenost rjesenja, ali bez njega je
moguca eksplozija trajektorija rjeSenja X, to znaci da proces X u kona¢nom



vremenu beskona¢no mnogo puta promijeni stanje. U nastavku rada ¢emo
pretpostaviti da radimo sa SDJ koje imaju jako rjeSenje.

Kroz ovaj rad kao primjere koristit ¢emo dva procesa: geometrijsko Brownovo
gibanje 1 Ornstein-Uhlenbeckov proces.

Geometrijsko Brownovo gibanje (GBG) jedan je od ¢esto koristenih modela
za opisivanje kretanja cijena dionica. SDJ za GBG je:

dX; = ,uXtdt + O'XtdBt,Xo =1x9 > 0. (]_0)

Egzaktno rjesenje SDJ za GBG s trajektorijom prikazanom na Slici 1 dano
je 1zrazom:

By — Xyl o BboB: ( L3 < T (11)

Drugi spomenuti proces, Ornstein-Uhlenbeckov proces (OU proces) je
rjeSenje Langevineove stohasticke diferencijalne jednadzbe:

dX; = —0(X; — p)dt + vV2002dB; 0>0, peR, o>0. (12)

Egzaktno rjesenje SDJ (12) je oblika:

t
Xi = p+ e %Xy — p) + 0V/20e / e’ dBs, (13)
0

te vrijedi X; ~ N(e“z,02/2c(e** — 1)), uvjetno na Xy = x. Generalnija
parametrizacija SDJ (12) koji ¢emo takoder koristiti u radu jest:

dXt — (91 - 92Xt)dt + ggdBt. (14)
Za ovaj proces dan SDJ (14) vrijedi da je stacionaran ako je Xy ~ N(%, 0s).

Primjer 1. Provjerimo egzistenciju i jedinstvenost jakog rjesenja SDJ za ge-
ometrijsko Brownovo gibanje (10).

Dovoljan uvjet koji smo naveli je Lipschitzovost po prostornoj varijabli,
za s,t > 0 imamo:

|uXs — pXi| + |0 Xs — 0 Xy| < max{u,o}|Xs — X¢,

gdje je ocito k; = max{u,oc}.
Kako su drift i difuzija linearne funkcije prostorne varijable, uz prethodno



pokazanu zadovoljenost Lipschitzovog uvjeta, slijedi da SDJ za GBG ima
jedinstveno jako rjesenje.

Geometrijsko Brownovo gibanje

wu

FS

w

N

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
vrijeme

Slika 1: Trajektorija geometrijskog Brownovog gibanja s po¢etkom u Xy =1
1 parametrima y =2, 0 =1

Ornstein-Uhlenbeck proces
10
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~

w

FS

w

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
vrijeme

Slika 2: Trajektorija Ornstein-Uhlenbeckovog procesa s poc¢etkom u Xy = 10
i parametrima yu = 10, 0 =5, 0 = =5



2.2 Rjesavanje stohastickih diferencijalnih jednadzbi

U ovom potpoglavlju navest ¢emo nekoliko rezultata koji se koriste za rjesa-
vanje SDJ. Za rjesavanje prvog primjera potrebno nam je prvo definirati Itov
proces i odgovarajucu Itovu formulu.

Definicija 2.7. Za slu¢ajni proces (X, t > 0) kazemo da je Itov proces ako
vrijedi
t t
X = Xo+ / AW ds + / AD 4B,
0 0
gdje su (Aﬁ”, t>0)i (A?), t > 0) adaptirani u odnosu na prirodnu filtraciju
Brownovog gibanja (B, t > 0) te su navedeni integrali dobro definirani.

Lema 2.1. (Itéva formula II za Itév proces) Neka je (X;,t > 0) Itév proces
i neka je f:]0,00) x S — R, gdje je S skup vrijednosti slucajnog procesa
(X, t > 0), funkcija dviju varijabli s neprekidnim derivacijama drugog reda.
Tada vrijedi:

F(t, Xi)=f(s, X;) = / (f1<y,Xy> + AP Faly, Xy) + %(A@”)?fm(y,xy) dy) +

t
+ [ APRwX)dB,, s<t (1)

SDJ mozemo rijesiti na nekoliko na¢ina koje éemo vidjeti u sljedeé¢im primje-
rima.

Primjer 2. Rijesimo SDJ za GBG oblika
dXt = ,LLXtdt -+ O'XtdBt, % € R, g > 0, E[Xg] < 0.

Za pocetak pretvorimo ovu diferencijalnu jednadzbu u integralnu, sada imamo:

t t
Xt:XO—i—,u/ Xsds—i—a/ X, dB;.
0 0

Primjenom Itove leme za ovu SDJ i funkciju X; = f(t, By) slijedi:

Xt—on/(fl(s,Bs)+%f22(5,35))d5+/ fo(s,dB,) dB,.
0 0

Kako bismo dosli do rjesenja cilj nam je odrediti funkciju f. Usporedbom
integralne jednadzbe koju rjeSavamo i jednadzbe izvedene iz Itove leme za
Itove procese, slijedi:



,U,f(t,l‘) :fl(tv'r)—i_%fﬂ(tvl‘) 1 O'f(t,l’) :f2(t7‘r)'

Ovim smo dobili sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje mozemo
rijesiti.

Znamo o fo(t,z) = fao(t,x) tj o> f(t,7) = far(t, z) pa pocetni sustav diferen-
cijalnih jednadzbi postaje:

@—%ﬁfmmzﬁ@m of(t,3) = fult, ).

Za supstituciju f(t,x) = h(t)g(x) dani sustav postaje:

(1= 5°) ) =), o9(e) = 5'@),

koji mozemo rijesiti metodom separacije. Rjesenja dobivena metodom sepa-
racije su:

B(t) = ()T, g(x) = g(0)e™.

Primijetimo da je Xy = f(0, By) = f(0,0), pa je konacno rjeSenje je
2
Xo = f{t, By) = Xoelw- 518

Takoder znamo da je dobiveno rjesenje jedinstveno i jako rjesenje jer pripadni
infinitezimalni parametri, u(t,z) = pzx, o(t,z) = ox, zadovoljavaju u Lipsc-
hitzov uvjet te uvjet linearnog rasta, a pocetno stanje difuzije je kvadratno
integrabilno.

Za razliku od prethodne, postoje SDJ koje nije moguce rijesiti eksplicit-
nim metodama kao npr. SDJ sa skokovima (Merton jump diffusion model).

Takoder, rjesavanje stohastickih integrala analiticki moze biti vrlo kom-
pleksno te rjesavanje SDJ rac¢unalno na eksplicitan na¢in moze biti dug pro-
ces. Zbog svih prijasnjih razloga u praksi se najcesce koriste numericke me-
tode za rjesavanje SD.J.
Koristenje numerickih metoda omoguéava nam vizualizaciju trajektorija di-
fuzije, odnosno uvid u buduée kretanje procesa u praksi. Zatim omogucava
nam procjenu distribucijskih karakteristika difuzije kao $to su ocekivanje,
autokovarijanca, itd. Numericke metode, poput Euler-Maruyama metode na
koju ¢emo se i bazirati u ovom radu, aproksimiraju rjesenje SDJ §to opti-
mizira cijeli proces, a takoder daje i rjeSenje SDJ koje nemaju eksplicitno
rjeSenje.



3 Euler-Maruyama metoda za rjeSavanje SDJ

Euler-Maruyama metoda je jedna od najpoznatijih metoda za numericko rje-
Savanje stohastickih diferencijalnih jednadzbi, nastala prilagodbom Eulerove
metode za rjeSsavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi. Osnovna ideja ove
metode za SDJ je aproksimacija rjeSenja SDJ kroz jednostavne iteracije te
promatranje kontinuiranog vremena kao kona¢ne familije disjunktnih inter-
vala u ¢ijim se rubovima racuna numericko rjesenje SDJ. Pocinjemo s po-
Cetnim uvjetima i definicijom vremenskog koraka te informacije iz prethodne
iteracije koristimo za izracunavanje nove vrijednosti aproksimacije stohastic-
kog procesa koji rjeSsava promatranu SDJ.

Dakle, neka je m, = m,([0,T]) subdivizija intervala [0, T], takva da 0 < ¢y, <
t1 < .. <ty,="T. Zasubdiviziju najcesc¢e uzimamo ekvidistantnu subdiviziju

danog segmenta [0,T]:
{iT . }
T =8 = 2=} ... B> .
n

Sada uvedimo pojam numericko rjesenje.
Numericko rjesenje SDJ je slucajni proces koji aproksimira difuziju. Od-
nosno, slucajni proces X = (Xt(n),() < t < T) je numericko rjesenje SDJ
(6) koje se temelji na subdiviziji m, segmenta [0, T]:

Wn:{to,...,tn},():t0<t1 <... <tn:T

||me|] = max {t; —t;i-1} = ml_axAi.

Numericko rjesenje X ™ racuna se samo u tockama subdivizije 7, C [0,77], a
pomocu vrijednosti (Xt(n), t; € m) numerickog rjeSenja u tockama subdivizije

7

aproksimiramo difuziju na intervalima (t; 1,;) linearnom interpolacijom to-
Saka (ti_1, Xom ) 1 (b, X\).
Nadalje, neka je (X;,0 <t < T) rjeSenje SDJ oblika

dXt = M(t, Xt)dt -+ U(t, Xt)dBt,

uz pocetnu vrijednost X;, = Xj.
Sada u trenutku ¢; promatramo sljedecu integralnu jednadzbu:

ti ti
X=X, . —|—/ wu(Xs) ds +/ o(Xs) dBs. (16)
ti—1 ti—1

Eulerova aproksimacija temelji se na aproksimaciji integrala u (16), gdje
Riemannov integral aproksimiramo na sljedeci nacin:

[ | (Xa) ds = (X))t — ti), (17)

10



a Itov integral na sljedeci nacin:
ti
| o) B~ o(X, (B — By ). (15)
ti—1
Euler-Maruyama aproksimacija konstruirana je na sljede¢i nacin:
X =04
t o (X )AL+ o(Xg")A
Xy = X0+ (X Ae + 0 (X47) A B

(19)
X =X, 4 XY ) A + o (X )A, B
X7 = X, 4+ XD ) An + 0(X(7, ) AnB,
odnosno
X = Xy, + pills, X, ) + 0 (tay Xy, ) 5B, (20)

gdje je A; =t; —ti1, A;B = By, — Bt,_1,1 =0,1,.., N — 1 te X poetna
vrijednost.

Kako bismo ustanovili kvalitetu aproksimacije koju nam daje Eulerova shema
gledamo podudarnost trajektorija procesa, tj. zelimo da za fiksni w € () tra-
jektorija t — Xt(n)(w) dobro aproksimira trajektoriju ¢ — X;(w) za danu
trajektoriju Brawnovog gibanja. Oc¢ekivanje apsolutne pogreske numerickog
i egzaktnog rjesenja u tocki 7" nam daje mjeru trazene kvalitete tj. proma-
tramo

E[|Xr(w) — X3 (@), (21)

Sto nam daje informaciju o podudarnosti trajektorija u trenutku 7. Druga

mjera kvalitete, koja ne uzima u obzir samo krajnji trenutak 7', dana je
sljedeé¢im izrazom:

sup B[ X,(w) - XM ()] (22)

0<t<T

3.1 Algoritam Euler-Maruyama aproksimacijske sheme

U ovom potpoglavlju éemo zapisati i pojasniti pseudokod za Euler-Maruyama
metodu te taj pseudokod implementirati u Pythonu (blok 1 programskog
koda). Najvazniji dio algoritma nam je iterativni postupak u kojem direktno
primjenjujemo (20).

U nastavku rada ¢emo za sve prikaze koristiti implementaciju Euler-
Maruyama aproksimacije u Pythonu koji smo prilagodili za rjesavanje SDJ
za geometrijsko Brownovo gibanje i Ornstein-Uhlenbeckov proces.
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Algorithm 1 Euler-Maruyama algoritam
Input: X, - pocetni uvjet, N - broj tocaka, T - desni rub pro-
matranog intervala
Output: X
dt < duljina subdivizije T segmenta [0, T']
timesList <+ ekvidistantan niz od 0 do T s N tocaka
dB < Brownovo gibanje
140
X Aproz « ||
X + X0
while 1 < N do
X+ X+ut,Y)xdt+o(t,Y)*dB
XAproz[i] + X
14+ 1+1
end while

3.1.1 Python implementacija

Python je dinamicki programski jezik koji je postao kljuc¢an alat u mnogim
inzenjerskim i znanstvenim granama. Osim svoje jednostavnosti i ¢itljivosti
koda, velika prednost Pythona su i bogate biblioteke od kojih su neke math-
plotlib i numpy, koristene u ovom radu.

Prvotno definiramo klasu SDJ s parametrima potrebnima za definiranje nama
potrebnih primjera. Odlucili smo se za klasu kako bi se kod mogao lakse
prilagoditi drugim oblicima SDJ, ako bi bilo potrebe. Dodali smo i tri me-
tode. Prva metoda Model koja nam vraca u(t, X;), o(t, X;) funkcije iz (6) za
trenutnu SDJ. Druga metoda daje egzaktno rjesenje SDJ, ako ono postoji.
Tre¢a metoda daje aproksimacijsko rjesenje SDJ koristeéi iterativni proces
Euler-Maruyama metode. Python kod vidimo u sljedeca dva bloka.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

3 import statsmodels.api as sm

5 np.random.seed (42)

class SDJ:
def __init__(self, X0, mu, sigma,theta,sdj):
self .X0 = XO
self.mu = mu
self.sigma = sigma
self.theta = theta

12
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NN
-

self .name = sdj

Listing 1: Dio Python koda u kojem se postavljaju parametri klase te se
ucitavaju koristeni paketi i postavlja se seed

def Model (self,y):
# elementi za SDJ Geometrijskog Brownovog gibanja
if self.name=="GBG":
return (self.mu * y, self.sigma * y)
# elementi za SDJ Ornstein Uhlenbeck procesa
elif self.name == "Q0U":
return (self.theta * (self.mu - y), self.sigma)

# metoda za egzaktno rjesavanje SDJ Geometrijskog
Brownovog gibanja
def Exact(self,t,dB):
if self.name == "GBG":
B = np.cumsum(dB)
return (self.X0 * np.exp((self.mu - 0.5 * self.
sigma**2) * t + B * self.sigma))
ellse:
pass

# Iterativni postupak Euler Maruyama metode
def EM(self,N,dt,dB):
XEm,X = [],self.XO0
for i in range (N):
a, b = self.Model (X)
X += a*xdt + b*dB[i]
XEm. append (X)
return XEm

Listing 2: Dio Python koda u kojem su definirane metode klase SD.J
Nadalje, potrebno je definirati sljedeé¢e funkcije:

1. BG - simulira Brownovo gibanje uz pomo¢ biblioteke numpy,

2. plotExEm - sluzi za prikaz simulirane trajektorije.

Definirane funkcije vidimo u sljede¢em bloku.

def BG(dt,N):
return (np.sqrt(dt) * np.random.randn(N))

def plotEXxEm(N,dt,S,ex,paths):
fig, ax = plt.subplots();ax.grid()

for i in range (paths):
dB = BG(dt,N)
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XEm = S.EM(N,dt,dB)
t = np.arange(0,1,dt)

if ex:
Exact = S.Exact(t,dB)
plt.plot(t,Exact, label = "Exact ($X_t$)", color
= 7b7)
plt.plot(t,XEm,label="EM ($X_t$)")
if S.name == "GBG":

plt.title("Geometrijsko Brownovo gibanje")

else:
plt.title("Ornstein-Uhlenbeck proces")
plt.xlabel("vrijeme")
plt.show ()

Listing 3: Dio Python koda u kojem su definirane funkcije BG i plotExEm

Na Slici 3 mozemo vidjeti simulaciju deset trajektorija OU procesa gene-

riranih Euler-Maruyama metodom implementiranoj u prethodno prikazanom
kodu.
Na Slici 4 prikazali smo trajektoriju SDJ za GBG (oznacena plavom bojom)
te aproksimacije Euler-Maruyama shemom (oznacena ljubi¢astom bojom) uz
povecavanje broja to¢aka N u subdiviziji segmenta [0, T]. Primjecujemo da
kako povecavamo N, odnosno smanjujemo vremenski korak (jer je definiran
kao %), tako se trajektorija aproksimacije priblizava trajektoriji egzaktnog
rjeSenja (Slika 4). Priblizavanje trajektorija smanjenjem vremenskih pomaka
pomnije ¢emo objasniti u sljede¢em potpoglavlju.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 3: Deset trajektorija OU procesa na intervalu [0, 1] s parametrima p =
0.5,0 = 0.5,0 = 3 dobivenih Euler-Maruyama aproksimacijskom shemom
temeljenoj na N = 1000 toc¢aka s pocetnim uvjetom Xy = 2.

Simulacijas N = 10 Simulacija s N = 100

0.0 02 04 06 08 10 0.0 02 04 0.6 08 10
Simulacija s N = 500 Simulacija s N = 1000

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 4: Aproksimacija i egzaktno rjesenje SDJ za GBG s pocetnim uvjetom
Xop =11 parametrima yy = 1.5,0 =1
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3.2 Konvergencija Euler-Maruyama metode

Metode aproksimacije klasificiramo po razli¢itim svojstvima. Najcesca svoj-
stva koja se koriste u literaturi su jaka i slaba konvergencija.

Definicija 3.1. Za numericko rjesenje (Xt(n),() < t < T) koje predstavlja
aproksimaciju slucajnog procesa (X;,0 <t < T') na temelju subdivizije 7 s
dijametrom ¢ kazemo da konvergira u jakom smislu reda v ako za proizvoljan
fiksni T" vrijedi:

E[|X — X7 < C6, V6 < 6, (23)

za 0y > 0, gdje je C' konstanta nezavisna od 0.

Definicija 3.2. Za numericko rjeSenje (Xt(n),O < t < T) koje predstavlja
aproksimaciju sluc¢ajnog procesa (X;,0 <t < T') na temelju subdivizije T s
dijametrom ¢ kazemo da konvergira u slabom smislu reda 7 ako za fiksni T’
i za svaku neprekidnu funkciju g koja je derivabilna reda (6 + 1), odnosno

g€ CIQJ(‘SH), postoji pozitivna konstanta C' nezavisna od § te §y > 0 tako da:

|E[g(Xr)] — Elg(X{)]| < C6°. (24)

Pojasnimo malo razliku izmedu ove dvije vrste konvergencije te se osvr-
nimo na njihovu korisnost u praksi.
Kriterij za slabu konvergenciju temelji se na razlici oc¢ekivanih vrijednosti
stohastickih procesa u danom trenutku 7'. S druge strane, kriterij jake ko-
nvergencije temelji se na ocekivanoj vrijednosti apsolutne pogreske u danom
trenutku 7" te nam osigurava da aproksimacija bude blizu egzaktnog rjesenja
u zadanom limitu. Dakle, jaku konvergenciju ¢emo koristiti kada nas zanima
koliko je trajektorija naSe aproksimacije blizu egzaktnog rjesenja u trenutku
T, a slabu konvergenciju ako nas zanima ocekivana vrijednost neke funkcije
procesa.

Iskazimo teorem koji nam daje rezultat o jakoj konvergenciji Eulerove me-
tode.

Teorem 3.1. Neka je

E[|Xof*] < 00 (25)
B Xy — X7 < 6187, (26)
|/L(t,1‘) - :U'(tv y)' I |U(t7 x) - U(t> y)\ < C’2|w - y|7 (27)
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u(t, z)| + |o(t,z)| < Cs(1 + |z), (28)
(s, z) — p(t,z)| +|o(s,z) — ot,z)| < Ca(1 + |z])]s — |z,  (29)

za sve s,t € [0,T] i x,y € R gdje su K, .., Ky konstante koje ne ovise o §.
Tada za Eulerovu aproksimaciju Y° vrijedi:

E[| X7 — Y(T)]] < G567, (30)

gdje je C5 konstanta nezavisna o 9.
Iz Teorema 3.1 vidimo da Euler-Maruyama metoda konvergira jako, reda
1. Dokaz Teorema 3.1 moZe se pronaci u [8].

Pogledajmo sada implementaciju te prikaz kriterija za jaku i slabu ko-
nvergenciju u ovisnosti o dt.

strongError, weakError = [], []
dt_grid = [2 ** (R-10) for R in range (7)]
number0fSample = 1000
# ponavljajmo po dt
for dt in dt_grid:
t = np.arange(dt, 1 + dt, dt)
N = len(t)
# inicijalizacija vektora
eulerError = np.zeros(N)
YSum, XEmSum = np.zeros(N), np.zeros(N)

# generiramo 10000 uzoraka
for i in range(m):

dB = BG(dt,N)

B np.cumsum (dB)

Y = S.Exact(t,dB)

Xem S.EM(N,dt,dB)

# Racunanje apsolutne pogreske

# 1 dodavanje onima iz prijasnjih uzoraka
eulerError += abs(Y - Xem)

# Dodamo Y,X onima iz prijasnjih uzoraka
YSum += Y
XEmSum += Xem

# racunamo maksimum prosjeka -> jaka konvergencija

strongError.append (max (eulerError / numberOfSample))

# racunamo maksimum pogreske prosjeka -> slaba
konvergencija

i B



weakError.append (max (abs (YSum - XEmSum)/

number0fSample))

35 plt.loglog(dt_grid, strongError, label="Jaka konvergencija',
color="mediumvioletred?)

36 plt.loglog(dt_grid, weakError, label="Slaba konvergencija",
color=’lightseagreen’,ls=’--?)

37 plt.title (’Konvergencija Euler-Maruyama metode’)

ss plt.xlabel (°$dt$’); plt.ylabel(’Pogreska’); plt.legend(loc=2)

30 plt.show ()

Listing 4: Python kod za provjeru kriterija jake i slabe konvergencije Euler-

Maruyama metode

Konvergencija Euler-Maruyama metode

101 4

—— Jaka konvergencija
1 ——- Slaba konvergencija

UL |
10~2
dt

Slika 5: Vrijednosti kriterija za jaku i slabu konvergenciju Euler-Maruyama
aproksimacijske sheme u ovisnosti o dijametru subdivizije

Na Slici 5 vidimo da se odstupanje iz kriterija za jaku i slabu konver-
genciju smanjuje s povecanjem tocaka subdivizije segmenta [0,7], tj. sa
smanjenjem duljine dt podintervala generiranih tom subdivizijom, iz ¢ega
mozemo zakljuciti da metoda konvergira i u jakom i u slabom smislu. Ta-
koder, primjec¢ujemo da je pogreska za slabu konvergenciju manja od one za
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jaku konvergenciju. Aproksimacijske sheme koje imaju red konvergencija u
jakom smislu ¢esto istovremeno imaju visi red konvergencije u slabom smislu.
Zasto nam je red konvergencije uopée vazan?

Kada koristimo numericke metode, osim $to znamo da se pogreska smanjuje
sa Sto manjim vremenskim korakom najcesce nas zanima i koliko brzo aprok-
simacija konvergira smanjenjem vremenskog koraka. Razlog tomu je Sto sma-
njenje vremenskog koraka uzrokuje dulje vrijeme izvodenja koda. Takoder,
zbog ogranicenja racunala, odnosno rac¢unalne pogreske, imamo granicu do
koje mozemo smanjivati vremenski korak.

Tu nam do izrazaja dolazi red konvergencije koji nam oznacava kojom brzi-
nom ¢e pogreska padati. Dakle, ako je red konvergencije za metodu 7 i nas
korak je [ puta manji, tada ¢e pogreska aproksimacije biti {7 puta manja.
Na primjer za red jednak 1, ako Zelimo pogresku smanjiti 10 puta, korak
moramo napraviti 10 puta manjim, dok za red - % moramo vremenski pomak
smanjiti 10000 puta.

Kako bismo dobili red konvergencije prvo ¢emo iskazati Markovljevu nejed-
nakost, a vise informacija o istoj moguce je pronaci u [3].

Propozicija 3.2. Neka je r>01i E[|X|"] < co. Tada za svaki € > 0 vrijedi:

BlIX[]

P(X|ze) < —3

(31)

Sada koriste¢i Markovljevu nejednakost za r = 1 i pretpostavku da numericko
rjeSenje (Xt(n), 0 <t <T) konvergira u jakom smislu dobivamo:

P(X{ — Xp| > &) < E[|XS — Xp[)/e < O /e. (32)
Uzmimo da je € = §7/? te okrenimo smjer nejednakosti:
PxX — Xp| < 673 > 1— 0872, (33)

Izaberemo li da je konstanta C' pozitivan i mali broj, onda iz (33) vidimo
da vjerojatnost da je pogreska u fiksnoj tocki mala sve blize 1 §to je dijametar
subdivizije manji.

Kako bismo dobili nas red konvergencije pretpostavit ¢emo da je n do-
voljno velik i € dovoljno mali tako da, na temelju ocjene (32), vrijedi:

log (E(|X{ — X7])) ~ log C + ~log é. (34)

Sada ¢emo iskoristiti dobiveno te uz pomoé¢ Python programskog jezika i
biblioteke statsmodels.api, to¢nije funkcije LOS, izracunati red konvergencije
Euler-Maruyama metode. Koristeni kod prikazan je u sljedecem bloku, a
dobiveni rezultat u Tablici 2.
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7

X = sm.add_constant(np.log(dt_grid))

#Primjenjujemo funkciju OLS na prijasnju simulaciju
resultsS = sm.O0LS(np.log(strongError) ,X).fit ()
print ("\n Red Jake konvergencije EM metode "+ str(
resultsS.params [1]))

resultsW = sm.OLS(np.log(weakError) ,X).fit ()
print (" Red Slabe konvergencije EM metode WS Eri(
resultsW.params [1]))

Listing 5: Python kod za racunanje reda konvergencije

Red jake
konvergencije 0.50187
EM metode

Red slabe
konvergencije 0.97493
EM metode

Tablica 1: Dobivene vrijednosti za red konvergencije

Dobivenim rezultatom pokazano je da red jake konvergencije nase metode
g = %, Sto smo mogli vidjeti i u Teoremu 3.1. Red slabe konvergencije je

Ay ==,
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4 Pseudo-likelihood metoda procjene parame-
tara temeljena na Euler-Maruyama aproksi-
macijskoj shemi

Procjena parametara u SDJ predstavlja klju¢ni korak u statistickoj analizi
difuzija. Ovaj proces ukljucuje pronalazenje procjena za parametre SDJ koje
najbolje opisuju stvarne podatke.

Tako postoje mnoge metode za procjenu parametara, kada su u pitanju SDJ
najcesce se koriste metode kao $to je pseudo-likelihood. Aproksimacijske me-
tode rade aproksimaciju trajektorije procesa tako da je za numericko rjesenje
SDJ moguce eksplicitno konstruirati likelihood funkciju.

Povezemo pseudo-likelihood metodu s Euler-Maruyama aproksimacijom.
Diskretizacijom (6) Eulerovom shemom na intervalu [¢,¢ 4+ At) dobivamo:

Xiyar — Xy = pu(0, X)) At 4 0(0, Xi)(Biyas — By). (35)

Razlika Xy, A — X; je normalno distribuirana s ocekivanjem pu(6, X;)At i
varijancom o2(6, X;)At. Dakle, prijelazna funkcija gustoée aproksimacije, tj.
numerickog rjesenja, dana je sljede¢im izrazom:

R Ly~ 2 ulh,2))?
pe(t,ylz) = Wewp(—§ 1020, 7) > (36)

Sada pseudo-likelihood funkciju definiramo preko prijelaznih funkcija gustoca
s obzirom na tocke subdivizije segmenta [0, 7.

Ako su nam parametri u vektoru # razliciti za drift parametar te za parametar
difuzije ili ako je A (dijametar subdivizije) dovoljno mali, ova metoda daje
dobre rezultate. Dakle, pretpostavimo da je o(6,z) = o pozitivna konstanta
te da su svi ostali parametri u u(6, z), odnosno o nije jedan od parametara u
1. Nadalje pretpostavimo da je subdivizija na kojoj se temelji aproksimacija
ekvidistantna. Pretpostavimoida Vk > 0 svi momenti reda k procesa postoje
tako da je

sup E|X:|F < oo. (37)

0<t<T

Sada mozemo definirati log-likelihood funkciju poznatu i kao lokalna Ga-
ussova aproksimacija:

n

) = —3 > T X ZBOXES | g omoa). (39)
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Kada uzmemo u obzir da je 0 konstantan, tada je maksimizacija log-likelihood
funkcije ekvivalentna maksimizaciji funkcije:

n

9(6) = Y (i = Xipf, Xi) = 5 Y WO Xer) (39

i=1

Ako bismo dodali uvjet da nA2 — 0, tada (39) vodi do konzistentnog i asimp-
totski normalnog procjenitelja parametara 6 to je pokazano u [5|. U ovom
slucaju potrebno je prvotno procijeniti parametar difuzije prije procjene 6.
Nadalje, u [5] je upuceno na dokaz da je za jednodimenzionalne slucajeve
konzistentan procjenitelj za o

n

52 = LA S (X — Xi)?. (40)

n -
=1

Napravimo sada implementaciju u Pythonu. Biblioteke koje ¢e nam tu biti
potrebne su numpy i scipy, odnosno koristili smo scipy.optimize proceduru.
Definirali smo drift funkciju za Euler-Maruyama aproksimaciju te pseudo-
likelihood funkciju u sljede¢em primjeru.

Primjer 3. Simulirajmo OU proces koriste¢i SDJ (12) s pocetnim uvjetom
Xo =1 1 parametrima = 5,0 = 3,0 = 2 te provedimo procjenu parametara
u pet scenarija koji se razlikuju s obzirom na duljinu intervala [0,T] @ dija-
metar subdivizije %, gdje je u svim scenarijima N = 2500. Pocetni interval
neka bude [0,0.1] te je u svakom sljedecem desni rub intervala poveéan za 0.1.
Dodatno, izracunajmo srednje kvadratnu gresku procjene svakog parametra u
svakom scenariju.

U narednom bloku naveden je programski kod u kojem smo definirali
drift za OU proces te simulirali trajektoriju OU proces s parametrima p =
5,0 = 3,0 = 2 1 zatim proveli procjenu parametara u pet scenarija, gdje se
u svakom scenariju procjena vrsi u odnosu na pedeset simulacija.

Nadalje, u Tablici 2 vidimo dobivene rezultate za pojedini scenarij te do-
bivenu srednje-kvadratnu gresku (RMSE, root mean square error) za svaki
od njih. Vidimo da nam je greska najmanja u posljednjem sluc¢aju na in-
tervalu [0, 0.5] te vidimo da su procjene parametara blizu njihovih stvarnih
(teorijskih) vrijednosti.
import numpy as np
> from scipy.optimize import minimize

4+ # Drift funkcija za Eulerovu aproksimaciju
5 def driftEuler(x, t, x0, theta, drift):
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dd = drift(x0, theta)
return (x - x0) * dd - 0.5 * t * dd *x 2

# Pseudo-likelihood funkcija za Eulerovu aproksimaciju

def pseudolLikelihood(theta, X, deltat, drift):
n = len(X)
pseudoLikelihoods = []
for i in range(1l, n):
dt = deltat[i - 1]
pseudoLikelihood_i = -driftEuler (X[i], dt,
theta, drift)

X[i

pseudoLikelihoods .append (pseudoLikelihood_i)

return np.sum(pseudoLikelihoods)

Listing 6: Implementacija pseudo-likelihood funkcije u Pythonu

# Drift funkcija za 0U proces
def driftOu(x, theta):
return theta[0] * (thetal[1] - x)

# Simulacija podataka za 0U proces
np.random.seed (123)

theta_true = np.array([5, 3, 2])

N = 2500
start

=0
end = 0.1

3 RO =1l

pseudoLikParamsMu = []

5 pseudoLikParamSigma = []
s pseudoLikParamTheta
; pseudoLikParamsMuErr = []

]

pseudoLikParamSigmaErr = []
pseudoLikParamThetaErr []
for i in range (5):

X = np.zeros(N)

X[0o] = Xo

dt = end/N

dB = c.BG(dt,N)

for j in range (50):

deltat = np.random.uniform(start,end, N-1)
Nasumicno vrijeme izmedu start i end

sx = 0
for i in range(1,N):

E

1],

X[i] = X[i - 1] + driftOu(X[i - 1], theta_true) =x*
deltat[i - 1] + np.sqrt(deltat[i - 1]) * np.random.normal
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(o5, 1, 1)
sx += (E[i]-X[i-113)%*2

# Procjena parametara uz Maximum Likelihood

initial_guess = [1.5, 1]

result = minimize (lambda theta: pseudoLikelihood (
theta, X, deltat, driftOu),\

initial_guess)
estimatedTheta = result.x

pseudoLikParamsMu. append (estimatedTheta [0])

pseudoLikParamTheta.append (estimatedTheta [1])

s= np.sqrt ( np.mean ( np.square ( np.diff ( X ) ))
/ deltat )

pseudoLikParamSigma.append (s)

pseudoLikParamsMuErr . append ((estimatedTheta [0] -
theta_true [0]) *x*2)

pseudoLikParamThetaErr.append ((estimatedTheta [1] -
theta_true [1]) *x*2)

pseudoLikParamSigmaErr.append ((s-theta_true [2]) *x*2)

mu = np.mean(pseudoLikParamsMu)

theta = np.mean(pseudoLikParamTheta)

sigma = np.mean(pseudoLikParamSigma)

print ("Procjena parametara (mu, theta, sigma):", mu,

theta,sigma, \
" za uniformno distribuirane vremenske korake
izmedu ", start, " i ",end)

RMSEMU = math.sqrt ((np.mean(pseudoLikParamsMuErr)))

RMSETHETA math.sqrt ((np.mean (pseudolLikParamThetaErr)))

RMSESIGMA math.sqrt ((np.mean (pseudolLikParamSigmaErr)))

print ("Root Mean Square Error:\n")

print (RMSEMU," " ,RMSETHETA, " ",RMSESIGMA )
print (>\n?)

end += 0.1

Listing 7: Python kod za provedbe pseudo-likelihood procjene parametara
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interval A 7i (RMSE) 0 (RMSE) & (RMSE)

0,0.1] (4e—5) | 5.014 (0.241) 2.998 (0.018) 1.56 (2.905)

0,0.2] (8e—5) | 5.002 (0.213) 2.998(0.016) 1.65 (3.754)

0,0.3] (1.2e—4) | 4.997 (0.182) 2.998(0.014) 1.765 (3.515)
)

[0,0.4] (1.6e—4) | 4.996 (0.165 2.999 (0.013 1.933 (3.459)

)
0,0.5] (2e—4) | 4.996 (0.1494) | 2.998 (0.013) 2.236 (4.072)

Tablica 2: Rezultati procjene parametara OU procesa s teorijskim vrijednos-
tima p= 5,80 =3,6 =2

5 Graficko sucelje

Kako bismo objedinili dijelove ovog rada u ovom poglavlju predstavit ¢emo
graficko sucelje napravljeno za vizualizaciju simuliranih trajektorija GBG te
OU procesa uz pomo¢ Eulerove aproksimacije koristeéi ranije navedene me-
tode (blok programskog koda 2). Graficko sucelje napravljeno je u Pythonu
pomocu alata tkinter, odnosno uz Python Ul-library baziranom na tkinteru
pod nazivom customtkinter.

Funkcionalnosti ovog prikaza su:

1. izbor SDJ izmedu OU i GBG te se ovisno o odabiru dobivaju unosi za
parametre,

2. omoguéen je unos parametara za simulaciju - broj tocaka, vremenski
horizont T (pretpostavljena vrijednost dijametra je T'/N),

3. za GBG moguce je dodati egzaktno rjeSenje te rac¢unanje pogreske,
4. dodavanje naslova prikaza,

5. prikaz trajektorija,

6. brisanje prikaza,

7. izbor tamnog ili svijetlog okruzenja.
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SDJ uz Eulerovu metodu

Izaberi slu¢ajan proces

Geometrijsko Brownovo gibanje Parametri simulacije:

Geometrijsko B gibanje

in-Uhlenbeck proces

CLEARPLOT

« Dodaj egzaktan prikaz

Geometrijsko Bro

Slika 6: Prikaz simulacije triju trajektorija GBG unutar grafickog sucelja

0
Izaberi 8|ucajan proces OU Proces Parametri simulacije:
O Geometrijsko Brownovo gibanje 6
1000
o Ornstein—-Uhlenbeck proces
a
1
2
0
" . CLEARPLOT
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Parametri SDJ: 1
2 3 2
Appearance Mode:
= 0OU Proces PLOT
Light ~

Slika 7: Prikaz simulacije triju trajektorija OU procesa unutar grafickog su-
celja
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Sazetak

U ovom radu definiramo stohasticke diferencijalne jednadzbe (SDJ) i dajemo
kratak pregled teorije vezane uz njih. Zatim definiramo procese: geometrij-
sko Brownovo gibanje i Ornstein-Uhlenbeckov proces, koje kasnije koristimo
kao primjere. Glavni dio rada definira Euler-Maruyama metodu za nume-
ricko rjesavanje SDJ te pruza implementaciju u programskom jeziku Python.
Takoder predstavljamo pseudo-likelihood metodu za procjenu parametara te-
meljenu na FEuler-Maruyama metodi. Na kraju je predstavljeno samostalno
izradeno graficko korisnicko sucelje koristeéi Python za simuliranje trajekto-
rija SDJ.

Kljucne rijeci

Stohasticka diferencijalna jednadzba, Euler-Maruyama metoda, numericko
rjeSenje, geometrijsko Brownovo gibanje, Ornstein-Uhlenbeckov proces, pseudo-
likelihood, procjena parametara, Python
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Euler-Maruyama methode for solving stohastic
differential equations with Python implementa-
tion

Summary

In this paper, we define stochastic differential equations (SDE) and the ge-
neral theory connected to SDE. Afterward, we define processes: geometric
Brownian Motion and Ornstein-Uhlenbeck process, which we later use in
examples. The main part of the paper defines the Euler-Maruyama method
for numerically solving SDEs and provides an implementation in the pro-
gramming language Python. We also present the pseudo-likelihood method
for parameter estimation based on the Euler-Maruyama method. Finally, a
self-made graphical user interface using Python is presented for simulating
SDE trajectories.

Keywords
Stohastic stochastic differential equation, Euler-Maruyama method, numeri-

cal solutions, geometric Brownian Motion, Ornstein-Uhlenbeck proces, pseudo-
likelihood, parametric estimation, Python
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