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Uvod

Pri spomenu algebre, veéina ucenika pomisli ”Sto slova rade u matematici?” Takvo gradivo ¢ini
im se apstraktno i ne vide smisao ucenja algebre. Kako bi promijenili takav stav kod ucenika,
ucitelji bi trebali raditi na svom pristupu poucavanju.

U prvom poglavlju ovog rada govorimo o poucavanju matematickog misljenja, opéenito, te
o standradima matematicke prakse. Ponekad je tesko razviti matematicki nac¢in razmisljanja
kod ucenika pa ¢emo navesti neke od strategija poucavanja i primjere zadataka koji se mogu
koristiti kako bi uc¢enicima priblizili matematicki nacin razmisljanja. Nakon toga ¢emo objasniti
neke od najces¢ih miskoncepcija o matematickim procesima.

Drugo poglavlje ovog rada fokusira se na ucenicke poteskoce s algebrom. Kako bi ucitelji
priblizili algebru svojim ucenicima, prvo trebaju razumijeti zasto uopée dolazi do problema.
Navest ¢emo neke od najcescih pogresaka koje ucenici prave, a zatim objasniti kako im pomodi
u svladavanju istih.

U tre¢em poglavlju govorit ¢emo o pristupima poucavanja koji se odnose konkretno na
poucavanje algebarskih koncepata. Te strategije, tj. pristupi su: koristenje jednadzbi za prikaz
i rjesavanje problema, koristenje koordinatnog sustava za vizualizaciju algebarskih veza, opisi-
vanje uzoraka varijablama te koristenje ekvivalentnih izraza. Za svaki od tih pristupa objasnit
¢emo osnovne koncepte i ideje, te na kraju dati nekoliko primjera zadataka koji se odnose na
odredeni pristup poucavanja.

U posljednjem poglavlju osvrnuti ¢emo se na kurikulum nastavnog predmeta Matematika
u Republici Hrvatskoj, donesen u sklopu programa ”Skola za zivot”. Prouéiti ¢emo odgojno
- obrazovne ishode nastavnog predmeta matematika koji se odnose na algebarske koncepte, te
promotriti sto se konkretno radi u kojem razredu.



1. Poucavanje matematickog misljenja

Poucavanje matematike izazovan je posao, ne samo zbog toga sto je tesko razviti matematicki
nacin razmisljanja kod ucenika, nego i zato sto veéina ucenika od pocetka matematiku povezuje
s osjeCajem straha i nelagode. Ucenici smatraju da za matematiku moras imati "taj gen” ili da
oni to jednostavno ne mogu shvatiti i ne mogu napraviti nista po tom pitanju.

Matematicko misljenje je nesto Sto svatko moze nauciti, to je vjestina koju jednostavno
moramo uvjezbati kao i npr. voznju bicikla. Jedino sto nam je potrebno kako bi dosegli Zeljenu
razinu znanja i samopouzdanja su volja, upornost i vrijeme.

1.1. Matematicko misljenje

Vecina nas, kada se spomene matematika, pomisli na ono sto smatramo sadrZajem. Najcesce
pomislimo na operacije s razlomcima, rjeSavanje jednadzbi i ostalo. Ipak, u pozadini svega na-
laze se fundamentalni matematicki procesi. Koncepti poput rasudivanja, rjesavanja problema i
modeliranja nisu nesto novo u praksi matematike, a kljucni su za razvoj matematickog misljenja.

Matematicko misljenje nije samo rjeSavanje zadataka iz matematike, ve¢ je Siri koncept
koji se odnosi na nacin razmisljanja i pristup rjeSavanju problema. Ono ukljuc¢uje sposobnost
analiziranja, logicko zakljucivanje, apstraktno misljenje i primjenu matematickih principa na
razlicite situacije, kako u matematici, tako i u stvarnom zivotu. Cilj obrazovanja iz matematike
trebao bi biti razvijanje matematickog misljenja kod ucenika, omogucavanje im da samostalno
rjeSavaju probleme i prepoznaju primjenu matematike u svakodnevnim situacijama. Ovo je
vazno jer matematika ima Siroku primjenu u razli¢itim podruc¢jima, poput znanosti, tehnologije,
inzenjerstva, ekonomije i mnogih drugih.

Tako mnogi uéitelji postizu uspjeh u razvijanju matematickog misljenja kod svojih ucenika,
uvijek postoji prostor za poboljsanje. Jedan od izazova je osigurati da svi ucenici, a ne samo
najnapredniji, razumiju i primjenjuju matematicke koncepte na dubljoj razini. To zahtijeva
diferencirani pristup poducavanju, pruzanje prilika za istrazivanje i primjenu matematike na
razlicite probleme te poticanje kritickog razmisljanja i kreativnosti.

Takoder je bitno naglasiti vaznost povezivanja matematike s stvarnim zivotom kako bi ucenici
vidjeli svrhu i praktiénu primjenu onoga sto uce. Primjeri iz stvarnih situacija i problema mogu
pomocdi ucenicima da shvate kako matematika moze biti koristan alat za rjesavanje problema i
donosenje informiranih odluka.

2000. godine NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) objavio je osnovne
standarde matematike te specifiécne procese:

e Rjesavanje problema

e Komunikacija

e Prikaz

e Obrazlozenje i dokazivanje

e Odnosi

Kasnije su ovi procesi jos razvijani te dolazimo do osam osnovnih standarda za matematicku
praksu:



1.2.

. Razumijevanje problema i ustrajanje u njihovu rjesavanju

Apstraktno i kvantitativno rasudivanje
Konstrukcija valjanih argumenata i kritiziranje obrazlozenja ostalih
Modeliranje u matematici

Koristenje prikladnih alata

. Preciznost
. Pronalazenje i koristenje struktura

. Trazenje i izrazavanje pravilnosti u ponovljenom zakljucivanju

Standardi matematicke prakse

Cilj poucavanja ucenika matematickim praksama i procesima je izbjegavanje jednostavnog
koristenja algoritama za matematicko racunanje. Takoder, cilj je razviti matematicko misljenje
kod ucenika. U tu svrhu, nastavnici mogu izbjegavati poucavanje gotovih formula te prenosenje
algoritama i koraka za rjesavanje zadataka. Umjesto toga nastavnici bi trebali pruziti uéenicima
priliku da samostalno istrazuju i sami dolaze do zakljucaka te koriste neke od navedenih stan-
darda matematicke prakse.

1.2..1 Razumijevanje problema i ustrajanje u njihovu rjesavanju

Matematicki vjesti ucenici primjenjuju niz strategija i vjestina kako bi rijesili matematicke
probleme. Neke od strategija koje su bitne za razumijevanje problema i ustajanje u njegovu
rjesavanju su:

e Vjesti ucenici pocinju rjesavanje problema tako sto sami sebi objasnjavaju znacenje pro-

blema. Analiziraju dostupne podatke, ogranicenja, odnose i ciljeve problema kako bi stekli
jasno razumijevanje situacije.

Umjesto da odmah skoce u pokusaj rjesavanja, matematicki vjesti ucenici provode vrijeme
razmisljajuéi o obliku i znacenju rjesenja. Oni planiraju put do rjeSenja, razmatrajuci
razlicite korake i strategije koje ¢e koristiti.

Vjesti ucenici prate svoj napredak dok rjesavaju problem. Ako primijete da nesto ne ide
kako su planirali, spremni su prilagoditi svoj pristup i promijeniti nacin rjesavnja kako bi
postigli ispravno rjesenje.

Vjesti ucenici redovito provjeravaju svoje odgovore kako bi bili sigurni da su ispravni. Oni
postavljaju pitanje: "Ima li ovo smisla?” kako bi osigurali da njihova rjesenja odgovaraju
kontekstu problema.

Primjeri jednostavnijih zadataka koji mogu potaknuti razvoj ovog standarda matematicke prakse

su:



1. Zbrojimo dva broja i zatim ih oduzmemo. Zbroj je dvostruko veéi od razlike. Koji brojevi
mogu biti u pitanju?

2. Pretpostavimo da restoran brze hrane prodaje pileée medaljone u pakiranjima od 6, 9 i
20 komada. Koliko to¢no pile¢ih medaljona mozemo kupiti, a koji broj pile¢ih medaljona
nikako ne mozemo kupiti. Navedi samo nekoliko opcija.

1.2..2 Apstraktno i kvantitativno zakljucivanje

Matematicki vjesti ucenici razumiju koli¢ine i njihove odnose u matematickim problemima. Oni
posjeduju dvije komplementarne sposobnosti koje im pomazu u rjesavanju problema vezanih uz
kvantitativne odnose.

Prva sposobnost je dekontekstualizacija, sto znaci da su ucenici u stanju interpretirati situ-
aciju iz stvarnog svijeta i predstaviti je simbolicki. Oni mogu koristiti simbole i manipulirati
njima kao da imaju samostalno znacenje, ne morajuéi nuzno razmisljati o njihovim stvarnim
referencama.

Druga sposobnost je kontekstualizacija, Sto znac¢i da ucenici mogu pauzirati tijekom procesa
manipulacije simbolima kako bi istrazili njihove stvarne reference ili kontekst. To im omoguéuje
da donekle povezu simbole s njihovim stvarnim znacenjem.

Kvantitativno zakljucivanje ukljucuje razvijanje navika za stvaranje smislenog prikaza pro-
blema s kojim se suocavaju. To podrazumijeva pazljivo razmatranje ukljucenih jedinica, ra-
zumijevanje znacenja koli¢ina i njihovo koriStenje, ne samo u izracunima, ve¢ i u kontekstu
problema. Takoder ukljucuje poznavanje i fleksibilno koristenje razlic¢itih svojstava operacija i
objekata kako bi se rjesenje postiglo.

Kombinacija dekontekstualizacije i kontekstualizacije omogucuje matematicki vjestim uc¢enicima
da razumiju, manipuliraju i interpretiraju kvantitativne odnose na dubljoj razini. To im pomaze
da razviju matematicko misljenje i rjesavaju slozene matematicke probleme.

Primjeri jednostavnijih zadataka koji mogu potaknuti razvoj ovog standarda matematicke
prakse su:

1. Je li moguée potrositi to¢no 100€ na kupnju stvari koje kostaju ili 3€ ili 6€7
2. Koliko WhatsApp poruka posaljes u godinu dana?

3. Koliko rjesenja ima nejednadzba 2x + 8 < 307 Objasni.

1.2..3 Konstrukcija valjanih argumenata i kritiziranje obrazlozenja ostalih

Matematicki vjesti ucenici posjeduju sposobnost razumijevanja, koristenja i konstrukcije argu-
menata u matematici. Oni mogu koristiti pretpostavke, definicije i prethodno utvrdene rezultate
kako bi oblikovali svoje argumente.

Matematicki vjesti ucenici su sposobni praviti nagadanja i razvijati logicki slijed izjava kako
bi istrazili istinitost svojih nagadanja. Oni mogu analizirati situacije razlazu¢i ih na slucajeve i
prepoznati te koristiti protuprimjere kako bi testirali valjanost svojih tvrdnji.

Matematicki vjesti ucenici takoder mogu usporediti uc¢inkovitost dva uvjerljiva argumenta,
razlikovati ispravnu logiku i rasudivanje od onoga sto je manjkavo. Ako primijete nedostatak u
argumentu, mogu ga objasniti i identificirati.



Cak i osnovnoskolci mogu konstruirati argumente koriste¢i crteze, dijagrame i radnje. Ti
argumenti mogu biti smisleni i toéni, iako se ne moraju generalizirati ili formalizirati do kasnijih
razreda. Ucenici kasnijih razreda uce odrediti domene na koje se argument odnosi.

Ucenici svih razreda takoder mogu slusati ili ¢itati argumente drugih, procijeniti njihovu
valjanost i postavljati korisna pitanja kako bi razjasnili ili unaprijedili argumente. Ove vjestine
razvijaju njihovo kriticko razmisljanje i sposobnost evaluacije matematickih tvrdnji.

Primjeri jednostavnijih zadataka koji mogu potaknuti razvoj ovog standarda matematicke
prakse su:

1. Marija tvrdi da ¢e pri mnozenju dva prirodna broja rezultat vjerojatno biti neparan.
Slazete li se s njom i zasto?

2. Luka je zakljucio da je 0.16 veée od 0.4 jer je 16 vece od 4. Je li Luka u pravu i zasto?

3. Zamisli da si algebarski izraz opisao svakodnevnim jezikom. Neki od izraza koje si koristio
2 2

su: "trostruki”, "manje” i "za pet”. Kako bi mogao izgledati taj algebarski izraz? Moguce
rjesenje: 3n — 5.

1.2..4 Modeliranje u matematici

Matematicki vjesti uc¢enici mogu primijeniti matematiku koju su naucili za rjeSavanje problema
koji se javljaju u svakodnevnom zivotu, drustvu i na radnom mjestu. Oni su sposobni prepoznati
situacije u kojima matematika moze biti korisna i primijeniti je na razlicite nacine.

Ve¢ u nizim razredima osnovne skole, matematicki vjesti uc¢enici mogu koristiti matematicke
alate poput jednadzbi za zbrajanje ili oduzimanje kako bi opisali situacije s kojima se susrecu.

U visim razredima osnovne skole, oni mogu primijeniti proporcionalno zakljucivanje za pla-
niranje dogadaja u skoli ili analizu problema u zajednici. Na primjer, mogu koristiti matematiku
za odredivanje koliko materijala treba za izgradnju ograde ili koliko hrane je potrebno za hra-
njenje odredenog broja ljudi.

U srednjoj skoli, matematicki vjesti ucenici mogu koristiti geometriju za rjesavanje projek-
tiranog problema, poput dizajniranja prostora ili rasporeda. Takoder mogu koristiti funkcije
kako bi opisali ovisnosti izmedu razli¢itih koli¢ina interesa, na primjer, kako se mijenja cijena
proizvoda s promjenom potraznje.

Matematicki vjesti ucenici koji primjenjuju matematiku su samouvjereni stvarajuci pretpos-
tavke i aproksimacije kako bi pojednostavili kompleksne situacije. Oni su u stanju identificirati
vazne kolicine u prakticnoj situaciji i koristiti razne matematicke alate, poput dijagrama, ta-
blica, grafikona i formula, kako bi prikazali odnose medu tim kolicinama. Mogu analizirati te
odnose koristeéi matematicke metode kako bi izvukli zakljucke.

Vazno je napomenuti da matematicki vjesti ucenici takoder rutinski tumace matematicke
rezultate u kontekstu situacije u kojoj se nalaze i razmisljaju o tome jesu li ti rezultati smisleni.
Ako rezultati nisu konzistentni s oc¢ekivanjima ili svrhom problema, oni mogu preispitati svoj
model ili pristup i pokusati poboljsati ga kako bi bolje odgovarao situaciji.

Primjeri jednostavnijih zadataka koji mogu potaknuti razvoj ovog standarda matematicke
prakse su:

1. U redu je 23 ucenika. Ivan stoji u sredini reda. Koliko je ucenika ispred njega?



2. Pet jednakih sendvica moramo podijeliti na Sest ucenika. Koliki dio sendvica ¢e dobiti
svaki od ucenika?

3. U receptu za 3 osobe pise da se treba koristiti 3% ¢asa vode. Ako mi zelimo napraviti to
jelo, ali za 2 osobe, koliko ¢asa vode trebamo koristiti?

1.2..5 Koristenje prikladnih alata

Matematicki vjesti ucenici razmatraju dostupne alate pri rjeSavanju matematickih problema i
znaju kako ispravno koristiti razlicite alate ovisno o situaciji. Ti alati mogu biti jednostavni
poput olovke i papira, ravnala i kutomjera, ili mogu ukljucivati naprednije tehnoloske alate
poput kalkulatora, racunalnih algebarskih sustava, statistickih paketa ili softvera za dinamicku
geometriju.

Matematicki vjesti ucenici su svjesni svojih alata i njihovih moguénosti i ogranicenja. Oni su
sposobni donijeti ispravne odluke o tome koji alat koristiti u odredenoj situaciji kako bi postigli
najbolje rezultate. Na primjer, srednjoskolski ucenici mogu koristiti alate poput GeoGebre za
analizu grafova funkcija i pronalazenje njihovih rjesenja. Medutim, oni takoder razumiju da
tehnoloski alati nisu uvijek savrseni i mogu sadrzavati pogreske. Stoga ¢e koristiti procjene i
drugo matematicko znanje kako bi provjerili ispravnost rezultata dobivenih pomocu tih alata.

Kada izraduju matematicke modele, matematicki vjesti ucenici znaju da tehnologija moze
biti korisna u vizualizaciji rezultata razlicitih pretpostavki, istrazivanju posljedica i usporedbi
predvidanja s podacima. Koristeci tehnoloske alate, mogu istraziti matematicke koncepte dublje
i bolje razumjeti njihove karakteristike.

Osim toga, matematicki vjesti ucenici su svjesni dostupnih vanjskih matematickih resursa
kao sto su digitalni sadrzaji na web stranicama. Oni mogu identificirati relevantne resurse i
koristiti ih za postavljanje ili rjesavanje problema. Takoder su vjesti u koristenju tehnoloskih
alata za istrazivanje i produbljivanje svog razumijevanja matematickih koncepata.

Primjeri zadataka koji mogu potaknuti razvoj ovog standarda matematicke prakse su:

1. Broj se moze podijeliti na broj desetica i broj jedinica koje sadrzi. Dvostruko je vise
desetica nego jedinica. Navedite nekoliko brojeva za koje vrijedi ova tvrdnja.

2. Pravokutnik kojemu su duljine stranica cijeli brojevi podijelimo na pola s obzirom na
povrsinu. Moze li opseg novog pravokutnika biti dvostruko manji od pocetnoga?

3. Rijesi jednadzbu 3z — 4 = 25 bez racunanja, koriste¢i modele.

Slika 1: Model linearne jednadzbe 3x — 4 = 25



1.3. Miskoncepcije o standardima matematicke prakse i matematickim
procesima

Neki nastavnici smatraju da je namjera da sve lekcije trebaju ukljucivati sve standarde ma-
tematicke prakse, tj. sve procese. To je pogresna pretpostavka, jer jako malo lekcija moze
ukljuciti sve prethodno navede procese, ali moze se ukljuciti vise od jednog.

Takoder, neki smatraju da je moguce unaprijed odrediti koji matematicki standardi ili pro-
cesi Ce biti razvijani kod ucenika kada se suoce s odredenim zadatkom. Iako je za neke zadatke
vjerojatnije da ¢e razvijati odredeni proces, to ipak ovisi o uc¢eniku. Razli¢iti ucenici ¢e izabrati
razlicite procese pri rjeSavanju matematickih problema.

Cesto je vjerovanje da se matematicki standardi i procesi ne mogu poducavati, oni se samo
dogode. Istina je da nekim ucenicima nije potrebno poducavanje ovakvog nacina razmisljanja.
Ipak, vrlo je korisno eksplicitno objasniti §to su matematicki standradi i procesi. To moze
pomodi ucenicima da postanu svjesni svog nacina razmisljanja i prosire to na na nove zadatke
1 situacije.

Poucavanje standarda za matematicku praksu nebi se trebalo odvijati zasebno, odvojeno od
poucavanja matematickih sadrzaja. Svaki od navedenih procesa zahtijeva matematicki sadrzaj
u koji se ugraduge.



2. Zasto ucenici imaju problema s algebrom?

Da bi smo proucili primjenu i vaznost primjene standarda matematicke prakse, korisno je prvo
se upoznati s algebarskim konceptima i najceséim problemima s kojima se ucenici susre¢u u
tom podrucju.

2.1. Sto je algebra?

Pri spomenu algebre, veé¢ina ljudi pomisli na ”"matematiku sa slovima”. Tradicionalno, algebra
podrazumijeva pojednostavljivanje algebarskih izraza, rjesavanje jednadzbi te ucenje pravila za
manipuliranje simbolima. Takvu algebru, ¢ini se, ucenici smatraju odbojnom i teskom. Ilako
se algebra kroz povijest smatrala ”prolazom” do vise matematike, u danasnje vrijeme taj je
"prolaz” zatvoren za veéinu ucenika.

Svrha algebre je odredena ili povezana s razli¢itim konceptima algebre. Oni koreliraju s
razlicitim nacinima koriStenja varijabli. Usiskin (1998.) opisuje Cetiri algebarska koncepta:

o Algebra kao generalizirana aritmetika
U ovom slucaju, varijable promatramo kao generalizaciju nekog uzorka. Na primjer, 74+5 =
5 + 7 generaliziramo kao a +b = b+ a.

e Algebra kao procedura za rjesavanje odredenih problema
Primjer problema koji bi mogli rjesavati ovim algebarskim konceptom je: "Kada broj 3
dodamo nekom broju pomnozenom s 5, zbroj je 40. Pronadite nepoznati broj.”
Ovaj problem lako zapisemo algebarskim jezikom: bz + 3 = 40
U proslom konceptu (algebra kao generalizirana aritmetika) nema nepoznanica. U tom
slucaju, ovakav zadatak bi bio zavrsen, pronasli smo generaliziran uzorak. Ipak, u kon-
ceptu algebre kao procedure za rjesavanje problema, ovaj zadatak je tek zapocet.

e Algebra kao proucavanje odnosa medu velicinama ili varijablama
Kada napisemo P = ab, formulu za povrsinu pravokutnika, opisujemo odnos izmedu triju
velicina. U ovom konceptu takoder nema nepoznanica, jer ne rjeSavamo ovu formulu.
Formula kao ova, drugacija je od generalizacije poput a + b = b+ a, iako formule mozemo
smatrati posebnim sluc¢ajevima generalizacije.

e Algebra kao proucavanje struktura

Pogledajmo ovaj problem: 3z%+44ax—132a®. Varijable ovdje predstavljaju nesto drugacije
od svega u dosadasnjim algebarskim konceptima. Nemamo aritmeticki uzorak koji genera-
liziramo. Nemamo jednadzbu koju trebamo rijesiti, varijabla nije nepoznanica. Nemamo
funkciju ili relaciju, varijabla nije argument. U primjeni ovog algebarskog koncepta, od
ucenika se trazi da faktoriziraju dani izraz. U ovakvim zadacima ucenici su skloni tome
da tretiraju varijable kao oznake na papiru, bez da im pridaju ikakvo znacenje ili stvarnu
vrijednost. lako ne zelimo da ucenici uvijek razmisljaju o varijablama na nacin da ih vezu
za konkretan broj, moraju znati da su varijable ipak vise od obi¢nih simbola.

U ovakvim problemima, pouzdajemo se u svojstva varijabli, u odnose izmedu z-eva, y-a
ili n-ova, bili oni pribrojnici, faktori ili nesto drugo. Varijabla postaje objekt u strukturi
povezanoj odredenim svojstvima. To je pogled na varijablu koji se nalazi u apstraktnoj
algebri.



Algebarski koncepti i koristenje algebarskih prikaza jedno su od najmoénijih intelektualnih
alata koje je nasa civilizacija razvila. Bez neke forme simolicke algebre danas ne bismo imali visu
matematiku i kvantitativne znanosti, a s time ni tehnologiju ni moderan zivot kakav poznajemo.
S toga je jako bitno pronaci nacin kako algebru pribliziti svima, tj. pronaé¢i metode poucavanja
koje ¢e stvoriti okruzenje u ucionici takvo da ucenicima omogucuje ucenje s razumijevanjem.

2.2. Opceniti problemi

U mnogo slucajeva moze se primijetiti da ucenici kojima je tijekom skolovanja previse stavljan
naglasak na aritmetiku teze vide relacijske aspekte operacija koje provode, njihov fokus bude na
samom provodenju racunskih operacija. Zbog toga Kieran (2004.) sugerira da neke promjene
moraju biti napravljene kako bi se kod ucenika razvio algebarski nacin razmisljanja, a neke od
njih su:

e Naglasak bi trebao biti na odnosima i relacijskim aspektima operacija, a ne samo na
racunanju.

e Usredotocenost na operacije, ali i njihove suprotne operacije (veza zbrajanja i oduzimanja),
te na ideju raditi/ponistavati.

e Fokusirati se na modeliranje i rjesavanje problema, a ne samo na modeliranje.
e Usredotociti se na slova (varijable) i brojeve, a ne samo na brojeve.

e Vedi naglasak staviti na znacenje znaka jednakosti kao opisa odnosa ili ekvivalencija nego
kao uputu za rjesavanje i dobivanje odgovora.

Ucitelji koji uvedu ove promjene u svoje poucavanje olaksati ¢e svojim ucenicima bavljenje
algebrom.

Postoje i brojni drugi problemi koji ometaju uspjeh ucenika pri suocavanju s algebarskim
problemima. Neki od tih problema javljaju se zbog same prirode algebarskih koncepata, a neki
zbog loseg predznanja.

Algebra je apstraktna kada gledamo da se radi o konceptu generalizacija, a ne o specificnim
problemima. Znati koliko iznosi 3 - 4 je nesto specifi¢no, isto kao znati da je 6 - 2 = 12. Shvatiti
da, kada pomnozimo bilo koja dva broja, prvi se moze udvostruciti i drugi prepoloviti bez da se
promijeni vrijednost produkta je generalizacija. Mnogi se ucitelji usredoto¢uju na specifi¢nosti,
a time i mnogi ucenici ne napreduju s te faze.

Oni ucenici koji problemima pristupaju na nesustavan nacin, bez generalizacija, vjerojatno
¢e imati vise poteskoca od onih koji pristupaju na sustavni nacin i dolaze do generalizacije.
Takoder, oni ucenici kojima je razmisljanje nepovezano i "rastkano” pri rjesavanju zadataka
jednostavno ne mogu prepoznati obrasce koje bi mogli generalizirati. U ovakvim slucajevima je
bitno da im ucitelji pomognu uvidjeti vaznost organizacije i sistematizacije u otkrivanju odnosa.

Algebra zahtjeva mnogo vise apstraktnog razmisljanja od rada s brojevima. Za razumijevanje
crtanja grafova, za npr. y = 5z — 2 potrebno je razumijeti ulogu koeficijenta uz = te slobodnog
clana. Za otkrivanje odgovarajuce jednadzbe iz dane tablice vrijednosti potrebna je sposobnost
prepoznavanja uzoraka, a zatim i generalizacije. Ovakvo apstraktno razmisljanje moze se razviti
uz pazljiv pristup i pomo¢ ucitelja, ovo se kod mnogih ucenika neée razviti automatski.
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Jos jedna od bitnih stavki za usvajanje algebre je dobro razumijevanje racunskih operacija
kao Sto su zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje. Inace se ucenici lako zbune i ne znaju
problemski zadatak modelirati jednadzbom. Korisno je da ucitelji pri zadavanju problemskih
zadataka pripaze na to da se ucenici susre¢u sa Sto vise razli¢itih tipova zadataka i da sto
¢es¢e imaju priliku modelirati problemske zadatke, tj. prevoditi svakodnevni govor u algebarske
probleme.

Takoder, jedan od razloga ucenickih poteskoca s algebrom cesto je i manjak razumijevanja
znacenja znaka jednakosti. Mnogo ucenika znak jednakosti shvac¢a kao uputu da trebaju nesto
izracunati, a ne kao ekvivalenciju dvaju izraza. Na primjer, neki ucenici ¢e u zadatku 400 : 2 =
O - 5 zakljuciti da vrijedi [ = 200, jer je to kvocijent pri dijeljenju 400 : 2. Nece razumijeti da
znak jednakosti oznacava ekvivalenciju dviju izraza i da je rjeSenje zapravo [J = 40, vrijednost
za koju bi jedino vrijedila ekvivalencija.

Algebrasko razmisljanje zahtjeva i dedukciju, tj. razmatranje toga kako odredena informacija
vodi do druge. Ucenici koji nemaju puno iskustva s ovim nac¢inom razmisljanja mogu imati
dodatnih poteskoca s algebarskim konceptima. Na primjer, ucenici bi trebali razumijeti da ako
znaju da =z + y = 20, takoder implicitno znaju da 2z + 2y = 40, znaju zasto ako je = cijeli
broj to mora biti i y, zasto ako je y negativan cijeli broj,  mora biti pozitivan cijeli broj, itd.
Ucitelji mogu razviti naviku ovakvog razmisljanja kod ucenika postavljanjem pitanja koja od
njih zahtjevaju dedukciju.

Ucenici mogu biti zbunjeni kada se varijable koriste na razlic¢ite nacine. Najcesc¢e kada
vide varijable u zadatku, prva asocijacija im budu jednadzbe, misle da se od njih ocekuje da
odrede jednu nepoznatu vrijednost. Neki ucenici jednostavno ne znaju sto trebaju napraviti
ako varijabla treba biti ukljucena u rjesenje zadatka kao na primjer " Opisi algebarski izraz koji
oznacava tri puta vecu vrijednost nekog broja.” Ovo upucuje na to koliko bi korisno bilo kada
bi ucitelji uspjeli vise vremena posvetiti algebarskim izrazima i objasnjavanju znacenja varijabli
u razlicitim tipovima zadataka.

Osim toga, jos jedan problem koji ucenicima otezava razumijevanje algebre moze biti ne-
dostatak susretanja s grafickim prikazima. To je jedan od bitnih aspekata algebre nakog sto
ucenici poc¢nu istrazivati odnose izmedu dviju varijabli. Ué¢itelji bi, osim crtanja grafova, trebali
s ucenicima vjezbati i analizu grafickih prikaza kako bi ucenici stekli vise iskustva i vjestine u
tom podrucju.

2.3. Konkretni zadaci i izrazi s kojima ucenici najceS¢e imaju pro-
blema

Ucenicke pogreske dobro su dokumentirane, a postoji znatan broj konkretnih pogresaka koje
¢ine. Kao sto je ve¢ spomenuto maloprije, te greske su ve¢inom produkt krivih generalizacija,
pogresnog shvacanja znaka jednakosti ili krivog tumacenja varijabli. Ucitelji koji su svjesni tih
konkretnih i ¢es¢ih pogresaka imaju moguénost upozoriti ucenike na to.

Jedna od gresaka je, na primjer, sto mnogo ucenika misli da je n 4+ 8 uvijek vece od 4n.
Ucenici se ovdje fokusiraju na brojeve, znaju da je 8 veée od 4 pa dolaze do krivog zakljucka.
Takoder, mnogo njih zakljuci da je 2z + 4 isto sto i 6x. Ovo je rezultat pogresnih generalizacija
aritmetike. Nejasne im budu i oznake kao na primjer 4z, neki ucenici ne shvacaju da je to 4
pomnozeno s .
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Korisno je ucenicima skrenuti paznju na ovakve konkretne primjere kako bi ih naveli do
tocnog odgovora, tj. pravilnog zakljucivanja. Takoder, ucitelji bi trebali biti uporni i ne pret-
postavljati da ¢e svi ucenici shvatiti i zapamtiti ovakve stvari nakon sto im se prvi puta objasne.

Jos neke konkretne pogreske koje ucenici rade su:

Zamijene 2 s a u izrazu 3a tako da dobiju broj 32.

12m interpretiraju kao 12 metara, a ne 12 puta vise od broja m.

Pretpostavljaju da slovo b ima vrijednost 2 jer je b drugo slovo abecede.

Vjeruju da, ako zele prikazati neku velicinu, kao npr. sate, moraju koristiti slovo h.
Pretpostavljaju da je = uvijek pozitivan broj, a —z uvijek negativan.

Vjeruju da u izrazima kao sto su 3z 4+ 5, « mora biti cijeli broj jer se u izrazu nalaze samo
cijeli brojevi.

Vjeruju da je nemoguce da a + b bude jednako a + ¢ jer slova nisu ista, ignorirajuci to da
vrijednosti mogu biti jednake.

Sve ove greske ukazuju na manjak razumijevanja pojma varijable. Ucitelji mogu pripaziti na
pojavljivanje ovakvih poteskoca i odmah upozoriti uc¢enike na njih i ispraviti ih ili ¢ak ilustirati
ovakve pogreske i prije nego sto ih uoce kod ucenika.

Jos neke od cestih gresaka su:

Iz 3z + 3 = 15 u iduéem koraku zakljucuju da je 3z = 15, ili iz x — 2 = 2z 4 3 da je
x = 2z + 3, jednostavno ignorirajuéi 3 ili —2.

Izraz 3(a + b) tocno zapisuju kao 3a + 3b, ali izraz b(3 + a) ne znaju zapisati kao 3b + ab.

Ako im zadatak kaze da uveéaju h za 10 pisu 10h, ili obrnuto, ako se trazi da uvecaju h
10 puta pisu h + 10.

Ove pogreske takoder ukazuju na neshvacanje varijabli ili ¢cak nerazumijevanja pojma jed-
nadzbe.

Uoceno je i da ucenici imaju problema s oduzimanjem i negativnim brojevima. Mnogo njih,
na primjer, 4 +n — 245 interpretira kao 4+n — 7, zbrajajuéi 2 i 5, a znak — prepisujudi ispred.
Ucitelj im moze skrenuti paznju na razliku izmedu izraza 4 +n —2+5i4+n—2—5.

Arcavi (1994.) objasnjava gresku koja se ¢esto javlja, a primjeéena je u jednom od klasiénih
matematickih porblema. Od studenata se trazilo da napisu jednadzbu koristeéi varijable S'i P
koja opisuje iducu izjavu: ”Na ovom fakultetu je 6 puta vise studenata nego profesora.” Ovo
pitanje bilo je postavljeno 150 studenata, a samo njih 45 je odgovorilo toéno. Najces¢i netocan
odgovor bio je 65 = P. Moze se pretpostaviti da, barem kod vecine studenata, do ove pogreske
nije doslo zbog nerazumijevanja toga sto varijable predstavljaju. Smatra se da je ovdje problem
"prevodenje” u algebarski izraz doslovno citajuéi tekst, tj. prateéi izraz ”6 puta vise studenata”
i odmah zapisujuéi to kao 6S. Jako puno ucenika, a ponekad i profesora padne u ovu zamku.
Tocan odgovor ovog zadatka bio bi S = 6P.
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Slicno ovome primjeru, veéina ucenika bi jednadzbom s + 8 = r pogresno zapisala da je
s za 8 vise od r, umjesto tocnom jednadzbom s = r 4+ 8. Ovakve pogreske se cCesto javljaju
zbog brzopletosti i povezivanja "6 puta vise” ili "za 8 vise” s varijablom koja je vec¢a, umjesto
obrnuto. Dobra uputa ucenicima je da si prvo napisu izraz s = r i zatim razmisle kojoj varijabli
bi trebali npr. dodati 8 kako bi ovdje stvarno vrijedila jednakost.

Kada ucenici dobiju zadatak u kojemu trebaju odrediti vrijedi li jednakost, npr. 3—z = (44
r)— (2x+1), neki od njih ¢ée to napraviti tako da umjesto varijable odaberu nekoliko vrijednosti
1 provjere vrijedi li jednakost za te konkretne vrijednosti. Izbjegavaju analiziranje algebarskog
izraza i1 provodenje aritmetickih operacija koje ukljucuju varijable. Ucenici si odaberu, npr.
x = 01 provjere da vrijedi3 =4 — 1, zatimz =1,2=5—-3,zaz =2,1 =6 — 5. Na osnovi
ta tri primjera, ucenici zakljucuju da su dani izrazi jednaki, tj. da jednakost vrijedi. Ovakvi
zadaci, naravno, ne mogu se rjeSavati na taj nacin.

Ucenici bi trebali moci obaviti aritmeticke operacije s varijablama kako bi uvidjeli da ¢e
takve jednakosti uvijek vrijediti, a ne samo za tih nekoliko vrijednosti koje su izabrali. Na taj
ucenici mogu krivo rijesiti zadatak, dolaskom do zakljucka da ako jednakost dvaju izraza vrijedi
za nekoliko vrijednosti onda ¢e vrijediti uvijek.

Ovakvi problemi mogu se izbjec¢i koriste¢i neke od pristupa poucavanju algebre koji ¢e biti
opisani u nastavku.
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3. Pristupi poucavanja koji vode dubljem razumijevanje
algebre

Ucenici se ¢esto muce s razumijevanjem algebarskih koncepata i algebarskim zadacima. Zato
je bitno da ucitelji, imajuéi na umu standarde matematicke prakse, dekonstruiraju svoje razu-
mijevanje algebre kako bi bili spremni na neki drugi na¢in pokusati svojim ucenicima prenijeti
dublje razumijevanje algebarskih koncepata.

Neke od ideja i pristupa poucavanja biti ¢e detaljnije objasnjeni u nastavku.

3.1. Koristenje jednadzbi za prikaz i rjesavanje problema

[ako ucenici nauce osnovne matematicke operacije poput zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i
dijeljenja, u problemskim zadacima ¢esto ne znaju kada trebaju primijeniti odredenu operaciju.
Ovo osobito moze biti problem kada su u pitanju razlomci. Kada ima smisla oduzimati dva
razlomka? Kada bi trebali pomnoziti razlomke? Kada dijeliti razlomak cijelim brojem? To je
jedna od kljucnih stvari koje moraju nauciti i razumijeti.

Pri zadacima koji se mogu rjesavati postavljanjem jednadzbi, korisno je da jednadzba blisko
odgovara situaciji opisanoj u problemu.

Na primjer, neka zadatak kaze da u spremniku goriva ima % goriva i zanima nas koliko jos
moramo dodati ako zelimo krenuti na put za koji nam treba % spremnika. Jednadzba koja bi
odgovarala ovom zadatku moze izgledati ovako: & + 0 = L.

Ako nas zanima kako cetvero ljudi moze na jednake dijelove podijeliti % pizze, ucenik moze
zapisati jednadzbu ovako: % =4 =1

Takoder, bitno je da ucenici shvate da se svaki problemski zadatak, koji se moze rijesiti
postavljanjem jednadzbe, moze zapisati na vise razli¢itih nacina, tj. postoji vise jednadzbi koje
predstavljaju taj zadatak.

Na primjer, zadatak nam je odrediti koliko stapic¢a duljine 25 cm mozemo dobiti od stapa
duljine 2 m. Takav problem mozemo modelirati jednadzbom na idué¢i nacin: 200 : 25 = [0 ili
25 -0 =200. Ali, ako kao mjernu jedinicu izaberemo metre, a ne centimetre jednadzba se moze
modelirati ovako: 2 : i = [k i M= 2,

Kako bi im osvijestili ovu fleksibilnost u modeliranju, ucenike je dobro poticati da pokusaju
jednadzbu zapisati u nekom drugom obliku.

3.1..1 Primjeri zadataka

Prvi tip zadatka

Ucenike pitamo da osmisle probleme iz svakodnevnog zivota koji bi odgovarali danim jed-
nadzbama. Na primjer, trazimo od ucenika da smisle situacije koje bi mogli zapisati pomocu
jednadzbi na iduéi nacin:

3 1
T
4+3
3 1
A
4 3
2 3
Zyopo==
3+ 4

—_
w



3 1
2.2=01
4 3
1
==
3 4
2 o=16
5
1
—:3=0
8

Neki od mogucih odgovora su:

e U posudu sam stavio 2 kg brasna i zatim sam dodao jos % kg. Koliko je brasna u posudi?

e Ostalo je 2 pizze i netko je dosao i uzeo 3 cijele pizze. Koliko pizze ¢e ostati za mene?

e Spremnik goriva bio mi je % pun. Nisam imao puno novaca pa sam natocio jos malo

unutra. Nakon toga spremnik je bio % pun. Koliki dio spremnika sam napunio?

3

3 pizze 1 netko je dosao i uzeo 3 toga. Koliko pizze ¢e ostati za mene?

e Ostalo je

I

e Pekao sam meso 3 sata i iSao sam ga provjeriti svaku ; sata. Koliko puta sam isao

provjeriti meso?

o Cak % kuca u ulici imaju kamere. Ako 16 kuca u ulici ima kamere, koliko je ukupno kuca
u ulici?

e Spremnik goriva bio je % pun. Meni je za odlazak od kuce do trgovine trebala samo %

onoga sto je u spremniku. Koliki dio spremnika je bio pun kada sam dosao do trgovine?

Drugi tip zadatka
Ucenicima zadamo nekoliko jednadzbi oblika § + ¢ = 0, ¥ — £ = [0,
ili ¢:3 = 0. Zatim trazimo od njih da za svaku jednadzbu napisu
jednadzbi.

Neki od moguéih odgovora su:

Ako im je, na primjer, dana jednadzba 3 : 3 = 0, mogu ju u zapisati u drugacijem obliku

ovako: (- 1 = 3. Jednadzbi % — é = [ je ekvivalentna jednadzba % i ] = %.

ek

= [, % e =
liko ekvivalentnih

S oo
O aln

Treéi tip zadatka
Ucenicima objasnimo da je osmisljeno nekoliko problemskih situacija koje odgovaraju jednadzbi
10 : é = [. Zatim ih pitamo s$to bi moralo biti jednako u tim problemskim situacijama, a Sto
bi moglo biti razlicito.

Neki od mogucih odgovora su:

Sve problemske situacije moraju ukljucivati broj 10, specificno 10 mora biti nekakva cjelina.

Moraju ukljucivati i % i to u smislu da moraju postojati nekakve grupe od é Mozda éemo

prebrojavati koliko grupa % imamo, npr. ako recept zahtijeva é ¢ase brasna, mozemo ispitati
koliko puta mozemo napraviti taj recept s 10 c¢asa brasna. Druga opcija je da znamo veli¢inu
% necega, a zanimam nas veli¢ina te cjeline, npr. ako znamo da mozemo obaviti 10 stvari u %

sata, zanima nas koliko stvari mozemo obaviti u jednom cijelom satu.
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3.2. Koristenje koordinatnog sustava za vizualizaciju algebarskih veza

Kada ucenici uce ucrtavati uredeni par (a,b) u pravokutni koordinatni sustav u ravnini, trebali
bi razumijeti da imaju razlic¢ite opcije pomicanja iz tocke ishodista do trazene pozicije. Te opcije
su:

e Poceti u (0,0), pomaknuti se a mjesta udesno i zatim b mjesta prema gore

(0,0)
e Poceti u (0,0), pomaknuti se b mjesta prema gore i zatim a mjesta udesno
e Poceti u (a,0) i pomaknuti se b mjesta prema gore
(

e Poceti u (0,b) i pomaknuti se a mjesta udesno

lako neki ucitelji ovdje inzistiraju na konzistentnosti, ucenici nakon nekog vremena zele
fleksibilnost u izboru nac¢ina pomicanja i nalazenja trazene tocke u koordinatnom sustavu.

Nakon sto to svladaju, uc¢enici mogu poceti pomicanje od jedne tocke (razlicite od ishodista)
do neke druge. Na primjer, ucenici mogu doéi iz tocke (5,1) do tocke (7,4) ucrtavanjem obiju
tocaka i zatim analiziranjem i shvacanjem da su se iz tocke (5, 1) pomaknuli za 2 mjesta udesno
i 3 prema gore. Neki ¢e ucrtati tocku (5,1) i odmah shvatiti koliko se gdje trebaju pomaknuti
da bi dosli do tocke (7,4).

Ipak, jedna od najbitnijih stvari koje ucenici moraju razumijeti je razlika izmedu tocaka
(a,b) i (b,a). Naravno, jedina iznimka je kada imamo slucaj u kojemu vrijedi a = b.

Problemske situacije koje bi se mogle prikazati grafom u prvom kvadrantu ukljucuju situacije
u kojima su vrijednosti dviju varijabli povezane te su obje pozitivne. Svrha takvog grafa je
prikazati odnos tih dviju veli¢ina te takav graf sluzi kao alat za rjeSavanje problema vezanih uz
varijable koje su u vezi.

Cesto se za opis specificnih dijelova odnosa koriste tablice vrijednosti (Slika 2). Zatim se te
vrijednosti (uredeni parovi) ucrtavaju u koordinatni sustav iz ¢ega se dobije graf.

Na primjer, ako zelimo prikazati vezu izmedu toga koliko je minuta proslo u odredenom
broju sati, u¢enici mogu prvo napraviti tablicu vrijednosti u kojoj ¢e upariti odredeni broj sati
s odredenim brojem minuta koje su prosle. Zatim te vrijednosti mogu kao uredene parove ucrtati
u koordinatni sustav, koriste¢i dvije vrijednosti u svakom retku tablice kao dvije koordinate.

Sati Minute
1 60
2 120
3 | 180
4 | 240
5 | 300
6 V 360

Slika 2: Tablica vrijednosti odnosa sati i minuta
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Ucenici moraju znati da sami mogu izabrati koju varijablu zele staviti u koji stupac, ali i da
njihov izbor utjece na izgled grafa.
Takoder bi trebali znati da sami biraju za koliko ¢e se mijenjati varijable u stupcima, ali da
je jednostavnije uociti vezu ako se te varijable mijenjaju dosljedno, na primjer za 1 svaki put ili

za 2 svaki put.

Pogledajmo tablice vrijednosti na donjoj slici (Slika 3). Niti jedna od njih nije netoéna, ali
iz nekih je lakse uociti uzorak i vezu izmedu varijabli, tj. izmedu sati i minuta.

Minute Sati Sati Minute Sati Minute
60 1 1 60 1 60
120 2 3 180 2 120
180 3 5 300 4 240
240 4 7 420 6 360
300 5 9 540 7 420
360 6 11 660 9 540

Slika 3: Razlicite tablice vrijednosti odnosa sati i minuta

Nakon $to ucrtaju uredene parove iz tablice vrijednosti (Slika 4), ucenici ¢ée lako vidjeti
linearnu vezu i modi ¢e ju iskoristiti kako bi nacrtali graf koji prikazuje ovu linearnu ovisnost.

360

300

240

180

120

60

0

Broj minuta

(1, 60)
®

(2, 120)
O

(3, 180)
o

(5, 300)
o

(4, 240)
@

(6, 360)

Broj sati

1 2

3

4

5

8

Slika 4: Graficki prikaz tablice vrijednosti sa Slike 2
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Spajanjem ucrtanih tocaka ucenici dolaze do grafickog prikaza linearne ovisnosti sati i minuta
(Slika 5). Taj graficki prikaz vrlo je koristan jer iz njega sada brze i lakSe mogu ocitati specificne
vrijednosti ovih varijabli.

Broj minuta
480
420
(6, 360)
360
(5, 300)
300 /
(4, 240)
240 /
(3, 180)
180 /
(2, 120)
120 /
(4, 60)
60
Broj sati
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Slika 5: Graficki prikaz linearne ovisnosti sati i minuta

Ako nas, na primjer, zanima koliko ¢e minuta proc¢i u vremenu od 9 sati, takav podatak sad
ucenici lako mogu ocitati s grafa. Iz tocke (9,0) pomaknu se ravno prema ucrtanom praveu.
Kada dodu do pravca, ucenici se pomicu ulijevo i traze koordinatu na osi "Broj minuta”, ta
koordinata nam govori da ¢e u 9 sati pro¢i 540 minuta. Ilustracija ovog procesa je na Slici 6

Broj minuta
540 | — e ——— . ———— . —— —— ———
1
480 I
1
|
420 i
1
360 I
1
(5, 300) !
300 ]
1
(4, 240) !
240 ]
/ !
(3, 180) |
180 1
1
(2, 120) i
120 I
(", 60) :
60
1
1
| Broj sati
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Slika 6: Graficki prikaz linearne ovisnosti sati i minuta
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Ovakvi zadaci mogu se postaviti i na malo drugaciji nac¢in, moze nas zanimati koliko sati
bi proslo u 480 minuta. U ovom slucaju ucenici bi prolazili slican proces, ali poc¢etna tocka bi
bila (0,480). Ucenici bi iz te tocke prvo isli udesno do pravca, a zatim prema dolje do osi koja
oznacava broj sati. RjeSenje bi u ovom slucaju bilo 8 sati.

Nekim ucenicima je lakse koristiti samo tablice vrijednosti, ali graficki prikazi su vrlo korisni
i u kasnijem Skolovanju neophodni. Zato bi se takve ucenike trebalo poticati na koristenje
grafickih prikaza kako bi se sto prije navikli na njih.

3.2..1 Primjeri zadataka
Prvi tip zadatka

Ucenike pitamo kako bi se pomaknuli:
e Do tocke (3,4) iz tocke (0,0)
e Iz tocke (3,4) do tocke (0,0)
e Do tocke (5,1) iz tocke (4,0)
e Do tocke (6,3) iz tocke (8,4)

Drugi tip zadatka

Ucenike pitamo da objasne zasto je tocka (2,4) razlicita od tocke (4, 2).
Neki od mogu¢ih odgovora su:

Tocka (4,2) nalazi se dalje (vise udesno) i nize od tocke (2,4).

Treéi tip zadatka

Ucenike trazimo da razmisle o vezi izmedu broja ljudi u nekoj prostoriji i broja ociju koje ti
ljudi imaju. Zatim ih pitamo da naprave tablicu vrijednosti i graficki prikazu te vrijednosti, a
onda i nacrtaju graf koji opisuje danu vezu. Nakon toga ucenici moraju samostalno osmisliti i
rijesiti zadatak koristeci svoj graf.

Moguc¢i odgovor:

Nakon $to ucenici odrede nekoliko uredenih parova (npr. (1,2), (2,4), (3,6),...) 1 skiciraju
graf, mogu si postaviti pitanje tipa: Koliko je ljudi u prostoriji ako znamo da je 28 ociju?

Cetvrti tip zadatka

Od ucenika trazimo da naprave tablicu vrijednosti koja opisuje vezu broja kovanica od 20
centi i vrijednosti tih kovanica u eurima. Zatim im je zadatak zamijeniti varijable, ono sto su
predstavili npr. varijablom z, sada neka bude predstavljeno varijablom y, i obratno. Nakon
toga, postavimo im pitanje moze li se problem vezan uz te veli¢ine rijesiti pomoc¢u bilo kojeg
grafa i zasto.

Moguéi odgovor:

Ucenici bi trebali primijetiti da se mogu koristiti bilo kojim grafom. Na primjer, da bi znali
koliko eura imamo ako imamo 6 kovanica od 20 centi, na jednom grafu pocinjemo od tocke
(6,0), a na drugom pocinjemo od tocke (0,6) i postupkom koji je objasnjen ranije dolazimo do
toCnog rjesenja.
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3.3. Opisivanje uzoraka (generalizacija) varijablama

”Prevodenje” iz svakodnevnog jezika u matematicki

Vrlo rano tijekom skolovanja, ucenici se susreéu s ”prevodenjem” svakodnevnog govora u
matematicke izraze, specificno, jednadzbe. U nizim razredima osnovne Skole najcesée se koriste
simboli i likovi (poput ) umjesto slova, koja se kasnije polako uvode. Ono s ¢im ucenici
¢esCe imaju problema je ”prevodenje” u algebarske izraze. Mnogo njih svlada jednadzbe tipa
3 + n = 10, znaju da time traze broj koji pri zbrajanju s 3 daje 10. Ipak, puno manje ucenika
razumije da 3 + n, generalizirano, opisuje rezultat zbrajanja nekog broja s trojkom.

Ponekad ucitelji upoznaju ucenike s "kljucnim rije¢ima” koje ¢e im pomoéi u ”prevodenju”
svakodnevnog govora u matematicki zapis. Na primjer, korisno je uputiti ucenike na to da "za 3
veéi” oznacava zbrajanje s 3, 73 puta veéi” oznaCava mnozenje s 3, "trostruko manji” oznacava
dijeljenje s tri, itd. Ipak, ovo nije dovoljno i treba biti oprezan.

Jedna od najces¢ih pogresaka koju ucenici ¢ine je to da pomijesaju algebarske izraze za
”oduzmi broj od 10” i "oduzmi 10 od broja”. Neki smatraju da ovdje dolazi do problema zbog
redoslijeda rijeci u izrazu, tj. da je problem u tome Sto ucenici automatski zapisuju redoslijedom
kojim im je nesto zadano (”oduzmi broj od 10” mnogi netoéno zapisu kao n — 10). Ucitelji bi
u ovakvim sluc¢ajevima mogli uputiti uc¢enike na ¢itanje s razumijevanjem i objasniti im da je
korisno uvijek nakon sto zapisu algebarski izraz, provjeriti jos jednom odgovara li to tekstu koji
su "prevodili”.

Algebarske notacije

Ucenici moraju usvojiti i odredene notacije koje utjecu na njihovo snalazenje u pisanju i
interpretiranju algebarskih izraza. Jedna od njih je ¢injenica da se znak za mmnozenje ne pise
kada varijablu mnozimo konstantom, tj. da umjesto 3 - x, piSemo 3x. Kada se u skolstvu dode
do ovakvih problema, dobro je ucenike upoznati s terminom koeficijenta. Takoder, mladim
ucenicima je bitno vise puta naglasiti da je 3 - x jednako sto i 3z te ih poticati da koriste
uobi¢ajenu notaciju, 3z.

Osim toga, bitno je da ucenici shvate da § znaci z : 4. Ovo je nepoznanica mnogim ucenicima
koji ne razmiju vezu izmedu razlomaka i dijeljenja, da je a : b isto sto i ¢ ili a/b.

Bitno je i razumijeti znacenje eksponenata, na primjer, da 3% znac¢i 3-3-3-3-3 ili da 23
znaci r -z - .

Jos jedna od notacija na koju treba obratiti pozornost je to da zagrade sluze tome da se
vise elemenata pretvori u jedan. Na primjer, izraz 4(n + 3) nam govori da n + 3 tretiramo kao
jedan element. Cak i pri uéenju redoslijeda rac¢unskih operacija uéimo da ”prvo radimo ono §to
je u zagradi”, upravo zbog toga Sto se elementi u zagradi trebaju tretirati kao jedan element.
Ucenici moraju biti svjesni ovoga.

Takoder, moraju znati baratati ugnijezdenim zagradama, tj. da je bitno zagrade rjesavati od
unutarnjih prema vanjskima. Jedino ako znaju primijenjivati sve ove koncepte mogu pravilno
zapisati izraz tipa ”Kreni od nekog broja. Uvecaj ga za tri. To udvostruci. Zatim oduzmi 5 i
na kraju udvostruéi rezultat.” kao 2[2(n + 3) — 5].

Osim kod operacija sa zagradama, redoslijed operacija je bitan u interpretaciji izraza poput
32?2 — 4. Ovakav izraz oznacava da broj prvo moramo kvadrirati, zatim pomnoziti s 3 i na kraju
tome oduzeti 4. Ucenici to lako zamijene za izraz koji nam govori da broj prvo pomnozimo
s 3, zatim to kvadriramo i rezultatu oduzmemo 4. To bi pak zapisali kao (3z)* — 4. Ovo je
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poteskoca koja se cesto javlja i kod starijih ucenika, tako da je vrlo korisno usporediti im izraze
322 1 (3z)?%, te detaljno objasniti razliku izmedu ta dva izraza i kako zagrada ovdje utjece na
racunske operacije. Dobro je i pitati ih koji od ta dva izraza mogu jos raspisati, a koji trenutno
ne mogu dalje sredivati. Ovdje ucenici trebaju shvatiti da je (3z)? zapravo isto sto i 9z2.

”Prevodenje” iz matematickih izraza u svakodnevni jezik

Kao sto je bitno da ucenci znaju prevoditi svakodnevni jezik u matematicki zapis, jednako je
bitno da barataju i obrnutim procesom. Na primjer, pogledajmo izraz 3z + 8. Mozemo taj izraz
interpretirati kao niz instrukcija: ”pomnozi broj s 3 i zatim mu dodaj 8.” Ovdje nam nije bitno
kakav je x broj. Ipak, Zelimo li koristiti samo prirodne brojeve, izraz mozemo interpretirati
i kao "broj koji je za 8 vec¢i od visekratnika broja 3”. Ovakva interpretacija ne djeluje kao
set instrukcija, nego kao opis "vrste” broja. Idealno bi bilo kad bi ucenici razvili moguénost
interpretirati izraz na oba nacina.

Jos jedan slican primjer moze biti izraz 30 — 2j. Taj izraz najcesce bi interpretirali kao
niz uputa: ”Izaberi broj, udvostruci ga i zatim rezultat oduzmi od 30.” Primijetimo da bi u
interpretaciji ovog izraza morali razmisljati na malo drugaciji nac¢in. Ovdje nam je prirodnije
opisati izraz tako da krenemo od varijable j iako se ona pojavljuje na kraju izraza, a ne ici
doslovno "prevoditi”. Neki ucenici tako bi rijesili zadatak, to bi zvucalo: ”Pocnimo od 30 i
od toga oduzmemo dvostruku vrijednost nekog broja”. Primijetimo da je i ovo potpuno toc¢an
"prijevod” danog izraza, ali vec¢ini ucenika pocetni prijevod ipak zvuéi prirodnije.

Korisno je razviti kod ucenika naviku koristenja pojma monom za opis odvojenih kompone-
nata algebarskog izraza. Sve te komponente zbrojene daju nam taj odredeni algebarski izraz.
Na primjer, izraz 3j — 2 sastoji se od dva monoma, 3j te —2, jer je to zapravo 35 dodano broju
-2

Primijetimo da je 3j jedan monom iako se sastoji od koeficijenta 3 i varijable j koji su
pomnozeni. Mnoge ucenike ovo zbunjuje, ¢ini im se cudnim $to u izrazu j + 3 imamo 2 mo-
noma, a u izrazu 3j samo jedan. Korisno je da ucitelji usporede ovakve konkretne primjere pred
ucenicima i detaljno im objasne u cemu se ovi izrazi razlikuju.

Vrednovanje ucinkovitosti varijabli

Ucenici bi trebali i sami shvatiti kako su algebarski izrazi u vecini sluc¢ajeva ucinkovitiji od
naseg svakodnevnog govora. Kada kazemo da su ucinkovitiji mislimo na samu duljinu zapisa i
duljinu izraza. Napisati jednostavno 2n — 4 mnogo je jednostavnije i zauzima manje prostora
nego "Udvostruci broj i zatim mu oduzmi 4.” Ovo je jedna od prednosti algebarskih izraza i
vecini ucenika poticaj za koristenje varijabli.

Osim toga, ono $to ucenici nekad ne primijete, a trebalo bi im se pomoéi u tome, je ¢injenica
da opisivanje situacija algebarskim izrazima moze doprinijeti brzem uoc¢avanju novih uzoraka,
tj. generalizacija. Na primjer, znati da je 3c+ 4 = 6 moze navesti ucenika na ostale veze putem
zbrajanja, oduzimanja, mnozenja ili dijeljenja obje strane jednadzbe. Ucenik moze primijetiti
da vrijedi, na primjer, 3c = 2 ili pak 6¢ + 8 = 12.

Supstitucija u algebarskim izrazima

Ucenici se Cesto susrecu sa zadacima u kojima moraju izracunati vrijednost algebarskog
izraza za odredene vrijednosti varijabli. Na primjer, trazi se od njih da izracunaju vrijednost
izraza 40 — 2* za nekoliko razlicitih vrijednosti * — a. lako se ovakvi zadaci nekima ¢ine vrlo
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lagani, ovdje cesto dolazi do problema.

Kao sto je ve¢ spomenuto malo ranije, u ovakvim zadacima je bitno da ucenici razumiju
kojim redoslijedom trebaju provoditi racunske operacije. Na primjer, ako im je zadano da je
r = 10, izraz 40 — z? ima vrijednost 40 — 100 = —60, a ne (40 — 10)? = 30% = 900.

Primjena supstitucije je kljucna prilikom izrade tablica vrijednosti pomoc¢u kojih dolazimo
do odredenih uzoraka. Na primjer, supstitucijom razli¢itih vrijednosti za x, ucenici si mogu
olaksati i ste¢i bolji uvid u to zasto z* opisuje kvadrate brojeva, ako je z cijeli broj primijtiti
¢e da su vrijendosti x? zapravo 0,1,4,9,16,... Isto tako, izraz 2m + 1 je jedan od nacina kojim
oznacavamo sve neparne cijele brojeve ako je m cijeli broj (supstitucija nam daje 1,3,5,7,... ako
koristimo pozitivne cijele brojeve te -1,-3,-5,-7,... ako koristimo negativne cijele brojeve umjesto

Ucenici bi, takoder, uvijek trebali obratiti pozornost na to ima li smisla supstituirati odredene
vrijednosti u odredenom algebarskom izrazu. Na primjer, ima li smisla da varijabla bude razlo-
mak ili ne, ima li smisla da bude negativan broj, itd?

Algebarski izrazi kao generalizacije

[ako mnogi vide izraz poput, na primjer, 2n + 3 kao izraz koji koristimo za supstituiranje
varijabli brojevima, ucenici bi uvijek trebali gledati na izraz kao na generalizaciju ili pravilo. U
ovom konkretnom slucaju, neovisno o tome s kojim brojem ¢emo krenuti supstituirati, pravilo
kaze da taj broj moramo udvostruciti i dodati mu 3. To je jedan od na¢ina kojima opisujemo
beskonacan skup brojeva. Sli¢no, izraz 3z? — 4 opisuje beskonacan skup brojeva, bez obzira na
koji broj mislimo, moramo ga kvadrirati, pomnoziti s 3 i zatim tome oduzeti 4.

Gledanje na algebarske izraze kao na generalizacije omogucava ucenicima da misle na skup
brojeva. Na primjer, ako je n cijeli broj, zapisati izraz 3n — 5 je drugi nacin opisivanja svih
brojeva koji su za 5 manji od visekratnika broja 3. To su takoder svi brojevi za 2 manji od
visekratnika broja 3 (=17, —14,—11,—-8,—-5,-2,1,4,7,...).

Neki algebarski izrazi opisuju skupove brojeva s kojima su ucenici upoznati kroz neku drugu
terminologiju. Na primjer, brojeve oblika 3n, pri cemu je n cijeli broj, ucenici cesée zovu
"visekratnici broja 3”. Brojeve oblika 2n + 1, gdje je n cijeli broj, zovu "neparni brojevi”.

Algebarski izraz kao pravilo uzorka

Ucenicima moze biti od velike koristi, pogotovo u kasnijem skolovanju kada budu uéili o
nizovima, prepoznati da algebarske izraze mozemo gledati kao pravila nekog uzorka kada se
prirodni brojevi zamijene varijablama.

Na primjer, pogledajmo uzorak 2,4, 6, 8, 10, ... koji se povetava za 2 svaki put. Svaki element
ovog uzorka moze se izracunati mnozenjem broja njegove pozicije s 2. Uzmimo 15-ti broj u
uzorku, 15-2 (tj. 30). Stoga, pravilo ovog uzorka je da je n-ti ¢lan 2n. Gledano s druge strane,
algebarski izraz 2n moze se povezati s uzorkom 2,4, 6,8, 10, ... jer je to pravilo tog uzorka.

Izraz 4j—2 mozZe se povezati s uzorkom 2, 6, 10, 14, 18, ..., izraz j2+8 s uzorkom 9, 12, 17, 24, ...
te izraz 5j s uzorkom 5,10, 15,20, ... Neki ucenici ¢e primijetiti da se uzorak pravila 45 — 2
povecava za 4 svaki put, 5j se povecava za 5, a uzorak 6k + 3 (9, 15, 21, 27, ...) se povecava za
6 svaki put. Takvi ucenici mogu shvatiti da nam koeficijent varijable govori kako ¢e se uzorak
povecavati kada se radi o varijabli koja nema eksponent.
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3.3..1 Primjeri zadataka
Prvi tip zadataka

Pitamo ucenike: Po ¢emu su algebarski izrazi kojima bi opisali dane parove sli¢ni, a po ¢emu
su razliciti?

e Oduzmi 30 od dvostruke vrijednosti broja, u usporedbi s udvostruéi broj i tome oduzmi
30.

e Pomnozi broj s 4 i dodaj tome 3, u usporedbi s dodaj 3 broju i zatim to pomnozi s 4.
e Dodaj 5 trostrukoj vrijednosti broja, u usporedbi s dodaj 3 peterostrukoj vrijednosti broja.

Moguéi odgovori:

U prvom slucaju, ta dva izraza su potpuno ista. Oba mozemo opisati matematickim izrazom
na idué¢i nacin: 2n — 30.

U drugom primjeru, jedan izraz zapisujemo kao 4n + 3, a drugi kao 4(n + 3). Oba izraza
uklju¢uju zbrajanje i mnozenje te brojeve 3 i 4. Ipak, drugi izraz (dodaj 3 nekom broju i zatim
to pomnozi s 4) ¢e uvijek biti za 9 veéi od prvoga. Na primjer, za n = 2, prvi izraz ¢e imati
vrijednost 4 - 24 3 = 11, ali drugi izraz ¢e biti vrijednosti 4(2 + 3) =4 -5 = 20.

U zadnjem primjeru, prvi izraz bio bi 3n + 5, a drugi izraz 5n + 3. Oba izraza ukljucuju
zbrajanje i mnozenje te brojeve 3 i 5. Ipak, u prvom izrazu mnozimo s brojem 3, a dodajemo
broj 5. U drugom izrazu je obrnuto, mnozimo s 5 i dodajemo broj 3.

Drugi tip zadataka

Ucenicima objasnimo neka zamisle da su preveli algebarski izraz u svakodnevni jezik. Neke
rijeci koje su morali iskoristiti su "trostruko”, "manje” i "pet”. Zatim ih pitamo koji je algebarski
izraz mogao biti u pitanju i potaknemo ih na to da osmisle nekoliko razlicitih odgovora.

Moguc¢i odgovori:

Izrazi poput 3n — 5 ili 20 — 5(3n) su tocna rjeSenja. Prvi izraz ¢ita se kao "za 5 manje od
trostruke vrijednosti broja”. Drugi izraz mozemo ¢citati kao "za pet puta trostuke vrijednosti

broja manje od 20”.

Treéi tip zadataka

Ucenike pitamo sto misle, je li dobra ideja zapisati 4k + 1 = 17 umjesto "ako dodas 1
cetverostrukoj vrijednosti broja, dobijes 177.

Moguéi odgovori:

e Mislim da je bolje koristiti simbole jer zauzima manje prostora.
e Mislim da je bolje koristiti rijeci jer tako znam toc¢no sto to znaci.
e Mislim da je jednadzba dobra jer ju odmah mogu rijesiti.

Cetvrti tip zadataka
Ucenike trazimo da napisu algebarske izraze za koje bi se ostvarile iduce situacije:

e Ako izracunamo za vrijednost n = 5, dobit ¢emo 30.
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e Ako izracunamo za vrijednost n = 5, dobit ¢emo —3.

e Ako izracunamo za vrijednost n = 10, dobit ¢emo manji broj nego za n = 5.

e Ako izracunamo za vrijednost n = 10, dobit ¢emo dvostruko vise nego za n = 5.
Moguéi odgovori:

e 6n ili 4n + 10

e n—8ili3n— 18

e 20—nili2

e 3nili 8n

Jos nekoliko tipova zadataka

e Ucenike pitamo da napisu uzorak koji opisuje svaki od algebarskih izraza: 4n — 2, 6n +1,
3n?.

Rjesenje: 2,6,10,14,18,...:7,13,19, 25,31, ..., 3,12, 27, 48, ...

e Ucenike pitamo kako moguce vrijednosti izraza 5n — 2 mogu biti drugacije, ovisno o tome
uzimamo li za n prirodne brojeve ili razlomke.

Moguce rjesenje: Ako je n prirodan broj, jedine vrijednosti koje mozemo dobiti iz danog
izraza su brojevi za 3 veci od visekratnika broja 5. To su na primjer 3, 8 1 13, i primijetimo
da su oni udaljeni za 5. Ako je n razlomak, vrijednost danog izraza moze biti bilo koja,
kao npr. i 11 10, uzmemo li pravi razlomak.

e Ucenike pitamo kada mogu interpretirati izraz 1 — 2n kao skup negativnih neparnih cijelih
brojeva?

Rjesenje: Kada supstituiramo n s prirodnim brojevima.

e Ucenike pitamo kako bi koristenjem algebarskih izraza opisali sve visekratnike broja 5.

Moguéi odgovor: S 5n, kada je n prirodan broj.

3.4. Ekvivalentni izrazi

Koristenje svojstava racunskih operacija za stvaranje ekvivalentnih izraza

Poznavanje razlicitih svojstava racunskih operacija omogucava ucenicima da stvaraju ek-
vivalentne izraze. Na primjer, zbog komutativnosti zbrajanja, izraz 2j + 5 jednak je izrazu
5+ 2j. Zbog asocijativnosti mnozenja, izraz 5(3c) je ekvivalentan izrazu 15¢, tj. izrazu (5 - 3)c.
Zbog neutralnog elementa za mnozenje, izraz 1 - (4z) je ekvivalentan izrazu 4z. Zbog svojstva
distributivnosti mnozenja prema zbrajanju, izraz 5(z 4+ 2) jedan je izrazu 5z 4+ 10. Ponekad se
ekvivalentni izrazi sastoje od manje elemenata, a ponekad ne, kao $to smo mogli primijetiti u
primjerima.

Cesto su svojstva zbrajanja, mnozenja, itd. koristena kako bi se napisali ekvivalentni izrazi.
Ucenicima se moze ¢initi napornim svaki put navoditi svako svojstvo koje su koristili, ali taj
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proces, pogotovo u pocetku, moze biti vrlo koristan. Na primjer, mozemo zakljuciti da je
(j+4)+ (25 +5) = 3j + 9 koristeéi kombinaciju svojstva asocijativnosti, distributivnosti i
komutativnosti:

o (j+4)+(2j4+5)=(j+4)+ (5+2j), koristeéi svojstvo komutativnosti zbrajanja

(G+4)+(B+25) =7+ (44 (5+2j)), koristeéi asocijativnost zbrajanja

J+A+B+2))=7+(44+5)+25) =7+ (94 25), koristedi asocijativnost zbrajanja

J+9+25) =7+ (25 +9), koriste¢i komutativnost zbrajanja

JH+(2749) = (J+24) +9, koristedi asocijativnost zbrajanja
e (j+2))+9=(1j+2j)+9=(14+2)j +9=35+9, koristeéi svojstvo distributivnosti

Ako su dva izraza ekvivalentna, kada se jedan izraz procjenjuje za odredenu vrijednost vari-
jable, rezultat je jednak kao i kad bi drugi izraz procjenjivali koristeéi tu istu vrijednost varijable,
bez obzira o kojoj vrijednosti se radi. Na primjer, izraz 3j — 2 ekvivalentan je izrazu —2 + 3j,
pa primijetimo da za j = 0, oba izraza daju vrijednost —2. Za j = 1, takoder oba izraza daju
isti rezultat, 4, a i za j = 10, oba izraza daju 28.

Koristenje modela

U odredenim trenucima, ucenici mogu koristiti konkretne modele kako bi im pomogli u
stvaranju ekvivalentih izraza. Na primjer, ako imamo za 4 vise od nekog broja i za 5 vise
od dvostruke vrijednosti tog broja, mozemo re¢i da imamo za 9 vise od tog broja dodanog
dvostrukoj vrijednosti tog broja, ili za 9 vise od trostruke vrijednosti tog broja. Matematicki,
(x+4)4 (224 5) = 32+ 9. Ovo mozemo modelirati na nacin prikazan na donjoj slici(Slika 7):

————— oo
1]

Slika 7: Model izraza (z 4+ 4) + (2z + 5), tj. izraza 3z + 9

Ovo je odlican nacin da se uc¢enicima priblize algebarski izrazi, pogotovo onima koji najbolje
zapamte vizualizacijom. Ipak, modele je najbolje koristiti kada radimo su vrijednosti varijabli
i konstanti prirodni brojevi.

Pojednostavljivanje izraza

Kada koristenje svojstva zbrajanja, mnozenja, itd. za stvoranje ekvivalentnih izraza ukljucuje
reduciranje broja monoma u izrazu, mozemo koristiti pojam ”pojednostavljivanje”. Na primjer,
jer je j+ j zapravo isto Stoi 15+ 15 = (14 1)j, tj. 27, mozemo redi da je j+ j pojednostavljeno
izrazom 2j, ono Sto je prije imalo dva elementa sada ima samo jedan.

Cesto uéenici pojednostavljuju izraze kako bi bolje razumijeli §to ti izrazi zapravo predstav-
ljaju. Na primjer, tesko je prepoznati da je 2m — 6 + 3(2m + 2) zapravo broj m pomnozen
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s 8, 8m, dok ne pojednostavimo izraz. Trebalo bi nam puno viSse vremena za izracunavanje
vrijednosti poc¢etnog izraza nego istog izraza u njegovom pojednostavljenom obliku, 8m.

Ponekad ucenici pojednostavljuju izraze kako bi im bilo lakse rijesiti jednadzbe. Koristenjem
ekvivalentnih izraza koje smo maloprije spominjali, vidimo da je puno jednostavnije i brze rijesiti
jednadzbu 8m = 64, nego jednadzbu 2m — 6 + 3(2m + 2) = 64.

Bitno je ucenicima demonstrirati i objasniti zasto je korisno pojednostaviti izraz, a ne jed-
nostavno im rec¢i da to moraju napraviti bez da uvide svrhu toga.

Koristenje modela u¢enicima moze pomoci u pojednostavljivanju, kao je objasnjeno u pret-
hodnom odjeljku gdje smo (z + 4) + (22 4+ 5) pojednostavili kao 3z + 9.

Ispitivanje ekvivalencije

Kljuéno je da ucenici shvate kada su dva izraza ekvivalentna. To je u slucaju da oba izraza
daju jednaku vrijednost prilikom njihova izracunavanja koriste¢i neku vrijednost varijable, neo-
visno o vrijednosti varijable koju koristimo. Na primjer, izrazi 3m + 2 i 2m + 4 imaju jednaku
vrijednost kada za varijablu m uzmemo m = 2, ali to nije slucaj za mnogo drugih slucajeva
(npr. za m = 0 ili m = 1) pa zato ne mozemo reéi da su izrazi 3m + 2 i 2m + 4 ekvivalentni.

Zbog cinjenice da za svaku supstituciju varijable izrazi moraju dati jednake vrijednosti da bi
ih mogli zvati ekvivalentnima, nemoguce je provjeriti ekvivalenciju dvaju izraza samo koristeci
supstituciju.

Za testiranje ekvivalencije izraza moramo koristiti svojstva racunskih operacija. Zato je, na
primjer, 3m — 2 ekvivalentno 2m + (m — 2), ne zbog toga $to oni daju jednaku vrijednost kada
za varijablu m uzmemo m = 0 ili 1 ili 2, nego zbog toga sto koristeéi asocijativnost zbrajanja
dobivamo 2m+(m—2) = (2m+m)—2, §to je, zbog distributivnosti (2+1)m—2, tj. 3m—2. Ovo
je primjer standarda matematicke prakse kojeg zovemo apstraktno i kvantitativno zakljucivanje.

3.4..1 Primjeri zadataka

Prvi tip zadataka
Ucenicima zadamo algebarski izraz i zatim ih pitamo da zapisu nekoliko njemu ekvivalentnih
izraza, uz navodenje svojstava koje koriste da bi dosli do ekvivalentnog izraza.

3m + 8

5 —4m
6m

Moguca rjesenja: Mozemo pokazati da je prvi izraz ekvivalentan izrazu (2m + 3) + (m +5).
Koristedi svojstvo asocijativnosti dobivamo 2m + (3 + (m+5)), a zatim koriste¢i komutativnost
2m + ((m + 5) + 3). Primjenjujuéi opet svojstvo asocijativnosti dobivamo 2m + (m + 8), tj.
(2m + m) 4+ 8. Koristed distributivnost, na kraju dolazimo do izraza (2 4+ 1)m + 8, tj. do
pocentog izraza 3m + 8.

Drugi izraz ekvivalentan je izrazu 34 (2 — 4m), a koristei svojstvo asocijativnosti zbrajanja
dobivamo 5 — 4m.

Koristeéi distributivnost mnozenja prema zbrajanju mozemo pokazati da je trecem izrazu
ekvivalentan izraz 5m + m.
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Drugi tip zadataka

Od ucenika trazimo da koristenjem modela pojednostave izraz (3 4+ 2y) + (5 + y).
Moguce rjesenje:

Pojednostavljeni izraz bio bi 3y + 8, kao sto mozemo vidjeli na donjoj slici (Slika 8).

O o
O O
O

I 11 7]

Slika 8: Model izraza (3 + 2y) + (5 + y), tj. izraza 3y + 8

Treéi tip zadatka
Ucenike pitamo kako bi pokazali da izrazi 2k + 3 i 3k 4 4 nisu ekvivalentni.

Moguca rjesenja:

Mozemo, koristeci supstituciju k = 0, vidjeli da izrazi nece imati jednaku vrijednost i stoga
nisu ekvivalentni.
Koriste¢i modele, mozemo vidjeli da jedan od izraza ima 2 pravokutnika koji predstavljaju

varijable i 3 pravokutnika koji predstavljaju broj 1, a drugi izraz ima 3 pravokutnika koji

predstavlja varijable. Zaklju¢ujemo da izrazi nisu ekvivalentni.
Koristeci svojstva zbrajanja i mnozenja, mozemo pokazati da je 3k + 4 zapravo 2k + 3 zbro-
jeno s k + 1. 2k 4+ 3 ne moze biti jednako 2k + 3 kojemu je dodano jos nesto.

Cetvrti tip zadatka

Ucenike pitamo da, koristeéi donju sliku (Slika 3.4..1), objasne kako svaki od danih izraza
ekvivalentno opisuje povrsinu osjencanog lika.

3(n+6)+3n+3(n+6)+3n

6(n + 6) + 6n
(n+6)(n+6) —n?

3[(n+6) + n]

4.
2
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Moguca rjesSenja

Prvi izraz dijeli lik na 4 pravokutnika: veci pravokutnik koji se nalazi na vrhu, ¢ija je povrsina
3+ (n+6); manji pravokutnik desno ¢ija je povrsina 3-n; veéi pravokutnik koji se nalazi pri dnu
lika ¢ija je povrsina 3 - (n + 6); pravokutnik lijevo ¢ija je povrsina 3 - n.

U drugom izrazu zamisljamo da su gornji i donji pravokutnik spojeni u jedan veéi pravokutnik
povrsine 6 - (n 4 6), te da su desni i lijevi pravokutnik spojeni i pravokutnik povrsine 6 - n.

U treéem izrazu promatramo dva kvadrata koja su dana. Uzimamo duljinu - Sirinu velikog
kvadrata (tj. povrsinu velikog kvadrata) koja je (n +6) - (n + 6) i od te povrsine oduzimamo
povrsinu unutarnjeg, bijelog kvadrata koja iznosi n - n, tj. n%

Posljednji izraz dijeli osjencani dio na 4 jednaka trapeza. Kraca osnovica trapeza je stranica
bijelog kvadrata, a dulja osnovica je stranica osjencanog kvadrata. Osnovice su duljine n i n+6,
a visina trapeza je 3.
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4. Algebra u kurikulumu

U kurikulumu predmeta matematika nalazimo 5 domena. To su Brojevi, Alebra i funkcije,
Oblik i prostor, Mjerenje, te Podaci, statistika i vjerojatnost.

[ako domene povezuju srodne koncepte, konstantno se moze primijetiti da ih se ne moze po-
dijeliti jer je razumijevanje i usvojenost koncepata jedne domene klju¢no za usvajanje koncepata
druge domene.

U Kurikulumu nastavnog predmeta Matematika, algebra je objasnjena na iduéi nacin: 7 Al-
gebra je jezik za opisivanje pravilnosti u kojemu slova i simboli predstavljaju brojeve, koli¢ine i
operacije, a varijable se upotrebljavaju pri rjesavanju matematickih problema.”

Takoder, sadrzaj domene Algebra i funkcije objasnjen je:

"U domeni Algebra i funkcije ucenici se sluze razlicitim vrstama prikaza; grade algebar-
ske izraze, tablice i grafove radi generaliziranja, tumacenja i rjesavanja problemskih situacija.
Uocavaju nepoznanice i rjesavaju jednadzbe i nejednadzbe racunski provodenjem odgovarajuéih
algebarskih procedura, graficki i sluzeéi se tehnologijom kako bi otkrili njihove vrijednosti i pro-
tumacili ih u danome kontekstu. Odredenim algebarskim procedurama koriste se i za primjenu
formula i provjeravanje pretpostavki.

Prepoznavanjem pravilnosti i opisivanjem ovisnosti dviju veli¢ina jezikom algebre ucenici
definiraju funkcije koje proucavaju, tumace, usporeduju, graficki prikazuju i upoznaju njihova
svojstva. Modeliraju situacije opisujuéi ih algebarski, analiziraju i rjeSavaju matematicke pro-
bleme i probleme iz stvarnoga zivota koji ukljucuju pravilnosti ili funkcijske ovisnosti.”

4.1. Osnovna skola

Nizi razredi osnovne skole
Odgojno obrazovni ishodi koji spadaju u domenu Algebra i funkcije u nizim razredima
osnovne skole su:

e MAT OS B.1.1. Zbraja i oduzima u skupu brojeva do 20.
e MAT OS B.1.2. Prepoznaje uzorak i nastavlja niz.

e MAT OS B.2.1. Prepoznaje uzorak i kreira niz objasnjavajuéi pravilnost nizanja. MAT
OS B.2.2. Odreduje vrijednost nepoznatoga ¢lana jednakosti.

e MAT OS B.3.1. Rjesava zadatke s jednim nepoznatim ¢lanom koristeéi se slovom kao
oznakom za broj.

e MAT OS B.4.1. Odreduje vrijednost nepoznate veli¢ine u jednakostima ili nejednakostima.

Kao sto mozemo primijetiti, veéina ovih ishoda zapravo se odnosi na znanja iz aritmetike.
To mozemo vidjeti i na primjerima zadataka:

[zracunaj vrijednost izraza 234 4 a, ako je a = 48.

Zapisi matematickim znakovima racun i izracunaj nepoznati clan ako je djeljenik 63, a
koli¢nik 9.

63:0=9,63:7=9 jer je 7-9 = 63.
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Visi razredi osnovne skole
Odgojno obrazovni ishodi koji spadaju u domenu Algebra i funkcije u visim razredima os-
novne skoel su:

e MAT OS B.5.1. Rjesava i primjenjuje linearnu jednadzbu.

e MAT OS B.5.2. Prikazuje skupove i primjenjuje odnose medu njima za prikaz rjesenja
problema.

U b.razredu ucenici se upoznaju s linearnim jednadzbama oblika ax = b, gdje su a i b
prirodni ili decimalni brojevi. Ucenici su se s ovakvim tipovima zadataka ve¢ susreli, ali se
umjesto nepoznanice najcesce koristio kvadratic.

Linearne jednadzbe najcesée se uvode kroz razlicite problemske zadatke - matematicke price.

Takoder, ucenici se susre¢u s pojmom skupa i njihovih odnosa te uce prikazivati odnose
pomocu Vennovih dijagrama (presjek, unija, podskup).

e MAT OS B.6.1. Rjesava i primjenjuje linearnu jednadzbu.

U 6. razredu osnovne Skole, ucenici prosiruju znanje o linearnim jednadzbama. Takoder,
susrecu se s pojmom apsolutne vrijednosti pa uce rjesavati i osnovne jednadzbe s apsolutnom
vrijednoscéu.

Koriste¢i vezu izmedu racunskih operacija ucenici izrazavaju nepoznatu veli¢inu iz jednos-
tavnih jednadzbi poput az = b, a = 2, = 2, gdje su a i b nenegativni racionalni ili cijeli
brojevi. To im sluzi i kao priprema za ostale nastavne predmete poput kemije i fizike.

e MAT OS B.7.1. Racuna s algebarskim izrazima u skupu racionalnih brojeva.
e MAT OS B.7.2. Rjesava i primjenjuje linearnu jednadzbu.
e MAT OS B.7.3. Primjenjuje proporcionalnost i obrnutu proporcionalnost.

e MAT OS B.7.4. Primjenjuje linearnu ovisnost.

U 7. razredu ucenici se upoznaju s pojmovima monom i binom, te se uvode algebarski izrazi
u skupu racionalnih brojeva. Pojednostavljuju algebarske izraze zbrajanjem, oduzimanjem,
mnozenjem i dijeljenjem, primjenjujuci svojstva racunskih operacija. Osim toga, mnoze monom
binomom i binom binomom.

Takoder, ponavljaju i dodatno prosiruju znanje o lineranim jednadzbama. Analiziraju pro-
blemske situacije te ih zapisuju linearnim jednadzbama. Gradivo povezuju s geometrijom pa se
koriste opsegom i povrsinom geometrijskih likova kako bi izracunali duljine njihovih stranica,
visina, polumjera i promjera kruga.

Susrecu se s proporcionalnosti i obrnutom proporcionalnosti te ih u situacijama iz stvarnog
zivota prepoznaju i objasnjavaju.

Ucenici sedmog razreda uce i o linearnoj ovisnosti te ju zapisuju formulom y = ax + b.
Prikazuju linearnu ovisnost graficki u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.
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MAT OS B.8.1. Rac¢una s algebarskim izrazima u skupu realnih brojeva.

MAT OS B.8.2. Primjenjuje razmjer.

MAT OS B.8.3. Rjesava i primjenjuje linearnu jednadzbu.

MAT OS B.8.4. Rjesava i primjenjuje sustav dviju linearnih jednadzbi s dvjema nepoz-
nanicama.

e MAT OS B.8.5. Rjesava i primjenjuje kvadratnu jednadzbu.

Kao $to mozemo primijetiti, na algebru se najvise stavlja naglasak u 8. razredu osnovne
skole. Sada se racunanje s algebarskim izrazima prosiruje sa skupa racionalnih na skup realnih
brojeva. Ucenici uce izlucivati zajendicki faktor, pojednostavljivati izraze te prikazivati velicine
matematickim formulama.

Sada su ucenici ve¢ upoznati s linearnim jednadzbama pa prosiruju svoje znanje te sve vise
rade problemske zadatke iz svakodnevnog zivota. Osim toga, upoznaju se sa sustavima dviju
linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama. Analiziraju rjeSenje sustava te ga uvrstavanjem
dobivenih vrijendosti provjeravaju, prikazuju rjesenje kao uredeni par te raspravljaju o egzis-
tenciji dobivenog rjesenja.

Ucenici se upoznaju s kvadratnom jednadzbom oblika 2 = k, gdje je k nenegativan raci-
onalni broj.
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4.2. Srednja skola

Odgojno - obrazovni ishodi koji spadaju u domenu Algebra i funkcije u srednjoj skoli prikazani
su na donjoj slici (Slika 9).

RAZRED ODGOJNO — OBRAZOVNI ISHODI

MAT S5 B.1.1. Primjenjuje potencije s cjelobrojnim eksponentima.
MAT S5 B.1.2. Ratuna s algebarskim izrazima i algebarskim razlomcima.
MAT S5 B.1.3. Primjenjuje proporcionalnost, postotke, linearne
jednadzbe isustave.

1. MAT S5 B.1.4. Primjenjuje linearne nejednadzbe.

MAT S5 B.1.5. Povezuje razlicite prikaze linearne funkcije.

MAT S5 B.1.6. Primjenjuje linearnu funkciju pri rie$avanju problema.

MAT S5 B.1.7. Prikazuje operacije sa skupovima i rje§enja nejednadzbi s

pomocu intervala.

MAT S5 B.2.1. Rje$ava i primjenjuje kvadratnu jednadibu.

MAT S5 B.2.2. Analizira funkciju.

MAT S5 B.2.3. Analizira graficki prikaz funkcije.

MAT S5 B.2.4. Primjenjuje kvadratnu funkciju.

MAT S5 B.3.1. Primjenjuje pravila za ratunanje s potencijama

racionalnoga eksponenta.

MAT S5 B.3.2. Analizira eksponencijalnu i logaritamsku funkciju.

MAT SS B.3.3. Primjenjuje eksponencijalnu i logaritamsku funkciju.

MAT S5 B.3.4. Modelira eksponencijalnom i logaritamskom jednadzbom.

3. MAT SS B.3.5. Primjenjuje svojstva trigonometrijskih funkcija.

MAT S5 B.3.6. Analizira graf trigonometrijske funkcije.

MAT SS B.3.7. Primjenjuje trigonometrijske funkcije.

MAT S35 B.3.8. Primjenjuje trigonometrijske jednadzbe.

MAT S5 B.3.9. Primjenjuje jednadibu pravca.

MAT S5 B.3.10. Primjenjuje jednadibu kruZnice.

MAT S5 B.4.1. Primjenjuje aritmeticki i geometrijski niz.

MAT S5 B.4.2. Ratuna limes niza.

MAT S5 B.4.3. Analizira svojstva funkcija.

MAT S5 B.4.4. Tumati znacenje limesa funkcije u tocki.

MAT S5 B.4.5. Povezuje definiciju derivacije funkcije u tocki s

problemom tangente i brzine.

MAT S5 B.4.6. Primjenjuje derivaciju funkcije u problemskim situacijama.

MAT S5 B.4.7. Povezuje derivaciju funkcije i crtanje grafa funkcije.

Slika 9: Odgojno - obrazovni ishodi iz domene Algebra i brojevi u srednjoj skoli

Algebra u gradivu srednje skole zauzima znacajno veéi postotak gradiva naspram algebre u
gradivu osnovne skole.

Kao sto mozemo vidjeti, u prvom razredu srednje skole ucenici se susrec¢u s potenciranjem,
linearnim nejednadzbama te linearnim funkcijama. Linearna funkcija im nece biti toliko strana
jer su u osnovnoj skoli uéili o linearnoj ovisnosti te su naucili formulu y = axz+b. Ostalo gradivo
nadovezuje se na gradivo osnovne skole.

U drugom razredu srednje skole ucenici se susreéu s kvadratnom jednadzbom oblika ax? +
br + ¢ = 0, te s kvadratnom funkcijom. Uce primjenjivati kvadratnu jednadzbu u zadacima iz
svakodnevnog zivota.

U tre¢em razredu srednje skole naglasak se stavlja na potencije, te eksponencijalne i lo-
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garitamske funkcije. Opet se radi sa zadacima iz svakodnevnog zivota, ucenici modeliraju
eksponencijalnom i logaritamskom nejednazbom. Osim toga, uvodi se pojam trigonometrijskih
funkcija, analiziraju se grafovi tih funkcija te se trigonometrijske funkcije i jednadzbe primje-
njuju u problemskim zadacima.

Cetvrti razred srednje skole fokusira se na nizove, ucenici se upoznaju s aritmetickim i
geometrijskim nizom, te limesom niza. Nakon toga, uvodi se pojam derivacije. Ucenici povezuju
derivaciju funkcije u tocki s problemom tangente, uce tablicu osnovnih derivacija, te primjenjuju
derivaciju funkcije u problemskim zadacima. U nekim gimnazijama, osim derivacija, rade se i
integrali.
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5. Zakljucak

Razviti matematicki nacin razmisljanja kod ucenika vrlo je izazovan i ponekad tezak posao.
Ipak, matematicko misljenje je vjestina koju svatko moze nauciti uz dovoljno truda. Primjeri
zadataka iz ovoga rada mogu posluziti kako bi potaknuli ucenicku znatizelju i drugaciji nacin
razmisljanja.

[ako se ucenici ¢esto pate s matematikom, a pogotovo algebrom, poznato nam je zbog cega
najcesce dolazi do takvih problema i to mozemo iskoristiti kao bi ih savladali.

Mnogo ucitelja nikada nije ¢ulo za neke od strategija koje mogu koristiti kako bi ucenicima
pomogli shvatiti algebarske koncepte. lako ih postoji jos mnogo, u ovom radu navedeni su neki
od njih.

Primjeri zadataka koji su navedeni u radu zapravo traze od ucenika dublje razmisljanje o
algebarskim konceptima te razvijaju standarde matematicke prakse kod ucenika, sto je kljucno
za daljnje skolovanje. Cilj puocavanja matematike je nauciti u¢enike razmisljati o matematickim
idejama, a ne da samo dodu do rjesenja proceduralnim znanjima. Ovakvi zadaci poticu ucenike
da razmisljaju o matematici, a ne samo da je rade.
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Sazetak: Bitno je da ucenici rano izgrade dobre temelje kako bi im kasnije bilo lakse razumi-
jeti algebarske koncepte. U ovom radu osvrnuti ¢emo se na to koji su uopce algebarski koncepti,
koji su najces¢i problemi s kojima se ucenici susrecu, te strategijama koje ucitelji mogu koristiti
kako bi im priblizili algebru. Vidjeti ¢emo i $to se konkretno uéi u kojem razredu osnovne i
srednje skole.

Kljué¢ne rijeci: matematicko misljenje, algebra, poucavanje, varijable

Algebra in mathematics classes

Abstract: It is essential that students build a good foundation early so that it is easier
for them to understand algebraic concepts later. In this paper, we will look at what algebraic
concepts are, what are the most common problems that students face, and strategies that
teachers can use to introduce algebra to them. We will also see what is specifically taught in
which grade of primary and secondary school.
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