Razlomci

Martié, Kristina

Master's thesis / Diplomski rad
2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, School of Applied Mathematics and Informatics /
Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Fakultet primijenjene matematike i
informatike

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/um:nbn:hr:126:496332

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-09

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:496332
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:800
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:800
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:800

Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Fakultet primijenjene matematike i informatike

Diplomski sveuéilisni nastavnicki studij matematike i informatike

Kristina Martié
Razlomci

Diplomski rad

Osijek, 2023.



Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Fakultet primijenjene matematike i informatike

Diplomski sveuéilisni nastavnicki studij matematike i informatike

Kristina Martié
Razlomci

Diplomski rad

Voditelj: izv. prof. dr.sc. Ljerka Juki¢ Matié¢

Osijek, 2023.



Sadrzaj
Uvod

1 Razlomci i kurikulum
1.1 Odgojno - obrazovni ishodi u kurikulumu . . . . . ... .. ... o000

2 Uvodenje pojma razlomka

2.1 Matematicki prikazi razlomaka u zadacima . . . . . . . ... ... .0,
3 Razumijevanje cjeline
4 Razlic¢iti nacini podjele cjeline na jednake dijelove
5 Ekvivalentni razlomci
6 Zbrajanje i oduzimanje razlomaka
7 MnoZenje razlomaka

8 Dijeljenje razlomaka
8.1 Dijeljenje razlomka prirodnim brojem . . . . . . ... ..o
8.2 Dijeljenje prirodnog broja razlomkom . . . . . . ... ..o 0oL
83 Dijeljenje raxlomile tadotkon - - « : « « 555 s 5 555 s 58 35 2 8@ 53 5

8.4 Pogreske prilikom dijeljenja razlomaka . . . . ... ... 0oL
Zakljucak
Literatura
Sazetak
Summary

Zivotopis

11

17

22

26

30

34
34
35
36
37

39

40

41

42

43



Uvod

U razgovoru s ucenicima ¢esto mozemo ¢uti da ne vole matematiku, sadrzaj im je jako
tezak za nauciti i puno toga ne razumiju na nastavi matematike. Ove izjave najcesée dolaze
od ucenika petog i visih razreda. Razlog tome je $to se u petom razredu poc¢inju upoznavati
sa sadrzajem koji nije toliko intuitivan kao sadrzaj prethodnih godina ucenja matematike.
Susrecu se s puno novih pojmova koji mogu biti dosta apstraktni. Zbog toga nastavnik
ima vaznu ulogu $to kvalitetnije 1 jasnije ucenicima objasniti nove teme. Neki od nacina
su objasniti sadrzaj na primjerima koje ucenici susre¢u u svom svakodnevnom zivotu te
koristenjem raznih modela. Sve ovo ucenicima nastavu ¢ini zanimljivijom, budu aktivniji za
vrijeme sata te lakSe usvajaju nove sadrzaje.

Susret s razlomcima ucenicima je ¢esto prvi zahtijevan i apstraktan sadrzaj iz matematike
s kojim se susre¢u u svom skolovanju. Kroz ovaj rad pokazano je nekoliko primjera koje
nastavnici mogu koristiti u nastavi kako bi uc¢enicima priblizili sadrzaj vezan za razlomke.
Takoder su analizirane neke od najces¢ih pogresaka koje ucenici mogu napraviti racunajuci

s razlomcima.



1 Razlomeci 1 kurikulum

Ucenici se s pojom razlomka prvi puta susreéu u petom razredu osnovne skole. Peta
godina ucenja matematike ukazat ¢e ucenicima kako su cesto razlomke koristili u svakodnev-
nom zivotu, a da toga nisu bili ni svjesni. Sigurno su koristili izraze pola od pola ¢okolade,
pola kruha, podijelimo tortu na osam dijelova itd. Ono $to nisu znali je da izrazi pola, osam
dijelova ili pola od pola imaju svoje mjesto i naziv u matematici. Stoga su ovi primjeri iz
svakodnevnog zivota odlican nacin kako ucenike uvesti u gradivo razlomaka te im olaksati
njihovo prikazivanje na razli¢ite nac¢ine. Upravo to je ono §to se kroz ishode u kurikulumu
trazi od ucenika. Za pocetak pogledajmo $to o razlomcima mozemo pronaéi u kurikulumu

vezano za sadrzaj osnovne skole.

1.1 Odgojno - obrazovni ishodi u kurikulumu

Kako je ve¢ ranije navedeno, peti razred osnovne skole donosi prvi susret s razlomcima.

Ishod u kurikulumu za taj uzrast ucenika zahtijeva sljedece:
e MAT OS A.5.3. Povezuje i primjenjuje razli¢ite prikaze razlomaka.

Konkretno, od uc¢enika se trazi da brojevni zapis razlomka povezuje sa slikovnim prikazom
i obratno. Razli¢iti prikazi razlomka omogucuju uceniku da poveze razlomak s dijeljenjem
te na taj nacin uspjesno zapisuje i tumaci razlomak. Isto tako je vazno da ucenik prikazuje
i oc¢itava razlomke na brojevnom pravcu, povezuje razli¢ite brojevne zapise nepravih razlo-
maka, mjesovitih brojeva i prirodnih brojeva te odreduje udio u skupu istovrsnih podataka.
U Sestom razredu osnovne skole uc¢enike oc¢ekuje puno vise gradiva vezanog za razlomke pa

stoga u kurikulumu postoji vise ishoda koje ucenici trebaju ostvariti:
e MAT OS A.6.2. Prosiruje i skracuje razlomke te primjenjuje postupak svodenja na
zajednicki nazivnik.
e MAT OS A.6.3. Primjenjuje razlicite zapise nenegativnih racionalnih brojeva.
e MAT OS A.6.4 Primjenjuje usporedivanje nenegativnih racionalnih brojeva.

e MAT OS A.6.5. Rafuna s nenegativnim racionalnim brojevima.

e MAT OS D.6.4. Pridruzuje cijele i pozitivne racionalne brojeve tockama brojevnog

pravca.

Navodeéi ove ishode, vidimo da je jako vazno da ucenici uspjesno svladaju gradivo raz-
lomaka u petom razredu jer ih u Sestom razredu ocekuje puno detaljniji rad na ovu temu
koji zahtijeva od njih potpuno razumijevanje gradiva prethodne godine. Najcesée preporuke
nastavnicima je da koriste sto viSe slikovnih prikaza prilikom objasnjavanja gradiva kako bi
ga ucenici sto lakse usvojili te sami stvorili naviku koristenja takvog prikaza za rjesavanje

problema u zadacima. Takoder je preporuka u pocetku koristiti nazivnike koji nisu veliki



brojevi te, prateci rad ucenika, postepeno povecavati broj u nazivniku.

Navedimo jo$ ishode za sedmu i osmu godinu ucenja matematike:

e MAT OS A.7.3. Primjenjuje razlic¢ite zapise racionalnih brojeva.
e MAT OS A.7.4. Primjenjuje usporedivanje racionalnih brojeva.
e MAT OS A.7.5. Primjenjuje racunanje s racionalnim brojevima.
e MAT OS D.7.1. Pridruzuje tocke pravca racionalnim brojevima

e MAT OS D.7.2. U pravokutnome koordinatnom sustavu u ravnini crta tocke s

racionalnim koordinatama i stvara motive koristeci se njima.

e MAT OS A.8.3. Prepoznaje odnose medu skupovima N, Z, Q, T i R te raspravlja o
pripadnosti rjeSenja jednadzbe skupu brojeva.

U sedmom razredu ucenici se prvi puta upoznaju sa skupom racionalnih brojeva. Takoder
racunaju s algebraskim izrazima u skupu racionalnih brojeva pa je vazno da ucenici shvate
pojam skupa racionalnih brojeva. Razumijevanje razlomaka u prethodnim godinama ucenja
bio je samo pocetak njihova putovanja prema skupu racionalnih brojeva. U osmom razredu
se podsjecaju svih skupova brojeva koje su do tada naucili te proucavaju odnose medu tim

skupovima kako bi na kraju uveli pojam realnih brojeva.



2 Uvodenje pojma razlomka

Cesto mozemo ¢uti da je u¢enicima najgori predmet matematika ili da najveci strah imaju
od matematike. Kada ih pitamo zasto se boje matematike, daju odgovore kao sto su "zato
Sto je ne razumiju", "njima to nisSta nije jasno" i slicno. Do sada je provedeno jako puno
istazivanja vezanih za pojam straha od matematike. Kroz ta istazivanja doslo se i do njegove
definicije koja govori da je to osjec¢aj napetosti i anksioznosti u shvac¢anju i procesuiranju
matematickih problema u svakodnevnom zivotu i Skolskom okruzenju. Takoder, utvrdeno
je kako postoje tri tipa straha od matematike, a to su strah od ispitnih situacija, strah od
brojeva i strah od apstraktnog. Za mnoge ucenike njihov odnos s matematikom postaje los
kada krenu u peti razred osnovne skole. Sadrzaj prethodnih godina bio im je nesto laksi
za shvacanje, a ono $to im je bilo teze uspjeli su nauciti napamet ili prisjecanjem doci do
to¢nog odgovora. Upoznavanje s razlomcima kod ucenika budi strah od brojeva i strah od
apstraktnog. Razlog tomu je $to ne shvacaju razlomak kao broj, ne razumiju sto im govore
ta dva broja iznad i ispod crte. Stoga je vazno koristiti razne metode pomocu kojih ¢e
nastavnik uvesti pojam razlomka na nacin da ne upalsi ucenike na samom pocetku.

U tome ¢e pomoci koristenje pet tipova matematickih prikaza:
e vizualni,
e simbolicki,
o fizicki,
e verbalni,
e kontekstualni.

Koristenjem i kombiniranjem ovih pet prikaza ucenicima se stvara puno 8ira slika o tome sto
razlomci zapravo predstavljaju . Na Slici 1 ilustrirano je pet tipova matematickih prikaza i

medusobna veza izmedu razli¢itih prikaza.
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Slika 1: Pet tipova matematickih prikaza

Ukoliko nastavnik odmah na pocetku koristi kombinacije gornjih matematickih prikaza
prilikom objasnjavanja razlomaka, ucenici ¢e lakSe shvatiti matematicki koncept razlomka
te ¢e povezivati i samostalno koristiti razlic¢ite reprezentacije tog matematickog pojma. Pri-
mjerice, za rjeSevanje zadataka ¢e ucenici Cesto prvo koristiti vizualne modele koje ¢e kasnije
povezati sa simbolickim prikazom te ¢e na taj nacin izgraditi bolje razumijevanje simbolickih

prikaza.

2.1 Matematicki prikazi razlomaka u zadacima

Kako je veé¢ ranije navedeno, susret s razlomcima pocinje kod ucenika stvarati strah od
matematike jer se upoznaju s ne¢im $to je njima nejasno i apstraktno. Stoga nastavnik ima
vaznu ulogu odabrati i u¢enicima predstaviti prave zadatke s kojima ¢ée ih uvesti u gradivo
razlomaka. U sljedeé¢im primjerima moguce je vidjeti na koji nacin nastavnik moze razlicite
matematicke prikaze povezivati unutar istog zadatka i na taj nacin kod ucenika graditi kon-

ceptualno znanje.

Za pocetak je vazno da ucenici shvate kako su za vizualni prikaz razlomaka potrebni
dijelovi jednakih veli¢ina, odnosno povrsina. Za bolje razumijevanje zasto je nuzno imati
dijelove istih veli¢ina, nastavnik moze dati u¢enicima primjer pravednog dijeljenja ¢okolade
s prijateljima:

Primjer 1. Marko je odlucio podijeliti svoju cokoladu s tri prijatelja tako da svi dobiju jed-

naku kolicinu cokolade. Zaokruzi sliku koja prikazuje pravednu podjelu.



Kako je ovdje rijec o primjeru iz svakodnevnog zZivota, ucenici ce odmah wociti koja slika
prikazuje pravednu podjelu. PoZeljno je da nastavnik postavi razna potpitanja kojima ce

dovesti ucentke do simbolickog prikaza razlomka. Neka od pitanja mogu biti:

e Sto znaci pravedna podjela?
e Zasto prva slika predstavija pravednu podjelu?

e Na koliko je dijelova podijeljenja cokolada na prvoj slici? Na koliko je dijelova podije-
ljenja cokolada na drugoj slici?
e Po cemu se razlikuju dijelovi cokolade na lijevoj © desnoj slici?

Nakon odabira slike koja prikazuje pravednu podjelu, sljedeci korak je odvajanje dijela cokolade
koji ce dobiti Marko.




Konacni cilj je doci do simbolickog prikaza razlomka. Nastavnik ponovno radi analizu kroz
potpitanja, ali ovog puta u fokus stavlja dio koji je dobio Marko. Primjer pitanja koje nas-

tavnik moZe postaviti ucenicima:
e Na koliko dijelova smo podijelili cokoladu? Koliko je dijelova dobio Marko?
e Koliko dijelova su dobili Markovi prijatelji?

Nastavnik treba naglasavati kako je jedan red dio cijele cokolade te nakon toga to povezati s
pogmom razlomka s kojim iskazujemo dio cjeline. Na taj nacin je ucenicima vveden simbolicks

prikaz razlomka koristenjem vizualnog prikaza.

cokolade

=

U zadacima se Cesto za vizualne prikaze razlomaka koriste oblici kruga ili pravokutnika.
Ucenici tada prihvate samo ta dva oblika kao moguénost vizualnog prikaza razlomaka pa
prilikom susreta s nekim drugim oblikom ne znaju odrediti o kojem razlomku se radi. Stoga
je pozeljno koristiti Sto vise razli¢itih oblika ¢iji su dijelovi bojani nasumi¢no kao sto je

prikazano u sljede¢em primjeru.

Primjer 2. U prazne kuéice, koristeci razlomke, napisi koliki dio svakog oblika je obojan.



Kroz ovaj zadatak, ucenici ce uvjezbavati vizualne i simbolicke prikaze razlomaka, a provje-
ravanjem tocnosti rjesenja nastavnik ce uvidjeti jesu lv ucenici usvojili verbalni matematick:

prikaz razlomka.

Poznato je kako je ucenicima jedan od najdrazih oblika nastave upravo onaj kada na satu
smiju koristiti tehnologiju. Koristenjem rac¢unala ili mobitela ucenici postanu aktivniji te im
koje nastavnik moze iskoristiti kao nacin obrade gradiva. Velika prednost rjesavnja zadataka

na ovaj nacin je sto ucenici odmah dobiju povratnu informaciju jesu li to¢no rijesili zadatak.
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Slika 2: Interaktivni apleti za vizualni prikaz razlomaka
(Izvor: https://edutorij.e-skole.hr/)

S druge strane, kroz edukativne igre nastavnik moze ostvariti korelaciju matematike s ostalim
predmetima. Likovna umjetnost je najéesée podrudje u kojem mozemo pronaci razne omjere
i proprcionalnosti na umjetnickim djelima, ali matematiku mozemo iskoristiti i u geografiji

prilikom analiziranja zastava kako je prikazano na slici ispod.

Bijela Crvena
boja boja
zauzima zauzima
jednu jednu
tre€inu Eetvrtinu

zastave zastave
Estonije. Kolumbije

Zuta Zelena

boja boja
zauzima zauzima

jednu jednu
polovinu trecinu
zastave zastave
Ukrajine. [ Siiera Leone

Crvena
boja
zauzima
jednu
tre¢inu
zastave
Italije.

Crvena
boja
zauzima zauzima
jednu dvije
tre¢inu Cetvrtine
zastave zastave
Njematke Ruande

Slika 3: Korelacija matematike i geografije u edukativnim igrama
(Izvor: https://wordwall.net/hr)

Nadalje, nastavnik moze osmisliti razne aktivnosti i zadatke u kojima ¢ée povezati fizicki
i kontekstualni matematicki prikaz razlomaka. Neki od primjera su:

e Odredi koliki dio u¢enika u razredu ima smede/plave/zelene o¢i.

e Odredi koliki dio razreda su djecaci, a koliki djevojcice.

B



e Podijeli sok tako da svakome napunis dvije trecine case.

[zbor zadataka i aktivnosti je velik. Uloga nastavnika je da izabere ili osmisli zadatke
primjerene za dob ucenika koji ¢e ih potaknuti na rad te im na Sto laksi nacin pribliziti sto

se krije iza pojma razlomka.
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3 Razumijevanje cjeline

U prethodnom poglavlju vidjeli smo nekoliko primjera vizualnog prikaza razlomaka. Na
samom pocetku ucenja o razlomcima, kada se ucenici upoznaju s jednostavnim razlomcima
kao sto su % ili %, vizualni prikazi su ono $to nastavnici najcesce koriste prilikom objasnjava-
nja sadrzaja. Tu naviku usvoje i sami ucenici pa kasnije takoder sami rjesavaju zadatke uz
pomoé¢ crtanja kruga ili pravokutnika koje zatim dijele na odredeni broj dijelova. Uoc¢imo
kako su to sve primjeri gdje cjelinu predstavlja jedan lik ili jedan objekt. Problem nastaje
kada ucenici trebaju vise likova ili objekata promatrati kao cjelinu. Ucenici su zbog prethod-
nih primjera stvorili sliku da cjelina znaci jedan krug, jedan pravokutnik ili jedan kvadrat
kojeg moram podijeliti na dijelove. Stoga im postaje tesko shvatiti kako primjerice tri kruga

mogu biti jedna cjelina. U tablici ispod mozemo vidjeti primjer vezan za shvacanje cjeline.

Zadatak: | Zaokruzi i srca iz dane grupe.

Ana

Marko

VEVLVAY,

Tablica 1: Primjer shvacanja cjeline

Uoc¢imo kako je Marko shvatio da u ovom zadatku cjelinu predstavljaju sva Cetiri srca
zajedno te je to¢no zaokruzio jednu polovinu srca iz cijele grupe. S druge strane, Ana je
svako srce posebno gledala kao cjelinu pa je zaokruzila jednu polovinu svakog srca. 1z ovoga
primjera mozemo uvidjeti kako je vazno da nastavnik, osim pojedina¢nih likova ili objekata,
za cjelinu koristi i grupu od nekoliko likova ili objekata. Kako bi ucenicima ovaj dio bio jasniji,
pozeljno je upotrijebiti neki primjer iz svakodnevnog zivota. Jedna moguénost je podjela
vre¢ice bombona u razredu. Ovdje nastavnik raznim potpitanjima treba usmjeravati uc¢enike
kako bi sami dosli do zakljucka zasto sve bombone u vreéici promatramo kao jednu cjelinu.

Primjeri dobrih pitanja su sljedeci:
e Kako biste vi podijelili vreé¢icu bombona u razredu?

e Hocemo li svaki bombon otvoriti posebno pa ga dijeliti po razredu ili éemo pogledati
koliko ukupno imamo bombona pa ih pravedno podijeliti tako da svi dobijete isti broj

bombona?

e Sto nam ovdje predstavlja cjelinu, svaki bombon posebno ili su svi bomboni zajedno

jedna cjelina?

11



Drugi problem koji u¢enici mogu imati je da za svaki razlomak vezu vizualni prikaz koji
su prvi susreli te na taj nacin koriste napamet naucenu cjelinu za dani razlomak bez razu-
mijevanja Sto bi cjelina trebala znaciti u kontekstu zadatka. Sljede¢im primjerom prikazan

je navedeni problem.

Primjer 3. Razlomke %, % ( i poredaj od najmanjeg prema najvecem. CrteZom potkrijep:

svoj odgovor.

Odgovor ucenika:

U ovom zadatku ucenik je nacrtao pravokutnik koji je zatim podijelio na dva dijela kako bi
prikazao % Nakon toga je za sljedeci razlomak produljio cjelinu koju je prethodno koristio ¢
zatim oznacio % te analognim nacinom i. Konkretno, ucenik je za svaki razlomak koristio
cjelinu koju je mapamet naucio da treba vezati za dani razlomak te ne razumije znacenje

cjeline prilikom usporedivanja razlomaka.

Pogresku prikazanu prethodnim primjerom nastavnik moze ispraviti i dodatno pojasniti
koristeéi se primjerom iz svakodnevnog zivota koji je blizak ucenicima. NajCeSéi primjer
prilikom obrade razlomaka je podjela pizze na jednake dijelove. Nastavnik koristeci ovaj
primjer moze od ucenika dobiti odgovore jesu li veé¢i komadi pizze koja je podijeljena na dva
ili na tri jednaka dijela, na tri ili na Cetiri jednaka dijela. Takoder treba staviti naglasak
kako je pizza uvijek iste veli¢ine, nemoguce je povecati pizzu ako ju zelimo podijeliti na vise
dijelova.

Drugi nacin koji moze pomoéi ucenicima u zadacima usporedivanja razlomaka je koristeci
list s razlomackim trakama. Na pocetku obrade sadrzaja nastavnik moze za svakog ucenika
prirediti jedan takav list s kojim se ucenici mogu sluziti dok rjesavaju zadatke.

12



Slika 4: List s razlomackim trakama

Vidimo kako trake prikazuju jednostavnije razlomke, stoga je ovo dobra vizualna pomoc¢
ucenicima da na lak8im primjerima shvate znacenje cjeline i podjele na jednake dijelove, a
zatim ¢e nauceno lakse i brze primjeniti na sloZenijim razlomcima. Nastavnik treba objasniti
ucenicima da razlomacke trake prikazuju razlicite veli¢ine podjela (pa tako i razlomke).

Ranije je navedeno kako koristenje vise likova ili oblika kao cjeline kod ucenika moze
stvoriti problem razumijevanja cjeline. No, ponekad i manipulacija jednog lika ili oblika koji
¢ini cjelinu moze izazvati poteskoce kod ucenika. Sljede¢im primjerom pokazan je upravo
takav slucaj.

Primjer 4. Oboji % danog lika.

13



Rjesenje koje je dao ucenik:

7
J;)‘

4t

Prvo treba uociti kako je dani lik unaprijed podijeljen na dva dijela te se od ucenika trazi da

nastave podjelu koja ce im omoguciti bojanje % danog lika. U rjesenju vidimo da je ucenik
obojao %. No, uzmemo li u obzir podjele koje je ucenik napravio, vidimo da je svaka polovica
lika promatrana kao cjelina koja se zatim dijelila na osam dijelova. Ucenik je tako obojao %
svake polovice lika $to na kraju daje % cijelog lika. Bez obzira na tocno rjesenje, jasno je da

ucentk nije shvatio Sto predstavlja cjelinu v ovom zadatku.

Kroz prethodne primjere promatrane su moguce pogreske koje ucenici mogu napraviti
prilikom trazenja dijelova cjeline. No, ¢esto ucenici imaju poteskoéa pronaci cjelinu kada im
je dan dio te cjeline. Na primjeru lista s razlomackim trakama vidimo kako su podjele ¢esto
prezentirane s razlomcima ¢iji je brojnik upravo broj jedan. Ucenici tada automatizmom
podjele povezuju s razlomcima obika "1 kroz nesto" pa pojava razlomka koji nije tog oblika
stvara problem u pronalazenju cjeline. Sljede¢im primjerom pokazan je takav slucaj pogresno
rjeSenog zadatka.

Primjer 5. Pazljivo procitaj @ rijesi sljedece zadatke.

a) Na slici je dana % cokoladice. Nacrtaj cijelu cokoladicu.

b) Na slici je % cokoladice. Nacrtaj cijelu cokoladicu.

TR 2
(-1 K9 g

B

Primger riesenja koje ucenik moze dati:

a) Na slici je dana % cokoladice. Nacrtaj cijelu cokoladicu.

b) Na slici je g cokoladice. Nacrtaj cijelu cokoladicu.
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Vidimo kako je ucenik podzadatak a) tocno rijesio jer vizualne prikaze povezuje s razlomcima
ciji je brojnik jedan, a iz nazivnika iscitava koliko dijelova cini tu cjelinu. Kako je nazivnik
5, jos su mu nedostajala cetiri dijela kako bi dobio cijelu cokoladicu. Isto takvo razmisljanje

je primijenio u podzadatku b) sto ga je dovelo do nmetocnog rjesenja. Iz toga razloga je dani

1
8

zadatku, nacrtao jos sedam dijelova.

dio promatrao kao 3 cokoladice te je, promatrajuci vrijednost nazivnika kao 1 u prethodnom
Ovaj zadatak je takoder odlican primjer kako nastavnik treba od ucenika traZiti da paze na
ekvivalentnu podjelu, odnosno da uwvijek paze na to da crtaju dijelove koji su jednakih velicina.
U podzataku a) ucenik je tocno odredio koliko dijelova nedostaje da bi imali cijelu cokoladicu,
ali usporedujuci velicinu nacrtanih dijelova, ne mozZemo reci da smo na kraju dobili cijelu
cokoladicu. Naravno, s obzirom na uzrast ucenika ne treba traziti preciznost u milimetar, ali
otprilike treba paziti da dijelovi budu jednakih velicina, odnosno da razlike u velicinama ne

budu prevelike.

Na kraju ovog poglavlja jos ¢emo sljedec¢im primjerom analizirati kako veli¢ina cjeline
utjece na veli¢inu dijelova. To je takoder vazno pojasniti ucenicima kako bi razumijeli da
1

primjerice 5 necega ne predstavlja uvijek istu veli¢inu/koli¢inu, odnosno da ne povezuju

vrijednost razlomka s fiksnom veli¢inom dijelova.

Primjer 6. Na kraju Skolske godine nastavnik je odlucio pocastiti svoj razred. Kupio je
nekoliko malih @ velikih cokoladi koje ce podijeliti po razredu. Cokolade je stavio u vrecicu
kako ih ucenici ne bi vidjeli te je pitao tko Zeli cijelu, a tko pola cokolade. Ucenici koji nisu
veliky ljubitelji slatkoga su trazili pola cokolade, dok su ostali trazili cijelu. Nastavnik je tada
1zvadio cokolade te ucenicima koji su hijeli pola cokolade dao je pola od velike cokolade, a

ucenici koji su trazili cijelu cokoladu dobili su male cokolade.

41¥10000;

-.

Slika 5: Cjeline razlicitih velicina na primjeru cokolade

(Izvor: https: //www.pinterest.com/)

Prethodni primjer svaki nastavnik moze i sam izvesti u svom razredu. Na ovaj na¢in ¢e
ucenici puno brze uvidjeti kako veli¢ina cjeline utje¢e na veli¢inu dijelova. Lako je uociti da
pola ¢okolade ne znaci uvijek istu koli¢inu ¢okolade jer ne znamo o kolikoj ¢okoladi se radi.
Takoder, razne aktivnosti poput izrezivanja papira mogu posluziti kao pomo¢ pri obradi ovog

dijela sadrzaja. Jedan takav primjer prikazan je na slici ispod.
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Slika 6: Usporedba veli¢ine dijelova razlic¢itih cjelina
(Izvor: https://topdrawer.aamt.edu.au/)
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4 Razlic¢iti nacini podjele cjeline na jednake dijelove

Na pocetku ovog rada spomenuto je kako je za razumijevanje razlomaka vazno da ucenici
shvate kako moraju cjelinu dijeliti na ekvivalentne dijelove. Vizualni modeli ée biti najcesci
prikazi razlomaka prilikom objasnjavanja dijeljenja cjeline. Takoder, nije dovoljno da ucenici
znaju da dijelovi moraju biti samo iste veli¢ine. Vazno je da se prilikom odredivanja podjele
dijelovi medusobno ne preklapaju. Kada svaki dio predstavlja isti razlomacki dio cjeline,
dijelovi ¢e biti iste veli¢ine. S druge strane, ucenici cesto usvoje jedan ili dva nac¢ina podjele
te takve podjele jedine smatraju ispravnima za dobivanje dijelova jednakih veli¢ina. Za
primjer mozemo dati podjelu pravokutnika na jednake dijelove koristeéi simetrale stranica
ili dijagonale pravokutnika kao najceséi nacin podjele. Kada ucenici usvoje ta dva nacina,
bilo koja drugacija podjela na jednake dijelove za njih se ¢ini netocna. Primjer mozemo

pogledati na slici ispod.

= | —
B
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N

Slika 7: Dva nacina podjele pravokutnika na jednake dijelove

Ukoliko pred ucenike stavimo gornju sliku, bez navodenja veli¢ine svakog dijela, najcesce
¢emo dobiti odgovor da je lijevi pravokutnik podijeljen na Cetiri jednaka dijela, a desni nije.
Uocimo kako je lijevi pravokutnik podijeljen na ¢etiri manja pravokutnika pa je ucenicima
lako uociti da su jednake veli¢ine jer usporeduju povrsine istih likova. Desni pravokutnik
je podijeljen takoder na Cetiri jednaka dijela, ali kako je rije¢ o dva pravokutnika i dva tro-
kuta, u¢enicima je teze usporedivati povrsine razli¢itih likova. Stoga im se moze ¢initi kako
"trokuti izgledaju veée nego pravokutnici" pa tu nece uociti ekvivalentnu podjelu. Ovakvi
primjeri mogu biti odli¢ni za ucenike i njihovu samostalnu provjeru to¢nosti rjesenja. Naime,
ako ucenici gledajuci slike ne uocavaju jednakost dijelova, sljedec¢i korak je izrezivanje tih
dijelova skarama te usporedivanje veli¢ina dijelova tako da ih u¢enici medusobno preklapaju.
Takoder, ovakve primjere nastavnik moze iskoristiti i za ponavljanje ra¢unanja povrsine raz-
licitih likova. Ucenici mogu odrediti duljine stranica ili visina, te izra¢unavanjem povrsine
provjeriti ekvivalentnost dijelova. Nadalje, jos jedan nacin kako ucenicima pokazati da di-
jelovi jednake povrsine ne moraju biti istog oblika je koristenje zadataka s primjerima iz

svakodnevnog zivota. Pogledajmo jedan takav primjer:

Primjer 7. Na sastanku poljoprivrednika podijeljeno je 20 hektara drZavnog zemljista. Zem-
lpste je prikazano na slici ispod. Cetiri poljoprivrednika su zadovoljila sve uvjete te su medu-

sobno podijelila 20 hektara tako da je svaki poljoprivrednik dobio jednaku povrsinu zemljista.
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Nacrtaj mogucéu podjelu 20 hektara zemljista na cetiri poljoprivrednika.

Primjer rjesenja:

Za ocekivati je da ce svaki ucenik imati svoju ideju za podjelu. Stoga ce w razredu biti
vise razlicitih primjera podjele bas kako je pokazano i u primjeru rjesenja. Na taj nacin ce
nastavnik moci lako pokazati nekoliko primjera tocno rijesenog zadatka. Vazno je da na kraju
zadatka ucenici shvate da je svaki poljoprivrednik dobio i od 20 hektara, odnosno 5 hektara.
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lako dijelovi nisu istog oblika, oni imaju istu povrsinu. Takoder, zadatke ovog tipa bi ucenici
svakako mogli rjesavati koristeci razne aplikacije poput GeoGebre. Nastavnik moZe traZiti od
ucentka da naprave dano zemljiste u 1zabranoj aplikaciji te ée puno lakse napraviti i wocits

ekvivalentnu podjelu sluzeci se alatima koje vm nudi aplikacija.

Slika 8: Fkvivalentna podjela zemljista pomocéu GeoGebre

Uoc¢imo kako je cest slu¢aj u zadacima da linije, koje crtamo za dobivanje ekvivalentne
podjele, predstavljaju neku os simetrije. Stoga ucenici mogu povezati da ¢e ekvivalentnu
podjelu imati samo ako imaju os simetrije. Pogledajmo sljedecu sliku:

Slika 9: Dva nacina prikaza %
(Izvor: https://topdrawer.aamt.edu.au/)

Na gornjoj slici oba lika su podijeljenja na dva jednaka dijela. U¢enicima ¢e kod pravokutnika
biti puno lakse uociti dijelove jednake veli¢ine jer ¢e koristeéi nacrtanu os simetrije odmah
vidjeti kako dijelove mogu preklopiti, $to mogu ué¢initi savijanjem papira po nacrtanoj liniji.
Na primjeru kruga ¢e savijanjem papira po liniji dobiti dijelove koji se ne prklapaju sto moze
dovesti do pogresnog zakljucka da dijelovi nisu iste veli¢ine. Zato je vazno da nastavnik ne
koristi samo ravne linije kao jedini na¢in podjele cjeline.

Na pocetku rada su navedeni tipovi matematickih prikaza. Koliko god oni u¢enicima olak-
Savali rjeSsavanje zadataka i njihovo razumijevanje, s druge strane mogu dovesti i do krivih

zakljucaka. Prou¢imo situaciju u sljede¢em primjeru.
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Primjer 8. Nastavnica je ucenicima zadala Sest likova cije su povrsine podijeljenje na ne-
koliko razlicito obojanih dijelova. Zadatak je bio da ucenici zaokruZe sliku na kojoj je % lika

obojana crnom bojom @ objasne svoj odgovor. Jedno od rjesenja koje je ponudio ucenik:

QUL

(Izvor: hittps://topdrawer.aamt.edu.au/)

Objasnjenje: U razlomku % broj 3 mi govori da je lik podijeljen na tri dijela, a broj 1 mu

govori da je jedan od tih dijelova obojan crnom bojom.

Nakon sto je procitala rjesenje, nastavnica je upitala ucenika za dodatno objasnjenje kako bi
bolje analizirala njegov nacin razmisljanja. Ucenik je odlucio dati dodatno objasnjenje koris-
teci se lopticama koje su u nastavi sluzile kao fizicki prikaz razlomaka. Uzeo je tri loptice @

stavio th na stol.

Slika 10: Rjesavanje zadatka pomocu loptica

Ucenik je rekao da, iako nisu iste velicine, jedna od ovih loptica cini % u skupini od tri loptice.
Isto tako je 1 na danim likovima, odnosno crno obojani dio je jedan dio od ukupno tri dijela

razlicitih velicina pa on c¢ini % danog lika.

U prethodnom primjeru vidimo da je ucenik odredivanje razlomackog dijela u skupini
objekata poistovjetio s odredivanjem razlomackog dijela povrsine lika. Takvo zakljucivanje
dovelo ga je do neto¢nog odgovora u zadatku. Zato je vazno da nastavnik od samog pocetka

razjasni uCenicima medusobne razlike u matematickim prikazima razlomaka kako se ne bi
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dogodila sli¢na situacija da fizicki prikaz u grupi objekata bude isti kao vizualni prikaz s

obzirom na povrsinu lika.

Nakon $to ucenici shvate potrebu za ekvivalentnom podjelom u kontekstu razlomaka,
sljedeci korak je provjeriti da li ucenici pravilno povezuju razlomak s dijelom kojeg on pred-

stavlja. Analizirajmo situaciju u primjeru koji slijedi.

Primjer 9. Nastavnik je ucenicima dao sljedeci zadatak:

Je li na svakom kvadratu obojana njegova %? Objasni svoj odgovor.

Odgovor koji je dao ucenik:

Na prvom kvadratu nije obojana njegova % jer kvadrat nije podijeljen na tri jednaka dijela,
dijelovi nisu iste velicine 1 istog oblika. Zato obojani dio nije % kvadrata.

Drugi kvadrat je podijeljen na dva dijela koja nisu iste velicine. U zadatku se trazi % pa

moramo 1mati tri dijela, a ovdje imamo dva pa zbog toga ne moze biti obojana % kvadrata.

Iz ucenikovog odgovora proizlazi razmisljanje da ne moZe biti obojana % kvadrata ukoliko
nemamo tri dijela koji su iste pouvrsine i oblika. Ovakvo razmisljanje je rezultat toga Sto
se pred ucenike uvijek stavljaju zadaci na kojima je podijela napravijena na nacin da su svi
dijelovt istog oblika v povrsine. Takvi zadaci bi trebali bite ponudent prilikom obrade gradiva,
a za uwvjezbavanje pred ucenike treba staviti izazovnije zadatke poput zadatka koji je dan u
ovom primjeru. Tada cée nastavnik dobiti pravu sliku o tome koliko ucenici shvacaju razlomke

1 njihovu ulogu u kontekstu ekvivalentne podjele.
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5 Ekvivalentni razlomeci

Razumijevanje pojma cjeline i ekvivalentne podjele cjeline vazno je za uvodenje pojma
ekvivalentnih razlomaka. Isto tako, shvacanje ekvivalentnih razlomaka je temelj za uspo-
redivanje razlomaka te njihovo zbrajanje i oduzimanje. Uo¢imo kako svako novo gradivo
trazi od ucenika potpuno razumijevanje prethodno nauc¢enog gradiva. Stoga ucenici moraju
odmah na pocetku imati jasnu sliku o tome $to predstavlja razlomak. U suprotnom ¢e imati
velikih poteskoc¢a u pronalazenju ekvivalentnih razlomaka ukoliko uopée ne razumiju sto im
predstavlja zadani razlomak. Vizualni prikazi razlomaka ¢e imati veliku ulogu i u obradi
ovog dijela sadrzaja.

Osnovni koncepti koje vezemo za ekvivalentne razlomke su:

1. Za dva razlomka kazemo da su ekvivalentna ako izrazavaju isti broj. Drugim rije-
¢ima, ekvivalentni razlomeci su oni u kojima dijele¢i brojnik s nazivnikom dobivamo

isti rezultat.
2. Svaki razlomak ima beskonacno ekvivalentnih razlomaka.

Pojam ekvivalentnih razlomaka pozeljno je ucenicima predstaviti na primjeru iz svakod-
nevnog zivota. Prou¢imo jedan takav zadatak i moguce poteskoce koje bi ucenici imali

prilikom rjesavanja.

Primjer 10. Karlo, Marta v Petra su narucili tri jednake pizze.
Karlo je pojeo % svoje pizze.

Marta je pojela % svoje pizze.

Petra je pojela % svoje przze.

Tko je pojeo najvise pizze?

Prije svega, ovaj zadatak treba dati ucenicima da ga pokusaju samostalno rijesiti. Pogle-

dajmo neke od odgovora koje nastavnik moZe dobiti.

Klara je kao rjesenje zadatka ponudila sljedeéi odgovor:
Ja mislim da je najvise pizze pojela Petra jer broj 4 je najveci od svih brojnika, a i nazivnik
8 je najveci od preostala dva nazivnika.
U Klarinom odgovoru mozZemo uociti nepoznavanje osnovna vezanth za razlomke. Umjesto
da gleda vrijednost razlomka, Klara je posebno gledala vrijednosti brojnika, a zatim posebno
vrijednosti nazivnika te th medusobno usporedivala.

Mia je s druge strane koristila vizualne modele kako bi pronasla tocno rjesenje:
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Ucenica je dala tocno rjesenje jer je wvidjela da zadani razlomci na modelima predstavljaju
1stu povrsinu. Takoder, njezino rjesenje pokazuje zasto je nuzZno usvojiti koncept cjeline 1
dijelova cjeline.

Nakon sto ucenici ponude svoja rjesenja, nastavnik je duzan dodatno pojasniti rjesenje ovog
zadatka zbog ucenika koji nisu dobro rijesili, ali i zbog ucenika koji su dobro rijesili kako bi
paznju stavio na tri zapisom razlicita razlomka c¢ija je vrijednost ista. Ono $to nastavnik moZe
napraviti je jos jednom ucenicima predstaviti vizualni model te analizirati nacine rezanja pizze

1 na koliko dijelova je svaka pizza podijeljena:

Karlo je pojeo % pizze.

' Marta je pojela % pizze.
. . .
" Petra je pojela 5 bizze.

Nakon toga analizirati kako se odnose vrijednosti brojnika navedenih razlomaka te analogno

nazivnika. Cilj je da ucenici dodu do zakljucka da se ti medusobno jednaki razlomci dobivaju

( % na nacin da brojnik i nazivnik pomnozZimo istim brojem, odnosno:
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Tablica 2: Ekvivalentni razlomci

Osim ekvivalentnih razlomaka, koristeci ovaj primjer nastavnik moZze wvesti pojmove pro-
sirwanga 1 skracivanja razlomaka. Konacni cilj je da ucenici uoce da mnozZenjem ili dijelje-

njem brojnika i nazivnika istim brojem dobiwamo ekvivalentne razlomke.

Postoje i razni apleti koji mogu koristiti ucenicima u svladavanju ovog sadrzaja. Kroz
aplete ucenici mogu sami istrazivati odnos izmedu razlomaka te samostalno do¢i do odredenih

zakljucaka.
brojnik Prosiri razlomak.
® L J
2
nazivnik =
Y 4
—

sinna
- ~

Slika 11: Vizualni prikaz razlomka koristec¢i aplet

Nakon $to odaberu pocetni razlomak, u¢enici mogu proucavati postupak prosirivanja izabra-

nog razlomka.
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brojnik Prosiri razlomak

° E ° Siri s 2 2 -2 4
nazivnik = = — e
° 4 prosiri s 4.9 — 3

Sirina

- ~

Slika 12: Koristenje apleta za prosirivanje razlomaka

Takoder, list s razlomackim trakama je dobar pokazatelj ekvivalentih razlomaka, odnosno
ucenik ¢e pronaci ekvivalentne razlomke tako Sto ¢e pronaci trake jednake Sirine kako je pri-
kazano na Slici 13.
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Slika 13: Ekvivalentni razlomci
(Izvor: https://teachablemath.com/)
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6 Zbrajanje i oduzimanje razlomaka

Vazan cilj kod ucenja razlomaka je da ucenici razvijaju proceduralno znanje pri zbra-
janju i oduzimanju razlomaka. To se odnosi na usvajanje korak-po-korak instrukcija koje
propisuju kako rijesiti zadatak, odnosno koristenje vjestina, algoritama i strategija za to¢no
i u¢inkovito rjesavanje problema. Medutim, samo proceduralno znanje nije dovoljno za sval-
davanje sadrzaja zbrajanja i oduzimanja razlomaka. Uz proceduralno znanje potrebno je
graditi i konceptualno znanje. Konceptualno znanje stvara mrezu znanja koje se odnosi na
razumijevanje Cinjenica, koncepata i pravila. Rije¢ je o dubinskom znanju koje najvise do-
lazi do izrazaja u zahtjevnijim, problemskim zadacima. Od ucenika zahtijeva kategorizaciju
pojmova i postupaka koje je do sada naucio kako bi na $to brzi i prikladniji na¢in dosao to
to¢nog rjesenja u zadacima. Na samom pocetku obrade zbrajanja i oduzimanja razlomaka,
potrebno je operacije izvoditi na razlomcima ¢iji su nazivnici jednaki. Kao i sa svakim
uvodenjem novog gradiva, treba krenuti s jednostavnijim primjerima koji se nadograduju s
obzirom na pomake koje ucenici pokazuju. Kako su ucenici do sada naucili veé¢ dosta toga o
razlomcima, za ocekivati je da ¢e korisiti razne strategije kako bi pronasli rjesenje zadatka.
Kombinirat ée razne matematicke prikaze i korake rjesavanja te na taj nacin garditi mrezu
znanja koja predstavlja konceptualno znanje. Pogledajmo u nastavku primjer zadatka koji
je prikladan za pocetak obrade gradiva.
Primjer 11. Izracunaj zbroj % + % 1 razliku % — %

Prilikom objasnjavanja nastavnik moze ucenicima pomocu slikovnih prikaza objasniti vrsenje

outh operacija. Za zbrajanje se moZe koristiti sljedeci prikaz:

4
7
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Ucenicima objasnimo da najprije oznace dijelove koji predstavijaju prvi razlomak, a zatim u
nastavku samo dodaju dio koji predstavlja drugi razlomak. Nakon toga im koristeéi nacrtano
objasnimo da se razlomci jednakih nazivnika zbrajaju tako da im se brojnici zbroje, a nazivnik
ostaje nepromijenjen.

Kod oduzimanja je slikovni prikaz sljedeci:
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Ovdje je vazno naglasiti razliku izmedu slikovnih prikaza za zbrajanje i oduzimanje. Kod
zbrajangja su se dijelovi stavljali u niz jedan do drugoga, a kod oduzimanja najprije oznacimo
diyjelove koje predstavlja prvi razlomak, a drugi razlomak oznacimo tako da bojamo njegove
dijelove preko veé obojanih dijelova prvog razlomka. Na taj nacin pravimo "eliminaciju"
dijelova koje gubimo oduzimanjem te je konacni rezultat broj dijelova koji nije precrtan drugi
puta. Zatim analogno objasnimo da se razlomci jednakih nazivnika oduzimaju tako da im se

brojnici oduzmu, a nazivnik ostaje nepromijenjen.

Uc¢enicima mozemo ponuditi i razne aplete pomoéu kojih ¢e dodatno istraziti i analizirati

prethodne postupke ili provjeriti jesu li to¢no rijesili zadatke.

Kako zbrajamo razlomke jednakih nazivnika?
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Postupak
Slika 14: Postupak zbrajanja koristeéi aplet

Kako oduzimamo razlomke jednakih nazivnika?
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Slika 15: Postupak oduzimanja koristeci aplet
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Ucenici ovaj dio obi¢no brzo usvoje. Problem nastaje kada razlomci nemaju isti nazivnik
te je potrebno provesti postupak svodenja na zajednicki nazivnik. Takoder, poteskoée moze
stvoriti ako u zadacima, osim razlomaka, postoje prirodni i/ili mjeSoviti brojevi. Pogledajmo

nekoliko nacina koje su ucenici koristili za rjesavanje razli¢itih zadataka.

Primjer 12. Luka svaki dan mora prijeci 2% kilometara od svoje kuce do posla. Auto mu se
pokvario na % kilometra od posla. Koliko je Luka udaljen od svoje kuce?
Pogledajmo nekoliko nacina rjesSavanja ovog zadatka.

Prvo rjesenje:

3L -4 2
o

T Ya

| b e o =

| j-' - A |
) 4 -

Ucenik je uocio da u mjeSovitom broju 2% stoji razlomak £ te je odlucio rastaviti razlomak 3
5 5 5

4 s 1 3. = 8 1 1 1 3 5 s 5 3 3 5 5
koristeci se <, odnosno % je shvatio kao = + < + z. Zatim je napravio tri oduzimanja gdje je
u svakom koraku oduzimao %

Drugo rjesenje:

|
= - =
rf’_J -~
) "\’ »\
275 C
-/ <
-

Za razliku od prethodnog rjesenja, u ovom postupku ucenik je takoder uocio % u mjesovitom

broju 2%, ali je g promatrao kao % + % kako bv mu u drugom koraku oduzimanja ostao samo
cijely dio mjesovitog broja od kojeq je zatim oduzeo %

Trece rjesenje:
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a
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3

|

b\ —

wlw 9,

Uocimo kako je u ovom rjeSenju ucenik ignorirao cijeli dio mjesovitog broja te je napravio
netocno oduzimangje tako sto je od % oduzeo % Na kraju je rezultat koji je dobio oduzimanjem
samo povezao s cijelim dijelom mjesovitog broja kojeg je na pocetku ignorirao.

Ceturto rjesenje:
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U ovom postupku ucenik je uocio kako bi mogao povecati razlomack: dio mjesovitog broja
na nacin da cijeli dio umangi za jedan te ga doda razlomku % Ali kada je trebalo napravits
zbrajange, odnosno 1 + %, ucentk je napravio pogresku. Takoder je u postupku oduzimanja
wgnorirao cijelt dio mjesovitog broja koji mu je ostao.

Peto rjesenjge:

Vel on
7‘1
< | ‘L
Bz Tolmiio  Posad

qe,

U ovom rjesenju vidimo kako je ucenik uspjesno rijesio zadatak koristeci se brojevnim prav-

cem. Prikazom na pravcu odmah je mogao iscitat koja udaljenost je rjesenje zadatka.

Za kraj jos spomenimo mozda najces¢u pogresku koju ucenici rade izvrsavajuéi operacije
zbrajanja i oduzimanja razlomaka. Rijec¢ je strategiji u kojoj zbrajaju brojnik s brojnikom
te nazivnik s nazivnikom te isto koriste i prilikom oduzimanja. Ovaj postupak ucenici su
preuzeli od zbrajanja i oduzimanja razlomaka s jednakim nazivnicima. Jedan takav primjer

dan je na slici ispod.

Slika 16: Pogresna strategija prilikom oduzimanja razlomaka

Uo¢imo na prethodnoj slici kako strategiju oduzimanja brojnik s brojnikom, nazivnik s naziv-
nikom ucenici koriste kada su brojnik i nazivnik prvog razlomka veéi od brojnika i nazivnika
drugog razlomka pa je moguce provesti oduzimanje. Ukoliko su brojnik i/ili nazivnik drugog

razlomka veci, ucenici najcesc¢e odustaju od rjesavanja zadatka.
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7 Mnozenje razlomaka

Kao i u prethodnim poglavljima, kod mnozenja razlomaka je takoder potrebno koristiti
Sto vise vizualnih modela kako bi ucenici shvatili pozadinu samog mnozenja razlomaka. Na
pocetku ove cjeline, ucenici se prvo susre¢u s mnozenjem prirodnog broja i razlomka. Cilj
je da ucenici shvate da pomnoziti prirodni broj s razlomkom znaé¢i uzastopno pribrajati isti

razlomak. U sljede¢em primjeru pokazan je jedan nacin obrade ovog dijela gradiva.

Primjer 13. Lucija je u svom dvoristu uocila malog misa. Odlucila ga je hraniti sa sirom.
2
5

Za pocetak je vazno s ucenicima odrediti Sto znact da mis dnevno pojede % sira. Koristeci

Svaki dan mu ostavi £ sira. Koliko ce sira pojesti mis tijekom tri dana?

vizualnt model dolazimo do zakljucka da mis pojede dva komada sira od ukupno pet jednakih

komada.

Slika 17: Kolicina sira koju mis pojede u jednom danu

Sada nas zanima kolika je to kolicina za tri dana, odnosno koliko je 3 - % Ponovno se

posluzimo vizualnim modelom:

Kako dva komada sira predstavljaju % sira, zamijenimo svaki komad s % 1 dobivamo:
2 2 2 2 242+2 32 6
3 - —_ = — —|— —_— —_— —_— —_—
5 5 5 b 5 5 5

. Dakle, 3%:%

Nastavnik ovdje svakako treba naglasiti da 3 - % = 3%. Ovo je Cesta pogreska koju ucenici
rade pa ih svakako treba unaprijed upozoriti na nju te dodatno pojasniti.
Sljedece gradivo s kojim se ucenici susrec¢u je mnozenje razlomka s prirodnim brojem. Ovdje
ne mozemo imati isto razmisljanje kao u gornjem primjeru, odnosno ne znamo $to znaci
2 2

£ - 3 shvatimo kao £ od 3 te

% puta pribrojiti broj 3. Stoga ovaj dio objasnimo tako da =

vizualnim modelom dodatno pojasnimo.
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Slika 18: Prikaz 2 - 3

Slijedi da % -3 znaci da moramo uzeti tri modela, u nasem sluc¢aju tri pravokutnika, a zatim
svaki pravokutnik podijeliti na pet jednakih dijelova te obojati dva od ukupno 5 dijelova na
svakom pravokutniku. Kako smo iz svakog pravokutnika uzeli %, zakljuéujemo da na kraju
imamo g. Slijedi % v 3 = g.

Analiza prethodna dva primjera mnozenja daje zakljucak da mnozenjem prirodnog broja
razlomkom daje isti rezultat kao i mnozenje razlomka s prirodnim brojem.

Ucenici mogu stvoriti i svoje strategije za rjeSavanje problema u danom zadatku. Neke od

tih strategija pokazane su u primjeru ispod.

% ucenika ima smede oci. Koliko ucenitka u

Primjer 14. U 6.B razredu je 36 ucenika.
razredu ima smede 0¢i?

Bornin odgovor:

Borna je koristio vizualni model pravokutnika za prikaz razreda. Zatim je pravokutnik podi-

jelio na tri jednaka dijela te odredio koliki broj ucenika cini % razreda. Za kraj je na modelu
oznacio % ucentka koji imaju smede oci te do konacnog rezultata dosao mnoZenjem broja 12
s 2.

Larin odgovor:
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Uocimo kako Lara nije koristila vizualne modele. Iz zadatka je shvatila da mora pronaci %
razreda te da je to isto sto i podijeliti ukupan broj ucenika s tri. Nakon toga je dobiveni broj

pomnozila s dva te dobila broj koji predstavlja % ucentka sa smedim ocima.

Za kraj jos ostaje mnoZenje razlomka razlomkom. Prije uvodenja samog pravila da se
razlomak mnozi razlomkom tako da se brojnik pomnozi s brojnikom, a nazivnik s nazivni-
kom, ucenicima je potrebno postupak objasniti na vizualnim modelima. Pogledajmo sljedeci

primjer.

Primjer 15. Koliko je 3 - 37

5
.. . 4 2 v 4 2 . .. ¢ .- 5
Prije svega treba znati da = - 5 znaci ¢ od %. Najprije modelom prikaZimo %

Nakon toga trazimo ‘—51 od % To znaci da prethodnit model moramo podijeliti na pet jednakih
dijelova, a zatim obojati cetiri dijela od tih pet. Konacni rezultat je broj dijelova koje smo

obojali dva puta, odnosno:

~ - - T 4.2 _ 42 _ 8
Prebrojavanjem pravokutnika slijedi da je = - 5 = 25 = 1%.

Za ovaj dio takoder postoje mnogi apleti koji ¢e ucenicima olaksSati razumijevanje me-
dusobnog mnozenja razlomaka. Koristenjem apleta poticemo ucenike na samostalan rad i

istrazivanje pa kao rezultat dobivamo aktivne ucenike.
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Slika 19: Mnozenje razlomaka koristeéi aplet

Ucenici obi¢no brzo usvoje pravilo mnozenja dvaju razlomaka. Pogreska koju mogu
napraviti je da prilikom mnozenja pomnoze brojnike, a nazivnike zbroje, ili obrnuto da
pomnoze nazivnike, a brojnike zbroje. Nastavnik svakako treba pratiti rad svojih ucenika
te ako uoc¢i neku od navedenih pogreski na vrijeme reagirati. Jedan od nacina je traziti od

ucenika da se koriste vizualnim modelima te na taj nac¢in provjere toc¢nost svog postupka.
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8 Dijeljenje razlomaka

Prije uvodenja operacije dijeljenja, potrebno je ucenike upoznati s pojmom recipro¢nih
brojeva, odnosno reciproc¢nih razlomaka. Potrebno je u¢enicima objasniti da reciproc¢an znaci
obrnut, preokrenut pa ih zatim pitati Sto bi oni rekli koji razlomak je reciprocan razlomku %.
Ucenike treba voditi raznim potpitanjima kako bi uspjesno dosli do to¢nog zakljucka. Neka
od mogucih pitanja su:

e Sto biste vi rekli da je obrnuto od %?
e Kako biste vi "preokrenuli" razlomak 3?7

Nakon sto ucenici dodu do toénog odgovora, nastavnik im zapisuje opceniti slucaj, tj. da su
razlomei ¥ i % medusobno recipro¢ni (a # 0,b # 0). Takoder, ponavlja da kod recipro¢nih
razlomaka vrijedi da je brojnik prvog razlomka jednak nazivniku drugog razlomka i nazivnik
prvog jednak je brojniku drugog razlomka. U nastavku je potrebno jos uvidjeti da je umnozak

recipro¢nih razlomaka jednak 1.

8.1 Dijeljenje razlomka prirodnim brojem

Uvodenje u¢enika u podtemu dijeljenja razlomaka prirodnim brojem poZzeljno je napraviti
koristenjem primjera iz svakodnevnog zivota. Ucenici ¢e tako lakse shvatiti pozadinu ovog
dijeljenja te ¢e im opéeniti postupak biti jednostavniji za usvojiti. Navedimo jedan takav

primjer.

Primjer 16. Jakov je kupio cokoladu. Dok je cekao Dinu, pojeo je % cokolade. Kada je
Dino stigao, podijelili su ostatak cokolade tako da je svaki dobio jednaku kolicinu. Koliko je
cokolade dobio Dino?

Zadatak treba analizirati dio po dio. Prvo saznajemo da je Jakov pojeo % cokolade dok je

cekao Dinu pa prikazimo to modelom:

-.

2
— pojedene

5 5

Nakon toga dolazi Dino te su pravedno podijelili ostatak cokolade:
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Modelom smo prikazali kako izgleda kolicina cokolade koju je dobio Dino. Sada pogledajmo
kako 1zgledaju sve podjele zajedno:

Uocimo kako je cokolada morala biti podijeljena na 10 jednakih dijelova. Promatrajuci ve-

licinu dijela koji je dobio Dino, vidimo da njegov dio sadrzi 3 od ukupno 10 dijelova. Iz

toga slijedi da je Dino pojeo 1% cokolade. Sada, koristeéi jednostavniji model, ucenici mogu

uociti da podijeliti razlomak % s 2 ustvart znaci pomnoZziti % s reciprocnim brojem od broja 2,
il

odnosno s 5"

(&gl ]
o
[~

8.2 Dijeljenje prirodnog broja razlomkom

Za podtemu dijeljenja prirodnog broja razlomkom takoder mozemo iskoristiti primjer

vezan za ¢okoladu.

Primjer 17. David ima 3 jednaka komada cokolade. Zanima ga koliko ce komada cokolade

1mati ako svaki od ta 3 komada podijeli na pola, odnosno 3 : % Pomozi Davidu otkriti koliko
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komada cokolade ce imats.
Ponovno se posluzimo modelom kako bismo pronasli rjesenje zadatka:

Uocimo kako navedenom podjelom od pocetna 3 komada sada dobivamo 6 komada cokolade.
Sada dodatnom analizom i potpitanjima od strane nastavnika, ucenici trebaju zakljuciti da
dijeljenjem broja 3 s % dobiju rezultat 6 Sto je isto kao da su broj 3 pomnozili brojem 2.

Cilj je doci do zakljucka da dijeliti broj s razlomkom znaci mnoziti taj broj s reciprocnim

razlomkom, odnosno:

—0-

O 9
a

¢
b
8.3 Dijeljenje razlomka razlomkom

Posljednje s ¢im se ucenici moraju upoznati vezano za operaciju dijeljenja je dijeljenje
razlomka razlomkom. Pogledajmo jedan nacin objasnjavanja ovog dijela sadrzaja koristeci

se modelom pravokutnika.

Primjer 18. Koliko je % : %9
Najprije na modelu odredimo dio koji predstavija %

Uocimo sada kako je u nazivniku drugog razlomka broj 3 pa podijelimo nas model u horizon-

talnom smjeru na tri jedanaka dijela:



Uzmimo sada % modela @ pogledajmo od koliko malih pravokutnika se sastoji:

Prebrojavanjem dobivamo 14 malih pravokutnika. Sada se pitamo koliko puta % (14 malih

pravokutnika) ide u % (dio obojan sivom bojom)? Oznacimo to na modelu:

Vidimo da % poursine modela (14 malih pravokutnika) jednom staje u % pouvrsine modela (dio
obojan sivom bojom). Ostao nam je jos jedan sivi pravokutnik koji bi pripadao sljedecoj grupi
14 pravokutnika pa on cini ﬁ te grupe. Kako % poursine modela (14 malih pravokutnika)
jednom staje u % poursine modela i ostaje jedan swvi pravokutnik koji predstavlja ﬁ slijedi da
1 15

odnosno =

je konacni rezultat 11, 1

Nakon analize gornjeg primjera, nastavnik moze traziti od ucenika da izracunaju koliko
je % : % Ucenici ¢ée dobiti isti rezultat kao u gornjem primjeru pa nastavnik raznim potpita-
njima treba ucenike dovesti do zakljucka da razlomke dijelimo tako da djeljenik prepisemo i
pomnozimo s recipro¢nim brojem djelitelja.

8.4 Pogreske prilikom dijeljenja razlomaka

Za kraj ¢emo kroz nekoliko primjera navesti neke od najces¢ih pogresaka koje ucenici

mogu napraviti prilikom dijeljenja razlomaka.

Primjer 19. Izracunaj koliko je % . i te zaokruzi tocan rezultat:
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a)
b) 0

o=

&)l 1
d) 2

Pruvi odgovor:

[ 8]

1 1

Ucenik je koristio vizualni model za rjesavanje zadatka te je umjesto % : 7 Tacunao i - i.

Drugi odgovor:

Ucenik nije mnoZio s reciprocnim brojem, nego s pocetnim razlomkom.

Treéi odgovor:

Ucenik pogresno odreduje reciprocni razlomak.

Primjer 20. Dva prijatelja su odlucila podijeliti pola boce soka. Odredi koliko ce svatko
popiti soka.

Odgovor ucenika:

Ucenik pogresno odreduje Sto je djeljenik, a sto djelitelj. Umjesto % : 2 ucenik racuna 2 : %
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Zakljucak

Strah od matematike dovodi do toga da ucenici matematiku povezuju s osje¢ajem nape-
tosti i nelagode. Fenomen straha od matematike prvenstveno mogu smanjiti nastavnici. Nji-
hova je uloga ucenicima predstaviti matematiku kao zanimljivu, zabavnu i korisnu. Ucenike
je potrebno motivirati odabirom adekvatnih aktivnosti i zadataka kroz koje ¢e se obraditi sa-
drzaj. Kroz ovaj rad predstavljene su razne aktivnosti i zadaci s primjerima iz svakodnevnog
zivota koji poti¢u ucenike na aktivno sudjelovanje, razmisljanje te samostalno istrazivanje
sadrzaja vezanog za razlomke. Ucenicima je potrebno ponuditi zadatke u kojima se kom-
biniraju razni tipovi matematickih prikaza razlomaka. Na taj na¢in se kod ucenika, osim
proceduralnog znanja, razvija i konceptualno znanje pa ¢e ucenici lakse shvatiti matematicki
koncept razlomka. Analizirane su i strategije s kojima se ucenici koriste prilikom rjesavanja
zadataka. Pokazani su primjeri u kojima te strategije vode ka to¢nom rjesenju, ali i primjeri
u kojima ucenici nisu uspjesno rijesili zadatak. Navedene pogreske i miskoncepcije mogu pos-
luziti nastavnicima za unaprjedenje nastave i prilagodavanje pouc¢avanja potrebama ucenika.
S druge strane, pogreske poti¢u ucenike na dublje razmisljanje i razvoj kritickog razmisljanja

Sto u konacnici daje dinami¢niji i uc¢inkovitij proces ucenja.
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Sazetak

Kroz ovaj rad prikazane su razne strategije za obradu sadrzaja razlomaka te su dani pri-
mjeri zadataka kroz koje je moguce primijeniti te strategije. Naglasak se stavlja na vaznost
koristenja pet tipova matematickih prikaza te medusobno kombiniranje tih prikaza u zada-
cima. U radu se mogu pronaci i zadaci kroz koje su predstavljena moguca rjesenja ucenika te
analiza njihovih strategija rjesavanja. Takoder su navedene moguce pogreske i miskoncepcije

koje ucenici mogu razviti.

Kljuéne rijeci: Razlomci, podjela cjeline, ekvivalentni dijelovi cjeline, ekvivalentni raz-

lomci, zbrajanje i oduzimanje razlomaka, mnozenje razlomaka, dijeljenje razlomaka

41



Title: Fractions

Abstract

This paper presents various strategies for processing the content of fractions and gives
examples of tasks through which it is possible to apply these strategies. Emphasis is placed
on the importance of using five types of mathematical representations and combining these
representations in tasks. In the paper, you can also find tasks through which the students’
possible solutions are presented and an analysis of their solution strategies. Possible mistakes
and misconceptions that students may develop are also listed.

Keywords: Fractions, division of a whole, equivalent parts of a whole, equivalent frac-

tions, addition and subtraction of fractions, multiplication of fractions, division of fractions
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